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1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen 3

1 Einleitung

Der vorliegende Text trifft eine (subjektive) Auswahl aus Themen der Theoretischen Informa
tik, deren Kenntnis neben vielen anderen Themen als unabdingbar im Rahmen der Informa-
tikaushildung angesehen wird. Auch wenn die direkte praktische Relevanz der dargestellten
Inhalte nicht immer sofort sichtbar wird, so zéhlen diese doch zu den grundlegenden Bil-
dungsinhalten, die jedem Informatiker und Wirtschaftsinformatiker vermittelt werden sollten.
Zudem steht fur die (dem einen oder anderen auch sehr theoretisch erscheinenden) Ergebnisse
gerade der Komplexitétstheorie auRer Frage, dal’3 sie einen unmittelbaren Einfluld auf die
praktische Umsetzung und algorithmische Realisierung von Probleml 6sungen haben.

Der Text verzichtet stellenweise auf die Darstellung ausformulierter (mathematisch exakter)
Beweise. Diese konnen in der angegebenen Literatur nachgelesen werden bzw. sie werden in
der zugehorigen Vorlesung und den Ubungen behandelt.

Die Theoretische Informatik als eine der Saulen der Informatik kann nattrlich nicht umfas-
send im Rahmen einer einsemestrigen Lehrveranstaltung dargestellt werden. Ein Weg, sich
den wesentlichen Inhalten zu néhern, zu denen die Theorie der Berechenbarkeit und Ent-
scheidbarkeit, die Automatentheorie, die Theorie der Formalen Sprachen und die Komplexi-
tatstheorie zdhlen, wird in dem Lehrbuch von Schoning: Theoretische Informatik kurzgefalit
aufgezeigt, in dem die angesprochenen Themen in kompakter Form présentiert werden. Dem
vorliegenden Text liegt ein @nlicher Ansatz zugrunde, wobei hier jedoch eine teilweise un-
terschiedliche Schwerpunktbildung erfolgt. Er verzichtet auf den Anspruch einer umfassenden
oder ansatzweisen Darstellung aller wichtigen Teilgebiete der Theoretischen Informatik und
konzentriert sich auf einige Grundlagen, die zum Versténdnis der prinzipiellen Leistungsfé
higkeit von Algorithmen und Computern notwendig erscheinen. Der Blick richtet sich also
auf Inhalte, die der Beantwortung von Fragen dienlich sein kénnen wie

Wie kann man die Begriffe der algorithmischen Berechenbarkeit formal fassen?

Was kénnen Computer und Algorithmen leisten und gibt es prinzipielle Grenzen der algo-
rithmischen Berechenbarkeit?

Mit welchen Modellierungswerkzeugen und Beschreibungsmitteln lassen sich berechen-
bare Menge charakterisieren?

Mit welchem algorithmischen Aufwand ist im konkreten Fall bel einer Problemlésung zu
rechnen?

Wie kann man die inhdrente Komplexitét einiger Problemstellungen praktisch nutzen?

Die Behandlung dieser Fragestellungen fihrt auf die Betrachtung von Modellen der Bere-
chenbarkeit. Hierbel spielt die Turingmaschine eine herausragende Rolle. Ergénzend wird
wegen seiner inhaltlichen Nahe zu realen Computern das Modell der Random Access Ma-
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schine behandelt. Auf die Darstellung von Theorien wie die r -rekursiven Funktionen oder

das | -Kalkul soll hier (im wesentlichen aus Platzgriinden) verzichtet werden, obwohl sie eine
hohe mathematische Eleganz und Relevanz aufwei sen.

Innerhalb der Theoretischen Informatik nimmt das Teilgebiet Automatentheorie und Formale
Sprachen einen breiten Raum ein. Historisch hat es einen grof3en Einflufd auf die Entwicklung
von Programmiersprachen und Sprachibersetzern, sowie auf die Modellierung komplexer
Anwendungssysteme und Betriebssysteme ausgelibt. Im folgenden wird dieses Teilgebiet je-
doch nur im Uberblick dargestellt, da die Themen Programmiersprachen und Compilerbau in
der Wirtschaftanformatikausbildung hochstens am Rand gestreift werden und auch die Mo-
dellierungsmdglichkeiten beispielsweise paralleler Ablaufe durch Petrinetze und anderer Au-
tomatentypen innerhalb des jeweiligen Anwendungsgebiets behandelt werden kdnnen.

Das Thema der praktisch durchfiihrbaren Berechnungen, d.h. der in polynomieller Zeit zu 16-
senden Probleme, fuhrt auf die Theorie der NP-Vollstandigkeit und der Approximation
schwerer Optimierungsprobleme. Die damit verbundenen Fragestellungen werden in den bei-
den letzten Kapiteln aufgezeigt.

Im folgenden Text werden im einzelnen nicht die Literaturquellen angegeben, denen die je-
weiligen Inhalte entnommen wurden. Das Literaturverzeichnis fuhrt eine Reihe wichtiger
Standardwerke auf, die die Themen in grof3er Ausfihrlichkeit behandeln. Dort finden sich
auch zusitzliche Ubungen und weiterfiihrende Quellenangaben.

1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Definitionen angeftihrt und einige in den fol-
genden Kapiteln verwendete (mathematische) Grundlagen zitiert. Dabei wird eine gewisse
Vertrautheit mit der grundlegenden Symbolik der Mathematik vorausgesetzt, z.B. mit
Schreibweisen wie

al A, Al B, AEB, ACB, A\B.

Es seien A und B mathematisch logische Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen. In den
nachfolgenden Kapiteln werden héaufig daraus Aussagen der Form

~Aus A folgt B* bzw.

»Aimpliziert B* bzw.

»Wenn A gilt, dann gilt auch B“, gelegentlich auch geschrieben

. Ap B*

gebildet und bewiesen.

Fur einen Beweis der Aussage Ab B geht man folgendermal3en vor:
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Man nimmt an, dal3 A wahr ist. Durch eine , geeignete” Argumentation (Anwendung lo-
gischer Schltisse) zeigt man, dal3 dann auch B wahr ist.

Alternativ kann man auch folgendermal3en argumentieren:

Man nimmt an, dal3 B nicht wahr ist. Durch eine ,geeignete’ Argumentation (Anwen-
dung logischer Schliisse) zeigt man, dal3 dann auch A nicht wahr ist. Diese Argumenta-
tion beruht auf der Tatsache, da® AP B logisch aquivalent (siehe unten) zu @B b @A
ist,d.h. Ap B und @B P @A haben stets denselben Wahrheitswert.

Die Aussage , AU B* steht fir AP B und Bb A. Um die Aussage AU B zu beweisen,
sind also zwei , Richtungen” zu zeigen, d.h. jeweils ein Beweisfir AP B und ein Bewels fir
BP A zu erbringen. Alternativ kann man auch AP B und JAP @B beweisen. Die Gl
tigkeit von AU B bedeutet, dal3 A und B beide wahr oder beide falsch sind.

Statt AU B sagt man auch
»Aist (logisch) aguivalent zu B bzw.
»A gilt genau dann, wenn B gilt“.

Die Elemente einer Menge A seien durch eine Eigenschaft E, beschrieben, die allen Ele-
menten von A zukommt: A={ a|a hat die Eigenschaft E,, }. Entsprechend werde die Menge B
durch eine Eigenschaft E, bestimmt: B={b|bhat die Eigenschaft E,}. Um zu beweisen,
dal3 die Teilmengenbeziehung Al B gilt, geht man folgendermalien vor:

Man nehme xI A. Dann weil? man, dai? x die Eigenschaft E, besitzt. Durch eine , ge-
eignete” Argumentation unter Ausnutzung der Eigenschaft E, weist man nach, daf3 x
auch die Eigenschaft E; besitzt, d.h. xT B. Man zeigt also xi Apb xI B.

Logisch aquivalent ist folgende Argumentation:

Man nehme fur ein Element x an, daR es nichtin B liegt: xI B, d.h. x hat nicht die Ei-
genschaft E;. Durch eine ,geeignete” Argumentation unter Ausnutzung der Tatsache,
dal3 fur x die Eigenschaft E; nicht zutrifft, weist man nach, daf? x auch nicht die Eigen-
schaft E, besitzt, d.h. da3 x| A ist.

Um die Gleichheit zweier Mengen A und B nachzuweisen, d.h. A= B, hat man die beiden In-
klusionen Al B und Bi A nachzuweisen, d.h. xI AU xI B.
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Mit P(M) wird die Potenzmenge der Menge M bezeichnet, d.h. P(M)={L|Li M} .

Esqilt fur alle Mengen A, B und C:

ACBIi A, ACBI B, Al AEB, Bi AEB

AE B=BE A, AC B=BC A (Kommutativgesetze)

AE B=(A\B)E (ACB)E (B\A), dierechte Seiteist eine disunkte Zerlegung! von AE B,
AC (BEC)=(ACB)E(ACC), AE (BCC)=(AE B)C (AE C) (Distributivgesetze).

Fur Mengen A, A, ..., A, wird das kartesische Produkt definiert als
AA A =aaa)lal AaT ALLLa T AL

Fur eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die M &chtigkeit) von A.

Es seien A und B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element al A genau ein Element
b1 B zuordnet, heif}t (totale) Funktion von A nach B, geschrieben:
1A® B
1a® f(a)
héufig auch in der Form
f:A® B, f(a)= ..

Die Angabe f:A® B legt fest, dal3 einem Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch®
far A ist, jeweils ein Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch* fur B ist, zugeordnet
wird. Beispielsweise konnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die Menge B
aus naturlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:A® B fest, dal? jedem Objekt vom
Objekttyp T in der Menge A durch f eine nattrliche Zahl, die beispielsweise als Primarschliis-
selwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt, wie diese Zu-
ordnung fiir jedes Element al A geschieht.

Formal ist eine (totale) Funktion f:A® B eine Abbildungsvorschrift (genauer: eine zwei-
stellige Relation), die folgenden beiden Bedingungen gentigt:

(i) Sieist linkstotal: fir jedes al A gibtes bl B mit f(a)=b

() Sieist rechtseindeutig: f(a)=Db undf(a)="b, implizieren b, =b,.

Die Menge A heil3 Definitionsbereich von f, die Menge

1Eine Zerlegung M = M, E M, der Menge M heift disiunkt, wenn M, C M, = A ist.
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f(A) ={b|bl B,undesgibtal Amit f(a)="h}
heif}t Wertebereich vonf. Esist f(A) I B.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt partielle Funktion, wenn lediglich die obige Be-
dingung (ii) erfiillt ist. Eine partielle Funktion f:A® B ordnet u.U. nicht jedem al A en
bl B zu.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt injektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn
gilt:

fir jedes a,1 A und jedes a,1 A gilt: Aus f(a,)=f(a,) folgt a, =a,. Gleichbedeutend
damit ist:

fur jedes a,T A undjedes a,T Amita t a, ist f(a)? f(a,).

Eine Abbildungsvorschrift f: A® B heifd surjektiv, wenn sie rechtstotal ist, d.h. wenn gilt:

f(A)=B.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B heildt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. In
-1 -1

diesem Fall gibt es eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion f:B® A mit f(f(a))=a

1.0 . o - -
und fgaef(b)+:b.H|erbe| sind al Aund bl B.
a

Die Menge der natirlichen Zahlen wird definiert durchN={10, 1, 2, 3,4, ... }.

Die Theoretische Informatik untersucht haufig Eigenschaften von Zeichenketten, die sich aus
einzelnen Symbolen (Buchstaben, Zeichen) zusammensetzen.

Essai S eine endliche nichtleere Menge. Die Elemente von S heil3en Symbole oder Zeichen
oder Buchstaben. S heifdt Alphabet. Eine Aneinanderreihung a,a, ...a, von n Symbolen

(Zeichen, Buchstaben) a,1 S, a,1 S, .., a 1 S heilit Wort (Zeichenkette) iber S. Die
Lange von aa, ...a, wird durch |a,a, ...a, |=n definiert. Das leere Wort (leere Zeichen-
kette), das keinen Buchstaben enthélt, wird mit e bezeichnet; esgilt |e |=0.

Formal lassen sich die Worter Gber S wie folgt definieren:

(i) e isteinWort Uber S mit |e|=0
(i) Istxein Wort Gber S mit [x=n- 1 und al S, dannist xaein Wort tber S mit |xa =n
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(iii) y ist ein Wort Gber S genau dann, wenn es mit Hilfe der Regeln (i) und (ii) konstruiert
wurde.

Die Menge aller Worter (beliebiger Lange) Uber S, einschliefdlich des leeren Worts, wird
mit S" bezeichnet. Zusétzlichwird S* =S \ {e} gesetzt.

Sind x=aa,..a, und y=Dbb,..b zwei Worter aus S, so heit das Wort

n

Xy =a,a, ...a,bb, ...b, die Konkatination von x und y. Die Lange von xy ist |xy| =[x +|y] .
Fir xI S’ definiert man x° =e und x™* =x"x fir n3 0.
Eine Teilmenge L1 S’ heif’t (formale) Sprache liber dem Alphabet S.

Fir Sprachen L, i S  und L, I S* definiert man das Produkt von L, und L, durch
L, ={xy|xT Lund yT L,}.

Der Abschlu® L einer Sprache L1 S™ wird durch folgende Regeln definiert:

i) L ={e}
(i) L™ =L":L firn30
(iiy L' ={JL".

n30

Unter dem positiven AbschluB L" einer Sprache L1 S verstent man L* =( JL".

ndl

Offensichtlichist L' = L* E{e}.

Essei wi L. Dannist entweder w=e oder es gibt ein nT N mit n3 1 und wi L". In die-
sem Fall gibt esn Worter w,T L, ..., w, T L mit w=w,...w,. JedesWort w,, ..., w, werde

durch seine einzelnen Buchstaben dargestellt: w, =&y, ...a,; , ..., W, =a,,...a,; mita, IS

nii,

furl=1,..,nundk=1,.., 1. Danist
T . 8 3 .
W=a,, .8, .8, ..a, . FurdieLangevon wgilt W =g |w|=q i, .
1=1 1=1

Ein Wort wi L*. Kann man adso in der Form w=w,x=yw, mit xI L"* und yI L™*
schreiben. Wegen "' L sind beide Teilworter x und y in L . Insgesamt ergibt sich
wl Lx und wi L' unddamit LI Lx und L" | L x_. Die umgekehrten Inklusionen
L1 L' und L' X1 L* ergeben sich entsprechend, so daf3 damit
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L' =Ll =L":L

gezeigt ist.

Esqilt

LAL EL,)=(L,)E (L),

L{L, CL,)i (Lx,)C(Lx,), und es gibt Beispiele fir Mengen L, L, und L,, fir die diese
Inklusion nicht umkehrbar ist (beispielsweise wahlt man

L={e. 3}, L, ={0} und L, ={10}).

Eine Menge M ist endlich von der Machtigkeit (Kardinalitat) n, wenn es eine bijektive
Abbildung f:{0,..,n-3® M gibt, d.h. man kann die Elemente in M mit den nattirlichen
Zahlen 0, ..., n- 1 durchnumerieren: M ={my,..,m_,}. Hierbei it m * m, firi?t j.

Eine Menge M ist (von der M &chtigkeit bzw. Kardinalitéat) unendlich, wenn sie eine bijek-
tive Abbildung f :N® M zwischen einer echten Teilmenge N1 M und M gibt.

Zwel Mengen M, und M, heif3en gleichméchtig (oder von gleicher Kardinalitat), wenn es
eine bijektive Abbildung zwischen M; und M, gibt.

Eine Menge M, die gleichméchtig mit der Menge N (der natlrlichen Zahlen) ist, heil ab-
zahlbar unendlich. Eine Menge heil3 (h6chstens) abzahlbar, wenn sie endlich oder abzahl-
bar unendlich ist.

Ist M eine abzdhlbar unendliche Menge, dann gibt es eine bijektive Abbildung f:N® M,
d.h. M ={f(0), f (1), f(2),..}. Intuitiv: Man kann die Elemente von M mit natiirlichen Zah-
len durchnumerieren; jedes mi M hat dabei eine eindeutige Nummer i, d.h. m= f (i) .

Fir ein endliches Alphabet S={a,,...,a,} kann man die Wérter aus S™ (in lexikographi-
scher Reihenfolge) gemald folgender Tabelle notieren und durchnumerieren:
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Nummer | Wort aus S Bemerkung Nummer | Wort aus S Bemerkung
0 e |Wort der Lange O n+n®+1 a, a a, | Worter der Lange 3
a, |Worter der Langel | n+n?+2 a a a,
a'2
n?+2n aaa
n a, n®+2n+1 a a,a
n+1 a, a, | Worter der Lange 2
n+2 a, a, n?+3n a, a, a,
2n a a, n+n?+n® a,a a
2n+1 a,a
2n+2 a,a,
3n a'2 an
n+n? a, a,

Das leere Wort e erhédlt dabei die Nummer O; die Worter der Lange k >0 bekommen die

XL .1, & o _nln*-1 :
Nummern 8% n' 9+1:n—1 bis Q n' :(—). Esgilt aso:
€1 o n-1 i=1 n-1

Satz1.1-1:
Essa S ein endliche Alphabet. Dann gilt:

1. S ist abzahlbar unendlich.

2. JedeSprache L1 S ist entweder endlich oder abzahlbar unendlich.

Teil 2. des Satzes folgt aus der Tatsache, dal3 jede Teilmenge einer abzéhlbar unendlichen

Menge abzahlbar ist.

Satz 1.1-2:

Die Potenzmenge P(M)={L|Li M} einer endlichen Menge M mit n Elementen ent-

halt 2" Elemente (Teilmengen von M).
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Beweis;

Essd M ={a,,...,a__,} eineendliche Menge mit n Elementen. Jede Teilmenge Ni M mit
k Elementen, etwa N :{aio - ak_l} kann als 0-1-Vektor der Lange n dargestellt werden. Da-

bei sind alle Komponenten dieses Vektors gleich O bis auf die Komponenten an den Positio-
nen iy, ..., i,_,; dort steht jeweils eine 1. Umgekehrt kann jeder O-1-Vektor der Lénge n as

Teilmenge von M interpretiert werden. ///

Ist M dagegen abzéhlbar unendlich, so gilt:

Satz 1.1-3:
Die Potenzmenge P(M)={ L|Li1 M} einer abzahlbar unendlichen Menge M ist nicht
abzéhlbar (man sagt: sieist tberabzahlbar).

Beweis;

Eswird die Diagonalisier ungstechnik angewendet:

Essd f:N® M eine Abzahlung von M, d.h. M ={ £(0), f(2), f(2),..} mit f(i)? f(j)
fur it j. Angenommen, P(M) sei abzahlbar, etwa mit Hilfe der bijektiven Abbildung
g:N® P(M), d.h. P(M)={g(0),9(1),g(2),..}. Ein Wert f (i) ist ein Element von M, ein
Wert g(i) ist eine Teilmenge von M. Es wird eine Teilmenge D von M durch
D={ f(i)| ()i g(i)} definiert,

DaD eine Teilmenge von M ist (denn ale Werte f (i) sind Elemente von M), ist D Element
von P(M), hat aso eine Nummer n,T N, d.h. D=g(n,). Es wird nun untersucht, ob das
Element von M mit der Nummer n, (dasist das Element f(n,))in D liegt oder nicht:

Es gilt f(n,)] D nach Definition von D genau dann, wenn f(n,)i g(n,) ist. Wegen
D =g(n,) ist dieses gleichbedeutend mit f(n,)i D. Dieser Widerspruch zeigt, dai? die
Annnahme, P(M) sei abzshlbar, falschist. ///

Mit M =S’ sieht man:;

Satz 1.1-4:
Die Menge { LILIT S*} aller Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S ist nicht ab-
zahlbar.
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Im folgenden seien f:N® R und g:N® R zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der
(GréRen-) Ordnung O(g(n)), geschrieben f(n)T O(g(n)), wenn gilt:

es gibt eine Konstante ¢ >0, die von n nicht abhangt, so daB |f (n)| £ cXg(n)| ist fur jedes
ni N bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen (, ..., so daB |f (n)| £ cXg(n)| ist fir fast
ale nT N“).

Einige Regeln:
f(mT o(f (m)
Fir d = const. ist d xf ()T O(f (n))

Es gelte | f (n)| £ cXg(n)| fur jedes nT N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen. Dann
ist O(f(n))i O(g(n)), insbesondere f ()T O(g(n)).

o(o(f (m))=0(f (m):

hierbel ist

i, |h:N® Rundesgibteine Funktiongl O(f(n))und eine Konstantec>0  {i
I

h

f(n)))= A :
oo(f (m) i | mit|h(n)| £ cXg(n)|fir jedesn N bisauf hochstens endlich vieleAusnahmen%

Im folgenden seien S und S, zwei Mengen, deren Elemente miteinander arithmetisch ver-
knupft werden konnen, etwa durch den Operator -. Dannist

S oS, ={s°s |51 S unds,T S}.
Mit dieser Notation gilt:

O(f (m))>0(g(n) 1 O(f (n)xg(n)),
O(f (n)>g(n) i | fm)>O(g(n)),

o(f (m))+0(g(m)i off (m)|+|a(n)).

Satz 1.1-5:

Ist p ein Polynom vom Grade m, p(n)zéai ' mit al R und a_! 0, o ist
i=0

p(n)1 O(n") fur k3 m,
n™1 O(n")fUr k3 m.
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¥ Kk
Konvergiert f(n):é_ a ' fir n£r, so ist fir jedes k3 0: f(n):éai ' +g(n) mit
i=0 i=0

g(n)1 O(n"*l).

Fir a>1 und b>1 ist log, (n) = —— sog, (n) . Daher gt
log, (a)

Satz 1.1-6:
Fir a>1 und b>1 ist log,(n)T O(log, (n)).

W%en eh(n) = 2'092(e)>h(n) gllt

Satz 1.1-7:
ehm 0(20("‘”))).

Fiir jedes Polynom p(n) und jede Exponentialfunktion a" mit a>1ist a"i O(p(n)), jedoch
p(n)1 O(a“).

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jedes Polynom p(n) ist
p(n)T O(log, (n)), jedoch log, (MT O(p(n)).

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jede Wurzelfunktion Un g
Yni Oflog,(n)), jedoch log, (n)i Ofn).

Insgesamt ergibt sich damit

Satz 1.1-8:
Essden a>1, b>1, ml N_,, p(n) ein Polynom; dann ist

O(log,(n)i ofwn)i o(p(m)i ofa").




14 1 Einleitung

Ein Boolescher Ausdruck (Boolesche Formel, Formel der Aussagenlogik) ist eine Zei-
chenkette tber dem Alphabet A={U,U,@,(,),0,1,x}, der eine Aussage der Aussagenlogik
darstellt2. Innerhalb eines Booleschen Ausdrucks kommen Variablen vor, die mit dem Zei-
chen x beginnen und von einer Folge von Zeichen aus {0, 1} erganzt werden. Diese ergéan-
zende 0-1-Folge, die an das Zeichen x ,,gebunden” ist, wird as Indizierung der Variablen in-
terpretiert. Im folgenden werden daher Variablen als indizierte Variablen geschrieben, wobei
die indizierende 0-1-Folge as Bindrzahl in Dezimaldarstellung angegeben wird. Kommen die
Zeichen 0 bzw. 1 innerhalb eines Booleschen Ausdrucks nicht an das Zeichen x gebunden
vor, so werden sie als Konstanten FALSE (FALSCH) bzw. TRUE (WAHR) interpretiert.

Beispielsweise steht (x, U@x, ) U(@x, U(x, Ux,)) U0 fiir den Booleschen Ausdruck
(x1U@x101) U(2x11 U (x100 U x101)) UO.

Die Zeichen U, U bzw. w stehen fur die Ublichen logischen Junktoren UND, ODER bzw.
NICHT. Ein Boolescher Ausdruck wird nur bei korrekter Verwendung der Klammern ,,(“ und
»)" assyntaktisch korrekt angesehen: zu jeder sich schlief3enden Klammer ,,)*“ muld es weiter
links in der Zeichenkette eine sich 6ffnende Klammer ,,(* geben, und die Anzahlen der sich
offnenden und schlieffenden Klammern missen gleich sein; auf3erdem missen die Junktoren
U, U bzw. w korrekt verwendet werden.

Die Bedeutungen der Junktoren U, U bzw. w ergeben sich aus folgenden Tabellen.

X )4

FALSE | TRUE

TRUE | FALSE

xUy y=FALSE | y=TRUE xUy y=FALSE | y= TRUE
X = FALSE FALSE TRUE X = FALSE FALSE FALSE
X= TRUE TRUE TRUE X = TRUE FALSE TRUE

Unter einem Literal innerhalb eines Booleschen Ausdrucks versteht man eine Variable X
oder eine negierte Variable @x; .

Ein Boolescher Ausdruck F heil3t erfillbar, wenn es eine Ersetzung der Variablen in F durch
Werte FALSE bzw. TRUE gibt, wobel selbstverstandlich gleiche Variablen durch die gleichen
Werte ersetzt werden (man sagt: die Variablen werden mit FALSE bzw. TRUE belegt), so dai3
sich bei Auswertung der so veranderten Formel F gemal3 den Regeln lber die Junktoren der
Wert TRUE ergibt.

2 Die Syntax eines Booleschen Ausdrucks bzw. einer Formel der Aussagenlogik wird hier als bekannt
vorausgesetzt.
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Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform, wenn F die Form
F=FU..UF,

und jedes F, die Form

F =(yi1 U...ink)

hat, wobei Y, ein Literal oder eine Konstante O oder 1 ist, d.h. fir eine Variable (d.h.
yi, = %) oder fur eine negierte Variable (d.h. Y, =@x,) oder fur eine Konstante 0 bzw. 1
steht.

Die Teilformeln F. von F bezeichnet man a's die Klauseln (von F). Naturlich ist eine Klausel
selbst in konjunktiver Normalform.

EineKlausel F von F ist durch eine Belegung der in F vorkommenden Variablen erfillt, d.h.
besitzt den Wahrheitswert TRUE, wenn mindestens ein Literal in F, erfullt ist d.h. den Wahr-
heitswert TRUE besitzt. F ist erfullt, wenn alle in F vorkommenden Klauseln erfullt sind.

Zu jedem Booleschen Ausdruck F gibt es einen Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform, der genau dann erflllbar ist, wenn F erfillbar ist.

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfullbar. Bei-
spielsweise ist x U@x nicht erflllbar. Mit Hilfe eines systematischen Verfahrens kann man
die Erflllbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dal3 man
nacheinander alle 2" mdglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE
bzw. FALSE erzeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die
Variablen eingesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F er-
fullbar ist oder nicht, kann u.U. erst nach Uberpriifung aller 2" Belegungen erfolgen.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V ={v,,....,v.} von

K noten (vertices) und einer endlichen Menge E ={e,,...,e }i V"V von Kanten (edges).

DieKante e=(v;,v;) lauft von v, nach v, (verbindet v; mit v;). Der Knoten v; heil3t An-

fangsknoten der Kante e = (v;,V, ), der Knoten v; Endknoten von e=(v;,V;). Zu einem

Knoten vi V heit pred(v) ={v(|(v¢v)T E} die Mengeder direkten Vorganger vonv,
succ(v) ={ v¢|(v,v)1 E} die Menge der direkten Nachfolger von v.
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Ein Binarbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1. Entwederist n3 1 und [V|=n2 lund|E/=n- 1,
oder esist n=0 und V = E = & (leerer Baum).

2. Bei n3 1 gibt esgenau einen Knoten r 1 V, dessen Menge direkter Vorganger leer ist;
dieser Knoten heil3t Wur zel von B,

3. Bea n3 1 besteht die Menge der direkten VVorgéanger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzdl ist, aus genau einem Element.

4. Be n3 1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem Ele-
ment oder zwel Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nachfol-
ger leer ist, heil’t Blatt.

In einem Binarbaum B = (V, E) gibt esfiir jeden Knoten v V genau einen Pfad von der
Wurzel r zuv, d.h. es gibt eine Folge ((ao,al),(al,az), (am_l,am)) mitr=a,, v=a,
und (a.,, &)1 E fiuri=1, .., m Der Wert mgibt die L ange des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus Uber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.

500 Rang 0

120 700 Rang 1

100 300 Rang 2
Hohe 6

110 220 400 Rang 3

200 Rang 4

210 Rang 5
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Der Rang eines Knotens |&3 sich auch folgendermal3en definieren:

(i) DieWurzel hat den Rang O.

(i) Istvein Knotenim Baum mit Rang r - 1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w

den Rangr.

23

21

27

Unter der Hohe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1. Die Hohe ist gleich der Anzahl der Knoten, die auf einem Pfad maximaler Lénge

von der Wurzdl zu einem Blatt durchlaufen werden.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthélt genau einen Knoten, namlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-

hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthdlt hdchstens doppelt soviele
Knoten wiedas Niveau j - 1. Daher gilt:
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Satz 1.1-9:

1.

Das Niveau j3 0 eines Bindrbaums enthét mindestens einen und héchstens 2!
Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau O bis zum Niveau j (einschliefdich)
betragt mindestens j +1 Knoten und héchstens 5_ 20 =21 1 Knoten.
i=0

Ein Binarbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
halt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten
enthalt. Also gilt fur die Hohe h(B,) eines Bindrbaums mit n Knoten:
dog, (n+1)y£h(B,) £n.
Fur die Anzahl b(h) der Blétter eines Bindrbaums der Hohe h gilt
1£b(h) £2",
Fir die Mindesththe h(b) eines Bindarbaums mit b3 1 vielen Bléttern gilt
h(b) * dog, (b) +1y.
Die Anzahl (strukturell) verschiedener Binarbdume mit n Knoten betrégt

1 a&ng_ 4" 4n
——¢ == +C
n+1&na ndpn  Jns
Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines

beliebigen Knotens eines Bindrbaums mit n Knoten (gemittelt Gber ale n Knoten)
besucht werden muf3, d.h. der mittlere ,, Abstand* eines Knotens von der Wurzel, ist

Jpn +C mit einer redllen Konstanten C>0. Im giinstigsten Fall (wenn also alle
Niveaus voll besetzt sind) ist der grofte Abstand eines Knotens von der Wurzel in
einem Bindrbaum mit n Knoten gleich @og,(n+1)» log, (n), im ungunstigsten
Fall ist dieser Abstand gleich n.

mit einer reellen Konstanten C >0.

1.2 Problemklassen

In der Informatik beschéftigt man sich haufig damit, Problemstellungen mit Hilfe von Rech-
nerprogrammen zu l6sen. Meist wird man dabel das Programm so entwerfen, dal3 es nicht nur
die Losung fur eine einzige konkrete Problemstellung findet, sondern fir eine ganze Klasse
von Problemen, die natirlich ale ,ahnlich* spezifiziert sind. Beispielsweise wird ein Sortier-
verfahren in der Lage sein, nicht nur einen Satz von 100 Zahlen zu sortieren, sondern eine be-
liebige Anzahl von Zahlen, eventuell sogar von feiner strukturierten Objekten.

Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von Problemparametern (Varia-
blenwerten, Eingaben usw.) abhéngt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung zu-
néchst unspezifiert sind, deren Typen jedoch in die Problembeschreibung eingeht. Ein Pro-
blem wird beschrieben durch:
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1. eine algemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemldsung abhéngt; diese
Beschreibung spezifiziert die (Problem-) Instanz (Eingabeinstanz)

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemlsung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhd@t man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im folgenden werden einige grundlegende Pr oblemtypen unterschieden und zunéchst an Bei-
spielen erlautert.

Problem des Handlungsr eisenden als Optimier ungspr oblem
(minimum traveling salesper son problem)

Instanz: x=(C,d)
Cc={c,,....c.} ist eineendliche Mengeund d : C* C® N eine Funktion.

Die Menge C kann beispielsweise as eine Menge von Orten und die Wert d(c;,c;)

konnen al's Abstand zwischen ¢, und c; interpretiert werden.

Lésung: Eine Permutation (Anordnung) p :[1:n]® [1:n], d.h. (implizit) eine Anordnung
<cp(l) -Gy ny ) der Wertein C, die den Wert

én. d(Cp(i) ’Cp(i+1))+d(cp(n) ’Cp(l))

i=1

minimiert (unter allen moglichen Permutationen von [1: n]).

Dieser Ausdruck gibt die Lange einer , klrzesten Tour” an, diein c,,, startet, nach-
einander dle Orte einmal besucht und direkt vom letzten Ort c,, nach c,,, zu-
rickkehrt. Der Wert p (i) gibt an, wo man sich im i-ten Schritt befindet.

Ein Beispiel einer Instanz ist die Menge C={c,,....c,} mit den Werten d(c,c,)=10,
d(c,,c,)=5, d(c,,c,)=9, d(c,,c,) =8, d(c,,c,) =9, d(c,,c,)=3 und d(c,,c;)=d(c;,c ).

2 3 49 e
DiePermutationng > 4 3g,d.h. die Anordnung <c1,c2,c4,c3> der Wertein Cist eine
a

(optimale) Lésung mit Wert 27.
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Eine verallgemeinerte Formulierung des Problems des Handlungsreisenden bezogen auf end-
liche Graphen lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge

<(vi1,vi2),( . i3),...,(vin_l,vin )( in,vi1)> mit (vii ,viM)T E fur j=1,..,n-1,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-
sacht. Mankann 0.B.d.A. v, =, setzen.

Die Kosten einer Tour <(v v b Vv ) v v ) v )> ist dabei die Summe

L P ? Tn 'l

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

[o]

a W(vii ,vim)+ W(vin ,vil).
j=1

Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

Transportoptimierung:

Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, n- 1Kunden erreicht und im De-
pot endet.

Flieffbandproduktion:

Ein Roboterarm soll Schrauben an eéinem am Flief3band produzierten Werkstiick festdrehen. Der
Arm startet in einer Ausgangsposition (Uber einer Schraube), bewegt sich dann von einer zur
néchsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangsposition zurtick.
Produktionsumstel lung:

Eine Produktionsstétte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Herstd-
lungsprozeld verlauft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produziert. Die
Anderungskosten von der Produktion des Artikels v; auf die des Artikels v, betragen W((vi WV ))

(Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfolge. Das Durchlaufen der
Kante (Vi ,Vj) entspricht dabei der Umstellung von Artikel v, auf Artikel v;. Gesucht ist eine

Tour (zum Ausgangspunkt zurtick), weil die Kosten des néchsten, hier des ersten, Zyklusstarts
mit einbezogen werden missen.
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Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Ber echnungspr oblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: 1 . .
g Der Wert 3 wlv. ,v. J+wlv. ,v. ) einer kostenminimalen Tour
ja:.l i i+ in? iy

<(vi1 Vi ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi, )> durch G.

Zu beachten ist hierbel, dal3 nicht eine kostenminimale Tour selbst gesucht wird, sondern le-
diglich der Wert einer kostenminimalen Tour. Eventuell ist es méglich, diesen Wert (durch
geeignete Argumentationen und Hinweise) zu bestimmen, ohne eine kostenminimale Tour
explizit anzugeben. Das Berechnungsproblem scheint daher ,,einfacher zu |6sen zu sein als
das Optimierungsproblem.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungspr oblem

Instanz: G =(V,E,w) und KT R,
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Die Antwort auf die Frage:
Gibt es eine kostenminimale Tour <(vi1,vi2 | RV I VARV § VAR )> durch G,
deren Wert £K ist?

Bel dieser Problemstellung ist nicht einmal der Wert einer kostenoptimalen Tour gesucht,
sondern lediglich eine Entscheidung, ob dieser Wert ,,nicht zu grof3*, d.h. kleiner als eine vor-
gegebene Schranke ist. Das Entscheidungsproblem scheint daher ,,noch einfacher” zu lésen zu
sein als das Optimierungsproblem.

Im vorliegenden Fall des Problems des Handlungsreisenden befindet man sich jedoch im Irr-
tum: In einem noch zu prézisierenden Sinne sind bei diesem Problem alle Problemvarianten
algorithmisch gleich schwierig zu 16sen.
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Das Beispidl 183 sich veralgemeinern, wobel im folgenden vom (vermeintlich) einfacheren
Problemtyp zum komplexeren Problemtyp Gbergegangen wird.

DieInstanz x eines Problems P ist eine endliche Zeichenkette Uber einem endlichen Alpha-
bet S, , das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. x1 S, .

Es werden folgende Problemtypen unterschieden:
Entscheidungsproblem P :

Instanz: xi s;
und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus S, zu-
kommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, | S, mit
L, ={ul S |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Loésung: Entscheidung ,ja, falls x1 L, ist,
Entscheidung ,nein®, falls xI L, ist.

Bemerkung: In konkreten Beispielen fur Entscheidungsprobleme wird gelegentlich die Pro-
blemspezifikation nicht in dieser strengen formalen Weise durchgefiihrt. Insbe-

sondere wird die Spezifikation der die Menge L, | S, beschreibenden Eigen-
schaft direkt bei der L6sung angegeben.

Bel der Losung eines Entscheidungsproblems geht es also darum, bei Vorgabe einer Instanz
x1 S, zu entscheiden, ob x zur Menge L, gehdrt, d.h. eine genau spezifizierte Eigenschaft,
die genau allen Elementenin L, zukommt, besitzt, oder nicht.

Es zeigt sich, dal3 der hier formulierte Begriff der Entscheidbarkeit sehr eng gefald ist. Eine
erweiterte Definition eines Entscheidungsproblems verlangt bei der Vorgabe einer Instanz

x1 S, nach endlicher Zeit lediglich eine positive Entscheidung ,ja‘, wenn x1 L, ist. Ist
xI L, , so kann die Entscheidung eventuell nicht in endlicher Zeit getroffen werden. Dieser

Begriff der Entscheidbarkeit fuhrt auf die rekursiv aufzahlbaren Mengen (im Gegensatz zu
den entscheidbaren Mengen) und ist Gegenstand von Kapitel 3.
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Berechnungsproblem P :

Instanz: i S*P
und die Beschreibung einer Funktion f:S, ® S¢.

Losung: Berechnung des Werts f (x) .

Optimierungsproblem P :

Instanz: 1. x1 s;
2. Spezifikation einer Funktion SOL ,, , die jedem xI S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem x1 S, und yl SOL, (x) e-
nen Wert m, (x,y), den Wert einer zul&ssigen L 6sung, zuordnet
4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m, (x,y")=max{m, (x,y)|yT SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie
folgt formuliert:

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht

2. SOL(G)= {T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G};
eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

3. fur T1 SOL(G), T =((v, v, )} (v, v, ) (v, v} (v, v, ) it die Zietfunktion
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n-1
definiert durch m(G,T)=8Q W(vii ,vim)+ w(vin ,vil)
j=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter alen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).

Im folgenden werden zunéchst hauptsachlich Entscheidungsprobleme (kommt einem Wort
x1 S, eine spezifische Eigenschaft zu, d.h. gilt xT L, fir eine Sprache L, I S, ?) und Be-
rechnungsprobleme (man berechne den Wert f(x) firr eine Funktion f:S, ® S¢) behan-
delt. Diese Probleme sollen algorithmisch geldst werden. Dazu mussen die Begriffe der Ent-

scheidbarkeit und der Berechenbarkeit préziser gefalst und geeignete Modelle Berechnungs-
modelle definiert werden.

1.3 Einintuitiver Algorithmusbegriff

Ein Algorithmus ist eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die aus a-
ner endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge von
Operationen spezifiziert, so dal3 eine Lésung zu einem Problem bzw. einer spezifischen Klas-
se von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus a's ein Computerprogramm vorstellen, das in einer
Pascal-&hnlichen Programmier sprache formuliert ist. Darunter versteht man Programmier-
sprachen, die
Deklarationen von Variablen (mit geeigneten Datentypen) zulassen
die Ublichen arithmetischen Operationen mit Konstanten und Variablen und Wertzuwel-
sungen an Variablen enthalten
Kontrollstrukturen wie Sequenz (Hintereinanderreihung von Anweisungen, blockstruk-
turierte Anweisungen, Prozeduren), Alternativen (IF ... THEN ... ELSE, CASE ...
END) und WHILE-Schleifen (WHILE ... DO ...) besitzen.
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Von einem Algorithmus erwartet man eine Reihe von Eigenschaften, damit er as , effektives
Rechenverfahren® gelten kann:

=

Die Verfahrensvorschrift (das Programm) soll aus einem endlichen Text bestehen.

2. Der Ablauf einer Berechnung soll schrittweise al's Folge elementarer Rechenschritte erfol-
gen.

3. Das Verfahren soll deterministisch sein, d.h. in jedem Stadium einer Berechnung soll
vollstdndig und eindeutig bestimmt sein, welcher elementare Rechenschritt als néchster
getan wird. Ein Text ,Be Eingabe von x kann man fur f(x) einen von endlich vielen

Werten aussuchen” ist as Teil eines Algorithmus nicht zulassig.

4. Das Verfahren soll abgeschlossen sein, d.h. welcher Rechenschritt al's nachster getan wird,
soll ausschliefdlich von den Eingabewerten und den vorangegangenen berechneten Zwi-
schenergebnissen abhéngen. Ein Text ,, f (X) =X, wenn es gerade regnet bzw. = 2x sonst “
ist als Tell eines Algorithmus nicht zul&ssig.

5. Das Verfahren soll im Prinzip beliebig grof3e Zahlen handhaben kénnen.

Typische Fragestellungen bel einem gegebenen Algorithmus fir eine Problemldsung sind:
Halt der Algorithmus immer bei einer gultigen Eingabe nach endlich vielen Schritten an?

Berechnet der Algorithmus bel einer guiltigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positive Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrektheitsbe-
weis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht man von
partieller Korrektheit. Fir die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen, dal3 der Al-
gorithmus bel einer gultigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten anhélt, ein kor-
rektes Ergebnis liefert.

Wieviele Schritte benttigt der Algorithmus bei einer gultigen Eingabe hochstens (wor st
case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-) Komplexitat
hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabel ist es natiirlich besonders interessant
nachzuweisen, dal3 die Komplexitdt des Algorithmus von der jeweiligen Formulierungs-
grundlage (Programmiersprache, Maschinenmodell) weitgehend unabhéngig ist.

Entsprechend kann man nach dem benétigten Speicher platzbedarf (Platzkomplexitat) eines
Algorithmus fragen.
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Die Beantwortung dieser Fragen fur den schlechtesten Fall gibt obere Komplexitatsschran-
ken (Garantie fur das Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzbedarf) an.

Gibt es zu einer Problemldsung eventuell ein ,noch besseres* Verfahren (mit weniger
Rechenschritten, weniger Speicherplatzbedarf)? Wieviele Schritte wird jeder Algorith-
mus mindestens durchfihren, der das vorgelegte Problem 16st?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexitétsschranken.
Entsprechend der verschiedenen Problemtypen (Entscheidungsproblem, Berechnungspro-

blem, insbesondere Optimierungsproblem) gibt es auch unterschiedliche Typen von Algo-
rithmen:

Ein Algorithmus A, fur ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, IS, hat die
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe: j a (accept), falls x1 L, gilt
nei n (reject), falls xI L, gilt.

Xl Sp » | a Xl I:P
P L » nein, XI L,

Bei Eingabe von xI S, wird mit A, (x), A_(x)] { ja, nein}, die Entscheidung von
A bezeichnet.

Esgilt also fur xT S, :
Esist xI L, genaudann, wenn A bei Eingabevon xI S, mit A__(x)=j a stoppt.

Wie bereits in Kapitel 1.2 bemerkt, erweist sich der definierte Begriff des Entscheidungs-
algorithmus as zu eng gefald, wenn man fordert, dald3 der Algorithmus bei jeder Eingabe

x1 S, stoppt (entweder mit Antwort j a oder nei n). Es werden daher auch Entscheidungs-
probleme algorithmisch behandelt, die Verfahren zulassen, die nicht bei jeder Eingabe anhal-
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ten. Bei Eingabe von x1 S, stoppt der Algorithmus mit Antwort j a, falls xT L, ist. Fir
x| L, wird zugelassen, dai der Algorithmus entweder mit Antwort nei n stoppt oder nicht

terminiert. Dieser Algorithmusbegriff fihrt auf den Begriff der rekursiv aufzahlbaren Men-
gen.

Ein Algorithmus A, fur ein Berechnungsproblem P (Berechnung einer Funktion

f:S, ® S¢) hat die Schnittstellen und die Form
Eingabe: xS,

Ausgabe: f(x)1 s¢

x1 S, R
— A » ()1 St

Mit A, (x) wird das Berechnungsergebnisvon A, bei Eingabevon x1 S, bezeichnet, d.h.
A, (x)= f(x).Fals A, bei einer Eingabe x1 S, nicht anhdlt, ist f(x) nicht definiert. In

diesem Fall berechnet A ; eine partielle Funktion.

Mit diesen sehr ,vagen* Begriff der Berechenbarkeit 183 sich bereits zeigen, dal3 es Funktio-
nen gibt, die nicht berechenbar sind. Genauer:

Satz 1.3-1:
Esgibt Funktionen g:N® { 0,1}, die nicht berechenbar sind.

Beweis;

Wieder wird die Diagonalisierungstechnik verwendet (vgl. den Beweis von Satz 1.1-3):
Jedes Berechnungsverfahren ist ein Algorithmus, der mit Hilfe eines endlichen Alphabets S
formuliert werden kann. Die Menge B aller Berechnungsverfahren fir Funktionen der Form

g:N® {0,1} ist daher eine Teilmenge von S" und damit abzahlbar (unendlich). Es gibt da-
her eine hijektive Funktion f:N® B, d.h. B={ f(0), f(2), f(2),..}. Die folgende Argu-
mentation wird klarer, wenn man B in der Form B={ f,, f, f,,..} darstellt, d.h. die Nummer
einer Funktion in B als Index angibt. Es wird eine Funktion g,:N® {0,1} wie folgt defi-
niert:
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iN ® {01}
%l @ 10 falls f,(W =1 ig.
f i1 fals f,(n)=0

Angenommen, die Funktion g, komme in B vor. Dann hat g, eine Nummer igT N in der
Aufzdhlung von B, also g, = fig. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: entweder go(ig):o oder
91, )=1.

Ist goi, )=0, dann ist (nach Definition von g,) f, (i;)=1. Wegen g, = f,  entsteht der Wi-
derspruch 0= goig)= f, (i;)=1.

Ist gli,)=1, dann ist (nach Definition von g,) f, (i,)=0. Wieder ergibt sich ein Wider-
spruch, namlich 1=go (i, )= f, (i,)=0.

Daher ist g,i B und damit eine nichtberechenbare Funktion der Form g:N® {0,1}.///

Der Vollstandigkeit halber soll noch die Form eines Algorithmus zur Losung eines Optimie-
rungsproblems, wie esin Kapitel 1.2 definiert wurde, angefiihrt werden:

Ein Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem P mit Zielfunktion m, und Opti-
mierungsziel goal, T { min, max} hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: xS,

Ausgabe: y T SOL, (x) und m, (x,y")= goal . {m, (x, y)|yT SOL, (x)}

~ *

xI S ; .
— 5 A opT y ¥ 1SOL,(x und m, (x,y')

Mit A (x) wird dievon A, bei Eingabevon x1 S, ermittelte Lésung bezeichnet, d.h.
Ager (X)=(y",m (x,y")). Hier wird implizit vorausgesetzt dak firr x1 S,, die Menge
SOL , (x) nichtleer ist.
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2 Modedleder Berechenbarkeit

In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche Ansétze beschrieben, die den Begriff der Be-
rechenbarkeit mathematisch exakt formulieren: das Modell der Turingmaschine und das Mo-
dell der Random Access Maschine. Beide Modelle sind ,, theoretische® Modelle, da man we-
der eine Turingmaschine noch eine Random Access Maschine (wegen der Modellierung des
eingesetzten Speichers) physisch bauen kann. Sie @hneln jedoch sehr der Architektur heutiger
Rechner.

Beide Modelle haben ihre Stérken. Die Turingmaschine ist Basismodell in der Automaten-
theorie, die ihrerseits eng verkniipft mit der Theorie der Formalen Sprachen ist. Diese wieder-
um hat erst die Grundlage dazu gelegt, dald wir heute Uber Programmiersprachen und schnelle
Compiler und Uber méchtige Modellierungswerkzeuge in der Anwendungsentwicklung verfi-
gen. Die Random Access Maschine ist ein Modell eines Rechners einschliefdich einer sehr
einfachen Assemblersprache, so dal3 es eher einen mechanischen Zugang zum Begriff der Be-
rechenbarkeit liefert. Es stellt sich heraus, dal3 die Modelle dquivalent in dem Sinne sind, dal3
siein der Lage sind, die gleiche Menge von Funktionen zu berechnen bzw. die gleichen Men-
gen zu entscheiden (in eéinem noch zu prézisierenden Sinn).

Ein weiterer Ansatz, der jedoch auch hier nicht vertieft wird, beschéftigt sich damit, eine Pro-
grammiersprache auf ihre minimale Anzahl moglicher Anweisungstypen zu reduzieren. Auch
hier stellt sich heraus, dal3 die Berechnungsfahigkeit dieses Modells mit der einer Turingma-
schine aquivalent ist.

Auch weitere hier nicht behandelte Ansitze wie die eher mathematisch ausgerichteten Theori-
en der m-rekursiven Funktionen oder des Churchsche | -Kalkils haben bisher keinen for-
malen umfassenderen Berechenbarkeitsbegriff erzeugt. Daher wird die a's Churchsche These
bekannte Aussage als guiltig angesehen, nach der das im folgenden behandelte Modell der Tu-
ringmaschine die Formalisierung des Begriffs ,, Algorithmus® darstellt.

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Das hier beschriebene Modell zur Berechenbarkeit wurde 1936 von Alan Turing (1912 —
1954) vorgestellt, und zwar noch vor der Entwicklung der Konzepte moderner Computer.
Grundlage ist dabei die Vorstellung, dal3 eine Berechnung mit Hilfe eines mechanischen Ver-
fahrens durchgefihrt wird, wobel Zwischenergebnisse auf einem Rechenblatt notiert und
spéater wieder verwendet werden konnen. Die seinem Initiator zu Ehren genannte Turingma-
schine stellt ein theoretisches Modell zur Beschreibung der Berechenbarkeit dar und ist trotz
seiner Ahnlichkeit mit heutigen Computern hardwaremafig nicht redisierbar, da es tber ei-
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nen abzahlbar unendlich grofRen Speicher verflgt. Es hat wesentlichen Einfluf3 sowohl auf die
mathematische Logik als auch auf die Entwicklung heutiger Rechner genommen.

Eine deter ministische k-Band-Turingmaschine (k-DTM) TM ist definiert durch
TM = (Q!S! I !d!b!qO’qaccept)
mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. S igt eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet; S enthdt ale Zeichen, diein
Feldern der Bander (siehe unten) stehen kdnnen

3. 11 Sist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet; mit den Zeichen aus |

werden die Worter der Eingabe gebildet

bl S \Iist das L eerzeichen (Blankzeichen)

q,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

T Q ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

qaccept

d: (Q\{Gaccert})” S*® Q" (S” {L,R,S})" ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungs-
funktion; insbesondere ist d(q,a,,...,a,) fir 0= Ocee NiCht definiert; zu beachten ist,

N oo g A

da’3 d fir einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Anschaulich kann man sich die Arbeitsweise einer k-DTM wie folgt vorstellen:

Es gibt k (Speicher-) Bénder, die jeweils in Zellen eingeteilt sind und nach rechts unendlich
lang sind. Jede Zelle eines jeden Bands kann einen Buchstaben des Arbeitsal phabets aufneh-
men. Eine Zelle, die das Leerzeichen enthdlt, wird as leere Zelle bezeichnet. Fir jedes Band
gibt es genau einen Schreib/L esekopf, der jeweils genau Uber einer Zelle steht. Dieser kann
den Zellinhalt lesen, neu beschreiben und zur linken oder rechten Nachbarzelle Ubergehen
oder auf der Zelle stehenbleiben. Welche Aktion der jeweilige Schreib/Lesekopf unternimmt,
wird in der Uberfiihrungsfunktion d in Abhangigkeit vom Zustand (des Steuerwerks) und der
auf den Bandern gelesenen Zeichen angegeben.

Die Arbeitsweise der k-DTM wird durch ein endliches Steuerwerk festgelegt, dessen Zu-
standstiberfiihrungen getaktet ablaufen und durch d beschrieben werden:

Liest der Kopf des i-ten Bandes den Buchstaben a1 S (i = 1, ..., K), ist das Steuerwerk im
Zustand g und ist

d(a.a,...a)=(a¢(b.d,)..... (o)),
dann geht das Steuerwerk in den Zustand q¢ Uber, der i-te Kopf schreibt b und geht zur lin-

ken Nachbarzelle fur d. =L (falls dieses moglich ist), zur rechten Nachbarzelle fir d. =R
oder bleibt fir d. = S Uber der Zelle stehen.
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Ist d(q.a,,...,a,) nicht definiert, so halt die k-DTM im Zustand g an (stoppt im Zustand
q). Sobald also der akzeptierende Zustand g, erreicht wird, halt die Turingmaschine an, da
d(a,a,,...,8,) fUr 0= 0, Nicht definiert ist. Sie kann aber auch eventuell vorher in einem

anderen Zustand anhalten (namlich dann, wenn d(q,a,,...,a,) nicht definiert ist), oder sie
kann beliebig lange weiterlaufen (sie halt nicht an). Diese Situation tritt beispielsweise
dann ein, wenn die Turingmaschine in einen Zustand Q* O.,, kommt und
d(q.a,,....a,)=(q.(a,,S)....(a,,S)) ist. Eine andere Méglichkeit eines endlosen Weiterlau-
fens ergibt sich dann, wenn die Turingmaschine in einen Zustand g 0., kommt, ale Kop-

fe Uber Zellen stehen, die das Leerzeichen b enthalten, rechts dieser Zellen auf allen Bandern
nur noch Leerzeichen stehen und d(g,b, ...,b)=(a,(b,R), .., (0,R)) ist.

Die Werte d(g,a,,...,a,)=(q¢(b,,d, ), ....(b.,d, ) der Uberfiihrungsfunktion werden haufig in
Form einer endlichen Tabelle angegeben:
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momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symbol,
Zustand Schreib/L esekopf auf K opfbewegung auf
Band 1 Band k Band 1 Band k
q a, a, q( b,,d, b,.d,

Eine Konfiguration K einer k-DTM TM beschreibt den gegenwartigen Gesamtzustand von
TM, d.h. den gegenwértigen Zustand zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der
Schreib/Lesekopfe:

K=(a@i1) - @0) mtal Q,a,1S i 31furj=1,..,k

Diese Konfiguration K wird folgendermal3en interpretiert:

TM ist im Zustand q, das j-te Band (fur j = 1, ..., K) enthdlt linksbundig die endliche Zeichen-
kette a ; (jeder Buchstabe von a ; belegt eine Zelle), gefolgt von Zellen, die das Leerzeichen

enthalten (leere Zellen), der Schreib/Lesekopf des j-ten Bands steht Uber der i, -ten Zelle; fur
i,1 [L:]a|] ist dieses der i, teBuchstabenvon a ,, fir i, 3 |a, | +1 steht der Schreib/L esekopf

hinter a; Uber einer Zellg, die das L eerzeichen enthélt.

Ist a; der ij -te Buchstabe von a; bzw. a, =b fir ij 3 ‘aj‘+1, und ist

d(q’al’""ak):(q(’(bl’dl)’""(bk’dk))’
dann geht die TM in die Folgekonfiguration K¢ tber, die durch
Ke=(a¢(byig)..... (by.ig))
definiert wird. Dabel entsteht b; aus a; durch Ersetzen von a; durch b, . Die Positionen i
der Schreib/L esekdpfe der Folgekonfiguration K¢ lauten
li,+1 fir d, =R
ie=ti, fur d =S
Li, -1 for d,=Lundi;3 2

Man schreibt in diesem Fall
Kb KC

Die Bezeichnung K b~ K ¢ besagt, da’ entweder keine Konfigurationsanderung stattgefun-
den hat (es ist dann K =K() oder dal3 es eine Konfiguration K, gibt mit Kp K, und

K, P~ K¢(auch geschriebenads Kb K, P~ K®).
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Man schreibt K P ™ K¢mit mT N, wenn K¢ aus K durch m Konfigurationsanderungen her-
vorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K gibt mit

Kp K,P ..p K,=KC

Fir m=0 istdabe K =KZ¢.

Eine Konfiguration K,, die den Anfangszustand g, und auf dem 1. Band ein Wort wi |’

enthalt, wobel sich auf allen anderen Bandern nur Leerzeichen befinden und die Kopfe Gber
den am weitesten links stehenden Zellen stehen, d.h. eine Konfiguration der Form

Ko = (a0, (w).(.1)..... (1),
heit Anfangskonfiguration mit Eingabewort w. Da wi |~ ist und das Leerzeichen nicht

zu | gehort, kann TM (bei entsprechender Definition der Uberfiihrungsfunktion) das Ende von
w, namlich das erste Leerzeichen im Anschlufd an w, erkennen. Im folgenden wird gelegent-

lich fir eine Eingabe wi 1" auch wi S" geschrieben und dabei implizit angenommen, da3 w
nur Buchstaben aus | enthélt.

Eine Konfiguration K die den akzeptierenden Zustand Q. enthdlt, d.h. eine Konfigu-

accept !
ration der Form

Kaccept = (qaccept’(aliil)’ T (ak’ik))’
heil3t akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Ein Wort w Uber dem Eingabeal phabet wird von TM akzeptiert, wenn gilt:
(qO ! (W’l)’ (e’l)’ S (e’l)) D ' Kaccept

mit einer Endkonfiguration K. .

Dievon einer k-DTM TM akzeptierte Spracheist die Menge
L(TM) ={w|wl 1" und wwird vonTM akzeptiert}

={W|WT 1" und (q,,(w.2),(e.2),.... (1) P (qaccept,(al,il),...,(ak,ik))}.

Zu beachten ist, dal3 TM eventuell auch dann bereits eine Endkonfiguration erreicht, wenn das
Eingabewort w noch gar nicht komplett gelesen ist. Auch in diesem Fall gehdrt wzu L(TM).

Fir wi L(TM) h&t TM entweder nicht im Zustand 0, . oder TM l&uft unendlich lange

weiter, d.h. die Uberfuhrungsfolge K, P K¢ &3t sich unendlich lang fortsetzen, ohne daf? &-
ne Konfiguration erreicht wird, die den Endzustand enthdlt.
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Die2-DTM ™™ =(Q,S,1,d,b,q;,

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz von
L(TM) ={ w|wi {0,1}" und wist die Binardarstellung einer geraden Zahl £ {e}

) wird gegeben durch

qaccept

Q={0, 0,0}, S={0,1,b}, I ={ 0,1}, Gueey = mit der Uberfiihrungsfunktion d , die
durch folgende Tabelle definiert ist:

momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symboal,

Zustand Schreib/L esekopf auf K opfbewegung auf
Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

Qo b b o, b, S 1,S

0 b o O,R b, S

1 b a, 1,R b, S

a, b b d, b, R b, S

0 b o O,R b, S

1 b a, 1,R b, S

TM stoppt bei Eingabe von w nicht, falls w die Binardarstellung einer ungeraden Zahl ist.

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome Uber { O, 1}

Die folgende Turingmaschine 2-DTM TM akzeptiert genau die Palindrome Uber {0, 1} :
L(TM) ={W|WT {014 undw=a,..a ,a, = anan_l...ai}E {e}.

™

=(CD’S’I’d’b’qO’c]accept) mlt Q:{qO""’qS}’ S:{O’l’b’#}’ I :{0’1} ’ qaccept =q5'

TM arbeitet wie folgt:

1.

2.
3.

Die 1. Zelle des 2. Bandes wird mit # markiert. Dann wird das Eingabewort auf das 2.
Band kopiert; der Kopf des 1. Bandes steht jetzt unmittelbar rechts des Eingabeworts.

Der Kopf des 2. Bandes wird bis zum Zeichen # zurtickgesetzt.

Der Kopf des 1. Bandes wird jeweils um 1 Zelle nach links und der Kopf des 2. Bandes
um 1 Zelle nach rechts verschoben. Wenn die von den Kopfen jeweils gelesenen Symbole
sdmtlich Ubereinstimmen, ist das Eingabenwort ein Palindrom, und die Maschine geht in
den Zustand q; =0, und stoppt. Sonst stoppt die Maschine in einem von q; verschiede-

nen Zustand.
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Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner |  Symbol unter dem neuer neues Symbol,
Zustand Schreib/Lesekopf auf |  Zustand K opfbewegung auf
Band1l | Band2 Band1l | Band2
o 0 b o 0,S # R
1 b q, 1S # R
b b Qacoept b, S b, S
o, 0 b o, 0, R 0, R
1 b q, 1,R 1,R
b b d, b, S b, L
a, b 0 d, b, S O, L
b 1 a, b, S 1L
b # o b, L # R
0 0 0 d, 0,S 0, R
1 1 a, 1S LR
a, 0 0 s O, L 0,S
0 1 o oL 1S
1 0 q, 1,L 0,S
1 1 0 1L 1S
0 b Qacoept 0,S b, S
1 b Olacoept 1,S b, S

Beobachtet man die Arbeitsweise einer Turingmaschine TM bei einem Eingabewort w, so
liegt nach endlich vielen Uberfiihrungen eine der folgenden Situationen vor:

1. Fl:

2. Fal:

2. Fal:

3. Fl:

TMist in einem Zustand g?* Q.. Stehengeblieben (d.h. d(q,...) ist nicht definiert).
Dannist wi L(TM).

TM istim Zustand 0., Stehengeblieben. Dannist wi L(TM).
TM istim Zustand 0., Stehengeblieben. Dannist wi L(TM).

TM ist noch nicht stehengeblieben, d.h. TM befindet sich in einem Zustand g 0o »
fir den d(q,...) definiert ist. Dann ist noch nicht entschieden, ob wi L(TM) oder
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wl L(TM) gilt. TM ist eventuell noch nicht lange genug beobachtet worden. Es ist

nicht ,vorhersagbar”, wie lange TM beobachtet werden muf3, um eine Entscheidung
zu treffen (esist algorithmisch unentscheidbar).

Eine Turingmaschine TM kann as Berechnungsvorschrift definiert werden: Das 1. Band
wird as Eingabeband und ein Band, etwa das k-te Band, als Ausgabeband ausgezeichnet.

Die Turingmaschine TM ber echnet eine partielle Funktion f, ;1" ® S’, wenn gilt:

Startet TM im Anfangszustand mit w, d.h. startet TM mit w auf dem Eingabeband im Zustand
g, (ale anderen Bander sind leer), und stoppt TM nach endlich vielen Schritten im akzeptie-

renden Zustand 0, » dann wird die Bandinschrift y des Ausgabebands von TM als Funkti-
onswert y = f,, (w) interpretiert. Falls TM Uberhaupt nicht oder nicht im Endzustand stehen-
bleibt, dannist ., (w) nicht definiert. Daher ist f,,, eine partielle Funktion.

iN ® N
Eine2-DTM zur Berechnung der (totalen) Funktion f :
in ® n+l
. . . iN ® N
Diefolgende 2-DTM berechnet die (totale) Funktion f : { :
in ® n+l

Hierbei wird ein nl N als Zeichenkette in seiner Bindrdarstellung auf das Eingabeband ge-
schrieben; die hdchstwertige Stelle steht dabel ganz links. Der Wert O wird al's Zeichenkette O
eingegeben, ale anderen Werte nT N ohne fuhrende Nullen. Entsprechend steht abschlie-
end n + 1 in seiner Bindrdarstellung ohne fihrende Nullen auf dem Ausgabeband (2. Band).

TM =(CD’S’I’d’b’qO’c]au:cept) mlt Q:{qO""’qlg}’ S:{O’l’b’#}’ I :{O’l} ’ qaccept =q19'
TM arbeitet wie folgt:

1. Auf das 2. Band wird zunéchst das Zeichen # geschrieben, das das linke Ende des 2. Ban-
des markieren soll. Dann wird auf das 2. Band eine 0 geschrieben und das Eingabewort w
auf das 2. Band kopiert (auf dem 2. Band steht jetzt #0w, d.h. das Eingabewort wist durch
eine fuhrende O erganzt worden).

2. Auf dem 2. Band werden von rechts alle 1'en in O‘en invertiert, bis die erste O erreicht ist;
diese wird durch 1 ersetzt (Addition n:= n + 1).

3. Der Kopf des 2. Bandes wird auf die Anfangsmarkierung # zuriickgesetzt und gepriift, ob
rechts dieses Zeichens eine O steht (das bedeutet, dai die anfangs an w angeflgte flhrende
0 wieder entfernt werden muf).
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4. In diesem Fall wird der Inhalt des 2. Bandes komplett um zwei Position nach links ver-
schoben. Dadurch werden die fihrende O und das Zeichen # auf dem 2. Band entfernt. Es
ist zu beachten, dal3 am rechten Ende des 2. Bandes 2 L eerzeichen gesetzt werden.

5. Andernfals wird der Inhalt des 2. Bandes um 1 Position nach links verschoben und da-
durch das Zeichen # entfernt.

Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner | Symbol unter dem neuer neues Symbol, Bemerkung
Zustand Schreib/Lesekopf auf |  Zustand | Kopfbewegung auf
Band1l | Band2 Band1l | Band?2
o 0 b o 0,S |#R linkes Ende fur n+1
1 b o 1, S #, R | makieren
o} 0 b d, 0,S 0, R |fuhrende 0 erzeugen
1 b d, 1,S O, R
a, 0 b a, 0,R 0,R Inhalt des Eingabe-
1 b d, 1,R 1, R bandes auf 2. Band
b b d b, S b, L kopieren
05 b 0 a, b, S 1.S | Laddieren:
anhéngende 1'enin-
b 1 d b, S 0,L | vertieren, erste 0 von
rechtsinvertieren
a, b 0 ds b, S 0, L auf # zuriickgehen
b 1 ds b, S 1,L
b # o b, S # R
Os b 0 o b, S 0, R | muRfuhrende 0
b 1 O b, S 1,S | entfernt werden?
s b 0 a, b, S 0, L gelesenes Zeichen
b 1 o8 b, S 1,L im Zustand merken
b b O b, S b, L
a, b 0 o b, S 0, L 2. Kopf um 1 Positi-
b 1 o b, S 1,L  |onnach links setzen
Os b 0 Cho b, S 0, L 2. Kopf um 1 Positi-
b 1 Cho b, S 1,L  |onnach links setzen
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O b 0 Oy b, S 0,R | Oschreiben
b 1 Oy b, S 0, R
b # Oy b, S oO,R
Cho b 0 Oy b, S 1,R |1 schreiben
b 1 Oy bS | LR
b # Oy bS | LR
Oy b 0 Oy b, S 0,R |2 Kopf um 1 Positi-
b 1 Oy b, S 1, R |on nach rechts set-
zen
O 0 s b, S 0,R |2 Kopf 1weitere
s b, S 1,R Position nach rechts
setzen
O b 0 Oha b, S b, L |letztes Zeichen
Oy b, S b, L l6schen und  nach
links gehen
Oy b 0 Oho = Olacoept b, S b, S |[letztesZeichen
b 1 Oho = Olacoept b, S b, S |6schen und STOP
Ohs b 0 O b, S 0,L | gelesenes Zeichen
b 1 O b, S 1,L |imZustand merken
b b s b, S b, L
Oho b 0 Ohe b, S 0,R | Oschreiben
b 1 O b, S 0,R
b # Ohs b, S 0O, R
Ch7 b 0 Ohe b, S 1,R |1 schreiben
b 1 O bS | LR
b # Ohg bS | LR
s b 0 Ol b, S 0,R 2. Kopf um 1 Posi-
b 1 Ol b, S 1,R |tion nach rechts set-
zen

Die Konzepte der Berechnung partieller Funktionen und das Akzeptieren von Sprachen mit-
tels Turingmaschinen sind &quivalent:
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Satz 2.1-1:
Berechnet die Turingmaschine TM die partielle Funktion ., ;1" ® S, dann kann man

eine Turingmaschine TM ¢ konstruieren mit L(TM ) ={w#y|y = ., (w) }.

Akzeptiert die Turingmaschine TM die Sprache L(TM), dann 1&% sich TM so modifi-
Zieren, dalR sie die partielle Funktion f,, :1° ® S berechnet, die definiert ist durch
v (W) =y genau dann, wenn gilt:

(qo,(W,l),(e,l),---,(e,l),(e, ))p ) (qaccept’(al!il)’(aZ!iZ)’""(ak-l!ik-l)(y’|y|+1))

Die Aussage |&/% die Interpretation zu, dal3 die Verifikation eines Funktionsergebnisses ge-
nauso komplex ist wie die Berechnung des Funktionsergebnisses selbst.

Die Uberfulhrungsfunktion d einer Turingmaschine TM werde folgendermalien modifiziert:
Die Zustandsmenge Q wird um einen neuen Zustand g, erweitert. Fir alle bisherigen Zu-

sténde g1 Q Mit Q1 Gy, fUr die d(g, ...) nicht definiert ist, werdenin d die Zeilen

d( g a8 )= Geer (81, S)-onr (@, S)) mit & T S fir i =1,...,k

aufgenommen. FUr g, ist d nicht definiert. Kommt die so modifizierte Turingmaschine
bei Eingabe eines Wortes wi 1" in einen Zustand gl Q mit q* Q. fir die d(g,...) bis-
her nicht definiert war (es ist dann wi L(TM)), so macht die modifizierte Turingmaschine

noch eine Uberfiihrung, ohne die Bandinhalte und die Positionen der Kopfe zu andern, und
stoppt im Zustand ¢4, , Ohne das Wort w zu akzeptieren. Man kann daher annehmen, dal3

eine Turingmaschine TM so definierte Zustande Q.. Und ¢4, enthdlt. Der Zustand 0,y
heild akzeptierender Zustand, der Zustand g4, heifdt nicht-akzeptierender (verwerfen-
der) Zustand. Startet TM bei Eingabe eines Wortes wi 1” im Anfangszustand q,, so zeigt
sie folgendes Verhalten: Entweder kommt TM in den Zustand 0, , dannist wi L(TM) und
die Eingabe w wird akzeptiert; oder TM kommt in den Zustand 04 , dannist wi L(TM)

und die Eingabe wwird verworfen; oder TM lauft unendlich lange weliter, dann ist ebenfalls
wl L(TM). Man kann TM daher als Blackbox darstellen, die eine Eingangsschnittstelle be-
sitzt, Uber die im Anfangszustand g, ein Wort wi | eingegeben wird und der Start der Be-
rechnung geméaR der Uberfilhrungsfunktion d erfolgt. Sie besitzt zwei , aktivierbare® Aus-
gangsschnittstellen: Die erste Ausgangsschnittstelle wird von TM dann aktiviert, wenn TM bei
der Berechnung den Zustand g, erreicht und stoppt; es ist dann wl L(TM). Die zweite
Ausgangsschnittstelle wird von TM aktiviert, wenn TM bel der Berechnung den Zustand
.o Ereicht und stoppt; esist dann wi L(TM). Wird keine Ausgangsschnittstelle aktiviert,
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weil TM nicht anhalt, dann ist ebenfalls wi L(TM) . Eine graphische Reprasentation von TM
sieht wie folgt aus.

WT | " qaccept > WT L(TM )
Orgect ———»WI L(TM)

stoppt nichf wi L(TM)

Da die Turingmaschine TM dazu verwendet wird, um festzustellen, ob ein Eingabewort
wi 1" vonihr akzeptiert wird, kann man TM vereinfacht auch folgendermalien darstellen:

WT I * qaccept P WT L(TM )
—» G
qreject
™
stoppt nichq

Turingmaschinen kénnen zu neuen Turingmaschinen zusammengesetzt werden: Es seien zwei
Turingmaschinen TM, = (Ql,Sl, l,d,,b, quo,quaccept) und TM, = (QZ,SZ, 1,d,,b, qzyo,qzyaccept)
mit disjunkten Zustandsmengen (Q, C Q, = 4) und demselben Eingabealphabet 1 1 S, und
| I S, und jeweils getrennten Bandern gegeben. Die Anzahl der Bander von TM, s&i k,, die

von TM, sa k,. Jewells das 1. Band ist das Eingabeband. Beispiele fur die Mdglichkeiten
der Zusammensetzung sind:

Man kann eine neue Turingmaschine TM durch Hinter einander schaltung von TM, und
TM, konstruieren, die die Bander von TM, und TM, umfal¥, d.h. k, +k, viele Bander
besitzt, und folgendermalien arbeitet: Eine Eingabe wi 1" fiir die zusammengesetzte Tu-
ringmaschine TM wird auf das 1. Band von TM, gegeben und auf das 1. Band von TM,
kopiert. Jetzt wird zunéchst das Verhalten von TM, auf w simuliert. Falls TM, das Wort
w akzeptiert, d.h. in den Zustand wird @, ..., 9elangt, wird das Verhalten von TM, auf w

simuliert. TM akzeptiert das Wort w, falls TM,, das Wort w akzeptiert. Es gilt:
L(TM)=L(TM,)C L(TM, ). Graphisch 18R sich TM wie folgt darstellen.
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o 1 L(TM™,
wi 1 ql,accepth 02 accept v L) >
> Gio V| Oz0 wi
ql,reject q2,reject
™, ™,
stoppt ni chq stoppt nicht
™

Die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion ist etwas miihsam:

Esist TM =(Q,S,1,d,b,, 0,0 seuee ) - DabE it

Q=Q,EQ, E{ 0y Gup} die Zustandsmenge von TM mit zwei neuen Zustanden g,
und g, dienichtin Q, E Q, enthalten sind,

S=S,ES,E{# das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in
S, E S, enthalten ist,

d: (Q\{Gace})” S ® Q" (S {L,R 5})*™* die Uberfiihrungsfunktion, die sich aus
den Uberfhrungsfunktionen d, und d, wie folgt ergibt:

Die Bander von TM werden von 1 bis k, +k, numeriert; die ersten k, Bénder sind die ur-
springlichen Bander von TM, . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das urspringli-
che Eingabeband von TM, . Das Band mit der Nummer k, +1 ist das urspringliche Ein-
gabeband von TM, . Ein Eingabewort wi 1” wird auf das erste Band von TM gegeben.
Essel n=|w. In die erste Zelle des Bands mit der Nummer k; +1 wird das Zeichen # ge-
schrieben und w auf dieses Band kopiert. Das Zeichen # dient dazu, das linke Ende des
Bands mit der Nummer k; +1 zu erkennen. Nach diesem Kopiervorgang stehen die Kopfe
des ersten und des (k, +1)-ten Bands jeweils Uber der (n+1)-ten Zelle, ale Gbrigen Kopfe

wurden nicht bewegt. Das Ende des Kopiervorgangs wurde dadurch erkannt, dal3 auf dem
ersten Band das Leerzeichen gelesen wurde. Nun werden die Kdpfe des ersten und des
(k, +1)-ten Bands beide zurlick auf das erste Zeichen von w gesetzt.

Fir den Kopier- und den Riicksetzvorgang der Kopfe werden folgende Zeilen in die Uber-
fuhrungsfunktion d von TM aufgenommen:

L(TM,) G L(TM,)
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s 8] 0 & 0
dGql,o,a,b,...,b,b,...,bjzgqcopy,(a,s),(b,s),...,(b,s),(#,R),(b,s),...,(b,s): fur ale
8 kq ko g e Ky ko 7]

al S, (bist das Leerzeichen),

oS 0 a& 5
08 Gy 5, Dyc B & oy (8. R) (,5) e (0.9) 8. R) (0. 5) (0,5 fir sl
8 ’ ka v o g ? K ko 2

al 1 (man beachte, da? a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

e o 0
dS Oupy,b,b, - BD, L BT = gqsklp (b.S).(b,S)....(b;S). (b, L), (b,S)..... (b, S),
8 kg kk @ e ky k; (%]
e 0 e 0
déqskip,a(llb,...,b, a,b,...b7= gqsklp (a¢L).(b,S),.... (b, S).(a, L), (b, S)...., (b, S) fir alle
ky ka g e ky ky ﬂ
ad 1E{b}und al I,
& 0 e 0
déqskip,a¢b,...,b,#,b,...,b: gqlo (a¢s).(b,S),... (b, S), #, R). (b, S)...., (b, S): fur alle
Ky ko g e [ [ 7]

ad 1 E{b}.

Nun wird das Verhalten von TM, simuliert, wobei die Inhalte der Bander mit den Num-
mern Kk, +1 bis k; +k, (entsprechend den urspriinglichen Béndern von TM ) und die Po-

sitionen der Kopfe auf diesen Bandern nicht verandert werden. Die dafur erforderlichen
Zeilen in der Uberfilhrungsfunktion d lauten:

dgeql,al,az,...,akl,a, b,...,bgzgq (b, d,), (0,.d,), ... o, . . ). (2, S), (0, S)..... (b, S)Ofur

%,_J : =
Ky ka [/}

Ky kz
jeden Eintrag d, (q,, &, a,,....a )= (qf (b, d,), (b,,d,) ... (6, d,. )) in der Uberfihrungs-
funktion d, von TM, und al S,.

Falls bei der Simulation der akzeptierende Zustand ¢, ..., VOn TM, erreicht wird, d.h.

wi L(TM, ), wird die Simulation des Verhaltens von TM, auf w gestartet. Auf den ersten
k, andert sich dabei nichts mehr. Folgende Zeilen werden in die Uberfulhrungsfunktion d
aufgenommen:

6

d(;q1accept a, a8, a,b,.. gzg .0 (@, S), (8, S), ...,(ak S) (@), 9),....(b, S)

%,—J
%,—J
g ky ko ky ko ﬂ

mit a,1 S,, ..., a1 S, undal S,und
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¢
dqu!aliaZ!"'!akli91192!' agk2

ki ka

Q |"| IO=

1 k2
fur jeden Eintrag d,(q,., 9y, 9,,-.-. 9, )=(as, (. d,). (.. d,)..... (. d,. ) in der Uberfiih-
rungsfunktion d, von TM, und a,7 S, ..., 8, T S,.

Durch Parallelschaltung kann man aus TM, und TM, eine neue Turingmaschine TM
bilden: ein Wort w wird sowohl auf das 1. Band von TM, s auch auf das 1. Band von

TM,, gegeben und das Verhalten beider Turingmaschinen simultan simuliert. Sobald eine
der beiden Turingmaschinen w akzeptiert, wird wvon TM akzeptiert. Es gilt:
L(TM)=L(TM,)E L(T™,).

q - —p» .
—» Gio LD £ wi L(TMl)E L(TM,)
ql,reject
™,
~ stoppt nicht
wi | PP
qz,accept Wl LM
L O,
q2,reject
™,
stoppt nicht ™

Auch hier ist die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion etwas
muihsam:

Esist TM =(Q,S,1,d,b, Gy, Qe )- DabEl it

Q=(Q," Q)E{ (Geopy» B0 ) (Gsap» Fr.0) (Cacer G )} i€ Zustandsmenge von TM mit zwei
neuen Zustanden q,,, und gy, , die nichtin Q, enthalten sind, und einem neuen Zustand
O..., der nicht in Q, E Q, enthalten ist (die Zustande bestehen jetzt aus Paaren von Zu-
standen der Turingmaschinen TM, und TM,, und drei neuen Zusténden),

S=S,ES,E{# das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in
S, enthaten ist,

g 62, 9) (8, S). - (8 S) (0 6,) e ) o (0 )

8

]
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d: Q\{(9y. 9 )) S ® Q" (5" {L,R,S})*™ die Uberfiihrungsfunktion, die sich
aus den Uberfhrungsfunktionen d, und d, ergibt (siehe unten),
Qo = ( o qzo) der Anfangszustand und

Oaccept = ( Glacer Oace) der akzeptierende Zustand von TM.

Die Bander von TM werden wieder von 1 bis k; +k, numeriert; die ersten k, Bander sind
die urspriinglichen Bander von TM, . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das ur-
spriingliche Eingabeband von TM, . Das Band mit der Nummer k, +1 ist das urspringli-
che Eingabeband von TM, . Ein Eingabewort wi | wird auf das erste Band von TM ge-
geben. Wieder wird in die erste Zelle des Bands mit der Nummer k, +1 das Zeichen #
geschrieben und w auf dieses Band kopiert. Anschlief3end werden der Kopf des ersten
Bands auf den Bandanfang und der Kopf des (k; +1)-ten Bands auf die zweite Zelle
(rechte Nachbarzelle der Zelle, die das Zeichen # enthdt) zuriickgesetzt. Der Vorgang
verlauft dhnlich dem Vorgang, der bei der Hintereinanderschaltung von TM, und TM,
beschrieben wurde. Die erforderlichen Eintrage in der Uberfiihrungsfunktion lauten jetzt:

6 @ 6
dg(’ql,o,qz,o), a0,..0.0..b7=E 4y 0o (0.9 (0.5) . (0.9) (. RL 0.9) . (0.
kq ko 4] e Ky [ 7]

fir ale al S, (bist das Leerzeichen),

e 0 & 0
d (Gupyr Bo) @b, . b, b, ... b7 = : (G G20) (@ R). (b, S)..... (0, S), (&, R), (b, S), .. (b, S):

8 kg ka ﬂ e ky ky (%]
fur ale al 1 (man beachte, da3 a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

0 2 0

d aquy, Go) Db, bbb : (9 G20) (0. 9). (b, S)..... (b,5), (b, L), (0, S). ... (b, S

8 kg k. @ e ky ky (%]

23 0 e 0
d% {0y 0,0) a¢h,...b.ab,...bT= : (00 ©0) (@SL). (b, S)..... (0,9), (. L), (0, S). ... (b, S

8 ky kz g e ky ky (%]
furdle ad | E{b} und al I,

153

- )
d(?(qd(ip,qzyo),atl:b,...,b,#,b,. Lo

(0]
8 —_—
g

(620 @0 (06 9). (5. S) . (0, 9) (%, R) (0. ) (0,9)°

kl k2 z

furale ad 1 E{b}.

Nun wird parallel das Verhalten von TM, und von TM, simuliert, wobei fur die Smula-
tion von TM, nur auf die Inhalte der Bander mit den Nummern 1 bis k, (entsprechend
den urspriinglichen Bandern von TM,) und fir die Simulation von TM, nur auf die In-
halte der Bander mit den Nummern k; +1 bis k; +k, (entsprechend den urspriinglichen
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Bandern von TM,) zugegriffen wird. Die dafur erforderlichen Zeilen in der Uberfiih-
rungsfunktion d lauten:

e
dé( Qs Q2)’afu Ay &5 015 Oy -y Gy,

ki ka

Q- 1o

.
1), (bzadz)’---’(bk !dkl)’ (hl!el)! (hz’ez)’---’(hkzahkz);

ky ky 9
falls d( . a,a,,...a )=(at (b, d,). (b, d,), ... (B, d, )) in der Uberfiihrungsfunktion

d, von T™, und d,(d,,9;, .- 9 )= (a8, (h. &), (h,. &), ... (h, . & )) in der Uberfiih-
rungsfunktion d, von TM,, ist.

('D-@OMOS,B

Falls bei der Simulation ein Zustand der Form (6 4e» @,) mit 0,1 Q, bzw. der Form
(ql, qzy,ejw) mit g, 1 Q, erreicht wird, muR sichergestellt werden, dai? die Simulation von

TM, bzw. von TM, weiterlauft. Daher werden auch folgende Eintrége in die Uberfiih-
rungsfunktion d aufgenommen:

® 6
dg(ql,reject’q2)!a11a2,...,ak1,gl,gz,...,gkzz
g K, K, 5

( 0

é O 99 (a1, S), (2, S), ...,(akl,S),(hl,q),(hz,ez),...,(hkz,ekz)i

Ky K ﬂ

mit a,1 S;, .., a 1 S, und fdls d,(¢,, 9;, 9., 0, )= (08, (h. &), (h &), (e &)
in der Uberfuhrungsfunktion d, von TM,, ist und

ae 6
dé (Cha q2,reject )’ a,, a,, "'!akl! 01,9, gkzi
kl k2 b

E :

=§(qu orge » (00 01) () 0.0 ) (019,02 9). (g1 S

K, K, ]

fur jeden Eintreg d,(q, @, a,,...a )= (af (b, d,). (b, d,), ... [0, . dy ) in der Uberfiih-
rungsfunktion d, von TM, und g,1 S,, ..., g, T S,.

Schliefdich soll TM die Eingabe w akzeptieren, wenn TM, oder TM,, die Eingabe akzep-

tiert. Folgende Eintrage werden daher in die Uberfiihrungsfunktion von TM aufgenom-
men:
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8

(ql,accept’ Q2)aa1’aza e @5 G5 G2y e gkzi

kl k2 g

d

DO O

)
o

( Qacc » qacc) (31 S), (az, S), (akl, S), (gl, S), (gz, S), (gkz , S); und

kl k2 g

('D-OO»O

8

(ql! q2,accept)!a1!a2! "'!akla 91, 92, ey gkzi

kl k2 g

d

Do O

gqm,qm ) (6. 922 S) oy ) (01, S 020 0, )

ky ka

Q.'.

furale o1 Q. q,1 Q. &1 S,,...,a,1Sundgls,, ., gls,.

Dadurch, dal3 man die Turingmaschine TM, als Unterprogramm in die Berechnung der
Turingmaschine TM, einsetzt, erhdt man eine neue Turingmaschine TM, die prinzipiell
folgendermalRen ablauft: Eine Eingabe wi 1° wird in TM, eingegeben. Ein Band von
TM, wird as,, Parametertibergabeband” fir TM, ausgezeichnet. Sobald TM, in einen as
Parameter Uibergabezustand ausgezeichneten Zustand g, gelangt, wird der Inhalt des Para-
metertibergabebands auf das erste Band von TM, kopiert. Wird diese Eingabe von TM,
akzeptiert, wobei bei Akzeptanz der Inhalt des k,-ten Bands y lautet, wird das Parameter-
Ubergabeband geldscht, y darauf kopiert, das erste Band von TM, geldscht und die Be-
rechnung von TM, fortgesetzt. Die Ausformulierung der Details dieser Konstruktion
werden dem Leser als Ubung iberlassen.

Obige Uberlegungen und Ausfulhrungen in Kapitel 3.2 zeigen:

Satz 2.1-2:

Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegeniiber Vereinigungs-
bildung und Schnittbildung abgeschlossen.

Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegentiber Komplement-
bildung nicht abgeschlossen: Wenn LI S™ von einer Turingmaschine TM akzeptiert
wird, d.h. L =L(TM), muR das Komplement S'\ L von L nicht auch notwendigerweise
von einer Turingmaschine akzeptiert werden.
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Fur einek-DTM T™M =(Q,S,1,d,b,q;,

(qO ! (W’l)’ (e’l)’ S (e’l)) D " Kaccept
mit einer Endkonfiguration K e = (Guccents @101 ) - @, ). Dann wird durch t,,, (W) =m

accept —

) und eine Eingabe wi L(TM) gelte

qaccept

eine partielle Funktion t,, :S ® N definiert, die angibt, wieviele Uberfiihrungen TM
macht, um w zu akzeptieren. Es handelt sich hierbei um eine partielle Funktion, da t,, fur
Worter wi L(TM) nicht definiert ist.

Die Zeitkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T,,, :N® N mit

T (0) = max{ tr,, (W) (Wl S" und W £n}.

Bemerkung: In der Literatur findet man auch die Definition
T (n) = max{ t,,, (W) [l S" und|wj=n}

Entsprechend kann man die Platzkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
S,y (n) as den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts wi L(TM) mit |w| £n erreicht.

Beispide:

Die oben angegebene Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome Uber {0,1} hat eine
Zeitkomplexitét der Grol3e T,,, (n) = 4n+ 3 und eine Platzkomplexitét S, (N) =n+2.

iN ® N
Die oben angegebene Turingmaschine zur Berechnung der Funktion f : 1 N ® nil
|
folgende Zeitkomplexitdt: Der Wert n wird in Bindrdarstellung auf das Eingabeband gege-

ben. Die Eingabe w=bhin(n) belegt daher fiir n3 1 | w|=|bin(n) |=dog,(n){+1 viele Zei-
chen bzw. ein Zeichen fur n = 0. Dann fiihrt die Turingmaschine O( w|)=0(log(n)) viele
Schritte aus. Die Zeitkomplexitét ist linear in der Lénge der Eingabe.

Bel der Betrachtung der Zeitkomplexitét werden in diesem Beispiel aso die Bitoperationen

gezahlt, die bendtigt werden, um f (n) zu berechnen, wenn n in Binérdarstellung gegeben ist.

Die Turingmaschine dieses Beispiels |&3 sich leicht zu einer Turingmaschine modifizieren,
iN"N ® N .

die die Funktion SUM : : berechnet. Hierbel werden die Zahlen nund min
f(h,m ® n+m

Bindrdarstellung, getrennt durch das Zeichen #, auf das Eingabeband geschrieben, d.h. die
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Eingabe hat die Form w =bin(n)#bin(m) . Dann werden die Zahlen n und m stellengerecht
iN'N ® N"

addiert. Auch fir die arithmetischen Funktionen DIF:%(n m ® :” m firn3m,
P i 0 firn<m

iN“N ® N iN"N,, ® N

MULT :{ und DIV :i
{(nm ® nxm Linm ® agymg

lassen sich entsprechende Tu-
ringmaschinen angeben. Dabel wird beispielsweise die Berechnung von MULT auf sukzessive
Anwendung der Berechnung fir SUM zurtickgefuhrt. In jedem Fall erfolgt die Eingabe in der
Form w=hin(n)#bin(m), und die Zeitkomplexitéten geben an, wieviele Bitoperationen zur
Berechnung der jeweiligen Funktionen erforderlich sind. Die Ergebnisse sind in folgendem
Satz zusammengefalt.

Satz 2.1-3:
Es seien n und m natirrliche Zahlen. Mit size(n) werde die Lange der Binardarstellung

der Zahl n (ohne fuhrende bindre Nullen) bezeichnet. Dabel sei size(0) =1. Es gelte
I3 |m, k=size(n)?® size(m), kT O(log(n)). Dann gibt es Turingmaschinen, die die
Funktionen SUM (n, m), DIF(n,m), MULT(n,m) und DIV (n,m) berechnen und fol-
gende Zeitkomplexitaten besitzen:

(i) Die Addition und Differenzenbildung der Zahlen n und m (Berechnung von
UM (n,m) und DIF(n,m)) ist jewells von der Ordnung O(K). Es werden also

O(log(n)) viele Bitoperationen ausgefiihrt.

(i) Die Multiplikation der Zahlen n und m (Berechnung von MULT (n, m)) kann mit
einer Zeitkomplexitat der Ordnung O(k?), also mit O((Iog(n))z) vielen Bitopera:
tionen, ausgefiihrt werden.

(iii) Ist size(n)3 2>xsize(m), dann kann die Berechnung des ganzzahligen Quotienten
g/m( (Berechnung von DIV (n,m)) mit einer Zeitkomplexitét der Ordnung
O(k?), also mit O((Iog(n))z) vielen Bitoperationen, ausgefiihrt werden.

Bemerkung: Der Wert Of(log(n))?) fiir die Anzahl der erforderlichen Bitoperationen zur
Multiplikation Zweier Zahlen l&rt sich verbessern zu

O(log(n)og(log(n))#og(iog(iog(n))).

Meist ist man nicht am exakten Wert der Anzahl der Konfigurationséanderungen interessiert,
sondern nur an der Groélenordnung der Zeitkomplexitat (in Abhéngigkeit von der Grofie
der Eingabe). Bei der Analyse wird man meist eine obere Schranke g(n) fur T, (n) herlei-
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ten, d.h. man wird eine Aussage der Form T, (n) £ g(n) begrinden. In diesem Fall ist
T, (N)T O(g(n)). Eine zusitzliche Aussage T.,, (n) £ h(n) £ g(n) mit einer Funktion h(n)
fuhrt auf die verbesserte Abschétzung T, (n)1 O(h(n)). Man ist also bei der worst case-
Analayse an einer moglichst kleinen oberen Schranke fur T,,, (n) interessiert.

Es gibt eine Rethe von Varianten von Turingmaschinen:

Die Turingmaschine besitzt Bénder, die nach links und rechts unendlich lang sind.

Die Turingmaschine besitzt ein einziges nach links und rechts oder nur zu einer Seite un-
endlich langes Band.

Die Turingmaschine besitzt mehrdimensionale Bénder bzw. ein mehrdimensionales Band.
Das Eingabeal phabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwal = {0, 1}.

Das Arbeitsal phabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa S ={0, 1}.

Die Turingmaschine hat endlich viele Endzusténde.

Es zeigt sich, dal? ale Definitionen algorithmisch aquivalent sind, d.h. eine Turingmaschi-
nenvariante kann eine andere Turingmaschinenvariante simulieren. Allerdings &ndert sich da-
bei u.U. die Zeitkomplexitét, in der von der jeweiligen Turingmaschinenvariante Sprachen er-
kannt werden. Beispielsweise kann eine k-DTM TM mit Zeitkomplexitét T, (n) durch eine

1-DTM mit Zeitkomplexitat O(TTZM (n)) simuliert werden.

2.2 Random Access Maschinen

Eine Random Access Maschine (RAM) modelliert einen Algorithmus in Form eines sehr
einfachen Computers, der ein Programm ausfiihrt, das sich nicht selbst modifizieren kann und
fest in eilnem Programmspeicher geladen ist. Das Konzept der RAM st zunéchst als Modell
fur die Berechnung partieller Funktionen f:Z"® Z™ gedacht, die n-stellige Zahlenfolgen
(ganzer Zahlen) auf m-stellige Zahlenfolgen abbilden. Eine Turingmaschine dagegen ist zur
Akzeptanz von Sprachen L1 S’ bzw. zur Berechnung von partieller Funktionen f:S ® S¢
konzipiert, die Zeichenketten (Woértern) Uber einem endlichen Alphabet auf Zeichenketten
Uber eventuell einem anderen Alphabet abbilden. Es wird sich jedoch zeigen, dal3 beide Mo-
delle aquivalent sind. Beide Modelle sind in der Lage, numerische Funktionen zu berechnen
und als Sprachakzeptoren eingesetzt zu werden. Wahrend die ,, Programmierung® einer Tu-
ringmaschine in der Definition der Uberfilhrungsfunktion besteht, eine Vorgehensweise, die
verglichen mit der gangigen Programmierung eines Computers zumindest gewdhnungsbe-
durftig ist, entspricht die Programmierung einer RAM eher der Programmierung eines Com-
puters auf Maschinensprachebene.
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Eine RAM hat folgende Bestandteile:

Eingabeband: eine Folge von Zellen, die als Eingabe n ganze (positive oder negative)
Zahlen x,, ..., X, enthalten und von einem Lesekopf nur gelesen werden kdnnen. Nach-

dem eine Zahl x gelesen wurde, rickt der Lesekopf auf die benachbarte Zelle, die die
ganze Zahl x,,, enthélt.

Ausgabeband: eine Folge von Zellen, Gber die ein Schreibkopf von links nach rechts
wandert, der nacheinander ganze Zahlen y; schreibt. Ist eine Zahl geschrieben, kann sie

nicht mehr veréndert werden; der Schreibkopf riickt auf das rechts benachbarte Feld.
Speicher: eine unendliche Folge r,, r,, r,, ..., von Registern, die jeweils in der Lage

sind, eine beliebig grolRe ganze Zahl aufzunehmen. Das Register r, wird as Akkumula-

tor bezeichnet. In ihm finden alle arithmetische Operationen statt.

Programm: eine Folge aufsteigend numerierter Anweisungen, die fest in der RAM , ver-
drahtet” sind. Zur besseren Lesbarkeit eines RAM-Programms konnen einzelne Anwel-
sungen auch mit symbolischen Marken versehen werden. Jede RAM stellt ein eigenes
Programm dar, das nattrlich mit unterschiedlichen Eingaben konfrontiert werden kann.
Das Programm kann sich nicht modifizieren. Ein Programm ist aus einfachen Befehlen
aufgebaut (siehe unten). Die einzelnen Anweisungen werden nacheinander ausgefihrt.
Befehlszahler: enthélt die Nummer der n&chsten auszufiihrenden Anweisung.



2.2 Random Access Maschinen 51

ST O O N R A
V\x
Eingabeband T
ro Akkumulator
r1
r2
r3
Befehlszahler .
Programm
yd Speicher
ol [ DT L[]

Ausgabeband

Um die Bedeutung des Befehlsvorrats einer RAM festzulegen, wird die Speicherabbil-
dungsfunktion c:N® Z verwendet. c(i) gibt zu jedem Zeitpunkt des Programmlaufs den
Inhalt des Registers r. an. Zu Beginn des Programmlaufs wird jedes Register mit dem Wert O

initialisiert, d.h. esist ¢(i) =0 firjedes il N.

Jeder Anweisung (Befehl) ist aus einem Operationscode und einem Operanden aufgebaut.
Ein Operand kann eine der folgenden Formen aufweisen:

1 i
2. c(i),furis® 0;ba i <0stoppt die RAM
3. c(c(i)), furi3 Ound c(i)2 O; bel i <0 oder c(i) <0stoppt die RAM.

Die RAM-Anweisungen und ihre Bedeutung sind folgender Tabelle zu entnehmen. Dabel
steht i fur eine nattrliche Zahl und m fir eine Anweisungsnummer bzw. fir eine Anwel-
sungsmarke im Programm der RAM.
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RAM-Anweisung

Bedeutung

LOADII

LOAD c(i) furiz 0

LOAD c(c(i)) furiz 0
und c(i) 2 O

c(0):=i
c(0):=cf(i)
c(0) :=c(c(i))

STORE c(i) furi? 0
STORE c(c(i)) firi3 0

c(i):=c(0)
c(c(i)) = c(0)

und c(i)2 0
ADD i c(0):=c(0) +i
ADD c(i) fari® o c(0):=c(0) +c(i)
ADD c(c(i)) furiz o0 c(0) :=c(0) + c(c(i))
und c(i) 2 O
SUB i c(0):=c(0)- i
SUB c(i) fari3 0 c(0):=c(0) - c(i)
SUB c(c(i)) faris 0 c(0):=c(0) - c(c(i))
und c(i)2 0
MULT i c(0):=c(0)*i

MULT c(i) firi2 o

c(0):=c(0)*c(i)

MULT c(c(i)) furi3o0 c(0):=c(0)* c(c(i))
und c(i)2 0
DIVi furit 0 c(0):=¢gc(0) /i
DIV c(i) fari® 0 c(0):=¢&c(0)/c(i)(, falls c(i) * O ist, sonst stoppt die RAM
DIV c(c(i)) furiz 0 c(0):=¢ec(0)/c(c(i))(y, falls c(c(i))* O ist, sonst stoppt die
und c(i) 2 O RAM
READ c(i) fuari3o0 c(i) := momentaner Eingabewert , und der Lesekopf riickt eine

READ c(c(i)) farizo0
und c(i)2 0

Zéelle nach rechts
c(c(i)) := momentaner Eingabewert, und der Lesekopf riickt

eine Zelle nach rechts

WRITE i
WRITE c(i) furi3 o0

WRITE c(c(i)) furi3 0
und c(i)2 0

i wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
rickt um eine Zelle nach rechts
c(i) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf

rickt um eine Zelle nach rechts
c(c(i)) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreib-

kopf rickt um eine Zelle nach rechts
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JUMP mM

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung)

JGTZ m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung), falls ¢(0) >0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszah-

lersum 1 erhoht

JZERO m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m tragt (néchste auszufihrende Anwei-
sung), falls ¢(0) =0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszah-

lersum 1 erhoht

HALT

Die RAM stoppt

Falls eine Anweisung nicht definiert ist, z.B. STORE 3 oder STORE c(c(3)) mit c(3) =- 10,
dann stoppt die RAM, desgleichen bei einer Division durch 0.

Die RAM RAM definiert bei Beschriftung der ersten n Zellen des Eingabebandes mit x,, ..

X, eine partielle Funktion fg,, :Z"® Z™ (die Funktion ist partiell, da RAM nicht bei jeder

Eingabe stoppen muld): falls RAM bei Eingabe von X, ..., X, stoppt, nachdem vy,, ..., y,, in

die m ersten Zellen des Ausgabebands geschrieben wurde, dann ist

f X

RAM( 17

Eine RAM zur Berechnung der Funktion f

e X0 )= (Vys e Vi) -

iIN ® N
| i1 far n=0
n @ )
4 in" far n31

Ein entsprechendes RAM-Programm lautet:
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RAM-Anweisungsfolge

Bemerkung zur Bedeutung

Zellennummer RAM-Befehl
1 READ c(1) r,:=n, Eingabe
2 LOAD c(1) IF r, £0 THEN Write(0)
3 JGTZ pos
4 WRITE 0
5 JUMP endif
pos LOAD c(1) =
7 STORE c(2)
8 LOAD c(1) r=r-1
9 SUB 1
10 STORE ¢(3)
while LOAD c(3) WHILE r, >0 DO

12 JGTZ continue
13 JUMP endwhile

continue | LOAD c(2) r,:=r,*r,
15 MULT c(1)
16 STORE c(2)
17 LOAD c(3) r=ry-1
18 SUB 1
19 STORE ¢(3)
20 JUMP while

endwhile  |WRITE c(2) Write (r,)

endif HALT

Eine RAM kann auch as Akzeptor einer Sprache interpretiert werden. Die Elemente des
endlichen Alphabets S werden dazu mit den Zahlen 1, 2, ..., |§ identifiziert. Das RAM-

Programm RAM akzeptiert L1 S auf folgende Weise. In die ersten n Zellen des Eingabe-
bandes werden Zahlen geschrieben, die den Buchstaben x,, ..., x, eines Wortes wi S,
W=X, ...X,, entsprechenden. In die (n+1)-te Zelle kommt as Endmarkierung der Wert O.

RAM akzeptiert w, falls ale den Buchstaben von w entsprechenden Zahlen und die Endmar-
kierung O gelesen wurden, von RAM eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben wurde und
RAM stoppt, dannist wi L. Falls wi L ist, dann stoppt RAM mit einer Ausgabe ungleich 1,

oder RAM stoppt nicht. Die auf diese Weise akzeptierten Worter aus S bilden die Menge

L(RAM)..
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Ein RAM-Programm P zur Akzeptanz von
L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der I'enist gleich der Anzahl der 2'en |

P liest jedes Eingabesymbol nach Register r, (hier wird angenommen, dal3 nur die Zahlen 0, 1

und 2 auf dem Eingabeband stehen) und berechnet in Register r, die Differenz d der Anzah-
len der bisher gelesenen 1‘en und 2'en. Wenn beim Lesen der Endmarkierung O diese Diffe-
renz gleich O ist, wird eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben, und P stoppt.

RAM-Anweisungsfolge Bemerkung zur Bedeutung
Zeilennummer RAM-Befehl

LOAD 0 d:=0
STORE ¢(2)

READ c(1) Read (x)

while LOAD c(1) WHILE xt 0 DO
JZERO endwhile

LOAD c(1) IF xt1
SUB 1
JZERO one

LOAD c(2) THEN d:=d- 1
SUB 1
STORE ¢(2)

JUMP endif

one LOAD c(2) ELSE d:=d+1
ADD 1
STORE c(2)

endif READ c(1) Read (X)
JUMP while

endwhile  |LOAD c(2) IF d =0 THEN Write (1)
JZERO output
HALT

output WRITE 1
HALT

Auch beim RAM-Modell interessieren Zeit- und Raumkomplexitat einer Berechnung.

Mit Z" werde das n-fache kartesische Produkt von Z bezeichnet, d.h. Z"=Z" ...” Z. Die
%,_/

n-mal

Menge Z~ dler endlichen Folgen ganzer Zahlen sei definiert durch Z° :UZ” :

n30
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Ein RAM-Programm RAM lese die Eingabe X, ..., X, und durchlaufe bis zum Erreichen der
HALT-Anweisung m viele Anweisungen (einschliefdich der HALT-Anweisung). Dann wird
durch  tg,, (X,... X,)=m eine partielle Funktion t.,, :Z° ® N definiert. Falls RAM bel

Eingabevon Xx,, ..., X, nicht anhdlt, dann ist tgy, (x,, ..., X, ) nicht definiert.

In diesem Modell werden zwei Kostenkriterien unterschieden:

Beim uniformen Kostenkriterium bendtigt die Ausfiihrung jeder Anweisung eine Zeitein-
heit, und jedes Register belegt eine Platzeinheit. Die Zeitkomplexitdt von RAM (im schlech-
testen Fall, worst case) wird unter dem uniformen Kostenkriterium definiert durch die
partielle Funktion Ty, : N® N mit

e (M) = max{ te,, (W) w besteht aus bis zu n vielen natiirlichen Zahlen }.

Entsprechend wird die Platzkomplexitédt von RAM (im schlechtesten Fall, worst case)
Spav (M) unter dem uniformen Kostenkriterium als die wahrend der Rechnung bendtigte
maximale Anzahl an Registern definiert, wenn bis zu n viele Zahlen eingelesen werden.

Ein Register bzw. eine Zelle des Eingabe- und Ausgabebandes kann im RAM-Modell eine
beliebig grof3e Zahl aufnehmen. Eine Berechnung mit n , grof3en Zahlen® ist unter dem uni-
formen Kostenkriterium genauso komplex wie eine Berechnung mit n ,kleinen Zahlen®. Die-
se Sichtweise entspricht haufig nicht den praktischen Gegebenheiten. Dies gilt in der Praxis
besonders dann, wenn Speicherzellen eine beschrankte GrofRe aufweisen, so dald fur die
Handhabung grof3er Zahlen pro Zahl mehrere Speicherzellen erforderlich sind. Es erscheint
daher sinnvoll, die Grélienordnung der bel einer Berechnung beteiligten Zahlen bzw. Operan-
den mit zu berticksichtigen. Dieses fuhrt auf das logarithmische Kostenkriterium, das die
Grofen der bel einer Berechnung beteiligten Zahlen (gemessen in der Anzahl der Stellen zur
Darstellung einer Zahl in eéinem geeigneten Stellenwertsystem) berlicksichtigt.

Mit 1 (i) werde die L &nge einer ganzen Zahl i bezeichnet:
. 1dogli|(+1 furit 0

iy = doglir Tt
T 1 furi=0

Die Kosten eines Oper anden einer RAM-Anweisung faldt folgende Tabelle zusammen.
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Operand Kosten
i [(i)
c(i) (i) +1(c(i))
c(c(i)) (i) +1(c(i)) +1(c(c(i)))

Beispielsweise erfordert die Ausfiihrung einer Anweisung ADD c¢(c(i)) folgende Einzelschrit-

te

1. ,Decodieren* des Operanden i: Kosten 1 (i)
2. ,Lesen” von c(i): Kosten I(c(i))

3. ,Lesen* von c(c(i)): Kosten I(c(c(i)))

4. Ausfihrung von ADD c(c(i)): Kosten [(c(0)) +1(i) +1(c(i)) +1(c(c(i))) .

Die folgende Tabelle zeigt die Kosten unter dem logarithmischen Kostenkriterium der Aus-
fuhrung fur jede RAM-Anweisung.

RAM-Anweisung Bedeutung Kosten der Ausfiihrung
LOAD i c(0) =i [(i)
LOAD c(i) furiz 0 c(0):=c(i) (i) +1(c(i))

LOAD c(c(i)) furiz 0
und c(i) 2 O

¢(0) :=c(c(i))

1) +1(c(i)) +1(c(c(i)))

STORE c(i) furi? 0
STORE c(c(i)) firi3 0

c(i):=c(0)
c(c(i)):=c(0)

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) +1(i) +1(c(i))

und c(i)2 0

ADD i c(0) :=c(0) +i [(c(0) +1(i)

ADD c(i) farizo0 c(0):=c(0) +c(i) [(c(0)) +1(i)+1(c(i))

ADD c(c(i)) furizo c(0) :=c(0) +c(c(i)) [(c(0)) +1(i)+1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i) 2 O

SUB i c(0):=c(0)- i [(c(0) +1(i)

SUB c(i) fari3 0 c(0):=c(0) - c(i) [(c(0)) +1(i)+1(c(i))

SUB c(c(i)) furi3 0 c(0) :=c(0) - c(c(i)) [(c(0)) +1(i)+1(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i)2 0
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MULT i
MULT c(i) firi2 o

c(0):=c(0)*i
c(0):=c(0)*c(i)

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) +1(i) +1(c(i))

MULT c(c(i)) furi3o0 c(0):=c(0)* c(c(i)) [(c(0)) +1(i)+I(c(i)) +1(c(c(i)))
und c(i)2 0

DIVi firit 0 c(0):= &(0) /i) 1(c(0)) +1(i)

DIV c(i) furis o c(0) := &(0)/ c(i){j 1(c(0)) +1(i) +1(c(i))

DIV c(c(i)) furi3o0 c(0):=&(0)/c(c(i))n [(c(0)) +1(i)+I(c(i)) +1(c(c(i)))

und c(i) 2 O

READ c(i) fuari3o0 c(i) := Eingabewert [ (Eingabewert) +1(i)

READ c(c(i)) faris 0 c(c(i)) := Eingabewert | (Eingabewert) +1(c(i))
und c(i)2 0

WRITE i Ausgabe von i [(i)

WRITE c(i) furi30 Ausgabe von c(i) (i) +1(c(i))

WRITE c(c(i)) furi? 0

Ausgabe von c(c(i))

1) +1(c(i)) +1(c(c(i)))

und c(i)2 0
JUMP m Befehlszéhler :=m 1
JGTZm Befehlszahler := m, [(c(0))
fals c(0) >0 it
JZEROm Befehlszahler .= m, [(c(0))
fals c(0) =0 ist
HALT Die RAM stoppt 1

Die Zeitkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Eingabewerten unter dem log-
arithmischen Kostenkriterium ist gleich der Summe der Kosten der abzuarbeitenden An-
weisungen. Entsprechend sind die Platzkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Ein-
gabewerten unter dem logarithmischen Kostenkriterium gleich dem Produkt der wéahrend
der Rechnung bendtigte maximalen Anzahl an Registern und der Lange der langsten wahrend
der Abarbeitung abgespeicherten Zahl.
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Kosten des RAM-Programms zur Berechnung der Funktion

N ® N
il far n=0
n ® i

| "
in" for n31

1
f:%
t

uniformes K ostenkriterium

logarithmisches Kostenkriterium

Zeitkomplexitét

o(n)

O(n* ¥og(n))

Patzkompl exitét

o)

O(log(n))

Kosten desRAM-Programm P zur Akzeptanz von

L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der I'enist gleich der Anzahl der 2'en |

uniformes K ostenkriterium

logarithmisches Kostenkriterium

Zeitkomplexitét

o(n)

O(n>log(n))

Patzkompl exitét

oD

O(log(n))

Eine RAM RAM kann eine deterministische Turingmaschine mit k Bandern (k-DTM) TM si-
mulieren. Dazu wird jede Zelle von TM durch ein Register von RAM nachgebildet. Genauer:
der Inhalt der i-ten Zelle des j-ten Bandes von TM kann in Register r,, ;.. gespeichert werden.

Hierbei wird angenommen, dal die Symbole des Alphabets S von TM fir RAM mit den
Zahlen 1, ..., |§ identifiziert werden, so da3 man davon sprechen kann, daf3 ,.ein Symbol aus

S in einem Register oder einer Zelle des Eingabe- oder Ausgabebandes von RAM gespeichert
werden kann®. Der Wert c2 k ist eine Konstante, durch die die Register r,, ..., 1, als zusitz-

liche Arbeitsregister fir RAM reserviert werden. Unter diesen Arbeitsregistern werden k Regi-
ster, etwa r,, ..., I, dazu verwendet, die jeweilige Kopfposition von TM wéahrend der Simu-
lation festzuhalten (r; enthdlt die Kopfposition des j-ten Bandes). Um den Inhalt einer Zelle
von TM in der Simulation zu lesen, wird indirekte Adressierung eingesetzt. Beispielsweise
kann der Inhalt der simulierten Zelle, Uber der sich gerade der Schreib/Lesekopf des j-ten

Bandes befindet, in den Akkumulator durch die RAM-Anweisung LOAD c(c(j)) geladen
werden.
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Satz 2.2-1:
Hat die k-DTM TM die Zeitkomplexitét T ,,,(n) 2 n, dann gibt es eine RAM RAM, die
die Eingabe von TM in die Register liest, die das erste Band nachbilden, und anschlie-
Rend die T,,,(n) Schritte von TM simuliert. Dieser Vorgang verlauft unter uniformem

Kostenkriterium in O(T,,, (n)) vielen Schritten, unter logarithmischem K ostenkriterium
in O(T,,, (n)¥og(T,,, (n))) vielen Schritten.

Umgekehrt gilt:

Es sai L eine Sprache, die von einem RAM-Programm der Zeitkomplexitat T gy, (N)

unter dem logarithmischen Kostenkriterium akzeptiert wird. Falls das RAM-Programm
keine Multiplikationen oder Divisionen verwendet, dann wird L von einer k-DTM (fur

ein geeignetes k) mit Zeitkomplexitét O(TRAM 2(n)) akzeptiert.

Falls das RAM-Programm Multiplikationen oder Divisionen einsetzt, werden diese Operatio-
nen jeweils durch Unterprogramme simuliert, in denen als arithmetische Operationen nur Ad-
ditionen und Subtraktionen verwendet werden. Es |&3 sich zeigen (vgl. Satz 2.1-3), dal? diese
Unterprogramme so entworfen werden kénnen, dal3 die logarithmischen Kosten zur Ausfih-
rung des jeweiligen Unterprogramms hdchstens das Quadrat der logarithmischen Kosten der
Anweisung betragen, die es nachbildet.

Die folgende Ubersicht zeigt (in Ergénzung mit den Aussagen aus Kapitel 2.1) die Anzahl der
Schritte (Zeitkomplexitét), die Maschinenvariante A benétigt, um die Ausfihrung einer Rech-
nung zu simulieren, der auf Maschinenvariante B bei einem akzeptierten Eingabewort w der
Lange n eine Schrittzahl (Anzahl der Uberfilhrungen bis zum Akzeptieren) von T(n) beno-
tigt. Dabei wird fur das RAM-Modell das logarithmische K ostenkriterium angenommen.

simulierende Maschine A

Simulierte Maschine B 1-DTM k-DTM RAM
1-DTM - o(T(m) O(T (n)log(T (n)))
kDTM ofr?(n)) : O(T (n)log(T(m))
RAM o(T3(m)) or2(n)) ]




2.3 Programmier sprachen 61

2.3 Programmiersprachen

In den meisten Anwendungen werden Algorithmen mit Hilfe der gangigen Programmierspra-
chen formuliert (siehe Kapitel 1.3). Es zeigt sich (siehe angegebene Literatur), dal3 man sehr
einfache Programmiersprachen definieren kann, so dal3 man mit in diesen Sprachen formu-
lierten Algorithmen Turingmaschinen simulieren kann. Umgekehrt kann man mit Turingma-
schinen das Verhalten dieser Algorithmen nachbilden. Da eine Turingmaschine einen unend-
lich grof3en Speicher besitzt, muf® man fur Algorithmen in diesen Programmiersprachen un-
endlich viele Variablen zulassen bzw. voraussetzen, dai die Algorithmen auf Rechnern ablau-
fen, die einen unendlich grof3en Speicher besitzen. Dieses Prinzip wurde ja auch im RAM-
Modell verwirklicht.

Eine Programmiersprache, deren Programme die Turingberechenbarkeit nachzubilden in der
Lage sind, benétigt die Definition von:

abzahlbar vielen Variablen, die Werte aus N annehmen kénnen (ganzzahlige und rationale
Werte werden durch natiirlichzahlige Werte nachgebildet, vgl. die Festpunktdarstellung
von Zahlen, reelle Werte durch natirlichzahlige Werte approximiert, vgl. die Gletpunkt-
darstellung von Zahlen)

elementaren Anweisungen wie Wertzuweisungen an Variablen, einfachen arithmetischen
Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, ganzzahlige Division) zwischen Va
riablen und Konstanten

zusammengesetzten Anweisungen (Sequenz anweisung;; anweisungy;), Blockbildung
(BEGIN anweisung;; ..., anweisung, END), bedingte Anweisungen (IF bedingung
THEN anweisung; EL SE anweisungy; hierbei ist bedingung ein Boolescher Ausdruck,
der ein logisches Prédikat mit Variablen darstellt), Wiederholungsanweisungen (WHILE
bedingung DO anweisung;)

einfachen Ein/Ausgabeanweisungen (READ (x), WRITE (X)).

Auf eine formale Beschreibung dieses Ansatzes soll hier verzichtet werden.

Auch bei der Formulierung eines Algorithmus mit Hilfe einer Programmiersprache kann man
nach der Zeit- und Raumkomplexitét fragen. Dabei mufl3 man wieder zwischen uniformen und
logarithmischen Kostenkriterium unterscheiden.

Ein Programm PROG habe die Eingabe x = [xl, xn], die sich aus n Parametern (Formal pa-

rameter bel der Spezifikation des Programms, Aktualparameter bei Aufruf des Programms)
zusammensetzt. Beispielsweise kann x ein Graph sein, der n Knoten besitzt. PROG berechne

eine Ausgabe y=[y,,...y,], die sich aus m Teilen zusammensetzt. Beispielsweise kann y
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das Ergebnis der Berechnung einer Funktion f sein, d.h. [y,,....y.]= f(x,...x ). Oder

PROG soll entscheiden, ob die Eingabe x eine spezifizierte Eigenschaft besitzt; dann ist
yl { TRUE FALSE}. In der Regel wird die Zeit- und Raumkomplexitét von PROG in Abhén-

gigkeit der Eingabe x:[xl,...,xn] gemessen.

Bel der Berechnung der uniformen Zeitkomplexitat von PROG bel Eingabe von x wird die
Anzahl der durchlaufenen Anweisungen gezéhlt. Bei der Berechnung der uniformen Raum-
komplexitat von PROG bei Eingabe von x wird die Anzahl der bendtigten Variablen gezahlt.

Der Ansatz bietet sich immer dann an, wenn die so ermittelten Werte der Zeit- und Raum-
komplexitét nur von der Anzahl n der Komponenten der Eingabe x = [xl, xn] abhangen.

Diese Situation liegt beispielsweise vor, wenn PROG die Aufgabe hat, die Komponenten der
Eingabe (nach einem , einfachen” Kriterium) zu sortieren.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dald der Ansatz nicht immer adaquat ist. Die Pascal-
Prozedur zwei er _pot enz berechnet bei Eingabe einer Zahl n>0 den Wert ¢ =27 - 1.

PROCEDURE zwei er _potenz ( n : | NTEGER;
VAR ¢ : | NTEGER);

VAR idx : | NTEGER
p © I NTECGER;

BEG N {zwei er - potenz }

idx :=n; { Anweisung 1 }
p t= 2 { Anweisung 2 }
WH LE idx > 0 DO { Anwei sung 3 }
BEG N
p L= oprp; { Anweisung 4 }
idx :=idx - 1; { Anweisung 5 }
END;
c:=p - 1 { Anweisung 6 }

END { zweier-potenz };

Werden nur die Anzahl der ausgeftihrten Anweisungen gezahlt, so ergibt sich bei Eingabe der
Zahl n>0 eine Zeitkomplexitéat der Ordnung O(n) und eine Raumkomplexitdt der Ordnung
O(1) . Das Ergebnis ¢ =22 - 1 belegt jedoch 2" viele binére Einsen und benétigt zu seiner
Erzeugung mindestens 2" viele (elementare) Schritte. Vergrofert man die Eingabe n um eine
Konstante k, d.h. betrachtet man die Eingabe n+k, so bleibt die Laufzeit in der Ordnung
O(n), wahrend das Ergebnis um den Faktor 2* gréRer wird.
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Es bietet sich daher eine etwas sorgfaltigere Definition der Zeit- und Raumkomplexitét an.
Diese wird hier aufgezeigt, wenn die Ein- und Ausgabe eines Programms aus numerischen
Daten bzw. aus Daten besteht, die as numerische Daten dargestellt werden konnen (bei-
spielsweise die Datentypen BOOLEAN oder SET OF ... in Pascal).

Wenn die Zeit- und Raumkomplexitét nicht nur von der Anzahl n der Komponenten der Ein-
gabe x =[x, ..., x,] abhangt, sondern wie im Beispiel der Prozedur zwei er _pot enz von den

Zahlenwerten x,,..., X, selbst, wird folgender Ansatz gewahlt. Der gleiche Ansatz ist ange-

bracht, wenn arithmetische Operationen im Spiel sind, deren Anzahl die Zeit- und Raumkom-
plexitét wesentlich beeinflussen.

Fir eine ganze Zahl z sei die GroBe size(z) = |bin(z)| die Anzahl signifikanter Bits, die bent-
tigt werden, um z im Binédrsystem darzustellen. Fir negative Werte von z wird die Komple-

‘['elogZQz|)f+1 firzt 0
oo fir z=0

und size(z)T Oflog((2)). Fur x=[x,,....x,] sei size(x) = nxsize(max{ x;, .., x,}).

mentdarstellung gewahlt. Dabei sei size(0) =1. Esgilt also size(z) =

Der Wert size(x) gibt damit eine obere Schranke fur die Anzahl der Bits an, um die Zahlen-
werte darzustellen, die in x vorkommen.

Die logarithmische Zeitkomplexitat eines Programms PROG bei Eingabe von x ist die An-
zahl der Bitoperationen in den durchlaufenen Anweisungen, gemessen in Abhangigkeit von
der so definierten Grol3e size(x) . Bel der Berechnung der logarithmischen Raumkomplexi-
tat von PROG bei Eingabe von x wird die Anzahl der Bits gezahlt, um alle von PROG beno-
tigten Variablen abzuspeichern; dieser Wert wird in Abhangigkeit von size(x) genommen.

In obiger Pascal-Prozedur zwei er _potenz gilt fur die Eingabe n die Beziehung
k = size(n) =cXog,(n). Die Anweisungen 1, 2 und 6 werden jeweils einmal durchlaufen. Die

Wertzuweisung in Anweisung 1 ist von der Ordnung O(log(n)), die arithmetische Operation

in Anweisung 6 von der Ordnung O(Iog(zzn ))= 0(2”). Die Anweisungen der Schleife werden
insgesamt n-mal durchlaufen (Anweisung 3 sogar (n+1)-mal). Zu Beginn des i-ten Schlei-
fendurchlaufs hat p den Wert 22" 'und i dx hat den Wert n- i +1. Die Anzahl der Bitopera-
tionen zur Durchfihrung der Anweisung 4 im i-ten Schleifendurchlauf ist daher nach Satz
2.1-3 von der Ordnung 0(22i ) die Anzahl der Bitoperationen fir Anweisung 5 von der Ord-
nung Oflog(n- i +1)). Insgesamt benétigt die Schleife eine Anzahl von Bitoperationen, die
sich durch

cl>én_ log(n- i +1)+c,>Q 2% £ ¢, xnHog(n) +c, 4/34{2> - 1)

i=1 i=1
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mit geeigneten Konstanten ¢, und c, abschétzen |&(%. Dieser Wert ist von der Ordnung
0(20‘“)). Insgesamt wird eine Anzahl von Bitoperationen durchgefiihrt, die von der Ordnung

0(2? ) mit k = size(n) ist. Dieser Wert gibt die Realitét exakt wieder.

2.4 Universele Turingmaschinen

Jede Turingmaschine und jeder in einer Programmiersprache formulierte Algorithmus ist zur
Losung eines spezifischen Problems entworfen. Dabel ist natiirlich die Eingabe wechselnder
Werte der Problemparameter moglich. Entsprechend kénnte man in dieser Situation den Al-
gorithmus hardwaremaldig implementieren und hétte dadurch einen ,, Spezialrechner”, der in
der Lage ist, das spezifische Problem, fir das er entworfen ist, zu lésen. Ein Computer wird
jedoch Ublicherweise anders eingesetzt: ein Algorithmus wird in Form eines in einer Pro-
grammiersprache formulierten Quelltextes einem Compiler (etwa innerhalb einer Entwick-
lungsumgebung) vorgelegt. Das Programm wird im Computer in Maschinensprache tbersetzt,
so dal3 er in der Lage ist, das Programm ,,zu interpretieren”. Anschlief3end wird es von diesem
Computer mit entsprechenden eingegebenen Problemparametern ausgefiihrt. Der Computer
ist also in der Lage, nicht nur einen speziellen Algorithmus zur Lésung eines spezifischen
Problems, sondern jede Art von Algorithmen auszufiihren, solange sie syntaktisch korrekt
formuliert sind.

Diese Art der Universalitét ist auch im Turingmaschinen-Modell moglich. Im folgenden wird
dazu eine universelle Turingmaschine UTM definiert. Diese erhdt as Eingabe die Be-
schreibung einer Turingmaschine TM (ein Problemldsungsalgorithmus) und einen Eingabe-
datensatz w fur TM. Die universelle Turingmaschine verhélt sich dann genauso, wie sich TM
bei Eingabe von w verhalten wirde.
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Implementierung
des Algorithmus
in den Zusténden

endliche
Zustandsmenge

PROGRAM Algorithmus;|
VARX: ...y ..
i 5
' 5
H hardwareméaBige 2
1 Implementierung »
BEGIN E ("fest verdrahtet") 5
. E CPU %
i o
END. —

Programm zur Lésung !
des Problems PROB

Zustand des Algorithmus:
Stand des Kontrollflusses

Eingabe: Instanz zu PROB

Programm zur Lésung
des Problems PROB

Compiler,

Eingabedaten (Instanz)

Im folgenden wird zunéchst gezeigt, wie man die Beschreibung einer Turingmaschine aus ih-

rer formalen Definition erhalt.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine T™M = (Q,S, 1,d,b,q,,

ches Wort Uber {0, 1} kodiert werden. Dazu wird angegeben, wie eine mogliche Kodierung
von TM aussehen kann (die hier vorgestellte Kodierung ist nattirlich nur eine von vielen

maoglichen):

Entwicklungsumgebung :

Spezialrechner zur Lésung
des Problems PROB

Zustand des Algorithmus:
Inhalt der CPU-Register

unendlicher Speicher

Rechenwerk

Steuerwerk

CPU

(endlicher) Speicher: Programme und
(Eingabe-) Daten fiir die Programme

Universalrechner

Zustand des Rechners:
Zusténde des Steuerwerks
(Befehl lesen, interpretieren, ...)
Zusténde des Rechenwerks
(Inhalt der Register)

Turingmaschine zur Lésung

des Problems PROB

Eingabe: Instanz zu PROB

endliche
Zustandsmenge

unendlicher Speicher

Universelle Turingmaschine

Eingabe:

Beschreibung einer
Turingmaschine
zur L8sung eines
Problems PROB

+ Instanz zu PROB

qaccept

) kann als endli-
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Es sai # ein neues Zeichen, dasin QE S nicht vorkommt. Das Zeichen # dient als syntakti-
schen Begrenzungssymbol innerhalb der Kodierung.

Die Zustandsmenge von TM sei Q ={ Gy, .., 4., ihr Arbeitsalphabet S={ay, .., a,_,}. Man
kann annehmen, dal3 der Startzustand q, und der akzeptierende Zustand Qe = G, ISt Das
Blankzeichen b kann mit a, identifiziert werden. Die Anzahl der Zustdnde, die Anzahl der

Elementein S und die Anzahl der Bander werden in einem Wort w, 1 {0,1,# festgehalten:
w, =#bin(Q|Jbin(S|Jebin(k)##.

Hierbei bezeichnet wieder bin(n) die Binérdarstellung von n.

Die Uberfilhrungsfunktion d habe d viele Zeilen. Die t- te Zeile laute:

d(qi a ...,aik)= (qj ,(ajl,dl), ...,(ajk ,dk)).

Essinda 1S, a, 1 SunddT{L, R S} DieseZeilewird zunichst as Zeichenkette

w, = (bin(iy#bin(i, .. #0in(i, ))(bin(j)#(bin(j, J#d, J#.. #(bin(j, J#d, )}

kodiert. Diese Zeichenkette ist ein Wort {iber dem Alphabet {0,1,(,),#,L, R, S}. Zu beach-
ten ist, da3 w, sich 6ffnende und schliefSende Klammern enthélt; der Ausdruck bin(i) enthalt
keine Klammern, sondern ist eine Zeichenkette tiber { 0,1}

Die gesamte Turingmaschine TM &% sich durch Konkatination w;,, der Worter w,, w,, ...,

w, kodieren: wy,, =w,w, ...w,.Esist wy,, 1 {0,1,(,),#,L,R, S} . Die 8 Buchstaben dieses
Alphabets werden buchstabenweise gemall der Tabelle

Zeichen Umsetzung Zeichen Umsetzung
0 000 # 100
1 001 L 101
( 010 R 110
) 011 S 111

umgesetzt. Das Resultat der Umsetzung von w;,, in eine Zeichenkette Uber {0, 1} wird mit
code(TM) bezeichnet.

Beispiel: Kodierung einer Turingmaschine

Gegeben sei die 1-DTM TM =(Q,S,1,d,b, 0y, Quee) Mit Q={0,, @, 0}, S={0,1,b},
| ={ 0,1}, Gueeere =0, Und d geméR der folgenden Tabelle:
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Uberfiihrungsfunktion Zwischenkodierung
da.a,..a) w, = (bin(i)#bin(i, J#...#bini, ))
0 e ) (binj)#(bin(, e, .. #(oin(j, Y, )
entsprechend dem Wort tber {0, 1}

d(0.1) = (0, (O.R)) w, = (O#1) (1#(0#R) #
010000100001011010001100010000100110011011100

d(,0)= (0, (L R)) W, = (LH0)(OH(LHR))#
010001100000011010000100010001100110011011100

d(ay,1)=(,.(O.R)) W, = (1#1)(10#(0HR))#
010001100001011010001000100010000100110011011100

d(a,b)= (o, (L L)) w, = (OHLL)(1#(1#L))#
010001100001001011010001100010001100101011011100

Das Wort w, lautet: w, =#11#11#1## . Dieses Wort wird Ubersetzt in eine 0-1-Kodierung und
ergibt 1000010011000010011001100100.

Die Turingmaschine TM ist also kodiert durch code(TM) =
100001001100001001100110010001000010000101101000110001000010011001101110
001000110000001101000010001000110011001101110001000110000101101000100010
0010000100110011011100010001100001001011010001100010001100101011011100.

Die Turingmaschine TM _;,, mit der Kkirzesten Kodierung ist die k-DTM
™ i =(Q,S5,1,d,5,0p, Gceer) Mit k=0, Q={q,}, S={b} und d =/&. Das dieser Tu-
ringmaschine entsprechende Wort w, lautet: w, =#1#1#0##, Ubersetzt in eine 0-1-Kodierung

100001100001100000100100. Da d = A& ist, stimmt code(TM m.n) mit dieser 0-1-Folge be-
reits Uberein.

Zu jeder Turingmaschine TM gibt es also ein Wort wi {0,1}, w=code(TM), das TM ko-

diert. Offensichtlich ist { code(TM)|TM ist eine Turingmaschine}i { 0,1} . Die Ubersetzung
der Angabe einer Turingmaschine TM in ihre Kodierung code(TM) gemald der angegebenen
Regeln kann mit Hilfe eines algorithmischen Verfahrens erfolgen.

Fur unterschiedliche Turingmaschinen TM, und TM,, gilt dabei code(TM,) * code(TM,),
d.h. die so definierte Abbildung code ist injektiv.
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Andererseits kann man einem Wort wi { 0,1}’ , ansehen®, ob es eine Turingmaschine kodiert.
Nicht jedes Wort wi { 0,1} kodiert eine Turingmaschine, und natiirlich kann es vorkommen,

daR die durch ein Wort wi {0,1} kodierte Turingmaschine wenig Sinnvolles leistet. Die
oben informell beschriebenen Regeln der Kodierung einer Turingmaschine TM durch ein
Wort code(TM) erlauben ein agorithmisches Verfahren der syntaktischen Analyse, das fest-
stellt, ob ein Wort wi {0,1} die Kodierung einer Turingmaschine darstellt. Beispielsweise
muf3 dabei untersucht werden, ob w

eine durch drel teilbare Lénge besitzt
mit einem Teilwort der Form 100v,100v,100v,100100 beginnt, wobei sich v,, v, und

v, ausschliefdich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammenset-

zen (nimmt man von Vv, jedes dritte Zeichen, so erhédt man eine Bindrzahl, die die An-
zahl der Zusténde der durch w kodierten Turingmaschine angibt; der Zustand mit der
hochsten Nummer ist der akzeptierende Zustand, der Zustand mit der Nummer O der
Anfangszustand; entsprechend erh&lt man aus v, die Anzahl der Zeichen des Arbeitsal-
phabets und damit implizit das Arbeitsalphabet S und aus v, die Anzahl k der Bander)
in seinem restlichen Teilwort syntaktisch korrekt eine Uberfilhrungsfunktion kodiert
(dazu ist eine Reihe von Bedingungen zu priifen, etwa die der Klammersetzung entspre-
chende Kodierung, die korrekte Angabe der Stellenzahl der Uberfilhrungsfunktion, die
korrekte Verwendung von Zustandsnummern und Buchstabennummern des Arbeitsal-
phabets in der Uberfulhrungsfunktion, die Tatsache, dai die Uberfiihrungsfunktion fur
den akzeptierenden Zustand nicht definiert ist usw.).

Dieses Verfahren, auf dessen detaillierte Darstellung hier verzichtet werden soll, werde mit
VERIFIZIERE TM bezeichnet.

FureinWort wi {0,1} ist
iTRUE fdls wdie Kodierung einer Turingmaschine darstellt

VERIFIZIERE _TM (W) = j o : . . .
1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Turingmaschine darstellt

Falls ein Wort wi {0,1}" eine Turingmaschine TM kodiert, d.h. w=code(TM), dann be-

-1
zeichnet man mit TM = code(w) die durch w kodierte Turingmaschine (diese Notation ist
zulssig, da code injektiv ist). Wir schreiben dafur kirzer
™ =K.
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Mit Hilfe der Kodierungen von Turingmaschinen kann man eine lineare Ordnung auf der
Menge der Turingmaschinen definieren. Essei wi {0,1} . Fir il N_, heit w Kodierung
der i-ten Turingmaschine, falls gilt:

()  VERIFIZIERE_TM(W) = TRUE

(i)  die Menge 1| X7 {0.1" und xliegt in der lexikographischen Ordnung vorw !
i | undVERIFIZIERE_TM (x) = TRUE %

halt genau i - 1 viele Elemente.

Falls w=code(TM) die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist, dann heilt TM =K, die i-
te Turingmaschine.

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe einer Zahl il N_, die Kodierung der i-ten
Turingmaschine.

Eingabe: Eine natirliche Zahl i1 N_,
Verfahren:  Aufruf der Funktion Generi ere_TM (i)
Ausgabe: wi {0,2}', wist die Kodierung der i-ten Turingmaschine.

Die Funktion Gener i er e_TMwird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTI ON Generiere_TM (i : INTEGER) : STRI NG

VAR x : STRI NG
y : STRI NG
k : | NTEGER

BEG N { Ceneriere_TM}
x :=0; { x1{04 }
k :=0;

WH LE k < i DO

BEGA N
| F VERIFIZIERE_TM(x)
THEN BEG N
k := k + 1;
y = X;

END;
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x : = Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { 0,1} ;
END;

Ceneriere_TM : = vy;
END { Ceneriere_TM}

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe von wi { 0,1} die Nummer i in der oben de-

finierten Ordnung auf der Menge der Turingmaschinen, falls w Uberhaupt eine Turingmaschi-
ne kodiert; ansonsten gibt er den Wert 0 aus.

Eingabe: wi {01}
Verfahren:  Aufruf der Funktion Or dnung_TM (W)

Ausgabe: i >0, fallswdie Kodierung der i-ten Turingmaschine ist,
i =0, sonst.

Die Funktion Or dnung_TMwird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTI ON Ordnung_TM (w : STRING : | NTECER

VAR x : STRI NG
k : | NTEGER

BEG N { Ordnung_TM }
| F NOT VERIFIZIERE_TM(w)
THEN BEG N
O dnung_TM : = 0;
Exit;
END;

x :=0; { xi{01}

WH LE NOT (x = w) DO
BEG N
| F VERIFIZIERE_TM(x)
THEN k := k + 1;
x : = Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { 0,1} ;
END;
O dnung_TM : = k;
END { Ordnung_TM };
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Ein Wort wi { 0,1} kann damit sowohl as die Kodierung der i-ten Turingmaschine als auch
als ein Eingabewort fir eine gegebene Turingmaschine oder auch as Binérzahl interpretiert
werden. Die Nummer i kann aus w agorithmisch deterministisch ermittelt werden (falls w
Uberhaupt eine Turingmaschine kodiert); ebenso kann die Kodierung der i-ten Turingma
schine erzeugt werden.

Satz 2.4-1:
Es gibt eine universelle Turingmaschine UTM mit Eingaben z1 {0,1,# , so daR
zl L(UTM) genau dann gilt, wenn z die Form z=u#w mit ul {0,2}" und wi {0,1}
besitzt, VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE ist (d.h. w=code(TM) fir eine Turingmaschine
™, TM =K,,) und ul L(K,) gilt.

Fals z die Form z=u#w mit ul {0,2}' und wi {0,4} besitzt und VERIFIZIE-
RE_TM(w) = TRUE ist, smuliert die universelle Turingmaschine UTM das Verhalten
von K, auf u.

Beweis;

Zunéchst priift UTM, ob die Eingabe zi {0,1,#} genau ein Zeichen # enthalt. Ist dieses
nicht der Fall, so wird z nicht akzeptiert. Hat z die Form z=u#w mit ul {0,4} und

wi {0,1}', so tiberpriift UTM, ob w eine Turingmaschine kodiert (siehe Funktion VERIFI-

ZIERE_TM(w)). Falls dieses nicht zutrifft, wird z nicht akzeptiert. UTM kann so konstruiert
werden, dal3 UTM in diesen beiden nichtakzeptierenden Fallen nicht stoppts.

Andernfalls hat w die Form w =100v,100v,100v,100100v, wobei sich v,, v, und v, aus-
schlieffdlich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammensetzen und
vi {0,} ist. Aus v, 14’ sich die Anzahl der Zustande, aus v, die Anzahl der Zeichen des
Arbeitsal phabets und damit implizit das Arbeitsalphabet S und aus v, die Anzahl k der Ban-
der von K, ermitteln (siehe Beschreibung von VERIFIZIERE-TM). Der Zustand mit der

3|st UTM eine k-DTM mit der Uberfuihrungsfunktion d,,;,, und dem Arbeitsalphabet S;,, und be-
findet sich UTM nach erfolgloser Korrektheitspriifung von zim Zustand g, so enthdlt dj;,, die Zeile

dUTM ( q’ ai’ Tty ak): ( q’ (ai’S)’ T (ak’S)) fUl’ alT SUTM L a'k’I\ SUTM -
Dadurch stoppt UTM nicht, wobei die Bandinhalte nicht mehr verandert werden.
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hochsten Nummer ist der akzeptierende Zustand, der Zustand mit der Nummer O der An-
fangszustand.

UTM erzeugt jetzt auf einem weiteren Band, das als Konfigurations-Simulationsband be-
zeichnet werden soll, die Kodierung der Anfangskonfiguration von K, mit Eingabewort u,

d.h. die Kodierung von K, :g;qo,(u,l),(e,l),...,(e,l)%. Hierbei kann ein dhnlicher Umset-
k (%]

zungsmechanismus wie zur Erzeugung der Kodierung einer Turingmaschine verwendet wer-
den. Eine Konfiguration von K der Form K =(q,,(@,,i,),....@,.i,)), wobei g, der t-te Zu-
stand von K, und ajT S, i;31fdrj=1, .., kist, wird zunachst (gedanklich) umgesetzt in

(bin(t)# (b, #bin(i, )}#...#(b, #bin(i, ). Hierbei erhdlt man b, aus a; (firj =1, ..., k), indem
man jeden Buchstaben durch den Binarwert seiner Nummer in S, gefolgt vom Zeichen # a-
setzt. Ist beispielsweise a; =aacca und sind a bzw. c die Zeichenin S mit den Nummern 1
bzw. 3, so ist b, =1#1#11#11#1#. Die Zeichenfolge (bin(t)# (b, #bin(i,))#...#(b, #bin(i,)))
wird mittels anfangs angegebener Tabellein eine Folge tiber { 0,1} umgesetzt.

Ist K, etwaeine3-DTM mit S={b,0,1,a}, wobei b das Blankzeichen (mit Nummer 0) be-
zeichnet und die Zeichen O, 1 und a die Nummern 1 bis 3 tragen, so lautet die Anfangskonfi-
guration K, von K, mit dem Eingabewort u=11001:

K, =(q,,(11001,2), (e, 1), (e.2), (e,1)) bzw.

(o#(10#10mm1# 01 #1 ) (O##1)#(0##41)) und in eine 0-1-Folge kodiert:

010000100010001000100001000100001100001100001000100100001011100010000100100
001011100010000100100001011011.

Im Endstiick v des Wortes w =100v,100v,100v,100100v ist die Uberfiihrungsfunktion von
K, kodiert. UTM kann mit Hilfe der dort enthatenen Informationen das Verhalten von K,

simulieren, indem UTM die Eintrdge auf dem Konfigurations-Simulationsband entsprechend
der aus v gelesenen Uberfiihrungsfunktion schrittweise dndert. Auf dem Anfangsstiick
010m100 des Konfigurations-Simulationsbands (hierbei besteht m ausschliefdlich aus Teilze-
chenketten der Form 000 und 001) steht dabel jeweils die Kodierung des aktuellen Zustands
von K, . Endet die Simulation mit einem Wert m, der dem akzeptierenden Zustand vonK,,

entspricht, akzeptiert UTM die Eingabe z. ///

Die universelle Turingmaschine UTM kann so konstruiert werden, dal? sie mit einem Band
auskommt, da sich jede Turingmaschinen mit mehreren Béndern durch eine einbéandige Tu-
ringmaschine simulieren |&f.
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Das Konzept einer universellen Turingmaschine wird u.a. dazu verwendet, die Grenzen der
Berechenbarkeit aufzuzeigen (Kapitel 3.2).

2.5 Nichtdeter minismus

Der Begriff ,, deterministisch” in der Definition einer k-DTM driickt aus, dal3 die Nachfolge-
konfiguration einer Konfiguration K in einer Berechnung der k-DTM eindeutig durch den in
K vorkommenden Zustand ¢, die von den Schreib/Lesekdpfen gerade gelesenen Zeichen ay,
..., &, den (eindeutigen) Wert d(q, a,,...,a,) der Uberfiihrungsfunktion und die gegenwarti-
gen Positionen der Schreib/Lesekopfe bestimmt ist. In diesem Kapitel wird das Modell der
nichtdeterministischen Turingmaschine eingefihrt. Eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne unterscheidet sich von einer deterministischen Turingmaschine in der Definition der Uber-
fuhrungsfunktion d .

Eine nichtdeter ministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
TM = (Q!S! I !d!b!qO!qaccept)
mit:

Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

S ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet

| I Sist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
bl S \|IistdasLeerzeichen

q,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

T Q ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

qaccept

d: (Q\ {Gueeer)” S*® PQ" (" {L,R.S})") ist eine particlle Funktion, die Uberfiih-
rungsfunktion; insbesondere ist d(q,a,, ..., a,) fUr =G, Nicht definiert; zu beachten

N o 0o~ DR

ist, da3 d fur einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Die Uberfiihrungsfunktion ordnet also jedem Argument (g,a,,...,a,) nicht einen einzigen
(eindeutigen) Wert (q¢(b,,d,),....,(b,.d,)), sondern eine endliche Menge von Werten der

Form {(q,.(b,,dy, ),.... (b, dy ) .. (0, (0,0, ), ..., (b .0, )) } zu, von denen in einer Berech-

nung ein Wert genommen werden kann (natirlich kann diese endliche Menge auch aus einem
einzigen Element bestehen).

Damit wird auch das Aussehen einer Berechnung einer nichtdeterministischen Turingmaschi-
ne TM neu definiert. Auch hierbel wird wieder der Begriff der Konfiguration verwendet, um
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den gegenwaértigen Gesamtzustand von TM zu beschreiben, d.h. den gegenwértigen Zustand
zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der Schreib/L esekopfe:

K=(a@i1) - @0) mtal Q,a,1S i s1furj=1,..,k

TM startet wie im deterministischen Fall im Anfangszustand mit einer Anfangskonfigur ation
K, =(9,(w.2),(€,2),....(e,1). Ist TM in eine Konfiguration K =(q,(a,.i,).....(@a,.i,)) gekom-
menundist d(q,a,,...,a ) definiert, dann bestent d(qg,a,, ...,a,) aus einer endlichen Menge
von Werten der Form (qg¢(b,,d,),.... (b,.d, ), d.h.

d(@.ay,-.a) ={ (. (B dy). - (0 Ay ) - (G, (s, ) - (B ) }-
Als Folgekonfiguration von K wird eine der t moglichen Konfigurationen
Kl :(ql’(bll’il(l)’ ""(blk’iﬁ())’ T Kt = (qt’(btl’it(l)’""(btk’itS())

genommen. K. firi =1, ..., t entsteht aus K dadurch, dal3 man wie im deterministischen Fall

g durch g und @&, ..., & durch b,, .., b, ersetzt und die Kopfe so bewegt, wie es

(g.(,.d,)...(6,.d,)) in d(q.a,,...,a,) angibt. Welche der t méglichen Folgekonfiguratio-
nen auf die Konfiguration K folgt, wird nicht gesagt (wird nichtdeterministisch festgelegt); es
wird ,, eine geeignete Folgekonfiguration” genommen. Man schreibt dann

Kb K.

Wie im deterministischen Fall heil3t eine Konfiguration K die den akzeptierenden Zu-

accept !

stand Q.. enthdlt, d.h. eine Konfiguration der Form

Kaccept = (qaccept’(aliil)’ T (akilk))’
akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Wie im deterministischen Fall schreibt man Kb ™ K¢mit mi N, wenn K¢ aus K durch m
Konfigurationsanderungen hervorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K
gibt mit

Kp K,P ..p K,=KC

Fir m=0 istdabe K =K¢.

Dievon einer k-NDTM TM akzeptierte Spracheist die Menge
L(TM) ={w|wl 1" und wwird vonTM akzeptiert}

={W|WT 1" und (q,,(w.2),(e.2),.... (1) P (qaccept,(al,il),...,(ak,ik))}.

Wie im deterministischen Fall kann man die Uberfihrungsfunktion d modifizieren, indem
man die Zustandsmenge Q um einen neuen Zustand g4, erweitert und d um entsprechende

Zeilen erganzt (siehe Kapitel 2.1), so dald alle Berechnungen, die in einem Zustand g 0o »
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fiir die d(q, ...) bisher nicht definiert ist, um eine Uberfiihrung in den Zustand @, fortge-

setzt werden konnen. FUr ¢, ist d nicht definiert.

Im deterministischen Fall kann man sich den Ablauf einer Berechnung a's eine Folge

KoP ...p Kb Kb ...

vorstellen, wobei jeder Schritt K b K¢ eindeutig durch die Uberfiihrungsfunktion d fest-
steht. Im nichtdeterministischen Fall hat man in einem Schritt K b K eventuell mehrere

Alternativen, so dal3 sich eine Berechnung hier als ein Pfad durch einen , Berechnungsbaum®
darstellt. Jeder Knoten dieses Berechnungsbaums ist mit einer Konfiguration markiert. Die

Wurzel ist mit einer Anfangskonfiguration K, =(q,,(w,1),(e,),...,(e,1)) mit einem Wort
wi | markiert. st die Konfiguration K =(q,(a,.i,),....@,.i,)) die Markierung eines Kno-
tens und kann hier der Eintrag d (q,al, ,ak) der Uberfiihrungsfunktion angewendet werden,
etwa

d(g.a,.,a.)={(q,(by,dy ), - (b, Ay ) s (@ (B, ), s (B ]y )}, dann enthélt dieser
Knoten des Berechnungsbaums t direkte Nachfolger, die mit den sich ergebenden Nachfolge-
konfigurationen K, =(a,,(b,3,ig ) - (04008 )s v K, =(q,(0,0,i8), .. (by,ig ) markiert
sind. Fihrt einer der Pfade von einer Anfangskonfiguration K, zu einer Endkonfiguration

K so wird das in der Anfangskonfiguration stehende Wort w akzeptiert.

accept !

Ko

K1,’1 K1,3 K1,i1

K1',1,'1 ) K1,3,2

.. KLBJ. ..
. K131t
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Das Partitionenpr oblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: | ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natirlichen Zahlen.

L8sung: Entscheidung ,ja, falls es eine Teilmenge J i {1,...n} mit § a = a gibt (d.h.
imJ i
wenn sich die Eingabeinstanz in zwel Teile zerlegen &%, deren jeweilige Summen
gleich grol3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.
L8sung: Entscheidung ,ja, falls es eine Teilmenge J i {1,...n} mit § a = a gibt (d.h.
imJ i
wenn sich die Eingabeinstanz in zwel Teile zerlegen &%, deren jeweilige Summen
gleich grol3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.

Offensichtlich lautet bei einer Instanz | ={a,,...,a } mit ungeradem S=§ a die Entschei-

i=1

dung ,,nein“. Daher kann S als gerade vorausgesetzt werden.

Zunéchst wird eine 3-NDTM TM angegeben, die dieses Problem 18st, wenn die Eingaben in
,unérer Kodierung eingegeben werden: Eine Eingabeinstanz | ={a,, a,,...,a,} wird dabei

als Wort w=10%10% ...10* kodiert.

n

Die3-NDTM ™ =({q,,....qs 1,{0,1,b,$},{0,1},d,b, q,, q;) arbeitet folgendermalen:

1. Das Eingabewort wird von links nach rechts gelesen. Jedesmal, wenn eine Folge 10* er-
reicht wird, wird die Folge der Nullen entweder auf das 2. oder das 3. Band kopiert

2. Wenn das Ende des Eingabeworts erreicht ist, wird gepriift, ob auf dem 2. und 3. Band die
gleiche Anzahl von Nullen steht; dieses geschieht durch simultanes Vorricken der Kopfe
nach links.
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Die Uberfiihrungsfunktion d wird durch folgende Tabelle gegeben.

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- neues Symbol,
Zustand Schreib/L esekopf auf stand K opfbewegung auf
Band 1| Band 2 | Band 3 Band 1| Band 2 | Band 3
o 1 b b o 1,S | $R | $R
o 1 b b d, LR | bS | bS
as 1,R b, S b, S
a, 0 b b a, 0, R 0, R b, S
1 b b o ,S | bS | bS
b b b a, b,S |b,L b, L
s 0 b b a5 0, R b, S 0, R
1 b b o ,S | bS | bS
b b b a, b,S | bL b, L
q, b 0 0 a, b, S oL o, L
b $ $ o bS | $S | $S

Nichtdeterministische Strategien konnen den Ablauf von Berechnungen vereinfachen. Als
Beispiel werde die Sprache

L={x#y|xT {04, yi {01, xt e xt y}
betrachtet. Essei wi {0,1,# . Eine deterministische Turingmaschine wiirde bei Eingabe von
w zunachst an der Position des Zeichens # feststellen, wo y beginnt, und dann x und y buch-
stabenweise auf einen Unterschied hin vergleichen (falls w kein oder mehr als ein Zeichen #
enthalt, wirde w nicht akzeptiert werden). Eine nichtdeterministische Turingmaschine NTM
wurde ebenfalls (deterministisch) zunéchst prifen, ob w genau ein Zeichen # enthdlt. Ist die-
ses nicht der Fall, wird w nicht akzeptiert. Ist w= x#y und besteht x aus n Buchstaben und y
aus m Buchstaben, etwa X=X, ...x, und y =1y, ... y,., So Uberprift NTM (deterministisch), ob
nt m gilt (in diesem Fall wird w akzeptiert). Andernfalls erzeugt NTM auf einem seiner Ar-
beitsbander nichtdeterministisch eine Zeichenkette zi {0,1 der Form z=0%10% mit
k, +k, +1=n=m: Ist dieses Arbeitsband etwa das Band mit der hdchsten Nummer und wur-
de es bisher in der Berechnung noch nicht verwendet (der Schreiblesekopf steht dort immer

noch Uber der ersten Zelle), so enthélt die Uberfiihrungsfunktion zur nichtdeterministischen
Erzeugung von z den Wert

i (a.(a,,8). (a1, 8). (O.R)).i
d(q,ai,...,ak_l,b)=}. (a.(a,,9)...(a.,. S) (1, R));/ mit a1 S,.., a_,1S.
1 (a¢(a,,S)..... (a1, S). (0, S))h
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Hierbei sei S das Arbeitsalphabet von NTM, g derjenige Zustand, den NTM unmittelbar vor
Erreichen des Erzeugungsvorgangs von z erreicht hatte, und q¢ ein Zustand, der den Erzeu-
gungsvorgang von z beeendet.

Das Zeichen 1 in z gibt die Position an, an der sich x und y unterscheiden. Diese Position
i =k, +1wird von NTM ,nichtdeterministisch geraten. Anschliefiend tberprift NTM die
Buchstaben x; und y,. Das Wort w wird genau dann akzeptiert, wenn x; * y, ist. NTM rét a-
so nichtdeterministisch die Position, an der sich x und y unterscheiden und verifiziert an-
schliefRend die Richtigkeit des Ratevorgangs. Die nichtdeterministisch erzeugte Zeichenkette z
kann auch als Beweis (Zertifikat) dafiir angesehen werden, da3 x* y bzw. wi L gilt.

Die in diesem Beispiel beschriebene Arbeitsweise ist fir eine nichtdeterministische Turing-
maschine typisch:

Die nichtdeterministische Turingmaschine NTM sei konzipiert , um dieMenge LI S zu a-

zeptieren. Bei einer Eingabe x1 S™ rat NTM auf nichtdeter ministische Weise einen Beweis
B (ein Zertifikat) dafur, da? xI L gilt. Der Beweis ist eine Zeichenkette tiber einem endli-

chen Alphabet S, d.h. BT S;. Anschlieend verifiziert NTM den Beweis.

Eine nichtdeterministische Berechnung kann auch so organisiert werden, dal? zunéachst alle
»nichtdeterministischen Schritte” ausgefihrt werden und anschlief3end nur noch deterministi-
sche Schritte erfolgen. Dieser Ansatz fuhrt auf ein Nichtstandardmodell der NDTM:

Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
™ =(Q,S,1,d,b, 0y, Qaceery)- Die Uberfiirungsfunktion ist eine partielle Abbildung

d: (Q\{Gueen)” S* ® PQ" (S {L,R,F))"), die sichin zwei Teile d, und d, (d =d, Ed,)
zerlegen &%, Alle nichtdeterministischen Teile von d sind in d, zusammengefaldt, d, be-

steht ausschlief3lich aus deterministischen Teilen. Das Eingabeband (1. Band) wird nach links
abzadhlbar unendlich erweitert; die Zellen werden mit O, -1, -2, ... numeriert. Zusétzlich ver-
flgt TM Uber ein ,, Ratemodul“.
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al ‘ ‘ Band 1

| | [ L[] e

ak

Ratemodul @

Zustandsmenge

Die Arbeitsweise von TM verl&uft in zwei Phasen. Ein Eingabewort w=a, ...a_, wi 1", wird
auf das 1. Band in die Zellen mit Nummern 1, ..., n eingegeben (alen anderen Zellen enthal-
ten das Leerzeichen, die Schreib/Lesekopfe stehen auf den jeweiligen Bandern Uber der ersten
Zelle, der Schreibkopf des Ratemoduls steht tber der Zelle mit Nummer -1). Nun beginnt
Phase 1. Das Ratemodul steuert getaktet den Schreibkopf: in jedem Takt wird ein Symbol aus
S auf das 1. Band geschrieben und der Schreibkopf um eine Zelle nach links bewegt, oder
der Ratemodul stoppt und wird ,,inaktiv*. Dieser Vorgang wird durch den nichtdeterministi-
schen Teil d, von d gesteuert. Die so vom Ratemodul auf dem 1. Band erzeugte Zeichen-
kette wird auch als Beweis (Zertifikat) bezeichnet. TM befindet sich im Anfangszustand q, .
Eventuell stoppt das Ratemodul nicht, so daf3 die Turingmaschine bel der entsprechenden
Eingabe nicht anhalt. Sobald das Ratemodul stoppt und TM in den Zustand g, geht, beginnt
Phase 2. TM verhdlt sich deterministisch, gesteuert durch den deterministischen Teil d, von

d, wieeine,normae* k-DTM, wobei die Zeichenkette, die das Ratemodul in Phase 1 erzeugt
hat, in die Berechnung einbezogen wird.

Phase 2 kann auch as Verifikationsphase von TM bezeichnet werden. Es wird namlich die
, Brauchbarkeit” der in Phase 1 erzeugten (,geratenen”) Zeichenkette, der in Phase 1 erzeugte
Beweis, fur die Berechnung verifiziert.

Die Zeitkomplexitéat und die Platzkomplexitét (im schlechtesten Fall, worst case) einer nicht-
deterministischen Turingmaschine wird dhnlich wie im deterministischen Fall definiert:
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Firr éine k-NDTM TM =(Q,S,1,d,b, Gy, Gueerr ) Und €ine Eingabe wi L(TM) gelte

(. (w1).(e2) ... € 1) P ™ Ko

mit einer Endkonfiguration K Hierbei sei mder kleinste Wert, so dal3 eine Endkonfigu-

accept *
ration erreicht wird. Dann wird durch t,,, (w) =m eine partielle Funktion t.,, :S" ® N defi-
niert, die angibt, wieviele Uberfiihrungen TM in der kiirzesten Berechnung macht, um w zu
akzeptieren (eventuell ist t,, (w) nicht definiert, namlich dann, wenn die Eingabe von w nicht
auf eine Endkonfiguration fuhrt).

Die Zeitkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T,,, :N® N mit

T (0) = max{ tr,, (W) (Wl S" und W £n}.

Entsprechend kann man die Platzkomplexitdt von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
Sy (n) as den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts wi L(TM) mit |w| £ n mindestens erreicht.

Beispielsweise ist die oben angegebene Turingmaschine zur Losung des Partitionenproblems
(2n + 2)-zeitbeschrénkt und (n + 1)-raumbeschrankt.

Eine Funktion T:N® N heil zeitkonstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bel
Eingabe eines Wortes w der Lange n auf dem k-ten Band (Ausgabeband) die Zeichenkette
0"™ generiert und im akzeptierenden Zustand stoppt und dabei eine Anzahl Schritte héch-
stens der Ordnung O(T (n)) benétigt.

Der Funktionswert einer zeitkonstruierbaren Funktion kann also deterministisch berechnet
werden, wobel die Anzahl der ausgefihrten Schritte in derselben GrofRenordnung wie der
Funktionswert liegt. Die meisten gewohnlichen monotonen Funktionen mit T(n)3 n sind

zeitkonstruierbar.

Der folgende Satz zeigt, dal3 sich nichtdeterministisches Verhalten deterministisch smulieren
[&aft:
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Satz 2.5-1:
Falls L von einer k-NDTM TM akzeptiert wird, dann gibt es eine k(-DTM TM ¢ mit

L(TM = L(TM) . Man kann TM ¢ so konstruieren, dai gilt:
Fals TM T(n) -zeitbeschrénkt mit einer zeitkonstruierbaren Funktion T(n)3 n ist,
dann ist TM ¢ O(T (n) >d " )-zeitbeschrankt mit einer Konstanten d @ 2.

Beweis;

Der Beweis wird zundchst fur den Fall skizziert, dald TM T(n) -zeitbeschrankt mit einer zeit-
konstruierbaren Funktion T(n) 3 n ist.

Es sei TM eine k-NDTM, die T(n) -zeitbeschrankt mit einer zeitkonstruierbaren Funktion
T(n)3 n ist. Fur jedes Wort wi L(TM) mit [w{=n gibt es also eine Folge von Konfigura-
tionen, die von einer Anfangskonfiguration K, mit w zu einer akzeptierenden Konfiguration
K aceee fUNIt und deren Lange £ T(n) ist.

Jede Zeile der Tabelle, mit der die Uberfiihrungsfunktion d von TM gegeben wird (Uberfiih-
rungstabelle), hat die Form

d(a.a;,..a)={ (o (by,dy). . (0, dy)) o (0 (B i) s By ) }

(hier stehen t , Teilzeilen*). Wenn in einer Konfigurationenfolge d(q,a,,...,a,) angewendet
wird, gibt es t mdgliche Folgekonfigurationen. Der maximale Wert t an Tellzellen in einer
Zeile der Uberfiihrungstabelle sei d 3 2. In einer Berechnung von TM gibt es fur eine Konfi-
guration maximal d mégliche Folgekonfigurationen. Es sé D ={0,1,...,d - 1} . Dann kann
man eine von TM ausgefihrte Berechnung bzw. die dabel durchlaufene Konfigurationsfolge
der Lange | durch ein Wort x=d, ...d, tber D beschreiben: d. gibt an, dai3 in der i-ten Uber-
fihrung die (d, +1)-te Alternative in der entsprechenden Zeile der Uberfiihrungstabelle ver-

wendet wird. Eventuell beschreibt nicht jedes Wort tber D guiltige Konfigurationenfolgen von
T™.

Eine Simulation des Verhaltens von TM durch eine deterministische Turingmaschine TM (
kann folgendermalRen durchgefiihrt werden. Eine Eingabe wi 1” wird auf einem Band von
TM ¢ zwischengespeichert (es wird eine Kopie angelegt). TM ¢ erzeugt ein Wort x1 D™ mit
=1 £T(n), x=d, ...d,, falls es noch ein nicht bereits erzeugtes Wort dieser Art gibt. Ins-
gesamt konnen die Worter in lexikographischer Reihenfolge erzeugt werden. Hierzu muf3
einmal der Wert T(n) berechnet werden. Aufgrund der Voraussetzung der Zeitkonstruierbar-
keit von T(n) kann dieses determininistisch in einer Anzahl von Schritten der Ordnung
O(T(n)) erfolgen. Dann kopiert TM ¢ das Eingabewort w aus dem Zwischenspeicher auf das
Eingabeband von TM und simuliert auf deterministische Weise das Verhalten von TM fir |
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Schritte, wobei in der i-ten Uberfiihrung die (d, +1)-te Alternative in der entsprechenden
Zeile der Uberfiihrungstabelle verwendet wird. Falls die Simulation auf den akzeptierenden
Zustand fuhrt, wird das Wort w akzeptiert, ansonsten wird das néchste Wort x1 D" erzeugt
und die Simulation erneut ausgefuhrt.

Um ein Wort xT D" mit |[x =1 £T(n)zu erzeugen, bendtigt man O(l) viele Schritte (ent-
sprechend der Addition einer 1 auf eine Zahl mit | Stellen). Anschlief3end wird w in O(n)
vielen Schritten aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM kopiert. Das Ver-
halten von TM wird dann fir | viele Schritte simuliert. Es gibt d' viele Moglichkeiten fur
x1 D mit |x =1 Insgesamt ergibt sich ein zeitlicher Aufwand der GréRe

T(n)
T¢n)=c, ><T(n)+é_(cl>4 +c,n+c 4 )xd

1=0
(der erste Term gibt den zeitlichen Aufwand zur anféanglichen Berechnung von T(n) an, der

erste Term unter dem Summenzeichen beschreibt den zeitlichen Aufwand, um x zu erzeugen,
der zweite Term, um w aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM zu kopieren,
der dritte Term, um | Schritte von TM zu simulieren). Esqilt

T n) T n) _ T(n)+1 T(n)+2 T(n)+1 _ 0
Ten) £ e (n) + ag&)d +n><a dl___cg-l-(n)+ (T(n)ﬂ)(z 1)2+T(n)d ond - 1i

- Bl @
mit einer geeigneten Konstanten ¢. Der Ausdruck rechtsist von der Ordnung O(T(n) xd (™ );
hierbei wurde n £ T(n) verwendet.

Ist man lediglich an der deterministischen Simulation des nichtdeterministischen Verhaltens
von TM interessiert, entféllt die anfangliche Berechnung von T (n) . Es werden dann nachein-

ander ale Worter xI D" (beliebiger Lange) in lexikographischer Reihenfolge erzeugt und
jeweils der durch x beschriebene Berechnungsablauf deterministisch simuliert. ///

Die deterministische Simulation der k-NDTM TM erfolgt a'so zum Preis einer exponentiellen
Steigerung des Laufzeitverhaltens, denn O(T(n)>d™™)i O(C™™) mit einer Konstanten

C>0: es gilt cxT(n)>d™™ £cxd™™>d™™ =cxd”™ =c{d?)' ™, dh. man kann C=d?
nehmen.

Bisher ist keine nicht-triviale untere Schranke fur die Simulation einer nichtdeterministischen
Turingmaschine durch eine deterministische Turingmaschine bekannt. Insbesondere ist nicht
bekannt, ob eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren Laufzeit durch ein Polynom
begrenzt ist, durch eine deterministische Turingmaschine simuliert werden kann, deren Lauf-
zeit ebenfalls ein Polynom ist (eventuell von einem sehr viel hoheren Grad).
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Anders verhdlt es sich bel Betrachtung der Platzkomplexitét:

Eine Funktion S:N® N heif platzkonstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bei
Eingabe eines Wortes der Lange n ein spezielles Symbol in die S(n)-te Zelle eines ihrer

Bander schreibt, ohne jeweils mehr als S(n) viele Zellen auf allen Bandern zu verwenden.

Satz 2.5-2:
Ist TM eine k-NDTM mit einer platzkonstruierbaren Speicherplatzkomplexitat S(n),

dann gibt es eine k(-DTM TM (mit einer Speicherplatzkomplexitdt der Ordnung
0(S*(n)) und L(TM = L(TM).

Beweis;

Esssi TM =(Q,S,1,d,b,0y, Guee) €N k-NDTM mit einer platzkonstruierbaren Speicher-
platzkomplexitdt S(n) . Es wird ein deterministischer Algorithmus, d.h. eine deterministische
k¢-DTM TM ¢, angegeben, der das Verhalten von TM bei Eingabe eines Wortes w mit [w = n

simuliert und dessen Speicherplatzbedarf durch einen Wert der Gréflenordnung O(Sz(n)) be-
schrankt ist. Essei K =(g,(@,,i,),.... (i, ) €ine Konfiguration in einer Berechnung von TM

bei Eingabe von w. Wegen [a;|£ S(n) und 1£i; £S(n) fur j = 1, ., kist die Anzahl ver-
schiedener Konfigurationen durch |Q%S**™ {S(n)) £ ¢*™ mit einer Konstanten ¢ > 0 be-
grenzt. Fallsin einer Berechnung von TM also K, P ™ K, gilt, dann kann man annehmen, daf3
dabei hochstens ¢ viele Uberfiihrungen vorkommen. Es gilt: K, b " K, in hochstens i
Schritten genau dann, wenn es eine Konfiguration K, gibt, so daR K, P " K, in hichstens
/2| vidlen Schritten und K, P " K, in hochstens @/2() vielen Schritten ablauft. Fur K,

kommen nur ¢%™ viele Méglichkeiten in Frage. Diese Uberlegung fulhrt auf folgenden Algo-
rithmus:

Eingabe: Eine kNDTM TM =(Q,S,1,d,b, 0, Oseerry) Mit einer platz-konstruierbaren
Speicherplatzkomplexitét S(n) und ein Wort wi 1™ mit [w{=n

Verfahren:  Aufruf der Funktion space_Si nul ation (TM, w)
Ausgabe: TRUE, falls wl L(TM), FALSE sonst.

Die Funktion space_Si nmul at i on wird in Pseudocode beschrieben; sie besitzt zwei For-
malparameter TMund w, Uber die die Beschreibung einer k-NDTM und ein Eingabewort fir
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diese Turingmaschine eingegeben werden. Innerhalb von space_Si nul ati on wird eine
Funktion t est verwendet, die als Parameter zwei Konfigurationen K1 und K2 und eine na-
trlicheZahl i hat. Auf die genaue syntaktische Spezifikation soll hier verzichtet werden.

FUNCTI ONspace_Simul ation (TM : -
w : ...) : BOOLEAN

VAR Kf
KO : ...;
K : BOOLEAN;

FUNCTI ON test (K1 :..
K2 : ...;
i : INTEGER) : BOOLEAN;

VAR resultat : BOOLEAN

K3 .
BEG N { test }
resultat := FALSE;
IFi =1 THEN BEG N
|F (K1P K2) OR (K1 = K2)
THEN resultat := TRUE;
END
ELSE BEG N
Fir jede Konfiguration K3 = (g,@.i,),.... @iy ))
mit [a;|£S(n) und 1£i; £S(n) DO
BEG N
resultat := test (KL, K3, (i+1) DV 2)
AND
test (K3, K2, i DV 2);
IF resultat = TRUE THEN Br eak;
END;
END;
test := resultat;

END { test };

BEG N { space_Simul ation }

Ko := (q,,(w1),.(ed)...(e.)
X : = FALSE;
FOR_EACH Endkonfiguration K = (g, ,(a1,|a1|+1),...,(ak,|ak|+1)) mi t ‘aj‘£8(n)
DO BEG N
OK := test (KO, Kf, c3M);
| F OK THEN Br eak;
END;
space_Simul ation := OK;

END { space_Sinulation };
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Eine genauere Untersuchung der Aufrufe der rekursiven Funktion t est zeigt, dal3 bel jedem
Aufruf innerhalb von t est der dritte Parameter im wesentlichen halbiert wird. Der maximale

Wert des dritten Parameters isti = ¢ . Daher werden zu keinem Zeitpunkt der (rekursi-
ven) Abarbeitung von t est mehr als 1+log(gcS” (Ji O(S(n)) viele Aktivierungsrecords auf
dem Stack benétigt. Jeder Aktivierungsrecord hat eine GroRe der Ordnung O(S(n)), so daR
der Speicherplatzbedarf von der Ordnung O(S?(n)) ist. ///

In Kapitel 1.3 und Kapitel 2.1 wird ein Algorithmus fir ein Entscheidungsproblem wie folgt
definiert. Als Programm in einer Programmiersprache beschrieben, handelt es sich dabei um
einen deter ministischen Algorithmus.

Ein deterministischer Algorithmus A fur ein Entscheidungsproblem P mit der Menge

L, I S, hat die Schnittstellen und die Form
Eingabe: xS,
Ausgabe: j a (accept), falls x1 L, gilt

nei n (reject), falls xI L, gilt
falls A _ bei einer Eingabe xT S, nicht halt, gilt ebenfalls xI L, .

x1 SP Qacoent |-———pj a, x1 Lo

—» G _ .

A O gt —»nein, x| L,
L

P

stoppt nicht xI L,

Der Konzept des Nichtdeterminismus &3t sich auf Algorithmen (formuliert als Programm in
einer Programmiersprache, vgl. Kapitel 2.3) tbertragen und fihrt auf die Definition eines
nichtdeter ministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers. Dabei ist ein Veri-

fizierer flr das Entscheidungsproblem P Uber einem Alphabet S, ein deterministischer
Algorithmus V_, der eine Eingabe x1 S, und eine Zusatzinformation (einen Bewelis, ein
Zertifikat) BT S, lesen kann und die Frage ,, xT L, ?* mit Hilfe des Beweises B entschei-

det. Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des Verifizierers, B wird ,,von au-
Ren* vorgegeben. Eventuell stoppt der Verifizierer bei Eingabe von x1 S, nicht. Der Veri-
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fizierer reprasentiert also die Verifikationsphase im Nichtstandardmodell einer nichtde-
terministischen Turingmaschine; der erforderliche Beweis wird zuvor vom Ratemodul auf
nichtdeter ministische Weise erzeugt, wobei der Ratemodul nur einmal durchlaufen wird.

Der Verifizierer tberpriift mit Hilfe des Beweises BI S, ob die Eingabe x1 S die Eigen-
schaft , x1 L, “ besitzt, d.h. eine Eigenschaft, durch die die Elemente aus L, definiert wer-
den. Er akzeptiert in diesem Fall die Eingabe x; andernfalls verwirft er sie oder stoppt nicht.

Ein Verifizierer V_ fur das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, I S, hatdie
Schnittstellen und die Form

Eingabe: xI'S,, Bl S,

Ausgabe: j a (accept), fals diein B enthaltene Information die Eigenschaft x1 L, belegt
nei n (reject), fallsdiein B enthaltene Information die Eigenschaft xI L, be-
legt
falls vV bei einer Eingabe xI S, nicht stoppt, gilt xI L,

BT S’; qaccept ——Pja, XT LP
v Orgjet ——»nein, xI L,
PO L
Xl Sp i
— Py
stoppt nicht xI L,

Fdls V, bei Eingabe von xI S, stoppt, wird mit V,_(x,B), V_(x,B)T {j a, nei n}, die

Entscheidung von V,  bezeichnet.

Damit ergibt sich:
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Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, flr ein Entscheidungsproblem P mit der

Menge L, | S, hat die Form

BT Sz) Qaccept | a, x1 LP
Ratemodul ———p _ .
v Orgject »nein, x| L,
x1 S; x1 S, e
P Pyl ?
AL stoppt nicht X1 L,

Esgilt fur xT S, :

xI L., falls es einen Beweis B 1 S, gibt, so dal V., bei Eingabe von x und B, mit
V. (xB,)=]j a stoppt;

xI L, , falls fir jeden Beweis BT S; gilt: entweder stoppt V, bei Eingabe von x und B
nicht, oder V,_ stoppt mit VV,_(x,B)=nei n.

Die L aufzeit eines nichtdeter ministischen Algorithmusbei Eingabevon x1 S, mit [x|=n

ist die Anzahl der Schritte, einschliefdlich der nichtdeterministischen Ratephase, bis der Algo-
rithmus zur Entscheidung kommt. Die Laufzeit wird in Abhangigkeit von | = n angegeben.

Beispid:

Das Partitionenproblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: 1 ={a,,...,a }
| ist eine Menge von n natlrlichen Zahlen mit a, >0 fur i =1,...,n. Als Grof3e der
Eingabe wird size(l) =k =n>A mit A=max{ dog, (a )i+1]i =1,...,n} genommen,
d.h. k gibt eine obere Schranke fir die Anzahl der Bits an, um | darzustellen

L8sung: Entscheidung ,ja, falls es eine Teilmenge J i {L,...n} mit § a = a gibt (d.h.
imJ i

wenn sich die Eingabeinstanz in zwel Teile zerlegen &%, deren jeweilige Summen
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gleich grol3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A ,,zron (1) zur Lésung des Partitionenproblems
wird in folgendem Pesudocode vorgeschlagen:

CONST n = ...; { Problengroéle }

FUNCTI ON A ppermon (1) :

VAR S:. | NTEGER;
F: ARRAY [1..2] OF | NTEGER
i 1..n;
J: ARRAY [1..n] OF I NTEGER

BEG N { APARTITION(I: o)}
{ Ratephase: }
FORi :=1 TOn DO
setze (nichtdeterministisch) J[i] := 1bzw.J[i] : = 2;

{ Verifizierer, Verifikationsphase }

S:=0;
FORi :=1 TOn DO { Zeile 1}
S:=S+ a; { Zeile 2}
IF(SMD2 =1
THEN A rnmon = Nein
ELSE BEG N
F[1] := 0;
F[2] := 0;
FORi :=1 TOn DO { Zeile 3}
FII[i]] := F[JI[i]] + a&; { Zeile 4
IF F[1] = F[ 2] { Zeile 5}

THEN Appgmmon 1= ] @
ELSE Aosmmon .= N€inN;
END;
END  { Apwmmon(l) 1

Die Zeitkomplexitét wird in Abhangigkeit von der Grof3e der Eingabe gemessen, wobei hier
wieder die Anzahl der erforderlichen Bitoperationen abgeschétzt wird. Man kann sich leicht
davon Uberzeugen, dal3 die Ratephase dabei einen Aufwand der Ordnung O(n) erzeugt. In
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den Zeilen 1 und 2 wird mit n Additionen der Wert S=§ a, berechnet. Das Ergebnis g a,

i=1 1=1

jeder einzelnen Addition in Zeile 2 hat eine Bitlange £ dog, (S)(j+1, so dal? eine Ausfiihrung
der Operation in Zeile 2 hochstens ¢, xd0g, (S)(j viele Bitoperationen (mit einer Konstanten
¢, >0) erfordert. Die Anzahl der Bitoperationen fir die Zeilen 1 und 2 zusammen 83 sich
durch

¢, 1>gog, (S)(E ¢, M40g,(S) £ ¢, n>q log,(a)

i=1

£Clmxén. (é092(ai )0+1)£Clmxén. A=c o’ XA

i=1 i=1
abschétzen. In Zeile 4 wird entweder zu S[ 1] oder zu S[ 2] addiert. In jedem Fall ist das Er-
gebnis £ S, so dal3 fur die Zeilen 3 und 4 ein Aufwand der Ordnung O(n2 xA) resultiert. Der
Aufwand in Zeile 5 ist von der Ordnung O(log,(S))i O(nxA). Der Gesamtaufwand 143t sich

daher durch einen Wert der Ordnung O(n2 ><A) abschéatzen. Wegen a, >0 fur i =1,...,n ist
1£ A und damit n? xA£ (nxA)* =k2. Mit k =size(l) und kT O(nxA) ergibt sich eine obere
Schranke fur den Aufwand dieses nichtdeterministischen Algorithmus der Ordnung O(kz),
also nichtdeterministisch polynomielles Laufzeitverhalten (gemessen in Bitoperationen).

Beispid:
Erfullbarkeit Boolescher Ausdr licke

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfillbar. Mit Hilfe
eines deterministischen Algorithmus kann man bespielsweise die Erflllbarkeit eines Boole-
schen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dal3 man systematisch nacheinander alle
2" moglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE bzw. FALSE er-
zeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die Variablen ein-
gesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F erflllbar ist oder
nicht, kann u.U. erst nach Uberprifung aller 2" Belegungen erfolgen. Das Verfahren ist daher
von der Ordnung O(2") .

Ein nichtdeterministischer Algorithmus wirde bei Eingabe eines Booleschen Ausdrucks F mit
n Variablen (in geeigneter Kodierung) im Ratemodul zuné&chst nichtdeterministisch eine 0-1-
Folge der Lange n erzeugen. Anschlief3end wird diese 0-1-Folge durch einen Verifizierer as
Belegung der n Variablen interpretiert (O entspricht FALSE, 1 entspricht TRUE). Der Bewels
B. ist hier die 0-1-Folge bzw. deren Interpretation as Belegung der in F vorkommenden
Variablen. Diedurch B. angegebene Belegung durch den Verifizierer in F eingesetzt, F aus-
gewertet und die Entscheidung ,,F ist erfullbar* genau dann getroffen, wenn bei dieser Aus-
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wertung der Wahrheitswert TRUE entsteht. Der Ratemodul kann, falls F erflllbar ist, in der
Tat eine 0-1-Folge erzeugen, die einer erfillenden Belegung der Variablen von F entspricht.
Das geht nicht, wenn F nicht erfullbar ist; in diesem Fall wird die Auswertung jeder in F ein-
gesetzten Belegung, die einer vom Ratemodul erzeugten 0-1-Folge entspricht, den Wahr-
heitswert FALSE ergeben.

Der Verifizierer fur das Erfillbarkeitsproblem kdnnen so entworfen werden, dal3 er ein Lauf-
zeitverhalten der Ordnung O(n) hat. Insgesamt ist die Laufzeit dieses nichtdeterministischen
Algorithmus also von der Ordnung O(n), da der Ratemodul in diesem Beispiel in linerarer
Zeit arbeitet. Esist nicht bekannt, ob es einen deterministischen Algorithmus gibt, der die Er-
fullbarkeit Boolescher Ausdriicke mit einem Laufzeitverhalten der Ordnung O(p(n)) mit ei-
nem Polynom p testet.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus ist also zunéchst ein Konzept oder Gedankenmodell,
da nicht explizit gesagt wird, wie fir den Fall x1 L, vom Ratemodul der korrekte Beweis

B, 1 S; erzeugt wird. Mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis zu Satz 2.5-1 kann

man jedoch das Verhalten eines nichtdeterministischen Algorithmus deterministisch smulie-
ren und erhdlt damit einen funktional gleichwertigen ,normalen® deterministischen Algorith-
mus. Die folgende Betrachtung soll dabei auf den Fall beschrankt werden, dal? der Verifizie-
rer, der innerhalb des nichtdeterministischen Algorithmus einen vom Ratemodul erzeigten
Beweis B verifiziert, stets zu einer j a/nei n-Entscheidung kommt, d.h. fir jede Eingabe x und
B mit einer Antwort stoppt. Aulerdem habe das Laufzeitverhalten des gesamten nichtdeter-
ministischen Algorithmus die Ordnung O(T(n)) mit einer zeitkonstruierbaren Funktion

T(n)3 n.Bei Eingabevon x1 S, kommt der Algorithmus also innerhalb einer Laufzeit zur
j a/nei n-Entscheidung, die durch c><TQx|) mit einer Konstanten ¢ > 0 beschrankt ist. Daher

hat der vom Ratemodul erzeugte Beweis eine durch ¢ xTQx|) beschrankte Lange.

Satz 2.5-3:
Essai A, ein nichtdeterministischer Algorithmus fur ein Entscheidungsproblem P mit

der Menge L, [ S, , der seine Entscheidung mit Hilfe des Verifizierers v, in einer

Laufzeit trifft, die die Ordnung O(T(n)) mit einer zeitkonstruierbaren Funktion
T(n) 3 n besitzt. Dann gibt es einen deterministischen Algorithmus Af_, der fur jedes

xI S, mit [x=nentscheidet, ob xI L, gilt oder nicht und die Zeitkomplexitét

O(T (n)>d°™™ ) mit einer Konstanten d 3 2 besitzt.

Bemerkung: Es gilt O(T (n)>d°T™ )i o207 ),




2.5 Nichtdeter minismus

91

Beweis;

Die Simulation erzeugt bei Eingabevon x1 S, mit |x|=n systematisch alle Beweise BI S,

mit |B| £ ¢xT (n). Dazu muR natiirlich der Wert T(n) in ,kontrollierbarer Zeit* berechenbar

sein (das trifft zu, da T als zeitkonstruierbar angenommen wird). Die folgende Abbildung gibt

die wesentlichen Bestandteile der Simulation:

Erzeugung aler Beweise
BT S, mit |B £ T (x)

__p| Sind bereits alle derartigen Be-

welse erzeugt? ein
Fdlsja =y
Falls nein: néchsten Xl Lp
Beweis B erzeugen
; ja ja
I L >
xI S, v, xI Ly
q X L 5 - _
neln

Af

Der folgende Pseudocode fir A{  beschreibt die wesentlichen Aspekte der Simulation:

Bemerkung: Ein Beweis B, den der Verifizierer liest, ist ein Wort iber einem Alphabet S .

FUNCTI ON A{_(X);

VAR n : | NTECER,
I ng © I NTEGER;
B . Sy

antwort : BOOLEAN
weiter : BOOLEAN

BEGI N { A{ (X) }
n := 9ze(X);
| ng = C* T(n);

{ GoRe der

Ei ngabe

}

{ maxi mal e Lange ei nes Bewei ses }



92 2 Modeleder Berechenbarkeit

ant wor t FALSE;
weiter = TRUE;

VWH LE weiter DO
| F (essind bereits alle Worter aus S, mit Lange £ | ng erzeugt worden)

THEN wei ter := FALSE
ELSE
BEG N
B: = nachstes Wort aus S, mit Lange £ | ng;
IF V,(x,B)=ja
THEN BEG N
antwort : = TRUE;
wei ter = FALSE;
END;
END;

CASE antwort OF
TRUE : Ag(x):=ja;
FALSE : Af,(x):: nein;
END;

END  { AL (X) };

Die Anzahl der zu iiberprifenden Beweise BT S, mit |B|£cxT(n) ist von der Ordnung

OQSO|C%(”)). Damit ergibt sich wie im Beweis von Satz 2.5-1 die Komplexitétsabschatzung
der Simulation. ///
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3 Grenzen der Berechenbarkeit

In Kapitel 2 werden zwei Ansétze vorgestellt, um Berechenbarkeit zu modellieren. Beide
Modelle haben sich a's aquivalent erwiesen in dem Sinn, dal? die Fahigkeit, etwas zu berech-
nen, beiden Modellen in gleicher Weise zukommt. Selbst das Konzept des Nichtdeterminis-
mus erweitert nicht die Berechenbarkeit, da nichtdeterministisches Verhalten deterministisch
simuliert werden kann, auch wenn dabel die Dauer einer Berechnung exponentiell wéachst.
Von den Modellen, die in Kapitel 2 behandelt werden, zeichnet sich das Modell der Turing-
maschine aufgrund seiner Einfachheit und Universalitédt und nicht zuletzt aus historischen
Grinden gegeniiber den anderen Modellen aus.

Im folgenden wird unter dem Begriff Turingmaschine eine k-DTM verstanden (siehe Kapitel
2.1) mit einer dem jeweiligen Problem angemessenen geeigneten Anzahl k an Béandern.

3.1 Jenseitsder Berechenbarkeit

Essei S einendliches Alphabet und L1 S'. Die Menge L heif’t rekursiv aufzahlbar, wenn
es eine Turingmaschine TM gibt mit L =L(TM).

Die Bezeichnung rekursiv aufzahlbar leitet sich aus der Tatsache her, dal3 eine von einer Tu-

ringmaschine akzeptierte Menge L i S™ durch eine totale (d.h. tberall definierte) berechenba-
re Funktion ,, aufgezahit“ werden kann. Genauer:

Satz 3.1-1:
Li S mit Lt A& ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion h:(SE{0,1,#}) ® S gibt mit L=h(SE{0,1,#]})).

Die Funktion h ,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Beweis;

Diese Aussage enthdlt zwei , Richtungen”, deren Beweise beide eine genauere Betrachtung
verdienen:

Die eine , Richtung” dieser Aussage, ndmlich der Nachweis der Existenz einer totalen und be-
rechenbaren Funktion h:(SE{0,1,#}) ® S' mit L=h((SE{0,1,#}) ), d.h. einer Funktion
h, die L aufzahlt, wird folgendermafien bewiesen. Wegen L ! /& gibt esein Wort w,1 L. Da
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L as rekursiv aufzdhlbar angenommen wird, gibt es eine Turingmaschine TM mit
L=L(TM). Eswird eine Turingmaschine TM ¢ angegeben, die zwei Bander mehr as TM
besitzt (ndmlich ein zusétzliches Eingabeband und ein Ausgabeband), bei jeder Eingabe

stoppt und die gesuchte Funktion h: (SE{0,1,#}) ® S’ berechnet:

Bei Eingabe von wi (SE{0,1,#}) priift TM ¢ zunéchst, ob w die Form w = u#hin(i) mit
ul S’ und der 0-1-Folge bin(i) hat. Falls nicht, schreibt TM ¢ das Wort w, auf sein Ausger
beband und stoppt. Falls w diese Form hat, schreibt TM ¢ den Teil u auf das 1. Band von T™M
und simuliert das Verhalten von TM fir hdchstens i viele Schritte. Falls TM das Wort u inner-
halb dieser Schrittzahl akzeptiert, wird u auf das Ausgabeband geschrieben, und TM € stoppt.
Falls TM das Wort u innerhalb dieser Schrittzahl nicht akzeptiert, schreibt TM ¢ das Wort w,
auf sein Ausgabeband und stoppt. Es sei h die von TM € berechnete Funktion. Dann gilt
L=h(sE{0,1,4}))):

Ist namlich ul L, dann akzeptiert TM das Wort in einer endlichen Anzahl i von Schritten.
Mit w= u#bin(i) gilt h(w) = u. Das bedeutet Li h((SE{0,1,#})).

Ist umgekehrt ui h((SE{0,1,#})), etwa u=h(w) fur ein Wort wi (SE{0,1,#})", dann
ist entweder u=w, oder w=u#bin(i) und TM ¢ hat hochstens i viele Schritte von TM simu-

liert und dabei ul L festgestellt. In beiden Fallenistalso ul L, d.h. h((SE{0,1,#)) )i L.

Zum Beweis der anderen ,Richtung® der Aussage wird angenommen, dal3
L=h((sE{0,1,#})') mit einer totalen und berechenbaren Funktion h gilt, und es ist zu zei-
gen, dal3 es eine Turingmaschine TM gibt, die genau L akzeptiert:

Bei Eingabe von wi S° verhdt sich TM wie folgt. TM erzeugt ale Worter
ul (SE{0,1,#}) inlexikographischer Reihenfolge. Sobald ein Wort u erzeugt ist, berechnet
TM den Wert h(u) . Gilt h(u) =w, so stoppt TM und akzeptiert w. Andernfalls wird das nach-
ste Wort u erzeugt. Esl&f¥ sich L=L(TM) zeigen:

Ist wi L, dannist nach Voraussetzung w = h(u) fiir eéin Wort ul (SE{0,1,#}) . Da |u < ¥

ist, findet TM dieses Wort u (bei der Erzeugung aler Worter in lexikographischer Reihenfol-
ge. Da h total und berechenbar ist, kann TM den Wert h(u) ermitteln und feststellen, dai3
h(u) = w gilt. Daher wird wvon TM akzeptiert, d.n. L1 L(TM).

Ist wi L, dann gilt firr jedes ul (SE{0,1,#}): h(u)* w. Dann stoppt TM bei Eingabe von
w nicht, d.h. wi L(TM). Daher gilt L(TM) 1 L./

In Kapitel 1.1 wurde der Begriff der Abzéhlbarkeit definiert: Eine Menge M ist abzahlbar un-
endlich, wenn es eine bijektive Abbildung f:N® M gibt, d.h. M ={ f(i)[iT N}, und jedes
Element mi M trégt eine eindeutige Nummer i: m= f (i). Die Elemente von M konnen mit
nattirlichen Zahlen durchnumeriert bzw. indiziert werden. Ersetzt man in dieser Definition
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den Begriff , bijektiv* durch ,total und berechenbar“ und N durch (SE{0,1,#}) , so kommt
man auf den Begriff der rekursiven Aufzdhlbarkeit. Fur eine rekursiv aufzéhlbare Menge L
glt L= h((SE { 0,1,#})*) mit einer totalen und berechenbaren  Funktion
h:(SE{0,1,#}) ® S'. Die Elemente ul L koénnen aus Elementen gewonnen werden, die

als Zusatzinformation eine obere Schranke fur die Schrittzahl enthalten, die eine Turingma-
schine benétigt, um das jeweilige Wort zu akzeptieren.

Die Buchstaben des endlichen Alphabets S:{ao, --’%\.1} einer Turingmaschine lassen sich

as Zeichenkette Uber dem Alphabet {0, 1} kodieren: der Buchstabe a, hat dabei die Kodie-
rung hin(a, ). Ein Wort w=a, ...a, kann man dann zunichst in bin(a, J#...#bin(a_ J# umset-
zen und dann die darin vorkommenden einzelnen Zeichen aus {0, 1, #} in eine 0-1-Folge, wie
es etwa in Kapitel 2.4 beschrieben wurde, umkodieren. Entsprechend kann man Paare (w, v)
von Worten w=a, ...a, und v=>D, ...b,, zundchst in

(bin(a, J#...#bin(a, J## bin(b, J#...#bin(b, }#) umsetzen und die darin vorkommenden Zei-
chenaus{ O, 1, # (,) } @nlichwiein Kapitel 2.4 in eine 0-1-Folge umkodieren. Je nach An-
wendung soll es daher erlaubt sein, daf eine Turingmaschine Eingaben der Form wi S, aber
auch Eingaben der Form (w,v)] S'* S’ verarbeitet. Letztlich lassen sich diese aus Paaren
bestehenden Eingaben mit ,,normalen® 0-1-Folgen identifizieren.

Der obige Satz kann dann auch so formuliert werden:

Satz 3.1-2:
Li S mit Lt /& ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn es eine totale berechenbare
Funktion h:{0,1} ® S' gibt mit L=h{0,1} ).

Die Funktion h ,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Folgender Satz ist unmittelbar einsichtig:

Satz 3.1-3:
Jede rekursiv aufzahlbare Menge Uber einem Alphabet S ist endlich oder abzéhlbar un-
endlichist.

Es fragt sich, ob umgekehrt jede abzéhlbare Teilmenge von S bereits rekursiv aufzahlbar ist.
Folgende Uberlegungen zeigen, daR diese Frage verneint werden muf.
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Zu jeder rekursiv aufzahlbaren Teilmenge von S gibt es nach Definition eine Turing-
maschine, die die Menge akzeptiert. Natlrlich kann eine rekursiv aufzahlbare Menge von ver-
schiedenen Turingmaschinen akzeptiert werden. Andererseits ist jede von einer Turingma-
schine akzeptierte Menge rekursiv aufzdhlbar. Daher gibt es hochstens so viele rekursiv auf-

zéhlbare Teilmengen von S™ wie Turingmaschinen mit dem Alphabet S. Die Menge der Tu-
ringmaschinen mit dem Alphabet S ist abzadhlbar; denn jede Turingmaschine TM [&3 sich

mit Hilfe der injektiven Funktion code auf ein endlich langes Wort code(TM) tber { 0,1} ab-
bilden, siehe Kapitel 2.4). Satz 1.1-4 sagt aus, dald es (iberabzahlbar viele Teilmengen von S’
gibt. Daher existieren auch nicht-rekursiv aufzahlbare Teilmengenvon S’

Eine derartige nicht rekursiv aufzahlbare Teilmenge von S’ kann auch konstruktiv durch eine
Technik angegeben werden, die man als Diagonalisierung bezeichnet. Der Einfachheit halber

soll hier S={0,1} angenommen werden. Die Elemente von S ={0,1}* werden in lexiko-
graphischer Reihenfolge aufgezahit:

Nummer i | wort w7 {0,1} |Nummeri| wort w T {01}
0 e 11 100
1 0 12 101
2 1 13 110
3 00 14 111
4 01 15 0000
5 10 16 0001
6 11 17 0010
7 000 18 0011
8 001 19 0100
9 010 20 0101
10 011

Das i-te Wort w. kann a's Eingabe flr eine Turingmaschine mit Eingabeal phabet {0, 1} und
auch, falls VERIFIZIERE_TM (w; ) = TRUE gilt, als dievon w; kodierte Turingmaschine K,

interpretiert werden (siehe Kapitel 2.4). Es 183 sich daher eine Matrix M definieren, deren
Zeilen und Spalten mit den Wortern w, markiert sind. Die Zeilenmarkierung w, stellt ein der-

artiges Eingabewort fur eine Turingmaschine dar, die Spaltenmarkierung w,; bezeichnet
eventuell die Turingmaschine Ky, - Im Schnittpunkt der i-ten Zeile von M mit der j-ten Spalte

wird entweder der Wert O oder der Wert 1 eingetragen, und zwar so, dal3 dort
10 fir VERIFIZIERE _TM(w, )=FALSEoder w, i L( )
I1 fir VERIFIZIERE_TM (w )=TRUEudw T L(K,
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steht. Da die ersten Spaltenmarkierungen w,, w;, Ww,, ... nicht sinnvolle Turingmaschinen
kodieren, enthdlt die Matrix M im linken Tell nur die Eintrage 0.

Satz 3.1-4:
Die Menge Menge L, i {0,1}" sei definiert durch:

Esist wi L, genau dann, wenn w=w ist (das i-te Wort in der lexikographischen
Reithenfolge) und M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag O hat.

Dann gilt:
Die so definierte Menge L, ist nicht rekursiv aufzahlbar, d.h. es gibt keine Turingma:

schine TM mit L(TM) =L,.

L wi {0,1, u
| |
. =FALSE i
Esistaso L = |y VERIFIZIERE_TM(w) S L
i VERIFIZIERE _TM(w) =TRUEund wi L(K, )},
Beweis:

Offensichtlich ist L, * /E.

Angenommen, L, ist rekursiv aufzshlbar. Dann gibt es eine Turingmaschine TM mit
L(TM)=L,. Die Kodierung dieser Turingmaschine sei w=w, dh. T™M =K, und
Ly —L( ) Gilt nun w,T L,? Falls w1 L, gilt, dann enthdlt nach Definition von L, die

Matrix M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0. Nach Definition von M und wegen
VERIFIZIERE _TM (w; ) = TRUE bedeutet das aber: w; i L(K,, ), also w; i L. Dieser Wider-

spruch erlaubt nur die Alternative w, I L, . Nach Definition von L, enthdt die Matrix M in

der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 1. Das bedeutet nach Definition von M:
w1 L( ) und damit w T L,. Dieser Widerspruch zeigt, dai? die urspriingliche Annahme,

dal L, rekursiv aufzéhlbar sei, falschist. ///

Mit L, ist also ein erstes Beispiel einer abzahlbaren, aber nicht rekursiv aufzahlbaren Teil-

menge von { 0,1} gefunden.
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3.2 Rekursiv aufzéhlbare und entscheidbare Mengen

In Kapitel 2.1 wurden bereits einige Eigenschaften rekursiv aufzéhlbarer Mengen angegeben,
dieim folgenden Satz in Teil 1 noch einmal aufgefihrt werden:

Satz 3.2-1:

1. Sind LI S und L,i S rekursiv aufzéhlbar, dann sind auch L EL, und
L, C L, rekursiv aufzéhlbar. Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Mengen uber &-
nem endlichen Alphabet S ist abgeschlossen gegentiber Vereinigung- und Schnitt-
bildung.

2. lst Li S rekursiv aufzahlbar, dann ist nicht notwendigerweise auch S™ \ L rekur-
siv aufzahlbar. Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Mengen Uber einem endlichen
Alphabet S ist nicht abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung.

Der Bewels fur die Glltigkeit der Aussage im 2. Teil ergibt sich aus den folgenden Sédtzen
3.2-5und 3.2-7.

Die Menge L1 S" werde von der k-DTM TM akzeptiert. Wird wi L auf das Eingabeband
von TM gegeben, dann halt TM nach endlich vielen Schritten im Zustand g, an. Wird ein

Wort wmit wi S’ \ L auf das Eingabeband gegeben, dann hélt TM eventuell nicht an. Es wé
re natrlich wiinschenswert, dal3 TM auch in diesem Fall anhdlt, z.B. im Zustand Qg , der
ausdriickt, da wi L gilt. Gibt es also zu jeder von einer Turingmaschine TM akzeptierten
Sprache L1 S’ eine Turingmaschine TM ¢ mit L(TM (=L und der Eigenschaft, da TM ¢

bei jedem Wort wi S anhalt: im Zustand Olaccept » fAllS WI L ist, und im Zustand 0., , falls

wi L ist (nichtstoppende Berechnungen kommen nicht vor)? Diese Frage fuhrt auf die fol-
gende Definition:

Die Menge L1 S™ heiflt entscheidbar (oder rekursiv), wenn es eine Turingmaschine TM
gibt mit der Eigenschaft:
TM stoppt bei jeder Eingabe wi S', und TM akzeptiert w genau dann, wenn wi L ist.

In praktischen Anwendungen sind die entscheidbaren Mengen gerade digjenigen Sprachen,
mit denen man ,umgehen” kann. Denn man mochte ja bei Eingabe von wi S’ in einen Ent-
scheidungsalgorithmus nach endlicher Zeit die Frage gekléart haben, ob w eine spezifizierte
Eigenschaft hat, d.h. ob wi L ist, oder nicht. Ist L entscheidbar, 14t sich diese Entscheidung
definitiv herbeifiihren. Bel einer rekursiv aufzahlbaren Menge L und einer passenden Turing-
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maschine (Entscheidungsverfahren), der man eine Eingabe wi S vorgelegt hat und die be-
reits einige Rechenschritte vollzogen hat, ohne bisher eine Entscheidung zu treffen, kann man
nicht sicher sein, ob Uberhaupt jemals eine Entscheidung getroffen wird (vgl. dazu Satz 3.1-

4).
Satz 3.2-2:
1. Jede entscheidbare Menge ist rekursiv aufzahlbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist in der
Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen Uber diesem Alphabet enthalten.
2. Jede endliche Menge ist entscheidbar.
3. IstLi S entscheidbar, dannist auch S’ \ L entscheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist abge-
schlossen gegentuiber Komplementbildung.
4, Snd LI S und L,i S entscheidbar, dann sind auch L,LEL, und L, CL, ent-
scheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber einem endlichen Alphabet S ist abge-
schlossen gegentiber Vereinigung- und Schnittbildung.

Bewels:

Zul. DieAussage ergibt sich direkt aus der Definition.

Zu2. lst L={w,,...,w,} eineendlicheMenge, Li S', soist eine auf allen Eingaben wi S’
stoppen Turingmaschine TM anzugeben, die genau dann im akzeptierenden Zustand
halt, wenn w mit einem der endlich vielen Werte in L Ubereinstimmt. Es ist also eine
Turingmaschine zu definieren, die das (Pseudocode-) Statement
CASE w OF
w,: accept;

w,: accept;
ELSE rej ect;
END;
realisert.
Zu3. Essei TM eineauf alen Eingaben wi S™ stoppende Turingmaschine mit L =L(TM).

Man kann annehmen, dal3 TM den akzeptierenden Zustand 0., hat, der erreicht

wird, wenn wi Lgilt, und den verwerfenden Zustand 0,4, hat, wenn wi L ist. Eine
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auf alen Eingaben wi S stoppende Turingmaschine TM ¢ mit L(TM § =S"\L erhélt
man aus TM, indem man die Rollen von g, und ¢4 Vertauscht.

Zu 4. Diese Aussage wird genauso gezeigt wie bei rekursiv aufzahlbaren Mengen. ///

Die folgende Definition stellt ein Hilsmittel bereit, das es erlaubt, auf einfache Weise Ent-
schei dbarkeitsergebnisse zwischen Mengen zu Ubertragen, die eventuell mit unterschiedlichen
Alphabeten formuliert sind und damit unterschiedlichen Anwendungsgebieten entnommen
sind.

Es seien S und S¢ endliche Alphabete, L1 S und L¢i S¢. Die Sprache L heiflt auf die
Sprache L¢ reduzierbar, geschrieben L £ L¢, wenn gilt:

Esgibt eine Funktion h: S ® S¢, die folgende beiden Eigenschaften besitzt:

(i) histtotal und von einer Turingmaschine berechenbar
(i) esgiltwl LU h(w)T L¢.

Eigenschaft (ii) kann auch so formuliert werden:
wi Lb h(w)T Lcund wi Lb h(w)T L¢.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit zeigt folgender Satz:

Satz 3.2-3:
Esseien S und SC endliche Alphabete, L1 S" und L¢i S¢ und L £ L¢. Dann gilt:
1. Ist LC entscheidbar, dann ist auch L entscheidbar.
2. Ist L nicht entscheidbar, dann ist auch L¢ nicht entscheidbar.
3. Ist LCrekursiv aufzéhlbar, dann ist auch L rekursiv aufzahlbar.

4. |st L nicht rekursiv aufzahlbar, dann ist auch L¢ nicht rekursiv aufzahlbar.
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Beweis;

Zul.

Es s TM( eine auf allen Eingaben ul S¢ stoppende Turingmaschine mit
L(TMQ = L(. Die Funktion h:S ® S¢, die in der Definition der Relation L £ L¢
vorkommt, werde durch die Turingmaschine TM,, berechnet. Durch Hintereinander-
schalten von TM,, und TM € erhalt man eine Turingmaschine TM:

wl S h(w)T S¢ q
TM o ' qa(\ccept accept >
° Orgect
™

TM stoppt auf alen Eingaben wi S, weil h total ist und TM ¢ auf alen Eingaben
stoppt).

Ist wi S’ eine Eingabe fiir TM, die zum Zustand 0., fUhrt, dh. wi L(TM), dann
hat die Eingabe h(w) in TM ¢ zum Zustand Q. gefuhrt. Das bedeutet h(w)T L¢
und wegen Eigenschaft (ii) in der Definition der Relation L£ LG wl L. Damit ist
L(TM) I L gezeigt.

Ist umgekehrt wi L, dann gilt wegen L £ LC h(w)1 L¢. Die Eingabe h(w) in TM ¢
fahrt zum Zustand Qe

Das bedeutet wi L(TM) und damit L1 L(TM).

d.h. TM kommt bei Eingabe von w in den Zustand 0,y -

Zu 2. Hier ist nichts zu beweisen, da es sich um eine logisch &quivalente Formulierung zu
Teil 1 handelt.

Zu3. Die Argumentation verléuft wie in Teil 1, wobei im vorherigen Bild nur der mit
Qe Markierte Ausgang betrachtet wird.

Zu 4. Eshandelt sich um eine logisch aquivalente Formulierung zu Teil 3. ///

Satz 3.2-4:

Die Klasse der entscheidbaren Mengen ist eine echte Untermenge der Klasse der
rekursiv aufzahlbaren Mengen.
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Dazu ist mindestens ein Beispiel einer rekursiv aufzahlbaren Menge, die nicht entscheidbar
sind, anzugeben. Dieses kann konstruktiv geschehen; das Ergebnisist in folgendem Satz 3.2-5
formuliert:

Zur Erinnerung (siehe Kapitel 2.4): Fir ein Wort wi {0,1} ist VERIFIZIERE_TM(w) =
TRUE genau dann, wenn w die Kodierung einer Turingmaschine ist. Die
durch w kodierte Turingmaschine wird mit K, bezeichnet.

Die zum Halteproblem gehérende Sprache L, | {0,1,#} wird definiert als die Menge

z=u#wmitul {0, ,wi {0,2}',VERIFIZIERE _TM (W) = TRUE undf]
K, stoppt bei Eingabe vonu '

L z

_1
H L
T

Esailt:

Satz 3.2-5:
L,, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Insbesondere heif¥ das: es gibt keine immer anhaltende Turingmaschine TM mit akzeptieren-
dem Zustand 0, und nicht-akzeptierendem Zustand g, mit folgender Eigenschaft: Bel

Eingabe von u#w stoppt TM im akzeptierenden Zustand Q. , fdls K, auf u stoppt, und
TM stoppt im nicht-akzeptierendem Zustand g, , fals K, auf u nicht stoppt.

Beweis;

Um die rekursive Aufzdhlbarkeit von L, zu zeigen, ist eine Turingmaschine TM mit
L(TM) =L,, anzugeben. TM ist eine einfache Modifikation der in Kapitel 2.4 beschriebenen
universellen Turingmaschine UTM: Man kann annehmen, dal3 UTM nur ein Band hat und &-
nen akzeptierenden Zustand 0., und einen nicht-akzeptierenden Zustand g, besitzt.
Kommt UTM in einen dieser beiden Zusténde, stoppt UTM. Eventuell stoppt UTM jedoch bel
einer Eingabe nicht. Es wird ein neuer akzeptierender Zustand Gy aecee 1N TM eingefiinrt und
die Uberfuihrungsfunktion d,,;,, von UTM so geandert, da’ noch eine Uberfilhrung in den Zu-
stand Oy o AUSQEfUNIt Wird, wenn UTM in 0, OdEr o kommt. Dazu wird d,,;,, um
die Zeilen dimy ( Guccer )= G oeprr (2,S)) U Ay ( Gree @) = ( G e (81'S)) Fr jedles
Symbol a aus dem Arbeitsal phabet von UTM erweitert.
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|
A . ul L(K,,
21 {0,1,# I L
—» G L »
qreject
UTM
stoppt nicht ™

Essel zl L, ,dh z=u#w mit ul {0,4", wi {0,1}, VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE und
K, stoppt bei Eingabe von u. Daher kommt UTM bei Eingabe von z in den Zustand 0,y
oder in den Zustand Q4. - TM kommt in beiden Fallen in den Zustand Oy secen » SO dal3
zl L(TM) gilt.

Ist zi L, , dann hat z entweder nicht die syntaktische Form z=u#w mit ul {0,2}" und

wi {0,1}" oder VERIFIZIERE _TM (w) =FALSE oder K, stoppt bei Eingabe von u nicht. In

den ersten beiden Féllen stoppt UTM bel Eingabe von z nicht (vgl. Beweis von Satz 2.4-1). Im
dritten Fall startet UTM wohl die Simulation von K, die jedoch nicht zu einem stoppenden

Zustand fuhrt. Daher ist in diesem Fall zI L(TM).
Insgesamt ist damit L(TM) =L,, gezeigt.

Zum Bewels der Nichtentscheidbarkeit von L, wird wieder die Methode der Diagonalisie-
rung eingesetzt:

Angenommen, es gibt eine auf alen Eingaben zi {0,1,#} stoppende Turingmaschine TM
mit L(TM) =L, . Dann wird TM leicht abgewandelt zu einer Turingmaschine TM ¢, die wie
folgt arbeitet: TM ¢ liest eine Eingabe wi {0,1}" und erzeugt mit einer Kopie von w das Wort

wHw. Dann verhélt sich TM ¢ wie TM bel Eingabe von w#w. Falls TM im akzeptierenden Zu-
stand .. Stoppt, geht TM Cin einen neuen Zustand ¢ Gber und stoppt nicht*. Falls TM im

nicht-akzeptierenden Zustand ¢4, Stoppt, dann stoppt TM ¢; dabei ist esirrelevant, ob TM ¢
in einem akzeptierenden oder einem nicht-akzeptierenden Zustand stoppt.

41st TM C eine k-DTM mit der Uberfilhrungsfunktion d ¢, dann ist
d{q.a,,..a)=(q¢(a,s)..(,.9) firal S,..als.
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WHW
. »| Erzeugungvon — q,

qaccept —>

| =

oppt nicht
™ Orgject L

L(TM) =L, STOP

TM (

Falls TM existiert, dann auch TM ¢, und zwar mit einer Kodierung ui {0,1} , d.h. TM (=K.
Nun gibt es zwel Alternativen: TM ¢ stoppt auf der eigenen Kodierung u, oder TM ¢ stoppt auf
der eigenen Kodierung u nicht. Im ersten Fall ist u#ul L,, ; nach Definition von L,, stoppt
K, =TMC bei Eingabe von u nicht. Dieser Widerspruch 183t nur die zweite Alternative zu;
das bedeutet aber u#ul L, , also stoppt K, =TM( bei Eingabe von u. Beide Alternativen
flhren auf einen Widerspruch. Daher existiert TM nicht. ///

Die zum Halteproblem mit leerem Eingabeband gehtrende Sprache L, 1 {0,1} wird
definiert als die Menge
L, = {w‘ wi {0, ,VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE und K, stoppt bei leerem Eingabeband}.

Satz 3.2-6:
L,,, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis;
Die rekursive Aufzahlbarkeit 183t sich ahnlich wie im Beweis zu Satz 3.2-5 nachwei sen.

Um die Nichtentscheidbarkeit von L,, - zu beweisen, zeigt man, dal3 L,, nach L, reduzierbar
ist, dh. dad L,£EL, gilt. Dazu ist eine totae und berechenbare Funktion
h:{0,1,# ® {0,1" anzugeben, firr die zI L, genau dann gilt, wenn h(2)T L, ist. Aus
Satz 3.2-3, Teil 2 folgt dann die Aussage des Satzes.
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zu ul {0, und wi {0,4' mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE s& TM,,,, eine Turingma-
schine, die folgendes Verhalten aufweist: TM, , startet mit leerem Eingabeband und erzeugt
dasWort ul {0,1". Dann simuliert TM,,,, das Verhdltenvon K. Die Kodierung von T™,,,,
sei v. Esgilt vi {0,4}' und VERIFIZIERE_TM(V) = TRUE.

» Erzeugung von ———»| K,

Mit Hilfe eines entsprechenden Algorithmus, eines ,, Turingmaschinengenerators®, kann man
bei Vorgabe von u und w die Kodierung v von TM,,, auf deterministische Weise erzeugen.

Die Funktion h wird definiert durch
{014 ® {oa

i

.I' N . ~ * ~ *

. | =

i : Code(TMUW) fls z=u#wmitul {0,2} undwi {0,1}
h-t i " undVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE

| : 1 sonst

i i

Dieseist total und berechenbar. Nach Definition von L, gilt:
u#wl L, U K, stoppt bei Eingabe von u

U T™™,, =K, stoppt bei leerem Eingabeband

U h(u#w)=v und v L, ./l

Eine Charakterisierung der Entscheidbarkeit einer Menge liefert der folgende Satz:

Satz 3.2-7:
EineMenge L1 S ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch das Komple-
ment S™ \ L von L rekursiv aufzshlbar sind.

Beweis:
Auch dieser Satz beinhaltet wieder zwel ,, Richtungen*:

Ist dieMenge Li S entscheidbar, dann ist sie rekursiv aufzahlbar. Satz 3.2-2 Teil 3 besagt,
daRR mit L auch S™\L entscheidbar und damit rekursiv aufzahlbar ist.
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Gilt umgekehrt fiir eineMenge L1 S, dal3 mit ihr auch das Komplement S'\L rekursiv auf-
zéhlbar ist, dann gibt es zwei Turingmaschinen TM, und TM, mit L=L(TM,) und S'\L =
L(TM,). Aus diesen beiden Turingmaschinen wird durch Parallelschaltung eine auf allen

Eingaben wi S" stoppende Turingmaschine TM konstruiert, die w genau dann akzeptiert,
wenn wi L gilt. Dabei wird eine dhnliche Konstruktion gewahlt, wie sie zum Nachweis der
Abgeschlossenheit der rekusiv aufzahlbaren Mengen beziglich Vereinigungshildung angege-
ben wurde (Kapitel 2.1):

ql,accept wl L

—» Gio Qaccept
ql,rq'ect
™,

stoppt nicht

wi S

wi S'\L
>
N q2,0 qz,accept qreject

q2,reject

™,

stoppt nicht ™

Es gilt fir wi S": Ist wi L, dann stoppt TM, im Zustand Oh e UNd damit stoppt TM im
Zustand Qg - ISt WI L, dann stoppt TM, im Zustand 0, ..., Und damit stoppt TM im Zu-
stand 0,4 - Da entweder wi L oder wi L gilt, stoppt TM bei allen Eingaben wi S™ und
akzeptiert genau die Menge L. ///

Die oben aufgefiihrte zum Halteproblem gehdrige Menge L,, ist rekursiv aufzahlbar, aber

nicht entscheidbar. Das Komplement von L,,, die Menge {0,1,#} \L,, , kann daher nicht re-

kursiv aufzéhlbar sein. Daher ist die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Mengen gegentiber
Komplementbildung nicht abgeschlossen (dasist Satz 3.2-1 Telil 2).

Da die Rollen von L und S'\L im letzten Satz , symmetrisch* sind, ergibt sich als Konse-
quenz:



3.2 Rekursiv aufzéhlbare und entscheidbare Mengen 107

Satz 3.2-8:
Essei LI S'. Danngilt

Entweder

1. sowohl L asauch S™\ L ist entscheidbar

oder

2. weder L dsnoch S\ L ist entscheidbar

oder

3. entweder L oder S™\ L ist rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar, und die je-
weils andere Menge ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen Uber einem Alphabet S ist eine echte Tellklas-
sevon P(S*). Die Klasse der entscheidbaren Mengen Uber S ist echt enthalten in der Klasse
der rekursiv aufzéhlbaren Mengen. Es stellt sich die Frage, ob man mit Hilfe eines durch eine
Turingmaschine definierten algorithmischen Verfahrens die Klasse der entscheidbaren bzw.
die Klasse der nicht-entscheidbaren Mengen erkennen kann oder wenigstens rekursiv aufzah-
len kann. Genauer: Es wird danach gefragt, ob es eine Turingmaschine gibt, die die Kodie-
rungen aler derjenigen Turingmaschinen erzeugt (rekursiv aufzahlt), deren akzeptierte Spra-
chen gerade die entscheidbaren bzw. nichtentscheidbaren Mengen sind. Leider ist das nicht
maoglich, wie folgender Satz zeigt:

Satz 3.2-9:
Esseien
L, :{w\wi {0,1}',VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K , )ist entscheidbar} und
L. :{w\wi {0, VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}.

Dann ist weder L, noch L, rekursiv aufzahlbar (und damit auch nicht entscheidbar).

Beweis;

Es wird die von der universellen Turingmaschine UTM akzeptierte Sprache

L oLy =] =it {04, wi {07, ) Ui {014 herangezo-
{ | VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund ui L(KW)%

gen. L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar (siehe Ubungsaufgaben). Daher ist

das Komplement L, ={0,1,# \L,, nicht rekursiv aufzahlbar. Es |&% sich zeigen, daR

L, £L. gilt; das Aussehen der dabei beteiligten totalen und berechenbaren Funktion
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h:{0,1,# ® {0,4} wird im folgenden skizziert. Aus Satz 3.2-3 Teil 4 folgt, dai3 L, nicht

rekursiv aufzahlbar ist. Der Beweis fir L, verlauft analog (siehe Ubungsaufgaben).

Ahnlich wie oben wird zu ul {0,2}" und wi {0,2}" mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE mit
Hilfe eines deterministisch arbeitenden Turingmaschinengenerators eine Turingmaschine
T™,,, konstruiert, die wie folgt arbeitet:

Bei Eingabevon y1 {0,1,#} wird die Eingabe zunéchst nicht beriicksichtigt, sondern T™M
verhdlt sich wie K, auf der Eingabe u. Falls ul L(K,,) festgestellt wird, simuliert TM,,, das

Verhalten von UTM auf der Eingabe y. Die Kodierung von TM,,, sei v. Esgilt vi {0,4} und

VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist deterministisch berechenbar, da nur Beschrei-
bungen von Turingmaschinen zusammengestel It wurden.

ul { 0, l} qaccept
— >

yi {0,1,# w

qTMUVW,accept —p

Outm accept

UTM

_ _ _iLut™m)=L,, fdlsul L(K,)ist

Esgilt L(KV)—L(TMU,W)—% P faloul L(K. )i

Bemerkung: Offensichtlich ist L(K,) genau dann entscheidbar, wenn ui L(K ) ist; denn
dannist L(K,)=4. Fur ul L(K,) ist L(K,)=L
entscheidbar.

und diese Menge ist nicht

uni ?

Essei w,1 {0,1 die Kodierung einer Turingmaschine mit L(KWO):{ 0,4 . Esist w,i L,.
Die gesuchte Funktion h wird definiert durch
{014 o {07

i
.I' N . ~ * ~ *
. | =
i ! code(™™, ) fals z=u#wmit ul {0,2} undwi {0,1}
h- ! i ' undVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE
' : Z ® |
i Tw, sonst
-I- .I'
) 1

Wie obige Ausfiihrungen zeigen, ist hist total und berechenbar. AulRerdem gilt
zl L,, U zhat nicht die Form z= u#wmit ul {0,4}' und wi {0,1}

uni
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oder z hat die Form z= u#w mit ul {0,2}" und wi {0,1} und
VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE
oder z hat die Form z= u#w mit ul {0,2}" und wi {0,1} und
VERIFIZIERE_TM(W) = TRUE und ui L(K,).
Essei zI L. In den ersten beiden Fallen ist h(z) =w,, dso h(z)T L,. Im dritten Fal ist

h(z) = code(TMu,W)= v und nach obiger Bemerkung und nach Definitionvon L_: h(z)T L,.
dannist zI L,,, dh. z=u#w mit ul {0,4", wi {0,1}', VERIFIZIERE_TM(w)
= TRUE und ul L(K,). Daher ist h(z) =code(TM,, )=V und nach obiger Bemerkung
vl L,.

Insgesamt gilt also zI L, U h(2)1 L,, und damitist L, £ L gezeigt. ///

Ist zI L, i

Im folgenden wird nach einem algemeinen algorithmischen Verfahren gefragt, das einer
Turingmaschine irgendeine nichttriviale Eigenschaft ansieht. Unter einem algorithmischen
Verfahren ist hierbei eine auf alen Eingaben (entweder akzeptierend oder nicht akzeptierend)
stoppende Turingmaschine zu verstehen. Der Begriff , nichttriviale Eigenschaft® wird wie
folgt definiert:

Eine Menge Li {0,4 von Kodierungen von Turingmaschinen heif}t nichttriviales Ent-
scheidungspr oblem Uber Turingmaschinen, wenn gilt:

(i) L1 A&
() L enthdt nicht die Kodierungen aller Turingmaschinen
(i) fur zwel Turingmaschinen TM, und TM,,, die durch w, bzw. w, kodiert werden,

dh. ™M, =K,, und T™, =K, , impliziet L(TM,)=L(TM,): Es gilt w,1 L genau

dann, wenn w, T L gilt.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit eines nichttrivialen Entscheidungsproblems L tber
Turingmaschinen lautet dann in unterschiedlichen &guivalenten Formulierungen:
Ist L entscheidbar?
Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe eines Wortes wi { 0,1} nach
endlich vielen Schritten entscheidet, ob wi L gilt oder nicht?
Gibt es ein agorithmisches Verfahren, das bel Eingabe der Beschreibung einer Turing-
maschine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Kodierung der Turingma-
schine zu L gehort oder nicht?
Die Turingmaschinen, deren Kodierungen zu L gehéren, haben alle eine durch L be-
schriebene Eigenschaft E, . Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe
einer Turingmaschine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Turingma-
schine die Eigenschaft E, aufweist oder nicht?
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Kann man mit Hilfe eines agorithmischen Verfahrens entscheiden, ob eine Turingma-
schine eine definierte Eigenschaft E, aufweist oder nicht?

Beispiele nichttrivialer Entscheidungsprobleme:

1. L :{ w|die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet eine konstante Funktion }; das
Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine eine konstante
Funktion berechnet?

2. Esse g eine Turingberechenbare Funktion.

L :{ w|die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet eine mit g identische Funktion };
das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
berechnete Funktion mit g Ubereinstimmt?

3. L., ={ wfr die durch wkodierteTuringmaschine K, gilt L(K ,)=/}; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge leer ist?

4. L, . ={ wlfir die durch wkodierte Turingmaschine K , gilt L(K,,)* &£}; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge mindestens ein Wort enthalt?

5. L ={ w|fir diedurch wkodierteTuringmaschine K, gilt : L(K,, )istendlich }; das Ent-
scheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzep-
tierte Menge endlich ist?

6. Essei L, {0,1} eineentscheidbare Menge und

L ={ w/fir die durch wkodierte Turingmaschine K, gilt : L(K, )= L, }; das Entschei-
dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine die Menge L, akzep-
tiert?

Satz 3.2-10:
Jedes nichttriviale Entscheidungsproblem L1 {0,4}' dber Turingmaschinen ist nicht
entscheidbar.

Beweis;

Es wird gezeigt, dal entweder L, £L oder L, £{0,2}'\L gilt. Da L, nicht entscheidbar

ist, ist im ersten Fall L nicht entscheidbar (Satz 3.2-3 Teil 2), im zweiten Fall ist {01} \L
nicht entscheidbar (Satz 3.2-3 Tell 2) und damit auch L nicht (Satz 3.2-2 Teil 3).

Der Beweis folgt dem Schema der Beweise fur die Sétze 3.2-6 und 3.2-9:
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Esssl TM, eine Turingmaschine mit L(TM,) =/ und w, = code(TM,), d.h. TM, =K, . Es
werden die beiden Falle
1. Fal: w1 L und

2. Fal: w,l L
unterschieden.

Zum 1. Fal (w,1 L):

Nach obiger Bedingung (ii) fiir L gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung w1 { 0,1}
und Wi L. Eswird die Giiltigkeit von L, £{0,1}'\L gezeigt, indem eine totale und bere-
chenbare Funktion h:{0,1 ® {0,1}' angegeben wird, fiir die wi L, U hw)T {0,2'\L
gilt.

Essei wi {0,4}' mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE. Mit Hilfe eines deterministisch arbei-
tenden Turingmaschinengenerators wird aus w eine Turingmaschine TM , konstruiert, die wie
folgt arbeitet:

Bei Eingabe von yi {0,1' wird die Eingabe zunéchst nicht beriicksichtigt, sondern ™M,
simuliert das Verhalten von K, bei leerem Eingabeband. Falls K, stoppt, wird yin TM ein-
gegeben, und TM , simuliert das Verhaten von TM auf der Eingabe y. Die Kodierung von

T™,, sei v. Esgilt vi {0, und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist determini-
stisch berechenbar, da nur Beschreibungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.

Qaccept
G qTMW,accept —p
- . K
yl {0,1} W ? L qm,accept
™
™, =K,

Man sieht:
L(KV):L(TMW):%L(TM) fals wl LH0 |§
e sonst

Die Funktion h wird definiert durch:

o1 ® {01
i j code(TM,,) fallsVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE

W ® I

|
h: i
1 T Wo sonst
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Die Funktion h ist total und berechenbar. AulRerdem ist diese Funktion fur den Nachweis der
Relation L, £{0,1} \L gesignet:

Ist wi L,,, dann ist (nach Definition von L, ) VERIFIZERE_TM(w) = TRUE und
h(w) = code(TM,,) = v. AuBerdem gilt (siehe oben) L(K,)=L(TM)=L(K, ). Nach Bedin-
gung (iii) ist wegen Wi L auch vi L, d.h. h(w)i L bzw. h(w)1 {02} \L.

Ist wi L, und ist VERIFIZIERE_TM(W) = FALSE, dann ist h(w) =w, und h(w)T L bzw.
h(w)i {0,2}'\L.

Ist wi L, und ist VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE, dann ist h(w)=code(TM,,)=v und
L(K,)=/=L(K,, ). Bedingung (iii), jetzt jedoch zusammen mit der Annahme w, 1 L, im-
pliziert h(w)T L bzw. h(w)i {0,1}'\L.

Zum 2. Fal (w, T L):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung wi {0,2}" und
wi L. Es wird die Glltigkeit von L,, £L gezeigt, indem eine totale und berechenbare
Funktion h:{0,1f ® {0,1}' angegeben wird, fiir die wi L, U h(w)T L gilt. Der Beweis

erfolgt wieim 1. Fall; dabei wird die dortige Rollevon TM von TM  iibernommen. ///

Satz 3.2-10 &% sich auch so formulieren;

Satz 3.2-11:
Ist LT {0,2} eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L nur in

den Féllen entscheidbar, dald L = & ist oder dal3L aus der Menge der Kodierungen aler
Turingmaschinen besteht.

Samtliche oben angefihrten Entscheidungsprobleme sind nicht entscheidbar, d.h. es ist bei-
spiel sweise nicht entscheidbar, ob

eine Turingmaschine eine konstante Funktion berechnet

eine Turingmaschine eine vorgegebene Funktion berechnet

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache leer ist

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache endlich ist

die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache mit einer entscheidbaren Menge
Ubereinstimmt.
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Der letzte Punkt kann in der Praxis folgendermal3en verwendet werden. Es zeigt sich namlich,
dal3 Programmverifikation bzw. die Verifikation einer Spezifikation algorithmisch unmoglich
ist.

Satz 3.2-12:
Fur kein algorithmisch l6sbares Problem (fir keine entscheidbare Menge) |&3t sich
durch einen einzigen Algorithmus testen, ob ein entworfener Algorithmus eine korrekte
L 6sung des Problems liefert.

Sucht man also nach Beispielen fur entscheidbare Mengen, so wird man bei Mengen, die aus
Kodierungen von Turingmaschinen mit speziellen Eigenschaften bestehen, nur in den trivia-
len Féllen flindig, die in Satz 3.2-11 beschrieben sind. Selbstverstandlich gibt es nichttriviale
entscheidbare Mengen (siehe Ubungen); diese bestehen dann aber nicht ausschliellich aus
Kodierungen von Turingmaschinen.

Die Bedingungen, unter denen Mengen aus Kodierungen von Turingmaschinen rekursiv auf-
zahlbar ist, sind wesentlich komplexer:

Satz 3.2-13:

Essei Li {0,2} eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L ge-

nau dann rekursiv aufzéhlbar, wenn folgende Eigenschaften (i) — (iii) gelten:

() 1st wilL, L=L(K,) und ist L, eine rekursiv aufzéhlbare Menge, etwa
L, =L(K,, ) fur einWort w,T {0, , mit L, | L,, dannistauch w, 1 L.

(i) 1st w7 L und L, =L(K,,) eine unendliche Menge, dann gibt es eine endliche
Teilmenge L, I L, mit L, =L(K,, ) und w,T L.

(iii) Essei EI L die Menge der Kodierungen, die Turingmaschinen kodieren, deren
akzeptierte Sprachen endlich sind; dann ist E entscheidbar.

Beispielsweise folgt aus Satz 3.2-11, dald die Mengen

L. :{W\ wi {0,4}'\VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K,)* ﬁE} und

L. :{w‘ wi {0,1}' ,VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K,,) :ﬁE}

nicht entscheidbar sind. Es wird jedoch nichts darliber gesagt, ob sie rekursiv aufzéhlbar sind
oder nicht. Aus Satz 3.2.-13 folgt, dald3 L_, nicht rekursiv aufzahlbar ist; denn Bedingung (i)

ist verletzt: Die Menge L_, enthalt das Wort w, mit L(KWO):/E aus dem Bewels zu Satz
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3.2-10. Setzt man L, =L(K,, ) und L,={0,1}', soist L, trivialerweise rekursiv aufzahibar,
etwa L, = L(K,, ) fur eine Kodierung w,1 {0,1} . Esgilt L, [ L,, aber w, | L_.

Im Fall von L_, und L,,. kann man auch anders argumentieren: Man zeigt direkt, dald die
Sprache L, . rekursiv aufzahlbar und folglich {0,2}'\ L, . nicht rekursiv aufzahlbar ist (denn
sonst wére L, . entscheidbar). Weiterhin gilt {0,4}' \L, . £ L_., und daher ist L_. nicht re-
kursiv aufzéhlbar. Dazu ist zum einen eine Turingmaschine TM anzugeben mit L(TM) =L, .,
zum anderen zum Nachweis der Relation {0,'\L, . £L_. eine ,geeignete’ Funktion

h:{0,4 ® {0,1} .

TM arbeitet wie folgt: Als Eingabe erhalt TM ein Wort wi { 0,1} . Falls
VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE ist, wird w nicht akzeptiert. Andernfalls beginnt TM, alle
Worte zI {0,1,# der Form z=v#bin(i) mit vi {0,1}" in lexikographischer Reihenfolge
zu erzeugen. Jedesmal, wenn ein derartiges Wort generiert worden ist, smuliert TM das Ver-
halten von K, bei Eingabe von v fur hochstens i Schritte. Wird v dabei akzeptiert, akzeptiert
TM die Eingabe w. Andernfalls wird das néchste Wort véthin(i ¢ erzeugt und getestet. Es gilt:
Ist wi L(TM), dann gibt es ein Wort vi {0,1}', so daR K, dieses Wort in hochstens i
Schritten firr ein i1 N akzeptiert. Daher ist L(K,,)* /& und wi L, .

Ist umgekehrt wi L, ., d.h. L(K,)* 4, dann gibt esein Wort vi L(K,,). Dieses Wort wird

in endlich vielen, etwa j Schritten akzeptiert. Wenn TM also bei Eingabe von w das Wort
v#bin(j) generiert hat, stoppt K, nach der Simulation von j Schritten im akzeptierenden Zu-

stand, und TM akzeptiert w, d.h. wi L(TM).

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, daR zum Nachweis der Relation { 0,1 \L, . £ L_,
folgende Funktion geeignet ist:

o4 ® {oy
1 o W fAISVERIFIZIERE_TM(w)=TRUE
{ 1w, sonst

h

Hierbel ist w, die Kodierung einer Turingmaschine mit L(KWO)= £.

Fur diein Satz 3.2-9 untersuchten Sprachen
L, :{w‘wi {0,/ ,VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K , )ist entscheidbar} und

L. :{w‘wi {0,1}',VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}

w



3.2 Rekursiv aufzéhlbare und entscheidbare Mengen

115

folgt ebenfalls aus Satz 3.2-13, dald sie nicht rekursiv aufz&hlbar sind; in beiden Félen ist

wieder Bedingung (i) verletzt.

Zusammenfassung wichtiger Beispiele:

nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzahlbar

nicht rekursiv aufzahlbar

Lo fur {04, wi {0, u
L, =i u#wW\VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y

\ K, stopptbei Eingabevonu |

| p

1wl {o1f, u
i i
L = {wVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE, y
} , stoppt bei leerem Eingabeband!

p
1w {o,7, u L |wi {0, u
L, = { WVERIFIZIERE_TM (w) = TRUE,y L, = { WVERIFIZIERE _TM (W) = FALSEy
Fwi uk,) | I |oder w i Lk, ) |
i ul {0,2",wi {0,7}, U i |zhat nicht die Form z = u#w
L,. ={ U#WNERIFIZIERE_TM (W) = TRUE,;, -~ _'}Zmutul {0,2}',wi {0,2}" oder
} ul L(K,) b : ERIFIZIERE _TM (w) = FALSE oder
flul Lk,)
Lol {01, u Ll {01, o
L. ={ WVERIFIZIERE_TM (w) = TRUE,y : ERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,y
| |
bk, £ b I b
bowl {0,1 : u

|
L. = { wVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE,y

I |L(K,,)ist entscheidiber iJ

1wl {07}, U
i
L. =i{wWVERFIZIERE_TM (w) = TRUE,y

I (K, )ist nicht entscheidier Ilo
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4 Elementeder Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Bisher wurden Sprachen tiber die Akzeptanz durch Turingmaschinen definiert. Das Ergebnis
ist die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen. Diese soll nun weiter strukturiert werden,
indem das Modell der Turingmaschine eingeschrankt wird. Eine Einschrankung wurde bereits
in Kapitel 3.1 behandelt: es werden dort Turingmaschinen betrachtet, die bel jeder Eingabe
stoppen. Diese Spezialisierung fuhrte auf die Klasse der entscheidbaren Sprachen, die eine
echte Teilklasse der Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen ist.

Insgesamt werden in den folgenden Unterkapiteln vier Sprachklassen beschrieben. Diese
Einteilung ist nach Noam Chomsky benannt, der diese Klassen as mogliche Modelle fur na-
tirliche Sprachen charakterisiert hat. Allerdings definiert die Chomskyhierarchie Sprachen
nicht Uber die Akzeptanz durch geeignete Maschinenmodelle, sondern definiert jede Klasse
durch die Form von syntaktischen Regeln, nach denen Worter der jeweiligen Sprache , er-
zeugt* werden kénnen. Fur jede Sprache wird eine entsprechende (formale) Grammatik fest-
gelegt. Je nach Art der erzeugenden Regeln ist die erzeugte Sprache eine Typ-0-Sprache, Typ-
1-Sprache, Typ-2-Sprache bzw. Typ-3-Sprache. Die zugrundeliegende Theorie heilét Theorie
der Formalen Sprachen. Zu jedem Sprachtypen der Chomskyhierarchie gibt es ein entspre-
chendes Berechnungsmodell (Automatentyp), das sich aus dem Modell der Turingmaschine
(durch die erwéhnten Einschrankungen) ableitet. Somit besteht ein enger Zusammenhang
zwischen der Theorie der Formalen Sprachen und der Automatentheorie, die sich wesentlich
mit der Definition von Modellen der Berechenbarkeit und Ubersetzbarkeit beschaftigt. Beide
Ansdtze werden in den folgenden Unterkapiteln gegeniibergestellt.

4.1 Grammatiken und formale Sprachen

Die Akzeptanz (das Erkennen) einer Sprache LI S Uber einem endlichen AlphabetS mit
Hilfe eines Berechnungsmodells wie der Turingmaschine kann als ,,analytischer* Ansatz be-
zeichnet werden. Dem gegentiber steht ein , synthetischer” Ansatz, der beschreibt, wie die
Worter einer Sprache mit Hilfe von Regeln erzeugt werden kdnnen. Dieser Ansatz wird in der
Theorie der formalen Sprachen verfolgt.

Eine Grammatik G =(S, N, S, R) wird definiert durch

das endliche Alphabet S der Terminalsymbole

das endliche Alphabet N der Nichtter minalsymbole (Variablen)

das Startsymbol ST N

eine endliche Menge R von Erzeugungsregeln (Ableitungsr egeln, Produktionen) mit

el A
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Ri {v® wivi (NES),wi (NES).|V21}.

Fur xi (NES), yT (NES), vi (NES), wl (NES) heil}t das Wort xwy von G in &-
nem Schritt aus xvy er zeugt, wenn es eine Erzeugungsregel v® w in R gibt. Man schreibt

v® w

dann: xvy P xwy oder xvylgxwy

Wenn der Zusammenhang klar ist, werden die Super- bzw. Subskripte auch weggel assen.

Ein Wort wi (NES) heiRt von G aus xI (NE S) erzeugt, wenn es eine Folge von Wér-

ten x 1 (NES),i=0, ...t gibt mit x=x,, %P X, firi=0 .. t-1, w=x.Man

A

schreibt dann auch xP w. Die Menge L(G) =t w|wl S und sk wg heil}t die von G er-
|

zeugte Sprache.
Beispiele:
Grammatik fiir einige Sprachen tiber {a,b,c}
1. G =({ab.{s ABLS{sS® AB,A® aA A® e,B® bB,B® e}) erzeugt die Sprache

L, :{aibj [iT N,jl N}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik
Gi=({ab}{sB},S{S® e S® aS, S® bB,B® bB,B® e}) erzeugt.

2. G,=({abh{s}S{S® e, S® amh}) erzeugt die Sprache L, ={a"b" |nT N}

3. G,=(ab}.{S,AB},S{S® AB,A® e, A® aAb,B® e, B® cB}) erzeugt die Sprache
L, ={a"b"c' [n N,iT N}

4. G,=({ab,c,{sB},s{s® asBc,S® abc,cB® Bc,bB® bb}) erzeugt die Sprache
L, :{a”b”cn InT N,n3 1}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik

G§=({ab,c},{sB,Cl,S{S® aSBC,S® aBC,CB® BC,aB® ab,bB® bb,bC ® bc,cC® cc}
erzeugt.

5. G, =({0,1,{s,AB},S{S® 1A S® 0B,A® 0,A® 0S,A® 1AA B® 1,B® 1S,B® 0BB})
erzeugt die Sprache
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L, ={ wiwi {0,1}" und die Anzahl der Zeichen Oin wist gleich der Anzahl der Zeichen 1}

Eine Grammatik G =(S, N, S,R) kann shnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4)
durch eine Zeichenkette aus { 0,1} (algorithmisch auf deterministische Weise) kodiert wer-
den. Die Kodierung ist dabei eine injektive Abbildung, die jeder Grammatik G ein Wort
code(G)1 { 0,1} zuordnet. Zusitzlich kann die Codierung so entworfen werden, daR3 man

entscheiden kann, ob ein Wort wi { 0,1} die Kodierung einer Grammatik darstellt, und da3

man aus der Kodierung einer Grammatik diese rekonstruieren kann. Auf Details der Darstel-
lung und der Verfahren soll hier verzichtet werden.

FureinWort wi {0,1} ist

iTRUE fdlswdie Kodierung einer Grammatik darstellt
VERIFIZIERE _G(w) =i _ , . : .
1FALSE fals wnicht die Kodierung einer Grammatik darstellt

Die durch ein Wort wi {0,2}" mit VERIFIZIERE_G(w) = TRUE kodierte Grammatik sei
KG

w "

Die zum Wortproblem gehtérende Menge L,,,,, wird definiert durch
Liort :{u#w‘ ul S, wi {0,4}',VERIFIZIERE _G(w) = TRUE und ul L(KGW)}.

Das Wortproblem ist entscheidbar, wenn L, entscheidbar ist. In diesem Fall gibt es einen

auf allen Eingaben der Form u#w mit ul S* und wi { 0,1} stoppenden Algorithmus, der
die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn u#wi L, ist.

Vereinfacht ausgedriickt ist das Wortproblem entscheidbar, wenn es einen auf jeder Einga-
be stoppenden Algorithmus A gibt, der eine aus zwei Teilen bestehende Eingabe, namlich be-
stehend aus (der Kodierung) einer Grammatik G=(S,N,S,R) und einer Zeichenkette

ul S, erhdt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn ul L(G) gilt, d.h. wenn sich u

aus dem Startsymbol von G durch Anwendung der in G definierten Ableitungsregeln herleiten
lart.

— — > qaccept —p UT L (G)

s, Osex ——» ui L(G)
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Entsprechend kann man das L eerheitsproblem definieren:

Die zum L eerheitsproblem gehtrende Menge L, wird definiert durch

Lo :{w‘ wi {0,1,VERIFIZIERE _G(w) = TRUE und L(KGW):/E}.

Das Leerheitsproblem ist entscheidbar (hier in der vereinfachten Darstellung), wenn es ei-
nen auf jeder Eingabe stoppenden Algorithmus A gibt, der as Eingabe eine Grammatik
G=(S,N, S,R) erhdlt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn L(G) = £ gilt.

G qaccept —> L(G) =/

Orges ——» L(G)! A

4.2 Typ-0-Sprachen

Eine Sprache, die von einer Grammatik G = (S, N, S, R) erzeugt wird, fir die
Ri {v® wivi (NES)"\ S',wi (NES)} gilt, heift Typ-0-Sprache. Die Regeln v® w
einer Typ-0-Sprache erfulllen also die Bedingung |v|3 1, und die linke Seite v einer Regel ent-

halt mindestens ein nichtterminales Symbol; auf}erdem kann in einer Ableitung durch An-
wendung einer Regel keine einmal entstandene rein terminale Zeichenkette mehr ersetzt wer-

v® w

den. In einem Ableitungsschritt xvy P xwy kann es aber durchaus vorkommen, dal3 das Er-
gebnis xwy des Ableitungsschritts kiirzer a's die Ausgangszeichenkette ist.

Man kann zeigen, dal? jede Typ-0-Sprache mit einem Alphabet S von einer Turingmaschine
mit Eingabealphabet S akzeptiert werden kann. Dazu wird der Erzeugungsvorgang einer
Grammatik mit Hilfe einer nichtdeterministischen Turingmaschine simuliert. Umgekehrt a3t
sich jede rekursiv aufzéhlbare Menge durch eine Typ-O-Grammatik erzeugen. Daher gilt:

Satz 4.2-1:
Die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Mengen (von Turingmaschinen akzeptierte Men-
gen) uber einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der Typ-0-Sprachen mit Al-
phabet S identisch.
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In Kapitel 3.2 wird gezeigt, dal3 die Menge
Lo :{u#w‘ui {0,2}',wi {0,2}' ,VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund ul L(KW)}
nicht entscheidbar ist. Satz 4.2-1 legt nahe, in der Definition von L, das Pradikat VERIFI-
ZIERE_TM durch VERIFIZIERE_G zu ersetzen und dieses dann durch das leicht modifizierte
Préadikat
VERIFIZIERE _G_TYP_0O(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-0-Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ-0- Grammatik darstellt
Man erhélt dann das Wortproblem fur Typ-0-Grammatiken, das danach fragt, ob die Men-
ge
I‘\Nort_Typ-O
={u#w‘ ul S, wi {0, ,VERIFIZIERE_G_TYP_0O(w)=TRUEund ul L(KGW)}

entscheidbar ist. Diese Frage muf3 verneint werden.

Ahnlich verhalt es sich mit dem L eer heitsproblem fur Typ-0-Grammatiken. Die Menge
Lieer 1yp-0 :{w‘ wi {0,4',\VERIFIZIERE_G_TYP_0(w) = TRUEund L(KGW):/E}

ist nicht entscheidbar, da (vgl. Kapitel 3.2) die Menge

L= {w‘wi {0,2}',\VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K ) :ﬁE}

nicht rekursiv aufzahlbar und damit auch nicht entscheidbar ist.

Insgesamt ergibt sich

Satz 4.2-2:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fir Typ-0-Grammatiken sind nicht ent-
scheidbar:

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G = (S, N, S, R) und eines Wortes ul S’ entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G = (S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) = £ gilt.

4.3 Typ-1-Sprachen

Esse G=(S,N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln
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Ri {v® wivi (NES)"\ S',wi (NES)| folgender zusstzlicher Einschrankung urterlie-
gen:

Fir alle Regeln v® w gilt |V £|w]. Als einzige Ausnahme ist die Regel S® e zugelassen;
wenn diese Regel vorkommt, darf Sauf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen.

Wie bel einer Typ-O-Grammatik durfen auf der linken Seite einer Regel in einer Typ-1-
Grammatik also sowohl terminale als auch nichtterminale Zeichen vorkommen, wobei links
mindestens ein nichtterminales Zeichen steht. Die Lange der rechten Seite einer Regel ist bis
auf die Ausnahme S® e mindestens so grol3 wie die Lange der linken Seite. Daher wird in

v® w

einem Ableitungsschritt xvy P xwy die Lange des Ableitungsergebnisses nicht kirzer. In d-

ner Ableitung SP weines Wortes wi S*, etwa Sb x, P ..b x P x, P ..P w, gilt fur

alle Zwischenschritte 1=|S £ x| £...£ x| £ X, £ ... £ . Diese Beobachtung wird wichtig,

wenn man den Turingmaschinentyp charakterisieren mochte, der eine von einer Typ-1-
Grammatik erzeugten Sprache erkennt.

Enthdlt R die Regel S® e, dannist el L(G), und die Anwendung der Regel S® e stelt
die einzige Mdglichkeit dar, um e aus Sabzuleiten.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heildt Typ-1-Sprache oder kontext-
sensitive Sprache. Die Grammatik heif3t kontextsensitive Grammatik. Beispielsweise ist
die Sprache L, :{a”b”cn InT N,n3 1} aus Kapitel 4.1 eine kontextsensitive Sprache (Typ-1-
Sprache).

Jede Typ-1-Sprache ist nattirlich auch eine Typ-0-Sprache.

Es stellt sich die Frage, ob es Typ-0-Sprachen gibt, die nicht kontextsensitiv sind. Zur Beant-
wortung dieser Frage wird folgender Ansatz gewahlt: Es wird ein Berechnungsmodell vorge-
stellt, das sich aus dem Modell der Turingmaschine ableitet und genau kontextsensitive Spra-
chen akzeptiert, und dann untersucht, wie sich dieses Berechnungsmodell zum Modell der Tu-
ringmaschine verhalt:

Ein linear beschrankter Automat LBA ist eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren
Schreib/Lesekdpfe auf allen Bandern bei Eingabe eines Wortes w mit |w| =n jeweils nicht

mehr als n+1 Zellen auf den Bandern verwenden. Insbesondere bewegt sich kein Kopf wei-
ter nach rechts als bis zur Position n+1 (an dem Blank auf dem Eingabeband bei Position
n+1 wird das Ende des Eingabeworts erkannt). Die von einem LBA akzeptierte Menge
L(LBA) wird wie bei Turingmaschinen definiert.
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Man kann zeigen, dal3 es zu jeder von einem linear beschrénkten Automaten LBA akzeptierten
Sprache L=L(LBA) eine kontextsensitive Grammatik G, gibt mit L(G_.,)=L(LBA).
Umgekehrt gibt es zu jeder von einer kontextsensitiven Grammatik G erzeugten Sprache
L¢=L(G) einen linear beschrankten Automaten LBA, mit L(LBA,)=L(G). In diese Uber-
legungen geht wesentlich ein, dal3 die Produktionen v® w der kontextsensitiven Grammatik
der Bedingung Regeln |v| £ |w genligen, so daf3 zur Akzeptanz auf allen Béndern jeweils ein

durch die L&nge des Eingabeworts linear beschrénkter Speicherplatz ausreicht.

Satz 4.3-1:
Die Klasse der von linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen Uber einem
endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-
Sprachen) Gber S identisch.

M o6chte man daher Aussagen Uber kontextsensitive Sprachen beweisen, so kann man dazu mit
kontextsensitiven Grammatiken oder linear beschrankten Automaten argumentieren. Satz 4.3-
1 &’ vermuten, dal die Klasse der kontextsensitiven Sprachen Uber S eine echte Teilklasse
der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen tber S ist. Der folgende Satz bestétigt diese Vermutung.

Satz 4.3-2:
Die von einem linear beschrankten Automaten LBA akzeptierte Menge L(LBA) Uber

einem Alphabet S ist entscheidbar.

Jede kontextsensitive Sprache Uber einem Alphabet S ist entscheidbar.

Die Entscheidung kann bei einem Wort wi S mit Lange nin 0(20‘“)) vielen Schritten
getroffen werden; das Entscheidungsverfahren hat also exponentielle Laufzeit.

Beweis;

Essei G=(S,N, S, R) eine kontextsensitive Grammatik. Zu zeigen ist: L(G) ist entscheid-
bar. Dazu wird eine auf alen Eingaben wi S™ stoppende Turingmaschine TM, angegeben,
die w genau dann akzeptiert, wenn wi L(G) ist. Die Arbeitsweise von TM wird hier in-
formell in Form eines Algorithmus beschrieben:

Bei Eingabe von wi S’ mit [w/=n erzeugt TM, einen Graphen, dessen Knoten mit den

Zeichenkettenin (N E S)' markiert sind, die eine Lange besitzen, die kleiner oder gleich n ist
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(andere Zeichenketten kommen in einer Ableitung SP w nicht vor). Ist dabei der Knoten K.
mit der Zeichenkette a1 (NES) und der Knoten K, mit b1 (NES)" markiert und kann

man in G durch Anwendung einer Regel b aus a in einem Ableitungsschritt herleiten, d.h.
abG b, dann wird eine Kante von K; nach K, eingefigt. Ein Knoten ist mit S markiert und

einer mit w. Es ist wi L(G) genau dann, wenn es einen Pfad von dem mit S markierten

Knoten zu dem mit w markierten Knoten gibt. Um diese Tatsache festzustellen, kann man &a-
nen der bekannten Algorithmen zum Auffinden von Pfaden in Graphen zwischen definierten

Knoten anwenden. Da der beschriebene Graph O(c“) viele Knoten (mit einer Konstanten
c=c(G)) besitzt und sich die Laufzeit des Pfadsuchalgorithmus durch eine Funktion der

Ordnung O(m"‘) beschréanken 14, wobei mi O(c”) die Anzahl der Knoten im Graphen an-
gibt, ist das gesamte Entscheidungsverfahren von der Ordnung O(2°® ). ///

Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen ist eine echte Tellklasse der Klasse der entscheid-
baren Sprachen, wie folgende Sétze zeigen.

Mit der Diagonalisierungstechnik a3t sich zunéchst folgender (technischer) Hilfssatz zeigen:

Satz 4.3-3:
Es sai

L, | {w‘ wi {0, ,VERIFIZIERE _TM (w) = TRUE und K, stoppt auf jeder Eing abe}
eine rekursiv aufzéhlbare Menge. Dann gibt es eine entscheidbare Sprache L, die von

einer auf allen Eingaben stoppenden Turingmaschine TM erkannt wird, deren Kodie-
rung in L, nicht vorkommt.

Bemerkung: Dadie Menge
L, :{w‘wi {0,/ ,VERIFIZIERE _TM (W) = TRUEund L(K , )ist entscheidbar}
aus Kapitel 3.2 nicht rekursiv aufzahlbar ist, gilt L, * L,.

Beweis;

Da L, s rekursiv aufzahlbar angenommen wird, gibt es nach Satz 3.1-2 eine totale bere-
chenbare Funktion h:{0,1} ® S" mit L, =h{0,1} ).
Eswird L={w/wi {07 undwi L(K,,)} gesetzt

Dann ist L entscheidbar: Eine auf allen Eingaben wi { 0,1} stoppende Turingmaschine TM
mit L(TM) =L, d.h. die entscheidet, ob wi L gilt oder nicht, arbeitet wie folgt: TM berech-
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net zunachst h(w). Dabei ist h(w)i L,, insbesondere VERIFIZIERE _TM (h(w)) = TRUE.
Jetzt simuliert TM das Verhalten von K, ,, bei Eingabe von w. Da K, nach Definition von
L, auf allen Eingaben stoppt, kann TM feststellen, ob wi L(Kh(w)) gilt oder nicht. Das Wort
w wird von TM genau dann akzeptiert, wenn bei dieser Simulation wi L(Kh(w)) festgestelIt
wird.
TM habe die Kodierung w,. Falls w, T L, gilt, dann s wi {0, so gewahlt, daR
h(w) =w, ist. Dann folgt (nach Definition von L) der Widerspruch
wi LU wl L(Kh(w)) (nach Definition von L)

U wi L(K, ) (wegen h(w)=w,)

U wl L(TM) (daw,_ dieKodierungvon TM ist)

U wlL (wegen L(TM) =L).
Daher kommt die Kodierung w, von TM in L, nicht vor. //

Satz 4.3-3 kann genutzt werden, um zu zeigen, dal3 es eine entscheidbare Menge gibt, die
nicht kontextsensitiv ist:

Jede kontextsensitive Grammatik kann &hnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4
und Kapitel 4) durch eine Zeichenkette aus { 0,1} (algorithmisch auf deterministische Weise)

kodiert werden. Wie in Kapitel 2.4 auf der Menge der Turingmaschinen kann man dann auf
der Menge der kontextsensitiven Grammatiken auf Basis ihrer Kodierungen eine lineare Ord-
nung definieren. Man kann aso von der i-ten kontextsensitiven Grammatik G, sprechen.

Nach Satz 4.3-2 ist L(G;) entscheidbar mit einer (dort angegebenen) Turingmaschine TM ;
die Turingmaschine TM; stoppt (nach Konstruktion) auf jeder Eingabe. Deren Kodierung
sel (geméa dem Vorgehen aus Kapitel 2.4) code(TM G ) Die Berechnung des Werts
code(TM Gi) bei Vorgabe von i bzw. von bin(i) erfolgt insgesamt auf deterministische Weise
und definiert eine Funktion h:{0,1} ® {0,1} :

(i « )bin(i) ® i - tekontextsensitve Grammatik G, ® TM, ® code(TM,, ).

Diese Abbildung ist injektiv, wie man leicht nachprifen kann. Durch h wird jeder Zeichen-
kette u=bhin(i) die Kodierung einer Turingmaschine zugeordnet, die auf jeder Eingabe

stoppt. Setzt man L, = h({ 0,1 ) so sind die Voraussetzungen in Satz 4.3-3 exrfillt. Daher gilt
der folgende Satz.

Satz 4.3-4:
Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-Sprachen) Uber einem endlichen Al-
phabet S ist eine echte Untermenge der entscheidbaren Sprachen Uber S und damit
auch der Typ-O-Sprachen Uber S.
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Wie im allgemeinen Fall der Turingmaschine unterscheidet man auch bei linear beschrénkten
Automaten nichtdeterministisches und deterministisches Verhalten. Ein nichtdeter ministi-
scher linear beschrankter Automat liegt vor, wenn die Uberfiihrungsfunktion die Form

d:Q s*® P[Q" (S {L,R §})") hat, ein deterministischer linear beschrankter Automat

liegt vor, wenn die Uberfihrungsfunktion die Form d:Q” S*® Q (S” {L,R,S})" hat. Im
deterministischen Fall ist die Folgekonfiguration (falls sie Uberhaupt existiert) einer Konfigu-
ration eindeutig bestimmt; zum Nichtdeterminismus vgl. Kapitel 2.5. Es ist nicht bekannt, ob
jede von einem nichtdeterministischen linear beschrankten Automaten auch von einem deter-
ministischen linear beschrankten Automaten akzeptiert wird. Dieses offene Problem heif3t
LBA-Problem. Zu beachten ist dabel folgendes: Ist L eine kontextsensitive Sprache, dann
gibt es einen nichtdeterministischen linear beschrankten Automaten LBA mit L = L(LBA).

Die Akzeptanz eines Wortes w mit |w =n benétigt eine Anzahl von Zellen, die durch die li-
neare Funktion S(n) =n+1 gegeben ist. Das nichtdeterministische Verhalten einer Turing-
maschine, die durch eine Funktion der Ordnung O( f (n)) platzbeschrankt ist, kann determini-

stisch simuliert werden, wobei dabei der Speicherplatzbedarf die Ordnung O(f ?(n)) an-
nimmt. Da ein linear beschrénkter Automat auch eine nichtdeterministische Turingmaschine
ist, kdnnte man versuchen, diese deterministische Simulation hier zu verwenden. Diese fihrt
jedoch aus der Klasse der linear beschrénkten Automaten heraus, da sie quadratischen Spei-

cherplatz der Ordnung O(Sz(n)): O(nz) bendtigt. Daher tragt die deterministische Simulati-

on einer nichtdeterministischen Turingmaschine in dieser Allgemeinheit zur Losung des
LBA-Problems nichts bel.

Die Klasse der von deterministischen linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen
ist abgeschlossen gegen Komplementbildung (das zeigt man wie in Satz 3.2-2 Teil 3.). Man
hat lange Zeit vermutet, dal? diese AbschlulReigenschaft fir die Klasse der von nichtdetermini-
stischen linear beschrankten Automaten akzeptierten Sprachen nicht zutrifft. Die Richtigkeit
dieser Vermutung hétte die (negative) Losung des LBA-Problems nach sich gezogen. Inzwi-
schen weil3 man jedoch, dald3 auch die Klasse der von nichtdeterministischen linear be-
schrankten Automaten akzeptierten Sprachen abgeschlossen gegen Komplementbildung ist.
Das LBA-Problem ist weiterhin ungel 6st.

Die Definition des Wortproblems fur Typ-0-Grammatiken kann man auf Typ-1-Grammatiken
Ubertragen: Dazu wird das Préadikat
VERIFIZIERE _G_TYP_1(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-1- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ-1- Grammatik darstellt
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definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer kontextsensitiven Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-1-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-l
={u#w‘ ul ", wi {0,4,VERIFIZIERE_G_TYP_1(w)=TRUEund ul L(KGW)}

entscheidbar ist.

Aus dem Beweis von Satz 4.3-2 folgt, dal’ das Wortproblem fir kontextsensitive Grammati-
ken entscheidbar ist. Das Leerheitsproblem fur Typ-1-Grammatiken, namlich die Frage,

ob die Menge
L —{w‘ wi {0,4',VERIFIZIERE_G_TYP_1(w) = TRUEund L(KGW):/E}

leer _Typ-1 —

entscheidbar ist, mul3 wie bei Typ-O-Grammatiken verneint werden (der Beweis findet sich in
der angegebenen Literatur).

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.3-5:
Das Wortproblem fir Typ-1-Grammatiken ist entscheidbar; das Leerheitsproblem fir
Typ-1-Grammatiken ist nicht entscheidbar:

Es gibt einen auf alen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-1-
Grammatik G =(S, N, S, R) und einesWortes ul S" entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
1-Grammatik G =(S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) =/ gilt.

4.4 Typ-2-Sprachen

Es se G=(S,N,S,R) ene Grammatik, in der fir die Erzeugungsregeln
Ri {A® w|Al Nundwi (NES)} gilt. Auf der linken Seite einer Regel steht immer ge-
nau ein nichtterminales Symbol, rechts kann auch die leere Zeichenkette vorkommen.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heildt Typ-2-Sprache oder kontext-
freie Sprache. Die zugehtrige Grammatik heif% kontextfrele Grammatik. Beispielsweise

sind die Sprache L, ={a"b" |nT N}, L, ={a"b"c' |n1 N,iT N} und
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L, ={ wiwi {0,1}" und die Anzahl der Zeichen Oin wist gleich der Anzahl der Zeichen 1}, aus
Kapitel 4.1 kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen).

Die kontextfreien Sprachen zéhlen zu den am intensivsten erforschten Sprachen. Einen Uber-
ragenden Erfolg haben sie in der Anwendung und der Theorie des Compilerbaus. Program-
miersprachen wie Pascal und ihre Nachfolger sind erst nach intensiver Erforschung der kon-
textfreien Sprachen und unter Anwendung dieser Theorie entwickelt worden. Die Syntax der
meisten heute Ublichen Programmiersprachen wird in Form einer Grammatik definiert, die
weitestgehend kontextfrel ist. Man kann jedoch formal zeigen, dal3 eine Programmiersprache,
in der Variablen mit Datentypen deklariert werden, so dal3 Typvertraglichkeit verlangt wird,
in der die Anzahl von Formal- und Aktual parametern in Prozeduren Ubereinstimmen miissen,
in der ausschliefdlich die Verwendung vorher deklarierter Objekte zuldssig ist usw., nicht
komplett durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben werden kann.

Beispid:
Ausschnitt aus der Sprachdefinition der Programmiersprache Object Pascal

Die Syntax der Sprache Object Pascal wird wie bei vielen anderen Programmiersprachen
(weitgehend) durch eine kontextfreie Grammatik definiert. Nichtterminale Symbole werden
dabel durch Bezeichner angegeben, die mit einem GrofRbuchstaben beginnen und weitere
Kleinbuchstaben enthalten. Bezeichner, die nur GrofRbuchstaben enthalten, stehen fir jewells
ein einziges terminales Symbol. So bezeichnet im folgenden Ausschnitt der Bezeichner zi el

das Startsymbol der Sprache, wahrend der Bezeichner uni T fUr ein einziges terminales Sym-
bol steht.

Eine Regelangabe der Form A® a, |a, |...|]a, steht fur dien Regeln A® a,, A® a,, ..,
A® a . Ein Angabe in eckigen Klammern innerhalb einer Regel bezeichnet einen optionalen
Teil, dh. A® a[blg steht fir die Regeln A® abg und A® ag.

Ziel -> (Programm | Package | Bibliothek | Unit)
Progranm - > [ PROGRAM Bezei chner [' (' Bezeichnerliste')'] ';']

Pr ogrambl ock ' .
Unit -> UNIT Bezei chner ';'
i nterface-Abschnitt
i npl erent ati on- Abschni tt
initialization-Abschnitt '.'

Package -> PACKAGE Bezei chner ';'

[ requires-Klausel]
[ cont ai ns- Kl ausel ]
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END '.'
Bi bl i ot hek -> LI BRARY Bezei chner ';'
Pr ogrammbl ock ' .
Pr ogrambl ock -> [uses- Kl ausel ]
Bl ock

uses- Kl ausel -> USES Bezei chnerliste ';'
interface-Abschnitt -> | NTERFACE

[uses- Kl ausel ]
[interface-Deklaration]...

interface-Deklaration -> const-Abschnitt
-> type- Abschnitt

-> var-Abschnitt
-> export ed- Kopf

export ed- Kopf -> Prozedurkopf ';' [Direktive]
-> Funktionskopf ';' [Direktive]

i mpl enent ati on- Abschnitt -> | MPLEMENTATI ON

[ uses- Kl ausel ]
[ Dekl ar ati onsabschnitt]. ..

Bl ock -> [ Dekl arationsabschnitt]
Ver bundanwei sung
Dekl ar ati onsabschnitt -> Label - Dekl arati onsabschnitt
-> const-Abschni tt
-> type- Abschnitt

-> var-Abschnitt
-> Prozedurdekl arati onsabschnitt

Ei nfache Anwei sung -> Designhator ['(' Ausdrucksliste ')']

-> Designator ':=" Ausdruck
-> | NHERI TED
-> @OTO Label - Bezei chner

Strukturierte Anwei sung -> Verbundanwei sung
-> Bedi ngte Anwei sung
-> Schl ei f enanwei sung

-> w t h- Anwei sung

Ver bundanwei sung -> BEG N Anwei sungsliste END
Bedi ngt e Anwei sung -> if-Anwei sung
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-> case- Anwei sung

i f-Anwei sung -> | F Ausdruck THEN Ausdruck [ELSE Ausdruck]

case- Anwei sung -> CASE Ausdruck OF case-Selektor/';'... [ELSE Ausdruck] [';'] END
case- Sel ektor -> case-Label/',"... '":' Anweisung
case-Label -> Konstanter Ausdruck ['..' Konstanter Ausdruck]

Schl ei f enanwei sung -> repeat - Anwei sung

-> whi | e- Anwei sung
-> for-Anwei sung

repeat - Anwei sung -> REPEAT Anwei sung UNTI L Ausdruck

whi | e- Anwei sung -> WHI LE Ausdruck DO Anwei sung

for-Anwei sung -> FOR Qualifizierter Bezeichner ':=" Ausdruck (TO | DOMNTO
Ausdruck DO Anwei sung

Wi t h- Anwei sung -> W TH Bezei chnerli ste DO Anwei sung

Pr ozedur dekl arati onsabschnitt -> Prozedurdekl aration

-> Funkti onsdekl aration

Kl assentyp -> CLASS [ Kl assenver er bung]

[ Kl assenfel derli st e]

[ Kl assennet hodenl i st €]

[ Kl assenei genschaftenli st €]
END

Kl assenvererbung -> ' (' Bezeichnerliste ')’
Kl assensi chtbarkeit -> [PUBLIC | PROTECTED | PRI VATE | PUBLI SHED]
Kl assenfel derliste -> (Kl assensichtbarkeit Cbjektfelderliste)/';"'...
Kl assennet hodenl i ste -> (Kl assensi chtbarkeit Methodenliste)/';"...
Kl assenei genschaftenliste -> (Kl assensichtbarkeit Eigenschaftenliste ";')...
Ei genschaftenliste -> PROPERTY Bezei chner [Eigenschaftsschnittstelle]
Ei genschaf t sbezei chner

Ei genschaftsschnittstelle -> [Ei genschaftsparaneterliste] ':' Bezeichner
Ei genschaftsparaneterliste -> '[' (Bezeichnerliste ':' Typbezeichner)/';"... ']'
Ei genschaf t sbezei chner -> [I NDEX Konst ant er Ausdr uck]

[ READ | dent]

[WRI TE Bezei chner]

[ STORED Bezei chner | Konstante)]

[ (DEFAULT Konstanter Ausdruck) | NODEFAULT]
[ 1 MPLEMENTS Typbezei chner]

Schnittstellentyp -> | NTERFACE [ Schnittstel |l envererbung]

[ Kl assenmet hodenl i st e]
[ Kl assenei genschaftenli ste]
END

Schnittstel |l envererbung -> ' (' Bezeichnerliste ')’
requi res- Kl ausel -> REQUI RES Bezei chnerliste... ';'
cont ai ns- Kl ausel -> CONTAI NS Bezei chnerliste... ';'
Bezei chnerliste -> Bezeichner/',"'...
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Qual ifizierter Bezeichner -> [Unit-Bezeichner '.'] Bezeichner
Typbezei chner -> [Unit-Bezeichner '.'] <Typbezeichner>

I dent -> <Bezei chner>

Const Expr -> <Konstanter Ausdruck>

Unitld -> <Unit-Bezei chner>

Label Id -> <Label - Bezei chner >

Nunmber -> <Nummer >
String -> <String>

Die Erzeugungsregeln einer kontextfreien Grammatik erfullen (auf den ersten Blick) auch die
Bedingung, die man an eine kontextsensitive Grammitik stellt. In einer kontextfreien Gram-
matik konnen jedoch auch Produktionen der Form A® e vorkommen, wobei A S oder zu-
sétzlich A auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt. In diesem Fall kann man in &-
nem endlichen Verfahren die Regeln und nichtterminalen Symbole der Grammatik so aban-
dern, dal? keine Produktionen der Form A® e mehr vorkommen aufer wenn eventuell A das
Startsymbol ist (A steht dann auf keiner rechten Seite einer Produktion). Die Anderung kann
so erfolgen, dal3 weiterhin dieselbe Sprache erzeugt wird. Es gilt daher:

Satz 4.4-1:
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextsensitive Grammatik G¢(, die
dieselbe Sprache erzeugt:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-1-Sprachen) tiber einem endlichen Alpha-
bet S ist eine echte Teilmenge der kontextsensitiven Sprachen Uber S.

Die Tatsache, dal3 die Klasse der kontextfreien Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S
echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen Uber S enthalten ist, wird weiter unten be-
wiesen.

Der folgende Satz, der auch hier ohne Beweis aufgefuhrt wird, besagt, dal3 man jede kontext-
freie Grammatik in eine Grammatik in Normalform tberfihren kann, deren Regeln eine ein-
fache Struktur aufweisen.

Satz 4.4-2:
Jede kontextfreie Grammatik kann so umgeformt werden, dal? alle Regeln die Form
S® e oder
A® BC mit Al N, BI N, CI N oder
A® a mit Al N, al S
haben (Chomsky-Normalform) und dabei dieselbe Sprache erzeugt wird.

Der folgende Satz (uvwxy-Theorem, pumping lemma) liefert ein Beweismittel, mit dessen
Hilfe man zeigen kann, dal? eine Sprache nicht kontextfrel ist.
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Satz 4.4-3:
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt eseine Zahl n, >0 mit der Eigenschaft:

jedes zI L mit |73 n, &3 sich zerlegenin z=uwwxy mit
(i) |ww £n,

(i) (>0

(i) uv*wx*yT L fir jedes k1 N.

Beweis;

Essei G=(S,N, S, R) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform mit L = L(G)

_ o|N[+1
und ny, =27,

Fur ein Wort zI L, etwa z=a,..a, mit a,1 S, .., a,1 S und |2=n3 n,, hat eine Ablei-
tung aus Sdie Form Sb BCPb ...p a, ...a,. Diese Ableitung kann a's Ableitungsbaum ge-

schrieben werden, in dem jeder Knoten durch ein in der Ableitung vorkommendes Symbol
markiert ist: Die Wurzel des Ableitungsbaums ist mit S markiert. Wird in der Ableitung eine
Regel der Form A® BC mit BT N und CT N angewendet, so gibt es im Ableitungsbaum
einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten Knoten, dessen direkte Nach-
folger mit B bzw. C markiert sind. Wird eine Regel der Form A® a mit al S angewendet,
so gibt esim Ableitungsbaum einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten
Knoten, dessen direkter Nachfolger mit a markiert ist. Da G Chomsky-Normalform hat, ist
dieser Ableitungsbaum ein Bindrbaum, in dem jeder innere Knoten genau zwei Nachfolger
hat und der Anwendung einer Regel der Form A® BC entspricht. Die Blétter des Baums
snd mit a,, ..., a, markiert. Ein mit a, markiertes Blatt mit seinem mit A markierten Vor-

ganger entspricht der Anwendung der Regel A ® a.. Nur an den Bléttern werden Regeln
dieser Form angewendet.

E’—P\

I I
a, a,

Firr die Anzahl n der Blétter dieses Ableitungsbaums gilt n=|23 n, =2"*'. Dann hat der
Baum nach Satz 1.1-9 Teil 4. eine Mindesthohe von dog, (n) + 13 éogz(Z‘N‘+1)+1f:|N|+2.
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Es gibt also einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, das mit einem terminalen Zeichen a,
markiert ist, auf dem mindestens |N|+1 viele innere Knoten liegen, die mit nichtterminalen

Symbol markiert sind. Da die Grammatik nur |N| viele nichtterminale Symbole enthalt,

kommt auf diesem Pfad ein AT N mindestens zweimal vor. Es werde hier die Situation be-
trachtet, bei der dieses zum ersten Mal geschieht:

Sb " wAwW, P * ww,Aw,w, P " uvwxy mit w,P " u, w,P v, AP w, w,P " x und
w, P y.

Da G kontextfrel ist, hdngen diese Ableitungen nicht zusammen, man kann sie unabhangig
voneinander in einer beliebigen Reihenfolge ausfihren. Daher sind in G auch folgende Ab-
leitungen moglich:

Sb " uAy P " uw,Aw,y P " uvAXy P " uvwxy .

Der erste Schritt in der Teilableitung uAy b * uw,Aw,y erfolgt durch Anwendung einer Re-
gel der Form A® BC, daher ergibt sich

UAyP uBCyP " uw,Aw,y und BC P ~ w,Aw, P ~ VAX. Waren beide Teilworte v und x leer,

so konnte man in G eine Ableitung BC b~ A durchfilhren. Dieses ist nicht mdglich, da G in
Chomsky-Normalform vorliegt. Daher gilt Eigenschaft (ii).

Die Teilableitung AP “ wx hat hochstens [N| viele Ableitungsschritte, da in G wegen der
Chomsky-Normalform keine Ableitungen der Form AP * B moglich sind. Daher gilt
wwx| £ 2N <n, (Eigenschaft (7).

Diein G mogliche Ableitung AP * vVAX kann man beliebig oft in die Ableitung Sb * uvwxy
einbauen und mit der Ableitung AP~ w kombinieren:

SP " uAyb " uvAxy b T uwAxxy b T uv*Ax y b " uvkwx¥y fir k3 1; auRerdem ist die
Ableitung SP " uAy b " uwy moglich. Insgesamt ist dieses die Eigenschaft (iii). //

Mit Hilfe dieses Satzes |&% sich zeigen, daf3 die Sprache L, :{a”b”cn [nT N,n3 1} (aus Ka-
pitel 4.1) nicht kontextfrei (aber kontextsensitiv ist). ESsei n=n,. Fir das Wort z=a"b"c"
ist |4=3n, 3 n,. Dann l&Rt sich zzerlegenin z=uwwxy mit den obigen Eigenschaften (i), (ii)
und (iii). Der Tell wix enthélt hochstens n, viele Zeichen und kann daher nicht gleichzeitig
aus a's, b’'s und c’'s bestehen. Eigenschaft (iii) besagt, da auch uv’wx°yl L, ist, d.h.
uw 1 L,. Eswerden drei Falle unterschieden:

1. Fall: vwx enthélt kein Zeichen c. Dannist uwx =a"b™, y=b""c". Da|vx| >0 igt, enthalt

vx k3 1 Zeichen aoder b. Das Wort uwy enthdlt n+m- k+n- m=2n- k<2n Zei-
chen a oder b und n Zeichen c. Daher ist uwy 1 L,.
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2. Fall: wwx enthalt mindestens ein Zeichen c. Wegen |wx| £ n, enthélt es kein Zeichen a. Es
ist u=a"b™, wxx =b™"c', y=c"' mit |3 1. Da v >0 ist, enthalt vx k3 1 Zei-
chen b oder c. Das Wort uwy enthdlt n Zeichena, m+n- m+I- k=n+1- k Zeichen
bodercund n- | Zeichenc. Daher ist uwyl L,.

In beiden Fallen ergibt sich ein Widerspruch. Daher ist Sprache L, ={a"0"c" [n1 N,n3 1

nicht kontextfrei.

Ein weiteres Beispiel ist die kontextsensitive Sprache L ={a? [i @ 1}.

Es gilt daher die in Satz 4.4-1 formulierte Aussage, dal3 die Klasse der kontextfreien Sprachen
Uber einem endlichen Alphabet S eine echte Teilmenge der Klasse der kontextsensitiven
Sprachen Uber S ist.

Exemplarisch fir viele interessante Entscheidungsprobleme im Zusammenhang mit kontext-
freien Grammatiken und kontextfreien Sprachen sollen wieder das Wortproblem und das
Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf kontextfreie Sprachen, betrachtet werden.

Wieder wird (analog zu den Typ-0- und Typ-1-Grammatiken) ein Prédikat
VERIFIZIERE_G_TYP_2(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ-2- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ - 2- Grammatik darstellt
definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer kontextfreien Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-2-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-Z

={u#w‘ ul s, wi {0,3}',VERIFIZIERE _G_TYP_2(w) =TRUEund ui L(KGW)}
entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf alen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bel Eingabe (der Kodierung) einer kontextfreien
Grammatik G Uber dem Alphabet S und eines Worts ul S* entscheidet, ob ul L(G) gilt

oder nicht. Da dieses Entscheidungsproblem fir kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist,
ist es auch im kontextfreien Fall entscheidbar. Das Entscheidungsverfahren aus Kapitel 4.3 ist
im Falle einer kontextfreien Grammatik jedoch zu aufwendig (exponentielles Laufzeitverhal-
ten). In der Theorie des Compilerbaus, die sich intensiv mit der Frage beschéftigt, ob ein Wort
zur Sprache einer gegebenen Grammatik gehort, wird gezeigt, dal3 die Frage sogar mit einem

Zeitaufwand der Ordnung O([u|3) bei gegebener Grammatik G entschieden werden kann. Auf
Details soll hier verzichtet werden.
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Das L eer heitsproblem, das fir Typ-0- und Typ-1-Grammatiken nicht entscheidbar ist, fragt

fur Typ-2-Grammatiken, ob die Menge

Lieer 1yp.2 :{w‘ wi {0,1 ,VERIFIZIERE_G_TYP_2(w) = TRUEund L(KGW):/E}
entscheidbar ist, bzw. in vereinfachter Darstellung, ob es einen auf allen Eingaben stoppenden
Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer Grammatik G entscheidet, ob

L(G) = A& gilt oder nicht.

Der folgende (Pseudocode-) Algorithmus entscheidet bei Eingabe einer kontextfreien Gram-
matik die G=(S, N, S,R) die Frage, L(G)* £?" . Aus diesem Algorithmus |14Rt sich leicht
ein Entscheidungsalgorithmus fur das Leerheitsproblem fir Typ-2-Grammtiken gewinnen.

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G =(S,N, S, R)
Verfahren:  Aufruf der Funktioni st _ni chtl eer (G)

Ausgabe: TRUE, falls L(G) * A, FALSE sonst.

FUNCTI ON i st _nichtleer (G): BOOLEAN;
{ G=(S,N,S,R) }

VAR V
W :

BEG N { ist_nichtleer }
V= A
W {A‘ Al N und A® wist eine Erzeugungsregel mit wi S*};

WH LE NOT (V = W DO

BEA N
V=W
W: = {A‘ Al N und A® wist eine Erzeugungsregel mit wi (VE S)*}E V;
END;
|F ST WTHEN ist_nichtleer := TRUE
ELSE ist_nichtleer := FALSE

END { ist_nichtleer };
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Es |&adt sich zeigen, dal? die WHI LE-Schleife hochstens n-mal durchlaufen wird, wenn G n Er-
zeugungsregeln enthélt. Daher bricht das Verfahren ab. Die Korrektheit des Verfahrens ergibt
sich aus der Behauptung

Ein nichtterminales Symbol Al N wird im i-ten Durchlauf der WHI LE-Schleife genau

dann in Waufgenommen, wenn esein ul S™ gibt mit AP " u.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.4-4:
Das Wortproblem und das L eerheitsproblem fiir Typ-2-Grammatiken sind entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G =(S, N, S, R) und einesWortes ul S" entscheidet, ob ul L(G) ist.

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G =(S, N, S, R) entscheidet, ob L(G) = £ gilt.

Auch zu den kontextfreien Sprachen gibt es ein Berechnungsmodell, das genau diese Spra-
chen erkennt und al's eine Einschrankung einer Turingmaschine gesehen werden.

Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat (NKA) ist eine 2-NDTM, die ihre beiden Bander
in einer speziellen Weise nutzt. Vor der Angabe einer formalen Definition eines nichtdetermi-
nistischen Kellerautomaten wird das Modell informell beschrieben. Das 1. Band (Eingabe-
band) eines nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA kann nur gelesen werden, wobei der
Lesekopf nach dem Lesen eines Zeichens um eine Zelle nach rechts ruckt. Das 1. Band ent-
halt bei Start von NKA ein Wort Uber einem Eingabeal phabet, der Lesekopf steht tGiber dem er-
sten Zeichen des Eingabeworts. NKA kann auch tdtig werden, wenn das Eingabeband eine
leere Zeichenkette enthalt; dann findet ein , spontaner (Konfigurations-) Ubergang” statt. Er
kann auch Zustandsanderungen durchfiihren, ohne ein Symbol des Eingabebands zu lesen;
man nennt diese Konfigurationsiibergange e -Uberfilhrungen. Das 2. Band heilt Keller; auf
dem Keller bewegt sich ein Schreib/Lesekopf. Der Keller enth&lt zu Beginn der Berechnungs-
folge von NKA ein spezielles Symbol #, und der Schreib/Lesekopf steht Uber diesem Symbol.
Bel jeder Konfigurationsdnderung wird das Symbol unter dem Schreib/Lesekopf durch ein
endlich langes Wort ersetzt, das mit Hilfe eines Kelleralphabets gebildet wird, und der
Schreib/Lesekopf riickt Uber das letzte Zeichen der nun im Keller befindlichen Zeichenkette.
Es kann auch das leere Wort in den Keller geschrieben werden; dann wird der Inhalt des Kel-
lers verkirzt. Auf diese Weise kann immer nur auf das zuletzt in den Keller gebrachte Zei-
chen zugegriffen werden. Der Schreib/Lesekopf im Keller riickt nicht Giber das Ende des Kel-
lers auf Zeichen, die weiter links stehen (last-in-first-out-Prinzip).
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Zustandsmenge

Eine formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten wandelt die Definition
einer nichtdeterministischen Turingmaschine ab. Die Definition einer Konfiguration und des
Konfigurationsiibergangs wird der besonderen Arbeitsweise eines Kellerautomaten angepalit.
In der Literatur finden sich héufig Varianten der hier gegebenen Definitionen, die aber auf
dieselbe Sprachklasse fuhren.

Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat NKA ist definiert durch
NKA=(Q,S,Gd,q,,#,F) mit:
1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
S ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabeal phabet
C ist eine endliche nichtleere Menge: das K elleralphabet

d:Q" (SEfe})’ G® P.[Q" G) ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungsfunktion;

2.
3.

hierbei bezeichnet Pe(Q' G*) die Menge aler endlichen Teilmengenvon Q° G

5.

6.
7.

q,1 Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

# C ist das Startsymbol im Keller

Fi Q istdie Mengeder Endzusténde.

In jedem Schritt eines nichtdeterministischen Kellerautomaten ist klar, wo sich der Kopf des
jeweiligen Bandes befindet: Wenn das Eingabewort w die Form w=w,w, hat und der Keller-

automat bereits die Zeichen in w, gelesen hat, dann steht der Lesekopf des 1. Bandes Uber
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dem ersten Zeichen von w,, und auf die Zeichen von w, kann der Kopf nicht mehr zugreifen.
Anstelle daher in einer Konfiguration fur das 1. Band den gesamten Bandinhalt und die Posi-
tion des Kopfes in der Form (w1w2,|w1|+1) festzuhalten, wird der Inhat des 1. Bandes nur
durch die Zeichenkette w, beschrieben; implizit wird angenommen, daf3 der Kopf Uber dem
ersten Zeichen von w, steht. Entsprechend braucht man in einer Konfiguration fur das 2.
Band nicht den gesamten Bandinhalt und die Position des Kopfes in der Form (a, |a|) festzu-

halten, sondern es genuigt die Zeichenkette a zusammen mit der impliziten Annahme, dal3 der
Kopf Uber dem zuletzt in den Keller geschriebenen Zeichen steht. Daher wird eine Konfigu-
ration fiir einen nichtdeter ministischen K ellerautomaten in der Form (g, w,a ) mit gl Q,

wl S und al G notiert. Die Konfiguration driickt aus, dai? sich der Kellerautomat gegen-
wartig im Zustand q befindet, daf3 das Eingabeband eine Zeichenkette w,w enthalt, von der
bisher die Zeichenin w=a, ...a, noch nicht gelesen wurden, daf3 der L esekopf des 1. Bandes
Uber dem ersten Zeichen a, steht, dal3 sich im Keller die Zeichenkette a = A ... A, befindet,
und daR der Schreib/Lesekopf des 2. Bandes Uber A, steht. Falls d(g,a,, A,) definiert ist
(das ist eine endliche Teilmenge von Q” G') und ein Element (g B, ...B,) enthalt, dann

kann der Kellerautomat in eine Nachfolgekonfiguration Ubergehen, die den Zustand q¢ ent-
halt, den Lesekopf auf dem 1. Band um eine Position nach rechts verriickt, im Keller das Zei-
chen A, durch B, ...B, ersetzt und den Schreiblesekopf im Keller auf B, positioniert hat.
Formal wird fiir Konfigurationen die Ubergangsrelation b definiert durch

i(q¢a,..a, A..A,.B..B) fdis(a¢B,...B,)i d(q,a,A,)
@2 ..a A AP %(q¢a1a2...an,Ai...Aﬂ_lBl...Bk) fdls (q¢B,...B)1 d(g.e, A,)

Entsprechend bedeutet fiir Konfigurationen K und K¢ die Beziehung K b~ K¢
Es gibt Konfigurationen K,, K, ..., K, mit I3 0 und K=K,, K(=K, und K, p K
i=0,..1-1.

for

i+l

Eine Anfangskonfiguration fur einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA hat
die Form (g,, w, #), eine Endkonfiguration hat die Form (g,e,e) mit qi F.

Ein Wort wi S™ wird von NKA akzeptiert, wenn (g,,w,#)b " (q,e,e) mit qi F gilt. Die
von NKA akzeptierte Spracheist L(NKA) :{W|WT S, und wwird von NKAakzeptiert}.
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Beispid:
Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache

L={w|w=a,.aa_..a,ai{ab}}

Die Sprache L={ w|w=a,..a a_..a ,a 1 {a,b}} 1ak sich beispielsweise durch die kontext-
freie Grammatik G = ({ a,b},{ S}, S,{ S® aSa, S® bSh, S® aa, S® bb}) erzeugen.

Der nichtdeterministische Kellerautomaten NKA wird gegeben durch
NKA=({ q,.9,,0,}.{ a.b}.{ A B.#.,d,q,.#.{ g,}) mit der durch folgende Tabelle festgelegten
Uberfiihrungsfunktion d :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
o a X mit o XA
X1 {AB,#
a X mit o, XA
X1 {AB,#
b X mit T XB
X1 {AB,#
b X mit q, XB
X1 {AB,#
a4 a A q e
b B o, e
e # a, e

Der Nichtdeterminismus wird in diesem Beispiel eingesetzt, um die Mitte eines Eingabewor-
tes,, zu raten”.

Auch im Modell des Kellerautomaten kann man Nichtdeterminismus und Determinismus un-
terscheiden:

Ein deterministischer Kellerautomat DKA ist wie en nichtdeterministischer Kellerautomat
definiert mit dem Unterschied, daR die Uberfuihrungsfunktion die Form

d:Q (SEfe}) e Q' G
aufweist.
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Beispid:
Ein deterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache

L:{a”bn Ini N}

Die Sprache L={a"b" [n N} 4%t sich beispielsweise durch die kontextfreie Grammatik
G={ab}{s),s{s® a, S® e}) erzeugen.

Der deterministische Kellerautomaten DKA wird gegeben durch
DKA=({ q,,9,,9,}.{ a,b}.{ a.b,#}.d,q,.#.{ g,}) mit der durch folgende Tabelle festgelegten
Uberfiihrungsfunktion d :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
% a # e #a
e # (o} e
G a a O, aa
b a a, e
9, b A 9, e
e # (o} e
Satz 4.4-5:

Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen Uber
einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-2-
Sprachen) Gber S identisch.

Beweis:

Esist zu zeigen, dal3 es zu jeder von einem nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA ak-
zeptierten Sprache L = L(NKA) eine kontextfreie Grammatik G, gibt mit L = L(G,,, ). Die

umgekehrte Richtung, nadmlich der Nachweis, dal? es zu jeder von einer kontextfreien Gram-
matik G erzeugten Sprache L(=L(G) einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA,
mit L(NKA, )= L¢ gibt, ist von gréRerer praktischer Relevanz, da hierdurch implizit gezeigt
wird, wie man zu einer vorgegebenen Grammatik einen Algorithmus (hier in Form eines
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Kellerautomaten) entwerfen kann, der die Worter der von der Grammatik erzeugten Sprache
erkennt. Diese Bewelisrichtung soll daher skizziert werden.

Esss G=(S,N,S,R) eine kontextfreie Grammatik. Ein nichtdeterministischer Kellerauto-

mat NKA, =(Q,S,Gd,q,.#,F) mit L(NKA,)=L(G) wird gegeben durch

die Zustandsmenge Q ={ z} , das Kelleralphabet G= N E S, den Anfangszustand ¢, = z, das

Startsymbol im Keller #=S, die Menge der Endzustande F ={ 2z} und die Uberfiihrungs-

funktion d , die folgendermalien definiert ist:

()  Fir jede Erzeugungsregel A® a aus R wird (za®) in d(ze, A) aufgenommen;
hierbei ist a® die Konkatination der Buchstaben von a in umgekehrter Reihenfolge
(Spiegelung von a )

(i)  Firjedes al S wird (ze) in d(z a, a) aufgenommen.

Wegen (i) kann immer dann, wenn das im Keller gelesene Symbol ein nichtterminales Zei-

chen ist, dieses durch die rechte Seite einer Regel (in gespiegelter Rethenfolge) ersetzt wer-

den. Ein Terminalzeichen, das gerade im Keller gelesen wird, wird entfernt, wenn es mit dem
néchsten Eingabesymbol tibereinstimmt. Man kann L(NKA,)=L(G) zeigen. ///

Beispid:
Ein nichtdeter ministischer Kellerautomat fiir eine kontextfreie Grammatik

Gegeben sei die Grammatik G=(S,N, S,R) mit S={a,b,c}, N ={S, A} und der Produkti-
onsmenge R={S® A A® aAb, A® c}. Die in der Konstruktion beschriebene Uberfiih-
rungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
z e S z A
e A z bAa

e A Z C

A a Z e

B b z e

C c z e

Das Wort aacbbl L(G) wird durch folgenden Konfigurationsiibergange akzeptiert:
(z, aacbb, S)b ( z aachb, A)b ( z,aachb,bAa)b ( z acbb,bA)p ( z acbb, bbAa)
b (z cbb,bbA)b (z cbb,bbc)b (zbb,bb)b (zb,b)
b (ze,e)
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Jede von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptierte Sprache wird auch von einem
nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptiert. Umgekehrt gibt es Sprachen, etwa
L={w|w=a,.a a_..a,al {ab}}, die nicht von einem deterministischen Kellerautoma-
ten akzeptiert werden kdnnen. Insbesondere weisen die Klassen der deterministisch kontext-
frelen und die Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen unterschiedliche Ab-
schlufReigenschaften auf (siehe Zusammenstellung in Kapitel 4.6).

Satz 4.4-5:
Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen tiber einem endlichen Alphabet
S ist eine echte Teilmenge der Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen
S.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen spielt eine besondere Rolle im Com-
pilerbau. Eine derartige Sprache erlaubt die Syntaxanalyse eines Wortes (in der Anwendung
ist dieses ein Programm in einer Programmiersprache), indem nur wenige Zeichen des Wortes
wahrend des Analysevorgangs im Vorgriff gelesen werden, um festzustellen, welche Produk-
tion in einer Ableitung als n&chstes anzuwenden ist bzw. dal3 das Wort nicht zu der von der
Grammatik erzeugten Sprache gehort. Fur deterministisch kontextfreie Sprachen ist das
Wortproblem fir ein Wort u mit eéinem Algorithmus entscheidbar, der eine Zeitkomplexitét
der Ordnung O(|u)) aufweist. Die meisten Programmiersprachen sind weitgehend determini-
stisch kontextfrei, so dald in der Praxis die Syntaxanalyse bel Programmiersprachen sehr effi-
zient ablauft.

45 Typ-3-Sprachen

Esse G=(S,N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln
Ri {A® w|Al Nundwi (NE S)} folgende zusétzliche Bedingung erfiillen:
Alle Regeln haben die Form A® aB mit Al N, BT N, al S oder A® e.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heil% Typ-3-Sprache oder rechtdli-
near e Sprache oder regulére Sprache. Die zugehdrige Grammatik heifdt Typ-3-Grammatik
oder rechtslineare Grammatik.

Beispielsweise ist die Sprache L, ={a'b’ |iT N, jT N} aus Kapitel 4.1 regular (rechtslinear,
Typ-3-Sprache), da sie durch die Grammatik
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G(=({an}{s B},S{S® e S® aS,S® bB,B® bB,B® e}) erzeugt wird.

Der Name , rechtslineare Sprache® erklért sich durch die Form der Erzeugungsregeln A® aB
der zugehotrigen Grammatik: Betrachtet man die Nichtterminalsymbole as , Variablen® (im
Sinne eines Gleichungssystems) und die Terminalsymbole als ,, Konstanten®, so liegt in der
Form A® aB eine lineare Beziehung zwischen den Variablen vor, in der die Variablen
rechts der Konstanten stehen.

Der Name ,regulére Sprache” weist auf eine alternative Moglichkeit hin, um eine Typ-3-
Sprache zu definieren: eine derartige Sprache 183t sich durch einen ,reguldren Ausdruck” re-
présentieren. Der Vollstdndigkeit soll hier die Definition eines reguléren Ausdrucks und der
durch ihn représentierten Sprache angefihrt werden, wenn auch im folgenden auf dieses Kon-
zept nicht weiter eingegangen wird.

Ein regulérer Ausdruck Uber S und die durch ihn représentierte Sprache wird rekursiv
definiert durch:
0] /A ist ein reguldrer Ausdruck, der die regulére Sprache A& reprasentiert
(i) e isteinregulérer Ausdruck, der die regulare Sprache {e} reprasentiert
(i) aaus S ist einregularer Ausdruck, der die regulére Sprache { a} reprasentiert
(iv)  Sind p bzw. g reguldre Ausdriicke, die die reguléren Sprachen P bzw. Q reprasentie-
ren, dann ist
(p+0q) einregulérer Ausdruck, der die regulére Sprache PE Q représentiert,
(pq) ein reguléarer Ausdruck, der die regulére Sprache P>Q représentiert,

(p) ein regulérer Ausdruck, der die regulére Sprache P’ représentiert
(v) Ein regulérer Ausdruck und die von ihm représentierte Sprache wird genau durch die
Punkte (i) bis (iv) definiert.

Folgender Satz al3t sich beweisen:

Satz 4.5-1:
Eine Sprache L tber einem endlichen Alphabet S wird genau dann durch einen regulé
ren Ausdruck reprasentiert, wenn es eine Typ-3-Grammatik (rechtslineare Grammatik)
G=(S,N,S,R) mit L=L(G) gibt.
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Im folgenden werden daher die Begriffe , Typ-3-Sprache”, ,rechtsdineare Sprache® und ,re-
gulédre Sprache” synonym verwendet.

Auch fir die regularen Sprachen a3t sich ein Berechnungsmodell zur Akzeptanz gerade die-
ses Typs angeben. Man erhdlt es durch Einschréankung eines Kellerautomaten. Der Keller ei-
nes Kellerautomaten erlaubt die Zwischenablage von (evtl. transformierten) Eingabezeichen.
Entfernt man den Keller, so kommt man auf das folgende Modell:

Ein nichtdeter ministischer endlicher Automat NEA ist definiert durch

NEA=(Q,S,d,q,,F) mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. S igt eine endliche nichtleere Menge: das Eingabeal phabet

3. d:Q" S® P(Q) ist eine partielle Funktion, die Uberfiihrungsfunktion; hierbei be-
zeichnet P(Q) die Menge aller Teilmengen von Q.

4. q,1 Q istder Anfangszustand (oder Startzustand)

5 FI Q istdie Mengeder Endzustande.

Entsprechend liegt ein deterministischer endlicher Automat DEA vor, wenn die Uberfiih-
rungsfunktion d dieForm d: Q" S® Q aufweist.

Ein deterministischer bzw. nichtdeterministischer endlicher Automat 1&/% sich auch in Form
eines endlichen gerichteten Graphen G mit markierten Kanten als Transitionsdiagramm dar-
stellen. Die Knotenmenge von G ist Q. Ist z¢=d(z a) bzw. im nichtdeterministischen Fall
z(0 d(z a), so wird eine mit a markierte Kante in G aufgenommen. Die Menge der den End-
zustdnden entsprechenden Knoten werden explizit markiert.
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Beispid:
Ein deterministischer endlicher Automat

Essé DEA=(Q,S,d,q,,F) der deterministische endliche Automat mit Q ={q,,,,,,0; },
s={0,1}, F={q, }, d gemaR folgender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol
% 0 g,
1 Q%
% 0 e
1 %o
9, 0 Jo
1 G5
% 0 q
1 q,

Das entsprechende Transitionsdiagramm ist

Esist
L(DEA) = { w|wi {0,2}" und wenthalt eine gerade Anzahl von Zeichen 0 und Zeichen 1}.
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Beispid:
Ein nichtdeter ministischer endlicher Automat

NEA=(Q,S,d,q,,F) mit Q={d,,q,,0,,0;,0,}, S={0.1}, F={q,,q,}, d gemaR fol-
gender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol

% 0 %

q3

1 %o

G

% 1 g,

9, 0 g,

1 q,

G 0 q,

q, 0 q,

1 q,

Das zugehorige Transitionsdiagramm lautet
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Esist
I wl Wi {0, f

L(NEA) = . N . . V-
f |und wenthélt mindestens zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0 oder Zeichen 1%

Wie bei einem Kellerautomaten durch Weglassen des Kellers kann man auch hier Konfigura-
tionen und Konfigurationsilbergange definieren. Ein Wort wi S wird von NEA (DEA) ak-
zeptiert, wenn (g,, w)P " (g,€) mit gl F gilt. Die von NEA (DEA) akzeptierte Sprache ist

L(NEA) ={w|wl S’, und wwird von NEAakzeptiert} (entsprechend fiir den deterministi-
schen Fall).

Bel Turingmaschinen fallen Determinismus und Nichtdeterminismus zusammen, jedoch zum
Preis einer exponentiell wachsenden Berechnungs- bzw. Laufzeitkomplexitét. Der folgende
Satz zeigt, dal3 auch bei den reguldren Sprachen Nichtdeterminismus keine zusétzliche Be-
rechnungsfahigkeit gegentber dem Determinismus bringt. In den dazwischenliegenden
Sprachklassen der kontextfreien und kontextsensitiven Sprachen ist der Determinismus vom
Nichtdeterminismus zu unterscheiden bzw. der Unterschied zwischen Determinismus und
Nichtdeterminismus ist nicht bekannt.

Satz 4.5-2:
Fur jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache
Uber einem endlichen Alphabet S gibt es einen deterministischen endlichen Automaten,
der die Sprache akzeptiert.

Beweis;

Es ist bei gegebenem nichtdetermistischen endlichen Automaten NEA=(Q,S,d,q,,F) ein
determistischer endlicher Automat DEA=(Q¢S,d ¢ g§,F( anzugeben, der dieselbe Sprache
akzeptiert. DEA wird definiert durch:

Q(=P(@Q), 9§ ={q,}, d¢z¢a)=Jd(z a) fir z( Q und al S,

4z¢

Fe={z4zd QundzaFt A. /Il

Der folgende Satz besagt, dal3 das Konzept der endlichen erkennenden Automaten das ad-
aquate Modell fir die regularen Mengen ist.
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Satz 4.5-3:
Die Klasse der von (nichtdeterministischen bzw. deterministischen) endlichen Autome-
ten akzeptierten Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S ist mit der Klasse der re-
gulédren Sprachen (Typ-3-Sprachen) Uber S identisch.

Beweis;

Es sei NEA=(Q(S,d¢qs,F( ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Dann gibt es
nach Satz 4.5-2 einen deterministischen endlichen Automaten DEA=(Q,S,d,q,,F) mit
L(DEA) = L(NEA). Es wird eine rechtslineare Grammatik G =(S, N, S,R) angegeben, fiir
die L(G) = L(DEA) gilt:

N=Q, S=q,, die Menge R der Regeln wird definiert durch:

R enthélt genau dann eine Erzeugungsregel q® aq¢ mit qf Q, qd Q und al S, wenn
d(g.a)=qtis; fir gi F enthdlt R auRerdem die Regel q® e.

Es sei umgekehrt G=(S,N, S, R) eine rechtslineare Grammatik. Dann erkennt der folgende
Automat NEA=(Q,S,d,q,,F) die Sprache L(G):

Essa A ein nichtterminales Symbol mit Al NE S. Esist

R i furel L(G

Q=NE{A, g=sS. F :{{S}A} fiir el LEG;’
d:Q " (SE{e})® P(Q) wird definiert durch:

d(B,a) enthalt genau dann C, wenn R die Regel B® aC enthalt; fir jede Regel der Form
B® e wird d(B,e)={A} gesetzt. Der Automat NEA=(Q,S,d,q,,F) erfiillt noch nicht die

Definition eines endlichen Automaten; denn diese 143t keine e -Ubergénge zu, d.h. ein endli-
cher Automat macht keine Uberfiihrungen, in denen kein Eingabesymbol gelesen wird. Der
hier definierte Automat 143t jedoch eventuell derartige Uberfiihrungen zu. Es 14t sich jedoch
zeigen (siehe angegebene Literatur), dal3 man NEA so zu einem nichtdeterministischen endli-
chen Automaten NEA(=(Q(S,d¢qs,F() modifizieren kann, so dal? dessen Uberfiihrungs-

funktion d: QU S® P(Q( die Definition eines nichtdeterministischen endlichen Automaten
erfiillt und L(NEA) = L(G) gilt. ///

die  Uberfiihrungsfunktion

Auch fur regulére Sprachen gibt es einen dem uvwxy-Theorem entsprechenden Satz, der wie-
der ein Beweismittel liefert, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dal3 eine Sprache nicht regul&r
ist:
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Satz 4.5-4:
Zu jeder reguldren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprache L gibt es eine Zahl n, >0 mit der

Eigenschaft:

jedes zI L mit |73 n, &3 sich zerlegenin z=uw mit
(i) |uvEn,

iy M>0

(iii) uv*wl L firjedes ki N.

Beweis;

Die Argumentation kann &hnlich Uber die Ableitung eines Wortes mit Hilfe einer reguléren
Grammatik verlaufen wie im Bewels des uvwxy-Theorems. Einfacher geht es hier Uber die
Erkennung eines Wortes mit Hilfe eines deterministischen endlichen Automaten:

Es sa reguldren Sprache L und DEA en deterministischer endlicher Automat mit
L(DEA) = L. DEA enthalte n, viele Zustande. Bei der Akzeptanz eines Wortes zI L mit
|73 n, durchlauft DEA einschlieRlich des Anfangszustands |7+1 viele Zustande. Hierbei

geht wesentlich ein, dal DEA bei jeder Uberfilhrung ein Eingabesymbol liest. In der Folge der
Zustandstiberfihrungen vom Anfangszustand ¢, bis zu einem akzeptierenden Zustand

Oacset | F MuB sich also ein Zustand ¢, wiederholen. Es sei u das Anfangsteilwort von z, das

in den Uberfiihrungen gelesen wurde, die DEA von q, aus bis zum ersten Erreichen von g,
gemacht hat. Das Teilwort v von z besteht aus den Symbolen, die DEA dann von g, aus bis
zum néchsten Erreichen von g, gelesen hat. Schliefdlich ist w das Teilwort von z, das DEA
liest, bis der akzeptierende Zustand g, €rreicht ist. Mit dieser Zerlegung von z gelten die
angegebenen drel Eigenschaften. ///

Mit Hilfe dieses Satzes |83t sich zeigen, dal3 die Menge der Palindrome

L={W|WT {0, undw=a,..a_ a, =anan_1...a1}E{e} nicht reguldr ist; L ist jedoch kon-
textfrel. Es sei n, >0 der Wert aus obigem Satz und n3 n, die kleinste gerade Zahl 3 n,.
Das Wort z=1010...100101...01 liegt in L und |&/% sich in der Form z =uvw mit den Eigen-

n Zeichen n Zeichen
schaften (i), (ii) und (iii) zerlegen. Zu beachten ist, dal3 die einzige Stelle, an der zwei gleiche
Zeichen (00) aufeinanderfolgen, in der Mitte von z liegt. Das Teilwort uv ist Teill von
1010...10.
%/_/

n Zeichen
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1. Fal: v=1: DasWort uv®w istin L und enthdlt zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1. Damit

uv?w ein Palindrom ist miiten diese beiden Zeichen 1 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden Zeichen 1
stehen. Rechts der beiden Zeichen 1 gibt es noch die beiden Zeichen O (die ur-
sprungliche Mitte des Worts). Zu ihnen korrespondieren links der beiden Zei-

chen 1 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist uv?wi L.
2. Fdl: v=0: DasWort uv®w istin L und enthalt drei aufeinanderfolgende Zeichen 0. Damit

uviw ein Palindrom ist miiRten diese drei Zeichen 0 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden drei Zei-
chen O stehen. Zur urspriinglichen Mitte des Worts korrespondieren links der

drei Zeichen 0 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist uv®wi L.
3. Fdl: |V>1 und v=10...1: Dann enth&lt Wort uv*w zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1

und man kann wieim 1. Fall argumentieren.
4.Fdl: |v/>1 und v=10...10: Dann enthalt Wort uv’w zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0

(die urspriingliche Mitte) und links davon nur Teilzeichenketten O1 a's rechts,

und zwar mehr als rechts. Daher ist uv’wi L.
In allen Féllen ergibt sich ein Widerspruch.

Die Regeln einer rechtslinearen Grammatik erfiillen die Bedingungen, die an die Regeln einer
kontextfreien Grammatik gestellt werden. Jede von einer rechtslinearen Grammatik erzeugte
Sprache ist daher auch eine kontextfreie Sprache. Die Sétze 4.5-2 und 4.5-3 implizieren, dal3
es zu jeder reguldren Sprache Uber einem endlichen Alphabet S einen deterministischen
Kellerautomaten gibt, der die Sprache akzeptiert. Andererseits |&3t sich mit Satz 4.5-4 zeigen,

dal3 die deterministisch kontextfreie Sprache L = { a"b" ni N} nicht regulér ist. Es gilt daher:

Satz 4.5-5:
Die Klasse der reguléren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprachen Uber einem endlichen Al-
phabet S ist eine echte Teilmenge der deterministisch kontextfreien Sprachen tber S.

Auch fur Typ-3-Sprachen gibt es wieder viele interessante Entscheidungsprobleme. Hier sol-
len jedoch wieder nur das Wortproblem und das Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf Typ-3-
Sprachen, betrachtet werden. Dazu wird (analog zu den Typ-O-, Typ-1- und Typ-2-
Grammatiken) ein Préadikat
VERIFIZIERE_G_TYP_3(w)
_1TRUE fdlswdie Kodierung einer Typ - 3- Grammatik darstellt
“1FALSE fdls wnicht die Kodierung einer Typ - 3- Grammatik darstellt

definiert. Dieses Pradikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregelnin KG,, den Bedingungen einer Typ-3-Grammatik gentigen.




150 4 Elemente der Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Das Wortproblem fir Typ-3-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ-3
={u#w‘ ul S",wi {0,4,VERIFIZIERE_G_TYP_3(w)=TRUEundul L(KGW)}

entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf alen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer rechtslinearen

Grammatik G Uber dem Alphabet S und eines Worts ul S* entscheidet, ob ul L(G) gilt
oder nicht. Da dieses Problem fir Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist, gilt dieses auch fir
Typ-3-Grammatiken. In diesem Fall bietet sich jedoch ein einfacher Algorithmus an: Anstelle
der Uberpriifung ul L(G) wird untersucht, ob ul L(DEA) gilt, wobei DEA=(Q,S,d,q,,F)
ein deterministischer endlicher Automat mit L(DEA) = L(G) ist:

Eingabe: Ein deterministischer endlicher Automat DEA=(Q,S,d,q,,F) und ein Wort
ul s

Verfahren:  Aufruf der Funktion accept ( DEA, u)

Ausgabe: TRUE, fals ul L(G), FALSE sonst.

FUNCTI ON accept (DEA: ...;
U: STRING: BOOLEAN,
{ DEA=(Q,S.d,q,.F),

u = a..4a, }

VAR q : .
v . STRI NG
a . CHAR

i | NTEGER

BEG N { accept }
q = 0
vV i=

FOR i := 1 TO Length(u) DO
BEG N
a:= Copy (v, 1, 1);
Delete (v, 1, 1);
q := d(a.a);
END;
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IF gl F THEN accept := TRUE
ELSE accept := FALSE;

END { accept };

Diese Algorithmus hat eine Laufzeit der Ordnung OQu|), d.h. lineare Laufzeit.

Das L eerheitsproblem fragt fur Typ-3-Grammatiken, ob die Menge
Lieer 1yp-3 :{w‘ wi {0, ,\VERIFIZIERE_G_TYP_3(w) = TRUE und L(KGW):/E}

entscheidbar ist. Diese Frage ist natiirlich positiv zu beantworten, da das L eerheitsproblem fir
Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist. Im Fall einer reguléren L Menge kann man mit Satz
4.5-4 argumentieren. Essei n, die in Satz 4.5-4 angegebene natrliche Zahl. Dann gilt:

L* /& genau dann, wenn esein Wort ul L gibt mit u|<n,

Eine Uberprifung der Frage , L = £ ?* kann also so ablaufen, dal? man alle Worter ul S™ mit
|u| < n, darauf hin tberpriift, ob ul L gilt (Wortproblem).

4.6 Eigenschaften im tabellarischen Uberblick

Die folgenden Tabellen stellen wichtige Eigenschaften der behandelten Sprachklassen zu-
sammen. Nicht alle aufgefiihrten Eigenschaften wurden in den vorherigen Kapiteln bewiesen;
eswird vielmehr auf die angegebene Literatur verwiesen.

Beschreibungsmittel

Typ O Typ-0-Grammatik
Turingmaschine

Typl kontextsensitive Grammatik
linear beschrankter Automat

Typ2 kontextfreie Grammatik
Kellerautomat

deterministisch kontextfrel LR(k) -Grammatik
deterministischer Kellerautomat

Typ3 regul&rer Ausdruck,
rechtsineare Grammatik
endlicher Automat
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Sind das nichtdeter ministische und das deter ministische M odell aquivalent?

Turingmaschine ja
Linear beschrankter Automat ?
Kellerautomat nein
Endlicher Automat ja
Abschluf3eigenschaften
Operation Schnitt Vereinigung | Komplement Produkt Stern
L CL, L, E L, S\L L3, L
TypO ja ja nein ja ja
Typ1l ja ja ja ja ja
Typ 2 nein ja nein ja ja
det. kontextfrel nein nein ja nein nein
Typ3 ja ja ja ja ja
Wortproblem

TypO unlGsbar
Typl |6sbar mit Komplexitét der Ordnung 0(20‘”))

Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) ||osbar mit Komplexitét der Ordnung O(n®)

deterministisch kontextfrei

[6sbar mit Komplexitét der Ordnung O(n

(n)
(n)

Typ3 |6sbar mit Komplexitét der Ordnung O(n
L eer heitsproblem

TypO unl 6sbar

Typ1l unl 6sbar

Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) |l0sbar

deterministisch kontextfrei

| 6sbar

Typ 3

| 6sbar
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5 Praktische Berechenbarkeit

Im vorliegenden Kapitel geht es um die Losung von Problemen ,,aus der Praxis’‘, insbesonde-
re um die Untersuchung des Aufwandes, den diese Ldsungen erfordern. Alle hier behandel-
ten (Entscheidungs-) Probleme sind entscheidbar, d.h. es gibt jeweils einen Algorithmus,
der bei jeder Eingabe mit einer akzeptierenden oder verwerfenden Entscheidung stoppt.
Wie ein derartiger Algorithmus formuliert wird, ob als deterministische oder nichtdetermini-
stische Turingmaschine, RAM oder Programm in einer Programmiersprache, ergibt sich je-
weils aus dem Zusammenhang; das fur die Darstellung angemessene Modell wird verwendet.

Der Begriff der Entscheidbarkeit bezieht sich auf Entscheidungsprobleme, in der Praxis hat
man jedoch haufig mit Optimierungsproblemen zu tun. Beispielsweise wurde in Kapitel 1.2
das Problem des Handlungsreisenden als Optimierungsproblem, Entscheidungsproblem und
Berechnungsproblem beschrieben. Der Zusammenhang zwischen diesen Problemtypen wird
in Kapitel 5.2 genauer betrachtet.

Im folgenden Kapitel 5.1 werden zunéchst zwei Beispiele fur Optimierungsprobleme ange-
fahrt, die sich auf Graphen beziehen. Fir beide Probleme werden Ldsungsalgorithmen ange-
geben, die sich in ihrer Laufzeit wesentlich unterscheiden. Die Beispiele zeigen, dal3 es ,, 8hn-
lich* lautende Graphenprobleme gibt, die sich in ihrer Komplexitét trotz gleicher Problemdar-
stellungsmethode deutlich unterscheiden.

5.1 Zwei Graphenprobleme

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V'V die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht.

LOsung: Die minimalen Gewichte d; der Wege vom Knoten v, zu alen anderen Knoten v,
des Graphsfuri =1, ..., n.

Losung: Die minimalen Gewichte d. der Wege vom Knoten v, zu alen anderen Knoten v,
des Graphsfuri =1, ..., n.
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Zur agorithmischen Behandlung wird der Graph G = (V, E,w) in Form seiner Adjazenzma-
trix A(G) gespeichert. Dieseist definiert durch

_ _ : iw((v,v,)) fais(v,v )i E
AG) = A = lai,jJ(n,n) mit &, ; Iy :

sonst
Es werden folgende Datentypen verwendet:
CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knot enberei ch 1..n;
matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
bit feld ARRAY [ knot enber ei ch] OF BOOLEAN;
feld ARRAY [ knot enberei ch] OF REAL;

Die folgende Funktion wird zur Ermittlung des Minimums zweier REAL-Zahlen eingesetzt:
FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

BEGN{ nmn}
IFa<=DbTHEN mn :
ELSE min :

END { mn };

I n
oo

Der folgende Algorithmus zur Lésung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen ist ein Beispiel fur ein allgemeines Losungsprinzip: die Greedy-M ethode.
Eine (global) optimale Lésung wird schrittweise gefunden, indem Entscheidungen geféllt
werden, die auf ,lokalen® Informationen beruhen. Fir eine Entscheidung wird hierbel nur ein
kleiner (lokaler) Teil der Informationen genutzt, die Gber das gesamte Problem zur Verfligung
stehen. Es wird die in der jeweiligen Situation optimal erscheinende Entscheidung getroffen,
unabhangig von vorhergehenden und nachfolgenden Entscheidungen. Die einmal getroffenen
Entscheidungen werden im Laufe des Rechenprozesses nicht mehr revidiert. Diese Methode
ist jedoch nicht auf alle Optimierungsprobleme anwendbar.

Zunéchst gelten alle Knoten v, bis auf den Knoten v, als ,nicht behandelt®. Aus den nicht

behandelten Knoten wird ein Knoten ausgewahlt, der zu einer bisherigen Teill6sung hinzuge-
nommen wird, und zwar so, dal3 dadurch eine bzgl. der Teilldsung, d.h. bzgl. der behandelten
Knoten, optimale LOsung entsteht.
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Eingabe: G=(V,E,w) en gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

VAR A ©omatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
distanz : feld;

FORi := 1 TOn DO

FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur mi ni nal e_wege (A, distanz);
Ausgabe: d. =distanz[i] fari=1,..n.

PROCEDURE mi ni mal e_wege ( A Comatrix;
VAR distanz : feld);

VAR rest_knoten : bit_feld; { Kennzei chnung der noch nicht
behandel ten Knoten: ist v, ein

ni cht behandel ter Knoten, so

ist rest_knoten[i] = TRUE }
i dx . knot en_ber ei ch;
u . knot en_ber ei ch;
exi st . BOOLEAN;
PROCEDURE auswahl (VAR knoten . knot en_ber ei ch;

VAR gefunden : BOOLEAN);

{ die Prozedur wahlt unter den noch nicht behandelten
Knoten einen Knoten mt mninmal emdistanz-Wert aus
(in knoten); gibt es einen derartigen Knoten, dann ist

gefunden = TRUE, sonst ist gefunden = FALSE }
VAR i . knot en_ber ei ch;
mn : REAL;

BEG N { auswahl }
gefunden : = FALSE;
mn ;= unendl i ch;

FORi :=1 TO n DO
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| F rest_knoten [i]

THEN BEG N

I|F distanz [i] < mn

THEN BEG N
gefunden : = TRUE
knot en =i;
m n = distanz [i]

END
END

END { auswahl };

BEG N { m ni mal e_wege }
{ Gewichte zum Startknoten initialisieren und alle Knoten
bis auf den Startknoten, als nicht behandelt kennzeichnen: }
FORidx := 1 TOn DO
BEA N

di stanz[i dx] = A1, idx];
rest _knoten[idx] := TRUE
END;
di st anz[ 1] = 0;
rest _knoten[ 1] := FALSE

{ einen Knoten mt mnimal em Di stanzwert aus den Restknoten
auswahl en: }
auswahl (u, exist);

VWH LE exi st DO
BEA N
{ den gefundenen Knoten aus den noch nicht behandel ten
Knot en her ausnehnen: }
rest _knoten[u] := FALSE

{ fur jeden noch nicht behandelten Knoten idx, der mt
dem Knoten u verbunden ist, den distanz-Wrt auf den
neuesten Stand bringen: }

FOR idx := 1 TOn DO
| F rest _knoten[i dx]

AND
(Alu, idx] <> unendlich)
THEN distanz [idx] := mn (distanz[idx],

distanz[u] + Alu, idx]);

{ einen neuen Knoten mit mininmalemD stanzwert aus den
Rest knot en auswahl en: }
auswahl (u, exist);
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END {WHI LE exist }

END { m ni nal e_wege };

Esgilt bei Eintritt in die WHI LE exi st DO-Schleife folgende Schleifeninvariante:

(1) Ist der Knoten v, ein bereits behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =FALSE, dann

ist di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v,, der nur behandelte
Knoten v, enthdlt, fir dieasorest _knot en[j ] =FALSE ist.

(2) Ist der Knoten v, ein nicht behandelter Knoten, d.h. rest _knot en[ i ] =TRUE, dann ist

di stanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v., der bis auf v. nur be-
handelte Knoten v; enthdlt, fir dieasor est _knot en[j ] =FALSE ist.

Aus der Schleifeninvariante folgt die Korrektheit des Algorithmus.

Satz 5.1-1:

Ist G=(V,E,w) eine Instanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen mit n Knoten, dann liefert das beschriebene Verfahren mit der Proze-
dur mi ni mal e_wege im Feld di st anz die minimalen Gewichte d. der Wege vom

Knoten v, zu alen anderen Knoten v, des Graphs fur i = 1, ..., n. Die (worst-case-)

Zeitkomplexitét des Verfahrensist von der Ordnung O(nz).

Bemerkung:

Beispid:

Die Laufzeit des angegebenen Verfahrens hangt im wesentlichen von der An-
zahl der Konten des Graphen ab. Es kommen jedoch auch arithmetische Ope-
rationen vor, so dal3 es sich anbietet, die Bitoperationen zu zdhlen: Fir eine
Eingabeinstanz G=(\,E,w) ist size(G)=k =nxA mit

A= max{ éogzﬂw(e) )C+1 lel E} die Anzahl der Bits, um die Eingabeinstanz

darzustellen (fir w(e) =0 wird anstelle von dog, Qw(e)|)f+1 der Wert 1 ge-
nommen). Eine genauere Untersuchung zeigt, dal3 die Laufzeit weiterhin in der
Ordnung O(k?) bleibt.

DieInstanz G = (V,E,w) sei gegeben durch folgende graphische Darstellung:
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Die Adjazenzmatrix zu G lautet

& 28 2 ¥ 1
¥ ¥ ¥ 9 ¥
& ¥ ¥ ¥ ¥
A(G):2~¥¥¥¥5
& 8 ¥ ¥ ¥
& ¥ vy v ¥
& ¥ ¥ ¥ ¥
& ¥ ¥ ¥ ¥

u wird jeweils beim Aufruf der Prozedur auswabhl

¥
10
24
¥
26
¥
¥
¥

K K oo K oo K K K

(u,

exi st) ausgewahlt:

u nichtbehandelte | di stanz |di stanz | di stanz |di stanz | di stanz | di stanz | di stanz | di stanz
Knoten [1] [2] [3] [4] [5] [ 6] [7] [ 8]
2345678 28 2 ¥ 1 ¥ ¥ ¥
51234678 9 2 ¥ 27 ¥ ¥
31246738 9 ¥ 26 ¥ 29
214678 18 19 ¥ ¥
4 1678 19 26 25
6|78 26 20
8|7 26
7 |leer

Das zweite Besipiel 16st das Handlungsrei senden-Optimierungsproblem nach der sogenannten
Branch-and-Bound-Methode. Potentielle, aber nicht unbedingt optimale Losungen werden
systematisch erzeugt. Diese werden in Teilmengen aufgeteilt, die sich auf Knoten eines Ent-
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scheidungsbaums abbilden lassen. Es wird eine Abschétzung fir das Optimum mitgeftihrt und
wahrend des Verfahrensverlaufs laufend aktualisiert. Potentielle Losungen, deren Zielfunkii-
on einen ,weit von der Abschdtzung entfernten Wert* aufweisen, werden nicht weiter be-
trachtet, d.h. der Teilbaum, der bel einer derartigen L6sung beginnt, mul3 nicht weiter durch-
laufen werden.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimier ungsproblem

Instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v.}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge
<(vi1,vi2),( iz,vig),...,(vin_l,vin )( in,vi1)> mit (vii ,viM)T E fur j=1,..,n-1,
in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-

sacht. Mankann 0.B.d.A. v, =v; setzen.
Die Kosten einer Tour <(vi1,vi2 v v b (v v b ,vi1)> ist dabei die Summe

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

[o]

a W(vii ,vim)+ W(vin ,vil).
j=1

Es wird angenommen, dal3 eine Tour bei v, beginnt und endet. Auf}erdem wird angenommen,
da3 der Graph vollstandig ist, d.h. da’ wi(v;,v,)) fir jedes v,T V und v, TV definiert ist
(eventuell ist wi(v, V| )=¥).

Im folgenden wird (zur Vereinfachung der Darstellung) die Knotenmenge V ={v,, ...,v,} mit
der Menge der Zahlen {1,...,n} gleichgesetzt (dem Knoten v, entspricht die Zahl i). Eine
Tour durch G l&/} sich dann a's Zahlenfolge

(Liy iy iy 1)

darstellen, wobei dlle i; paarweise verschieden (und verschieden von 1) sind. Alle Touren er-
halt man, wenn man fir i, in (1i, i,...i,; 1) dle (n- 1)! Permutationen der Zahlen 2, ..., n

einsetzt. Manche dieser Touren haben eventuell das Gewicht ¥ .
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Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) lassen sich als Blétter eines Baums dar-
stellen:

ale Touren
ale Touren mit ale Touren mit € Touren mit
Anfangsstiick Anfangsstiick " Anfangsstiick

dleTo mit  ale Tourén mit
Anfangsstuck Anfangsstuck

1
dle Todren mit alle Touren mit ... allg Tooren mi
Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuck
132 134
alle Touren mit  ale Touren mit ... ale Touren mit
/ Anfangsstiick  Anfangsstuick Anfangsstuick
1n2 1n3 1nnl
ale Touren mit
Anfangsst[]ck

in den Bléattern: alle Touren mit
Anfangsstiick 1 1, i

S

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) werden systematisch erzeugt (siehe unten).
Dabei wird eine obere Abschéatzung fur das Gewicht einer optimalen Tour (Tour mit mini-
malem Gewicht) in der globalen Variablen bound mitgefuhrt (Anfangswert bound = ¥).
Wird ein Anfangsstiick einer Tour erzeugt, deren Gewicht grof3er as der Wert in der Varia-
blen bound ist, dann brauchen ale Touren, die mit diesem Anfangsstiick beginnen, nicht
weiter betrachtet zu werden. Es wird also ein ganzer Teilbaum aus dem Baum aller Touren
abgeschnitten. Ist schliefdlich eine Tour gefunden, deren Gewicht kleiner oder gleich dem
Wert in der Variablen bound ist, so erhélt die Variable bound as neuen Wert dieses Ge-
wicht, und die Tour wird as tempordr optimale Tour vermerkt. Eine Variable opt t our
nimmt dabel die Knotennummern einer temporér optimalen Tour auf; die Variabletei | f el d
dient der Aufnahme des Anfangsstticks einer Tour.
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Ist bereits ein Anfangsstiick (11, i,...i,.,) einer Tour erzeugt, so sind die Zahlen
1i, i,,.. 1., dle paarweise verschieden. Eine weitere Zahl i kann in die Folge aufge-
nommen werden, wenn

(1) i unter den Zahlen 4, i, i,,..., i,_, nicht vorkommt und
2 W((vik_l,vi ))<¥ ist und
(3) das Gewicht der neu entstehenden Teiltour (1, iy, i,,..., i,.,; i) Kleiner oder gleich dem

Wert in der Variablen bound ist.

Treffen (1) oder (2) nicht zu, kann i nicht als Fortsetzung der Teiltour 1, i, i,,..., i, g€
nommen werden, denn es entsteht keine Tour. Trifft (3) nicht zu (aber (1) und (2)), dann
brauchen alle Touren, die mit dem Anfangsstiick (1, i;, i,,..., i,.; i) beginnen, nicht weiter

berticksichtigt zu werden.

Algorithmus zur L6sung des Problems des Handlungsr eisenden nach der Branch-and-
bound-M ethode:

Es werden wieder die bereits bekannten Deklarationen (ergénzt um neue Deklarationen) ver-
wendet:

CONST n = ... { Probl engrolRe }
unendl ich = ; { hier kann der maximal ndgliche
REAL- Wrt verwendet werden }

TYPE knotenbereich = 1..n;
matri x = ARRAY [ knot enberei ch, knotenberei ch] OF REAL;
tourfeld ARRAY [1..(n+1l)] OF | NTECER;

Die Knotennummern einer optimalen Tour werden im Feld opt t our abgelegt.

Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V“V; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegati-
ves Gewicht.

VAR A Domatrix; { Adjazenzmatrix }
i . knot enber ei ch;
j . knot enber ei ch;
opttour : tourfeld;
bound . REAL;
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FORi := 1 TOn DO
FORj := 1 TOn DO
I'F (v,v, )l E THEN AT, 1 0= wi(v,v)))
ELSE Ali, j] := unendlich;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur sal esnman_bab (A, opttour, bound).

Ausgabe: bound gibt das minimale Gewicht einer Tour durch G an, die beim Knoten v,
beginnt und endet; opttour enthdt die Knotennummern einer optimalen
Tour.

PROCEDURE sal esnan_bab

(A Domatrix;
VAR opttour : tourfeld; { optimale Tour }
VAR bound . REAL { Lange der Tour }

)
VAR i : | NTEGER

PROCEDURE bab_g
(teilfeld : tourfeld;
{ zu ergdnzendes Anfangsst uck

ei ner Tour }
gewi cht : REAL; { Gewi cht des Anfangssticks }
position : INTEGER { Position, an der zu
erganzen i st }
);
VAR i . | NTEGER;
j : | NTECER;
ok : BOOLEAN
w . REAL;
BEG N {bab_g }
| F position = n + 1
THEN BEG N
w:= Ateilfeld[n], 1];
I F (w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)
THEN BEG N
teilfeld[position] := 1;
bound := gewicht + w;
opttour := teilfeld;
END;

END
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ELSE BEG N
FORi :=2 TOn DO
BEA N

w = Alteilfeld[position - 1], i];

ok := TRUE;

{ Bedingung (2):}

FORj := 2 TO position - 1 DO

IF teilfeld[j] =i
THEN BEG N
ok := FALSE;
Br eak;

END;

| F ok

AND
(w < unendlich)
AND
(gewi cht + w < bound)

THEN BEG N
teilfeld[position] :=1i;
bab g (teilfeld, gewi cht + w,

position + 1);
END;
END;
END;

END {bab_g };
BEG N { sal esnman_bab }

FORi :=2 TOn + 1 DO
opttour[i] := O;
opttour[1] := 1;

bound = unendli ch;

bab_g(opttour, 0, 2);

END {sal esman_bab };

Das Verfahren erzeugt u.U. dle (n- 1} Folgen (11, i,..i,, 1), biseseine optimale Tour ge-

funden hat. In der Praxis werden jedoch schnell Folgen mit Anfangsstiicken, die ein zu grof3es
Gewicht aufweisen, ausgeschlossen. Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens bleibt
jedoch mindestens exponentiell in der Anzahl der Knoten des Graphen in der Eingabeinstanz.
Das Laufzeitverhaten verbessert sich natirlich nicht, d.h. es bleibt exponentiell, wenn man
die Bitoperationen in Abhangigkeit von der Anzahl der Bits untersucht, die zur Darstellung
einer Eingabeinstanz erforderlich sind.
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In der Praxis gilt ein Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten als schwer durch-
fuhrbar (intractable), ein Algorithmus mit polynomiellem Laufzeitverhalten als leicht
durchfiuhrbar (tractable). Naturlich kann dabei ein Algorithmus mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten fur einige Eingabeinstanzen schnell ablaufen. Trotzdem bleibt die Ursache zu
untersuchen, die dazu fihrt, dal? manche Probleme ,leicht |6sbar” sind (d.h. einen Algorith-
mus mit polynomiellem Laufzeitverhalten besitzen), wahrend fir andere Probleme bisher nur
L dsungsalgorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten bekannt sind.

Der Grund dafir, dald ein Verfahren mit exponentielle Laufzeit als nicht durchfihrbar gilt,
wird aus den folgenden Tabelle sichtbar. Es werden dort jeweils funf Funktionen
h:N,,® R,i=1..,5 und einige ausgewahlte (gerundete) Funktionswerte gezeigt. Jede
Funktion soll als Laufzeit fur Algorithmen interpretiert werden: Der Funktionswert h, (n) gibt

die Anzahl der Rechenschritte an, die bei einer Eingabeinstanz der Gréfie n durchlaufen wer-
den. Selbst kleine ProblemgrdfRen flihren bereits auf eine immense Laufzeit.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h. (n) h. (10) h. (100) h. (1000)
1 log, (n) 3,3219 6,6439 9,9658
2 Jn 3,1623 10 31,6228
3 n 10 100 1000
4 n2 100 10.000 1.000.000
5 2" 1024 1,2676506X40% >10%°

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die finf Funktionen h :N,,® R,i =1,...,5. Es sai

Y, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fur jede der funf Funktionen Werte n, mit
h(n,) = Y. In der vierten Spalte sind digienigen Werte n, aufgefiirt, fir die h (n,)=10xy,
gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man die Problemgrofe n. vergrofiern kann,
wenn man die 10-fachen Laufzeit in Kauf nimmt. Wie man sieht, kann man bel der Logar-
tihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums den Wert stark vergrofiern, wahrend bei
der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Steigerung um ca.

3,3 moglich ist. Das bedeutet, dal? selbst bei einer Verzehnfachung der Rechenleistung nur &-
ne geringfugig vergrofierte Problemgrofle zu bewdltigen ist.
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Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
[ h. (n) n, mit h(n)=y, n. mit
h (1) =10xy,
1 log, (n) n, (n,)°
2 Jn n, 100,
3 n n, 10,
4 n? n, » 3162,
5 2" Ny n, +3,322

5.2 Der Zusammenhang zwischen Optimierungs- und Entscheidungsproblemen

Optimierungsprobleme spielen in der Anwendung eine bedeutende Rolle; in der Theorie der
Berechenbarkeit sind es eher die Entscheidungsprobleme. Zwischen beiden Typen besteht ein
enger Zusammenhang.

Essai P en Optimierungsproblem mit einer reellwertigen Zielfunktion:

Instanz: 1. x1 s;
2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , diejedem x1 S, und y1 SOL, (x) einen
Wert m, (x,y), den Wert einer zul&ssigen Lésung, zuordnet
4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min)
bzw.
me (x,y")=max{m, (x,y)|y] SOL, (x)} bei einem Maximierungsproblem (d.h.
goal, =max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

Eine Instanz x ist eine Zeichenkette x1 S, . Hier wird das Alphabet S, fiir das Problem ,,ge-
eignet” gewahlt. Fur ein Graphenproblem ist sicherlich dabel ein anderes Alphabet geeignet
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als zur Darstellung Boolescher Ausdriicke. Letztlich kann man sich natirlich auf ein allge-
mein giiltiges , Grundal phabet" verstandigen, etwa S, ={0,1}.

Ein Losungsalgorithmus A ; fir P hat die Form

Xl Sp .
—» Ay > VISOLX und mp(X,Y)

Die von Ay, bei Eingabevon xI1 S, ermittelte Losung ist Ay (X)=(y",m. (x,y")), dh.
sie besteht aus einer optimalen Lésung y* und dem Wert der Zielfunktion m, (x,y")=m, (x)

bei einer optimalen Ldsung. Natirlich kann es fir ein Optimierungsproblem mehrere optimale
L ésungen geben; der Wert my, (x) ist jedoch eindeutig.

Daszu P zugehorige Entscheidungsproblem P ., wird definiert durch

Instanz: [x, K]
mit xI S, und KT R

Ldsung: Entscheidung ,ja, falls fiir den Wert my, (x) einer optimalen Lésung
m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem
(d.h. goal, =max)
bzw.
m,, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem
(d.h. goal, =min)

gilt,
Entscheidung ,, nein®, sonst.

Hierbei ist zu beachten, dal? beim Entschelidungsproblem weder nach einer optimalen Ldsung
y" noch nach dem Wert m, (x)=m, (x, y") der Zielfunktion bei einer optimalen Losung ge-
fragt wird.

Ein Losungsalgorithmus fur P ., hat zwei mogliche Ausgange, ndmlich einen akzeptieren-
den und einen verwerfenden Ausgang. Der erste Ausgang wird erreicht (aktiviert), wenn bei
Eingabe einer Instanz fur P ., die Entscheidung ,ja‘ getroffen wird, der zweite Ausgang
entspricht der Entscheidung ,nein“. Ein Lésungsalgorithmus A, fur P, hier fur ein
Maximierungsproblem dargestellt, hat daher die Form
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5 ja, my(x)® K (bei éinem Maximierungsproblem)

> A . . .
BT L p nein, my(x)<K (bei éinem Maximierungsproblem)

Aus der Kenntnis eines Algorithmus A ,; fur ein Optimierungsproblem [&f3 sich leicht ein
Algorithmus A, fur das zugehorige Entscheidungsproblem konstruieren, der im wesentli-
chen dieselbe Komplexitét besitzt:

Eingabe: [%, K]
mit xI S, und KT R

Verfahren:  Man berechne A, (x)=(y",m, (x,y")) und vergleiche das Resultat
me (x,y")=m; (x) mitK:

Ausgabe Ao ([x.K])=j a, fals m, (x)3 K bei einem Maximierungsproblem ist
bzw.
Agr (x.K])=j a, falls m, (x) £ K bei einem Minimierungsproblem ist,
Ao (X, K])=nei n sonst.

Daher gilt:

Satz 5.2-1:
Das zu einem Optimierungsproblem P zugehdrige Entscheidungsproblem P . istim

wesentlichen zeitlich nicht aufwendiger zu |6sen a's das Optimierungsproblem.

Falls man andererseits bereits weil, dald das Entscheidungsproblem P ., immer nur

»Schwer |6sbar” ist, z.B. beweisbar nur Losungsalgorithmen mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten besitzt, dann ist das Optimierungsproblem ebenfalls nur ,, schwer [Gsbar”.

In den folgenden Kapiteln wird flr einige Entscheidungsprobleme P, gezeigt, dal} sie

(vermutlich) keine schnell laufenden Ldsungsverfahren besitzen. Daher konnen die zugehdri-
gen Optimierungsprobleme, an deren LAsung man in der Praxis interessiert ist, ebenfalls nur
mit sehr lang laufenden Verfahren angegangen werden. Die algorithmische Untersuchung von
Entscheidungsproblemen ist in diesen Féllen daher fur die Praxis von grofem Interesse. Man
hat zudem abzuwégen, ob man nicht mit einer Losung zufrieden sein kann, die , schnell* zu
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finden ist und sich der optimalen Losung annéhert. Diese Fragestellung fuhrt auf das Gebiet
der Approximationsalgorithmen in Kapitel 6.

In einigen Fallen &3t sich auch die ,,umgekehrte” Argumentationsrichtung zeigen: Aus einem
Algorithmus A, fir das zu einem Optimierungsproblem zugehorige Entscheidungsproblem
laft sich ein Algorithmus A ., fir das Optimierungsproblem konstruieren, dessen Laufzeit-
verhalten im wesentlichen dieselbe Komplexitét aufweist. Insbesondere ist man dabel an Op-
timierungsproblemen interessiert, fur die gilt: Hat A, zur Lésung des zu einem Optimie-
rungsproblem zugehdrigen Entscheidungsproblem polynomielles Laufzeitverhalten (in der
Grofe der Eingabe), so hat auch der aus A, konstruierte Algorithmus A ,; zur Losung
des Optimierungsproblems polynomielles Laufzeitverhalten.

Ein Beispiel ist das Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit natirlichzahligen Ge-
wichten:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Opti-
mier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)

G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V"V ;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E €in natirlichzahli-
ges Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E
Als Problemgroéf3e wird hier der Wert k =n: A mit

A= max{ éogZQw(e)|)C+1 lel E} definiert, dain das Verfahren wesentlich die
numerischen Grolen der beteiligten Kantengewichte eingehen (fir w(e) =0

wird anstelle von dog, Qw(e)|)f+1 der Wert 1 genommen).

2. SOL(G)= {T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eéine Tour durch G}

-1’

3. fur T1 SOL(G), T =((v, v, )} (v, v, ),V ) (v, v, ) it die Zietfunktion

definiert durch m(G,T) = r?o-lw(vij ,vim)+ w(vin ,vil)

j=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T° 1 SOL(G), die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch
G) verursacht, und m(G,T*).
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Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz G = (V,E, w)eine optimale Lésung erzeugt,
werde mit A g0y bDezeichnet. Dievon A o bel Eingabe von G ermittelte Tour mit mini-

malen Kosten sei T~ die ermittelten minimalen Kosten m'(G)
Assorr (G) = (T* ,m (G))

Das zugehorige Entscheidungsproblem lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Ent-
scheidungsproblem

Instanz: [G, K]
G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V'V, die Funktion w:E® N gibt jeder Kante el E ein natlirlichzahliges
Gewicht; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E;
KT N.
Die ProblemgréReist k =nsA mit A=max{ gog,(w(e))g+1 |el E}.

Losung: Entscheidung ,ja‘, falls es eine Tour durch G gibt mit minimaen Kosten
m (G) £ K gibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz [G, K| eine entsprechende Entscheidung fallt,
werde mit Aqq; bezeichnet. Dievon A, g, bei Eingabevon [G,K] getroffene| a/ nei n-
Entscheidung sl A genr ([G, K]) Mit Hilfe von A gy Wird ein Algorithmus A gopr ZUP

Losung des Optimierungsproblem konstruiert. Dabei wird wiederholt Binérsuche eingesetzt,
um zunéchst die Kosten einer optimalen Tour zu ermitteln.

Der Algorithmus A gy ZUr LOsung des Optimierungsproblem verwendet eine al's Pseudo-

code formulierte Prozedur A_TSPOPT. Der Eingabegraph kann wieder in Form seiner Adja-
zenzmatrix verarbeitet werden. Da Implementierungsdetails hier nicht weiter betrachtet wer-
den sollen, kdnnen wir annehmen, dal3 es zur Darstellung eines gewichteten Graphen einen
geeigneten Datentyp

TYPE gewi chteter _Gaph = .. .;

und zur Speicherung einer Tour (Knoten und Kanten) in dem Graphen einen Datentyp

TYPE tour = ...;

gibt. Der Algorithmus A oo hat folgendes Aussehen:
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Eingabe: G= (V : E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,, ...,v. }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
El V’“V;dieFunktion w: E® N gibt jeder Kante el E ein natiirlichzahli-
ges Gewicht; ; esist w((i, j))=¥ fur (i,j)i E

VAR G . gew chter_G aph;
opttour : tour;
opt : | NTEGER;

G:= G= (V,E,W)
Verfahren:  Aufruf der Prozedur A TSPOPT (G, opt, opttour).

Ausgabe: opttour = T', d.h. eine Tour mit minimalen Kosten, opt = die ermittelten
minimalen Kosten m'(G).

PROCEDURE A TSPOPT (G . gewi chter_G aph;
{ Gaph mt natdrlichzahligen Kantengew chten }
VAR opt . | NTEGER;
{ Gewicht einer optinalen Tour }
VAR opttour : graph;
{ ermttelte Tour mt mninmlem Gew cht }

VAR s : | NTEGER

PROCEDURE TSPOPT (G . gew chter_graph;
VAR opt : | NTEGER;)
{ ermittelt imParaneter opt das Gew cht einer
optimalen Tour in G: }

VAR mn : | NTEGER
max : | NTEGER;
t : | NTEGER;

BEG N { TSPOPT }
mn := 0;
[o]

max 1= g wWe);
dE

{ Binarsuche auf demiIntervall [O..max]: }
VWH LE max - min >= 1 DO
BEG N
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_ ém n+maxuy.

g 2 H
| F ATSPENT ([G!t]): "ja“
THEN nax : =t

ELSE mn =t + 1;
END;

t

{ t enthalt nun das Gew cht einer optinmalen Tour in G }
opt :=t;
END { TSPOPT };

BEG N { A TSPOPT }
TSPOPT (G opt);

FOR alle el E DO
BEG N

ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) + 1;
TSPOPT (G s);
IF s > opt
THEN { es gibt keine optimale Tour in G die enicht enthalt }
ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) - 1;
END;

{ alle Kanten mt nicht erhdhten Gew chten besti nmen eine Tour
mt mnimal en Kosten }

tour := Menge der Kanten mit nicht erhdhten Gewichten und zugehérige Knoten;
END { A TSPOPT };

Der Graph G habe die ProblemgroRe k =n>A mit A=max{ dog,(w(e))j+1 |el E}. Es i

m= é w(e). Dann sind in obigem Verfahren hdchstens gog,(m)( viele Aufrufe des Ent-
dE

scheidungsverfahrens A g ((G.t ]) erforderlich (Binarsuche). Es gilt:
dog, (M) log, (m) +1£ § log, (W(e)) +1
dE

£ 8 (dog,(w(e))g+1)+1£ n? xA+1£ k2 +11 O(k?)

dE
d.h. gog,(mu Olk?).
Falls man also weil3, dald A oy €inin der Grofde der Eingabe polynomiell zeitbeschrankter

Algorithmus ist, ist das gesamte Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Losung polyno-
miell zeitbeschrankt.

Falls man umgekehrt weil3, dal3 es beweisbar keinen schnellen Algorithmus zur Lésung des
Problems des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Optimie-
rungsproblem gibt, gibt es einen solchen auch nicht fur das zugehdrige Entscheidungspro-
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blem. In diesem Fall ist das Entscheidungsproblem genauso schwer zu 16sen wie das Optimie-
rungsproblem.

5.3 Komplexitatsklassen

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, i S, gilt L, 1 TIME(f(n)), wenn es
einen (deterministischen) Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe: ja,fals xT L, gilt
nei n, fals xI L, gilt.

Xl Sp

ja, xI L
Y ALt P

. » nein, xI L,

Hierbei wird die Entscheidung A, (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in
O(f (n)) liegt.

Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin TIME(f (n))*
steht synonym fir L, 1 TIME(f (n)); man sagt auch abkiirzend , das Entscheidungsproblem
P liegt in TIME(f (n))“. In diesem Sinn bezeichnet TIME(f (n)) die Klasse der Entschei-
dungsprobleme, diein der Zeitkomplexitat O(f(n)) gelost werden kénnen.

Eine entsprechende Definition gilt fur die Speicherplatzkompl exitét:

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, gilt L, T SPACE(f (n)), wenn es
einen Algorithmus A folgender Form gibt:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe: ja,fals xT L, gilt
nei n, fals xI L, gilt.
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Xl Sp » ja xI Ly
’ A, . » nein, xI L,

Hierbei werden zur Findung der Entscheidung A, (x) eine Anzahl von Speicherzellen ver-

wendet, diein O(f (n)) liegt.

Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin SPACE(f (n))*

steht synonym fiir L, T SPACE(f (n)); man sagt auch , das Entscheidungsproblem P liegt in
SPACE(f (n))“. In diesem Sinn bezeichnet SPACE(f (n)) die Klasse der Entscheidungs-
probleme, die mit Speicher platzkomplexitat O( f(n)) gelost werden kdnnen.

Wichtige Komplexitdtsklassen sind

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einem Polynom in der Grof3e der Eingabe ist:

p= OTIME(n")
k=0

Beispielsweise gibt es fir jede von einer kontextfreien Grammatik G erzeugten Sprache
L(G)i S ein Entscheidungsverfahren, das fir ein Wort ul S* mit |u=n in O(ns)
vielen Schritten entscheidet, ob ul L(G) gilt oder nicht (vgl. Kapitel 4.4). Daher ist die
Klasse der kontextfreien Sprachen in P enthalten. Diese Inklusion ist echt, wie das Bei-
spiel der Sprache L, ={a"0"c" [n1 N,n3 1} aus Kapitel 4.1 zeigt, die in P liegt, aber
nicht kontextfrei ist.

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in mit einem Speicherplatzbedarf geldst wer-
den kdnnen, der proportiona zu einem Polynom in der Gréf3e der Eingabe ist:

PSPACE =| JSPACE(n")

k=0

die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit geldst werden konnen, die pro-
portional zu einer Exponentialfunktion in der Gréf3e der Eingabe ist:

EXP= CJTIME(Z”k).
k=0
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Es gilt Pi PSPACEI EXP. Die Frage, ob eine dieser Inklusionen echt ist, d.h. ob
Pl PSPACE oder PSPACE| EXP gilt, ist ein bisher ungeléstes Problem der Komplexi-
tatstheorie. Man weil jedoch, daR P1 EXP gilt.

In Kapitel 2.5 wird eine nichtdeterministische Turingmaschinen TM = (Q,S, 1,d,b, qo,qaccept)
in zunéchst unterschiedlichen Modell-Sichtweisen definiert. Entweder wird die Uber-
fiihrungsfunktion als partielle Funktion der Form d:Q” S ® P(Q” (S” {L.R §})") angege-
ben; wahrend der Berechnung kann die Turingmaschine nichtdeterministische Schritte aus-
fuhren, indem sie bel Erreichen einer Konfiguration aus mehreren maoglichen Folgekonfigu-
rationen , die richtige” auswahlt. Oder die nichtdeterministische Turingmaschine wird a's de-
terministische Turingmaschine gesehen, die mit einem ,, Ratemodul” ausgestattet ist, das in
nichtdeterministischer Weise zundchst eine Zusatzinformation generiert, deren Brauchbarkeit
anschlieRend mit Hilfe einer Uberfiihrungsfunktion der Form d: Q" S*® Q” (S” {L,R,§})

deterministisch verifiziert wird. Diese Uberlegung fiihrte schlielich auf die Definition eines
nichtdeterministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers. Die Definition wird hier
noch einmal wiederholt. Da hier nur entscheidbare Probleme behandelt werden, stoppt hier
der Verifizierer bei allen Eingaben.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus fur ein Entscheidungsproblem P Uber einem Alpha-
bet S, besteht aus einem Ratemodul und einem Verifizierer V, . Bel Eingabe von xI S,

erzeugt der Ratemodul auf nichtdeterministische Weise eine Zusatzinformation (einen Be-
weis) BT S;; dabei wird er nur einmal durchlaufen. Die Eingabe x1 S, und der erzeugte

Beweis B S, werden in den Verifizierer eingeben, dessen Aufgabe darin besteht, auf de-

terministische Weise mit Hilfe des Beweises B die Frage , x1 L, ?* zu entscheiden:

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, flr ein Entscheidungsproblem P mit der

Menge L, | S, hat die Form

BT Sz) qaccept | a, XT LP
Ratemodul ——p _ .
R v Orgject »nein, XI L,
x1 S x1 S, e
P P>
AL
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Esgilt fur xT S, :

xI L., fals es einen Beweis B 1 S, gibt, so dal V., bei Eingabe von x und B, mit
V. (xB,)=j a stoppt;

x| L, , fallsfir jeden Beweis BT S; gilt: V,_ stoppt mit V,_(x,B)=nei n.

Essad f:N® N ene Funktion. Falls der nichtdeterministische Algorithmus mit Hilfe des
Verifizierers V,_ die jainein-Entscheidung bei Eingabe von xI S, mit [X=n nach einer
Anzehl von Schritten trifft, die in O(f(n)) liegt, so ist der Algorithmus f(n)-
zeitbeschr ankt.

Zu beachten ist, dald die Laufzeit des nichtdeterministischen Algorithmus in Abhangigkeit von
der GroRe von x1 S, gemessen wird. Ist dieser f(n)-zeitbeschréankt, so werden auch nur
C: f(n) viele Zeichen eines Beweises generiert (hierbei ist C eine Konstante). Wenn es also
tiberhaupt einen Beweis B, mitV, (x,B,)=j a gibt, dann gibt es auch einen Beweis mit
Lange £C>f(n), so dal’ man fur den Beweis gleich eine durch C> f (n) beschrankte Lénge
annehmen kann.

Fir ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, gilt L, T NTIME(f (n)), wenn es
einen nichtdeterministischen f (n) -zeitbeschrankten Algorithmus zur Akzeptanz von L, gibt.

Die Aussage , das Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin NTIME(f (n))*
steht synonym fiir L, T NTIME(f (n)). In diesem Sinn bezeichnet NTIME(f (n)) die Klasse

der Entscheidungsprobleme, die auf nichtdeter ministische Weise in der Zeitkomplexitat
O(f(n)) gelost werden konnen.

Eine der wichtigsten Klassen, die Klasse NP der Entscheidungsprobleme, die nichtdetermini-
stisch mit polynomieller Zeitkomplexitéat gel6st werden kdnnen, ergibt sich, wenn f ein Poly-
nom ist:

¥
NP = | JNTIME(n*)

k=0
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In Kapitel 2.5 wird gezeigt, dald ein T(n) -zeitbeschrankter nichtdeterministischer Algorith-
mus durch einen deterministischen O(CT‘“))-zeitb&echrénkten Algorithmus simuliert werden

kann. Setzt man T(n)=n*, so sieht man unmittelbar, daf

NTIME(*)i TIMERPE))i TIMER™ ) fur enen Wert Kk *k gilt. Daaus folgt

¥ ¥
NP = NTIME(R)T |TIMER" )=EXP.
k=0 k=0

Da ein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmus A, , wie er in der Definition von P vor-

kommt, ein spezieller polynomiell zeitbeschrankter nichtdeterministischer Algorithmus ist,
nadmlich ein Algorithmus, der fur seine Entscheidung ohne die Zuhilfenahme eines von einem
Ratemodul erzeugten Bewei ses auskommt, gilt

Pi NP.
Insgesamt ergibt sich Pi NPi EXP. Zusammen mit PI EXP fragt sich, welche der In-

klusionen echt ist. Die dabei wichtigste Frage P=NP bzw. P* NP ist bisher ungeldst (P-
NP-Problem). Vieles spricht fir P NP.

5.4 DieKlassen P und NP

Das vorliegende Kapitel behandelt Beispiele aus den Klassen P und NP.

Zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen P und NP werden die entsprechenden Defini-
tionen der beiden Klassen noch einmal gegentibergestellt:

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegtin P, wenn es einen deterministi-
schen Algorithmus A, und ein Polynom p(n) gibt, so da3 ein Entscheidungsverfahren fur

P folgende Form hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n
Ausgabe:  Entscheidung , x1 L, “, fals A_(x)=j a gilt,
Entscheidung , x1 L, “, falls A_(x)=nei n gilt.

Hierbei wird die Entscheidung A (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein
O(p(n)) liegt.
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Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in NP, wenn es einen nichtde-
terministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierer V,_, der ein vom Ratemodul er-

zeugten Bewels verifiziert, und ein Polynom p(n) gibt, so dal3 ein Entscheidungsverfahren
fur P folgende Form hat:

Eingabe: xI S, mit [x=n

Ausgabe: Entscheidung , xT L, “, fallseseinen Beweis B, T S, gibt mit |B,| £ C xp(n)
und V,_(x,B,)=j a;
Entscheidung , xI L, “ fallsfir alle Beweise BI S, mit
B[ £Cxp(n)gilt: V_(x,B)=nein.

Hierbei wird die Entscheidung des Algorithmus und insbesondere das Ergebnis der Verifika
tionsphase V,_(x,B) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, diein O(p(n)) liegt.

In den meisten Féllen zur Entscheidung einer Menge in NP ist es offensichtlich, wie ein ,,ge-
eigneter” Bewels auszusehen hat und wie er nichtdeterministisch erzeugt werden kann. Die
wesentlichen Schritte liegen in der Verifikation. Diese ist zeitlich polynomiell beschrankt.
Umgangssprachlich kann man daher die Klassen P und NP etwa folgendermal3en beschrei-
ben:

Die Klasse P ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fir die bel Vorgabe einer Instanz in
polynomieller Zeit (in Abhangigkeit von der Grof3e der Instanz) entschieden wird, ob die
Instanz eine das Problem definierende Eigenschaft besitzt oder nicht.

Die Klasse NP ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fir die bel Vorgabe einer Instanz
und eines Beweises, der zeigen soll, dal3 die Instanz eine das Problem definierende Eigen-
schaft besitzt, der Beweisin polynomieller Zeit (in Abhangigkeit von der Grole der Instanz)
verifiziert werden.

Man kann die Klassen P bzw. NP auch durch deterministische bzw. nichtdeterministische Tu-
ringmaschinen charakterisieren.

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in P, wenn es eine deterministi-
sche Turingmaschine TM _ gibt, die bei Eingabe eines Wortes xI S, entscheidet, ob x1 L,
gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in p, Qx|) vielen Schritten getroffen, wobei p,_ ein

Polynom mit p,_(n)3 nist. Ist xI L, dann stoppt TM_ im Zustand 0. (»ja-Zustand”,
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.jarEntscheidung®). Ist xI L, , dann befindet sich TM _ nach hochstens p,_ Qx|) in einem
Zustand Q' Oy, fUr den es keinen Nachfolgezustand gibt. Dann stoppt TM_ in einem

nichtakzeptierenden Zustand (,, nein-Zustand“, , nein-Entscheidung*). Man kann dartiber hin-
aus annehmen, dal3 TM_ nur ein Band besitzt, da jede k-DTM durch eine 1-DTM simuliert

werden kann; diese Simulation ist von der Ordnung O(pﬁp (n)), also wieder polynomiell zeit-
beschréankt, so daf3 man fur die weiteren Betrachtungen dann das Polynom C prp (n) anstelle
von p, (n) nimmt. Da TM_ also nicht mehr als p,_ Qx|) viele Schritte ausfuhrt, werden von

TM,_ auch hochstens nur die Zellen mit den Nummern 1, ..., p_ Qx|)+1 besucht.

Ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, liegt in NP, wenn die soeben be-

schriebene Turingmaschine mit einer nichtdeterministischen Uberfulhrungsfunktion arbeitet.
Legt man dabei das in Kapitel 2.5 beschriebene Nichtstandardmodell einer Turingmaschine
TM, mit Ratemodul zugrunde, dann kann man annehmen, dal3 das Band von TM _ beidsei-

tig unbegrenzt ist; das Eingabewort x belegt anfangs die Zellen mit den Nummern 1, ..., ¥, in

Zelle 0 wird eine linke Markierung # geschrieben. Die Zellen mit negativen Nummern werden
vom Ratemodul zur anfanglichen Erzeugung eines Beweises verwendet, der dann anschlie-
Bend deterministisch verifiziert wird. In diesem Fall besucht TM _~ hdchstens die Zellen

- Py, 0x|) 0,1, .., P, Qx|)+1.

¥
Einige Beispiele fir Probleme aus der Klasse P = UTIME(n") wurden bereits in den vorhe-
k=0

rigen Kapiteln behandelt. Dazu gehort das Problem, festzustellen, ob zwischen zwei Knoten
eines gewichteten Graphen ein Pfad mit minimalem Gewicht existiert, das eine vorgegebene
Schranke nicht Gberschreitet.

Entscheidungsprobleme leiten sich hdufig von Optimierungsproblemen ab. Leider stellt sich
heraus, dal3 fir eine Vielzahl dieser Entscheidungsprobleme keine Losungsalgorithmen be-
kannt sind, die polynomielles Laufzeitverhalten aufweisen. Das gilt insbesondere fir viele
Entscheidungsprobleme, die zu Optimierungsproblemen gehoren, die fir die Praxis relevant
sind (Problem des Handlungsreisenden, Partitionenproblem usw.). Fir diese (Optimierungs-)
Probleme verfigt man meist Uber deterministische Ldsungsalgorithmen, deren Laufzeitver-
halten exponentiell in der Grol3e der Eingabe ist, bzw. man kann den Nachweis erbringen, dal3
die zugehdrigen Entscheidungsprobleme in NP liegen. Derartige Verfahren werden a's prak-
tisch nicht durchfihrbar (intractable) angesehen, obwohl durch den Einsatz immer schnellerer
Rechner immer grof3ere Probleme behandelt werden konnen. Es stellt sich daher die Frage,
wieso trotz intensiver Suche nach polynomiellen Losungsverfahren derartige schnelle Algo-
rithmen (bisher) nicht gefunden wurden. Seit Anfang der 1970'er Jahre erklart eine inzwi-
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schen gut etablierte Theorie, die Theorie der NP-Vollstandigkeit, Ursachen dieses Phano-
mens. Eine Einfiihrung in diese Theorie gibt Kapitel 5.5.

Ein wichtiges Beispiel fur Probleme auf der Grenze zwischen P und NP ist das Problem der
Erflillbarkeit Boolescher Ausdriicke (siehe Kapitel 1.1).

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in P:
Erfullende Wahrheitsbelegung (erfSAT)

Instanz: [F, f]
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
V={x,...x} , f:V®{TRUEFALSCH ist eine Belegung der Variablen mit

1 Np

Wahrheitswerten.
Losung: Entscheidung ,ja‘, fals die durch f gegebene Belegung dem Ausdruck F den Wahr-
heitswert TRUE gibt,

Entscheidung ,, nein®, sonst.

Ein Losungsalgorithmus setzt einfach die in der Eingabe-Instanz [F, f] gelieferte Belegung f

in die Formel F ein und ermittelt den Wahrheitswert der Formel gemal3d den Auswertungsre-
geln fr die beteiligten Junktoren.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in PSPACE:

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
Vv :{ Xpyeens xn} :

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

CSAT liegt in PSPACE (und damit in EXP). Fir den Beweis genuigt es zu zeigen, dal? nach-
einander alle méglichen 2" Belegungen der n Variablen in einer Eingabe-Instanz F mit einem
Speicherplatzverbrauch von polynomiell vielen Speicherzellen erzeugt, in die Formel F ein-
gesetzt und ausgewertet werden konnen.
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Esist nicht bekannt, ob CSAT in P liegt (vieles spricht dagegen).

Die Probleme erf SAT mit einer Eingabeinstanz [F, f] und CSAT mit einer Eingabeinstanz F
unterscheiden sich grundsétzlich dadurch, daf bei ersterem in der Eingabeinstanz [F, f] eine

wesentliche Zusatzinformation, namlich eine potentiell erfillende Belegung f der Variablen
vorgegeben ist, die nur noch daraufhin Uberprift werden muf3, ob sie wirklich die in der Ein-
gabeinstanz enthaltene Formel F erfillt. Zur Entscheidung, ob eine Eingabeinstanz F von
CSAT erfillbar ist, mul3 also entweder eine erfillende Belegung f konstruiert bzw. aufgrund
geeigneter Argumente die Erfillbarkeit gezeigt werden, oder es muf3 der Nachweis erbracht
werden, dal3 keine Belegung der Variablen von F die Formel erfllt. Wenn dieser Nachwels
nur dadurch gelingt, da alle 2" moglichen Belegungen Uberprift werden, ist mit eéinem po-
lynomiellen Entscheidungalgorithmus nicht zu rechnen. Intuitiv ist diese Entscheidungsauf-
gabe also schwieriger zu bewéltigen, weil weniger Anfangsinformationen vorliegen, als le-
diglich die Verifikation einer potentiellen Ldsung.

Eine einfache Uberlegung zeigt, daR CSAT in NP liegt. Ein Verifizierer fir CSAT arbeitet
wie folgt: Er erhdlt mit einer Eingabeinstanz F (mit n Variablen) fur CSAT als Zusatzinfor-
mation (Beweis) eine Belegung B, der Variablen in F. Wenn F erfullbar ist, nimmt man fur
B. gerade eine erfullende Belegung. Wenn F nicht erfullbar ist, liefert keine Belegung B,
der Variablen den Wahrheitswert TRUE. Der Verifizierer Uberprift lediglich (auf deterministi-
sche Weise) in O(n) vielen Schritten, ob sich der Wert TRUE ergibt, wenn man die in B

vorkommenden Wahrheitsheitswerte in F einsetzt; in diesem Fall wird F akzeptiert, ansonsten
nicht. Insgesamt liegt polynomielles Laufzeitverhalten vor.

Dabel diesem Verfahren nicht wesentlich eingeht, ob F in konjunktiver Normalform vorliegt,
sondern lediglich, ob F ein korrekter Boolescher Ausdruck und erfiillbar ist, ergibt sich, daf3
auch das folgende allgemeinere Problem SAT in NP liegt.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck mit der Variablenmenge V ={ x,..., x } .

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein“, sonst.

SAT liegt in NP.
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Schrankt man das Problem CSAT auf digenigen Booleschen Ausdriicke in konjunktiver
Normalform ein, in denen jede Klausel genau 2 Literale enthdlt, so erhdlt man das Problem 2-
SAT. Entsprechend ist 3-SAT dadurch definiert, dal3 hier jede Klausel genau 3 Literale ent-
halt.

Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Nor malform mit genau
2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Instanz: F
F =F U..UF_ ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der

Variablenmenge V ={ x,, ..., x,} mit der zusstzlichen Eigenschaft, daR jedes F, ge-

3 N\

nau zwei Literale enthélt.
Losung: Entscheidung ,.ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dal3 sich bei

Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,, nein®, sonst.

Man kann zeigen, dal3 2-SAT in P liegt:

Satz 5.4-1:
Ist F eine Instanz fir 2-CSAT mit n Variablen und m Klauseln, dann liefert das be-
schriebene Verfahren mit der Prozedur Erfuel | barkeit 2CSAT eine korrekte
jalnein-Entscheidung. Die (worst-case-) Zeitkomplexitét des Verfahrens ist von der
Ordnung O(n>m). Dieser Aufwand ist polynomiell in der GréRe der Eingabe.

Beweis;

Ein Algorithmus zur Ermittlung einer erfiillenden Belegung kann etwa nach folgender Strate-
gie vorgehen:

Man nehme eine bisher noch nicht betrachtete Klausel F, =(y, Uy,) von F. Falls eines der

Literale wahrend des bisherigen Ablaufs bereits den Wahrheitswert TRUE erhalten hat, dann
wird F, aserfillt erklért. Falls eines der Literale, etwa y,, den Wert FALSE hat, dann erhélt

das Literal y, den Wahrheitswert TRUE und @y, den Wahrheitswert FALSE. F gilt dann als
erfullt. Dabei kann jedoch ein Konflikt auftreten, namlich dal3 ein Literal durch die Zuwei-
sung einen Wahrheitswert bekommen soll, jedoch den komplementaren Wahrheitswert bereits
vorher erhalten hat. In diesem Fall wird die vorherige Zuweisung riickgangig gemacht. Falls
es dann wieder zu einem Konflikt mit diesem Literal kommt, ist die Formel nicht erfillbar.
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Der folgende Pseudocode-Algorithmus implementiert diese Strategie; aus Grinden der Les
barkeit wird auf die exakte Deklaration der lokalen Variablen und der verwendeten Datenty-
pen und auf deren I|mplementierung verzichtet.

Algorithmus zur Losung des Erfullbarkeitsproblems fiir Boolesche Ausdriicke in kon-

junktiver Normalform mit genau 2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Eingabe: F=FU..UF,
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Varia-
blenmenge V ={ x,,...,x,} mit der zusétzlichen Eigenschaft, daR jedes F ge-
nau zwei Literale enthélt, d.h. jedes F, hat dieForm F, =(y, Uy, )
size(F)=n.
Der Datentyp
TYPE KNF_typ = .. .;
beschreibe den Typ einer Formel in konjunktiver Normalform, der Datentyp
TYPE Literal _typ = ...;
den Typ eines Literals bzw. einer Variablen in einem Booleschen Ausdruck.
VAR F © KNF_typ;
Ent schei dung : Ent schei dungs_typ;
F:= FU..UF,
Verfahren:  Aufruf der Prozedur
Er f uel | bar kei t _2CSAT (F, Entscheidung);
Im Ablauf der Prozedur werden Variablen Wahrheitswerte TRUE bzw. FALSE
zugewiesen. Zu Beginn des Ablaufs hat jede Variable noch einen undefinierten
Wert; in diesem Fall wird die Variable a's,,noch nicht zugewiesen" bezeichnet.
Jede Klausel F von F gilt zu Beginn des Prozedurablaufs als ,, unerfllt* (da
ihren Literalen ja noch kein Wahrheitswert zugewiesen wurde). Sobald einem
Literal in Fder Wahrheitswert TRUE zugewiesen wurde, gilt die Klausel als
Lerfullt”.
Ausgabe: Ent schei dung = j a, falsF erflllbar ist,
Ent schei dung = nei n sonst.
PROCEDURE Er f uel | barkeit 2CSAT (F : KNF_typ;
VAR Ent schei dung: Ent schei dungs_typ) ;
VAR C SET OF KNF_typ;
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Vv : SET OF Literal _typ;
X : Literal _typ;
firstguess : BOOLEAN,

BEG N { Erfuel |l barkeit_ 2CSAT }
{ F= FU..UF,}
C:= {Fl,..., Fm};
erklére alle Klauseln in C a's unerfillt;

V : = Mengederin Fvorkommenden Variablen;
erklare alle Variablen in V als nicht zugewiesen;

VWH LE (V enthdlt eine Variable x) DO
BEG N
X .= TRUE;
firstguess : = TRUE;
VWH LE (C enthdt eine unerfillte Klausel F, :(yil inz), wobel mindestens einem
Literal ein Wahrheitswert zugewiesenist) DO
BEG N
IF (y, = TRUE) R (Y, = TRUF)

THEN erklére F, als erfillt
ELSE IF (Y, = FALSE) AND (Y, = FALSE)

THEN BEGQ N
I F NOT firstguess
THEN BEGQ N
Ent schei dung : = nein;
Exi t
END
ELSE BEG N
erklare alle Klauseln in C als unerfillt;
erkléare alle Variablenin vV als nicht zugewiesen;
X : = FALSE;
firstguess : = FALSE;
END;
END
ELSE BEG N

|F y, = FALSE
TRUE

THEN 'y,

ELSE y, := TRUE

erklare F, aserfllt;
END;
END { WHI LE C enthdlt eine unerfillte Klausel };
entferne aus C die erfiillten Klauseln;
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entferne aus V die Variablen, denen ein Wahrheitswert zugewiesen wurde;

END { WH LE V enthdlt eine Variable x} ;
Ent schei dung : = j a;

END { Erfuell barkeit_2CSAT };
I

Fiur das zu 2-CSAT analoge Problem 3-CSAT der Erfiillbarkeit, bei dem jede Klausel genau 3
Literale enthdlt, ist kein polynomielles Entscheidungsverfahren bekannt. Es wird vermutet,
dai3 es auch kein derartiges Verfahren gibt. Natirlich liegt 3-CSAT in NP.

Im folgenden werden einige wenige Beispiele fir Probleme P aus NP aufgefihrt, von de-
nen nicht bekannt ist , ob siein P liegen. Dabel wird fir Instanzen x1 S, jeweils der Beweis
B, 1 S; angegeben, den der Verifizierer zur j a/ nei n-Entscheidung heranzieht. Die Angabe
von B, erfolgt informell, sie mul3 entsprechend (beispielsweise in eine bindre Zeichenkette)
Ubersetzt werden. Mit size(x) wird die Grof3e einer Eingabeinstanz angegeben.

Erflllbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform (CSAT)

bzw. Boolescher Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT):

Instanz: F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform bzw. in allgemei-
ner Form mit der Variablenmenge V ={ x,,..., x,}; size(F)=n

Beweis: B. ist eine 0-1-Folge der Lange n

Arbeitsweise des Verifizierers: Der i-te Wert in B. wird as Belegung von x. interpre-

tiert, und zwar wird der Wert 0 in FALSE und der Wert 1 in TRUE Ubersetzt.
Die so entstehende Belegung der Variablen wird in F eingesetzt und die For-
mel ausgewertet. Falls sich bei dieser Auswertung von F der Wert TRUE ergibt,
wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Problem des Handlungsrei senden:

Instanz:  [G,K], G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph
mit der Knotenmenge V ={v,, ...,v, }, bestehend aus n Knoten, und der Kan-
tenmenge E1 V7V ; die Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E €n
Gewicht; KT R_,; size([G,K])=k = nxA mit
A=max({ dog,(w(e))i+1 |el E}E{dog,(K)(+1}) (fir w(e)=0 wird an-

stelle von dog, Qw(e) )[+1 der Wert 1 genommen)

Bewels: By ist eine Permutation der Zahlen 1, ..., nin Bindrkodierung (mit Lange in
O(n>log(n))
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Arbeitsweise des Verifizierers: Uberprifung, ob die Permutation Bsc.x] €ne Rundreisein

G beschreibt, deren Gewicht £ K ist. In diesem Fall wird j a ausgegeben, an-
sonsten nei n. Mit Binarsuche 183 sich sogar in polynomieller Zeit Uberprifen,
ob es eine Rundreise mit minimalen Gewicht £ K gibt.

Partitionenproblem:
Instanz: | ={a,,...,a }

| ist eine Menge von n natlrlichen Zahlen mit a >0 fur i=1,..,n;
size(l) =n>A mit A=max{ dog,(a )g+1 |i =1,...,n}

Beweis. B, ist eine Teilmenge von {1,..,n} in Binakodierung (mit Lange in
O(n>log(n))

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob é a = é a; gilt. In diesem Fall wird
i, ii By

j a ausgegeben, ansonsten nei n.

0/1-Rucksackproblem:

Instanz: | = (A M)
A={a,..a} ist eine Menge von n natirlichen Zahlen mit a >0 fir
i=1,...,n; MT N, M >0; size(l)=n:>A mit
A=max({ dog,(a )i+11i =1,....n}E{ dog,(M){+ 1)

Beweis: B, ist eine 0-1-Folge x,,..., X, (mit Lénge n)

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob g x *a =M gilt. In diesem Fall wird
i=1

j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Problem der { 0,1}-Linearen Programmierung

Instanz; [A,B,C,KJ, Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten,
bl z™ ist ein ganzzahliger Vektor, ¢ N" ist ein nichtnegativer ganzzahliger
Vektor, KT N, size([AB,éJ)=k=m><n><B mit
B= max{ dog(e)ylel AUel bUel 6}

Beweis: B[A,B,C] ist eine 0-1-Folge der Lange n (fir den Vektor X)

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob fur X = B[A,B,C] die Bedingungen Axx3 b

und é_ C, % £ K gelten. In diesem Fall wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.
i=1
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Problem des léngsten Wegs in einem gewichteten Graphen:

Instanz:  |G,v,,v,,K]|, G=(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter)
Graph mit der Knotenmenge V ={v,,...,v }, bestehend aus n Knoten, und der
Kantenmenge Ei V" V; v,TV;v,1V; dieFunktion w: E® R., gibt jeder
Kante el E ein Gewicht; KT R_,; size([G,K]) =k = nxA mit
A=max({ dog,(w(e))i+1 |el E}E{dog,(K)(+1}) (fir w(e)=0 wird an-
stelle von dog, Qw(e)|)f+1 der Wert 1 genommen)

Beweis: By, «] ist €ine Folge i,,i,,....i, von natirlichen Zahlen aus {1,...,n} (mit
Langein O(n¥og(n))

Arbeitsweise des Verifizierers: Uberpriifung, ob v, ,v, ,...,v, einen einfachen Weg (d.h.
ohne Knotenwiederholungen) von v, nach v, mit Gewicht 3 K beschreibt. In

diesem Fall wird j a ausgegeben, ansonsten nei n.

Man kennt heute mehrere tausend Probleme aus NP. In der angegebenen Literatur werden ge-
ordnet nach Anwendungsgebieten umfangreiche Listen von NP-Problemen aufgefihrt.

55 NP-Vollstandigkeit

Die bisher beschriebenen Probleme entstammen verschiedenen Anwendungsgebieten. Dem-
entsprechend unterscheiden sich die Alphabete, mit denen man die jeweiligen Instanzen bil-
det. Boolesche Ausdriicke werden mit einem anderen Alphabet kodiert als gewichtete Gra-
phen oder Instanzen fir das Partitionenproblem. Selbstversténdlich lassen sich letztlich ale
Probleme mit Hilfe des Alphabets { 0,1} kodieren, so dal? man mit einem einzigen Alphabet
auskommen konnte. Aber selbst, wenn die Eingabeinstanzen unterschiedlicher Probleme mit
dem Alphabet { 0,1} kodiert werden, weisen die dann so kodierten Bestandteile der betrach-
teten Objekte wie Graphen, Boolesche Variablen oder Zahlen immer noch grundlegend ver-
schiedene Eigenschaften auf, so dal3 man weiterhin davon ausgehen kann, dal3 man unter-
schiedliche Anwendungen mit Hilfe unterschiedlicher Alphabete kodiert. Im folgenden wird
eine Verbindung zwischen den unterschiedlichen Problemen und ihren zugrundeliegenden
Alphabeten hergestellt.

Eine Funktion f:S, ® S,, die Worter Uber dem endlichen Alphabet S, auf Worter Tber

dem endlichen Alphabet S, abbildet, heif3t durch einen deterministischen Algorithmus in
polynomieller Zeit berechenbar, wenn gilt: Es gibt einen deterministischen Algorithmus
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A mit Eingabemenge S, und Ausgabemenge S, und ein Polynom p, mit folgenden Ei-
genschaften:
bei Eingabe von xI S, mit der GroRe |x=n erzeugt der Algorithmus die Ausgabe

f (x)T S, und benctigt dazu héchstens O(p, (n))viele Schritte,

— " AN —> xS,
Berechnung mit O(p; (n))
vielen Schritten

Essden LI S, und L, S, zwei Mengen aus Zeichenketten (Wortern) tber jeweils zwei
endlichen Alphabeten. L, heif% polynomiell (many-one) reduzierbar auf L,, geschrieben

L £ L,,

wenn gilt: Es gibt eine Funktion f : S; ® S, die durch einen deterministischen Algorithmus

in polynomieller Zeit berechenbar ist und fur die gilt:
xI LU f(x)7 L,.

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
xI Lp f(x)T L,und xT L, p f(X)T L,.

Bemerkung: Es gibt noch andere Formen der Reduzierbarkeit zwischen Mengen, z.B. die all-
gemeinere Form der Turing-Reduzierbarkeit mit Hilfe von Orakel-
Turingmaschinen.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit £° zeigt folgende Uberlegung.

Fur dieMengen L, i S; und L, i S, gelte L, £° L, mittels der Funktion f:S, ® S, bzw.
des Algorithmus A ; . Seine Zeitkomplexitét sei das Polynom p;, . Fir die Menge L, gebe es

einen polynomiell zeitbeschrankten deterministischen Algorithmus A, der L, erkennt; seine
Zeitkomplexitét sei das Polynom p, :

Mit Hilfe von A, und A, l&3 sich durch Hintereinanderschaltung beider Algorithmen ein

polynomiell zeitbeschrénkter deterministischer Algorithmus A, konstruieren, der L, er-
kennt:
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ja,
f(01 L,

xi S (0T S, >ia XL
M OOA, | — A,
X=n » nein, xi L
nein,
f)T L,
Al

Erkennung von L, mit Zeit-
aufwand der Gréf3enordnung
Ofp; (n) +p,(p; (M), dh
polynomiellem Zeitaufwand

Ein x,1 S, kann dazu dienen, fiir mehrere (many) x1 S, die Frage, xI L, ?* zu entscheiden
(namlich fur ale digienigen x1 S}, fir die f(x): X, gilt). Allerdings darf man fur jede Ein-
gabe f(x) den Algorithmus A, nur einmal (one) verwenden, namlich bei der Entscheidung
von f(x).

Gilt fir ein Problem P ; zur Entscheidung der Menge L, | S, und firr ein Problem P zur
Entscheidung der Menge L, | S, die Relation L, £° Lp, , SO heil’ das Problem P auf das

Problem P, polynomiell (many-one) reduzierbar, geschrieben P £7 P .

Beispid:

{01}-Lineare Programmierung:

Instanz: lA’B’ 2]

Al Z™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spaten, bT Z™, 7 it
ein Vektor von n Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen kdnnen.

Losung: Entscheidung ,ja‘, fallsgilt:
Es gibt eine Zuweisung der Werte O oder 1 an die Variablen in Z, so dal3 das li-
neare Ungleichungssystem Axz £/3 b erfillt ist. Die Bezeichnung £/3 steht
hier fir entweder £ oder 2 in einer Ungleichung.
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Esgilt CSAT £° {01}-Lineare Programmierung.

Zum Nachweis ist eine in polynomieller Zeit berechnenbare Funktion f anzugeben, die jedem
Booleschen Ausdruck F in konjunktiver Normalform eine Instanz von {01}-Lineare Pro-

grammierung zuordnet, so dal3 F genau dann erfillbar ist, wenn es eine 0-1-Zuweisung an die
in f(F) vorkommenden Variablen gibt, die das durch f(F) beschriebene lineare Un-

gleichungssystem erflillt.

Es se F=F U..UF_ ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform. Die in F
vorkommende Variablenmenge sei V={x,..x}. Jedes F ha die Form
F =(y, U..0y, ), wobei y, fiir eine Variable (d.h. y, =x) oder fiir eine negierte Variable
éz,u
(dh. y, =@x) steht. Die Instanz f (F)=|Ab, 2| wird definiert durch 2=8: 0, AT z™
&0
und b1 Z™. Hierbei ergeben sich A und b wie folgt: Fiir jede Klausel F, =(y, U...Uy, )
wird eine Ungleichung t, +...+t;, 3 1 formuliert. Ist dasLiteral y; in F, eine Variable, etwa
Yi, =X, dann ist t =2, ist das Litera Y, in F ene negierte Variable, etwa y, =9x,
dann ist t =1-z. Alle Konstanten 1 in t +...+t, 3 1 werden auf die rechte Seite der Un-
gleichung gebracht. Der nach dieser Umformung auf der rechten Seite entstehende Wert ist
die Komponente b im Vektor b, die i-te Zeile von A ergibt sich aus den Faktoren auf der
linken Seite der Ungleichung. Offensichtlichiist f (F) in polynomieller Zeit konstruierbar.

Es sei eine Belegung der Variablen in V gegeben, die den Booleschen Ausdruck F erflllt.
Dann wird das Ungleichungssystem f(F)= [AB,ZJ durch die Wertzuweisung
i1 furx =TRUE

= . erfUllt. Ist umgekehrt eine Wertzuweisung an die Variablen in
10 fur x, =FALSE

z

f(F) =|AD,2| gegeben, so da das Ungleichungssystem erfillt it, so erfilllt die Belegung
JTRUE  firz =1

X =i . den Booleschen Ausdruck F.
tFALSE firz =0

Einige leicht nachzuweisende Eigenschaften (Ubungsaufgabe) der polynomiellen many-one-
Reduzierbarkeit fafdt der néachste Satz zusammen.
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Satz 5.5-1:
Esseien LI S, LI S, L,I S, und L,i S, Sprachen iiber endlichen Alphabeten.
Dann gilt:
1. LE£"L,dh. dieRelation £ ist reflexiv.
2. AusL £ L,und L, £] L, folgt L, £° L, d.h. dieRelation £ ist transitiv.
3. Gilt LL£? L, und L,T P,dannist LT P.
4. Gilt L £° L, und L,T NP, dannist LT NP.

Eine der zentralen Definitionen in der Angewandten Komplexitétstheorie ist die NP-Vollstan-

digkeit:

Ein Entscheidungsproblem P, zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge

Lo, I Sp, heildt NP-vollstandig, wenn gilt:

0] Lo T NP

(i) fir jedes Problem P zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge L, | S,
mit L, T NP gilt L, £7 L,_.

Mit obiger Definition der Reduzierbarkeit zwischen Problemen kann man auch sagen:

Das Entscheidungsproblem P , ist NP-vollstandig, wenn P, in NP liegt und fir jedes Ent-
scheidungsprobleme P in NP die Relation P £7 P, gilt.

Das erste Beispiel eines NP-vollsténdigen Problems wurde 1971 von Stephen Cook gefunden.
Esailt:

Satz 5.5-2:
Das Erfullbarkeitsproblem fir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT) ist NP-
vollstandig.

Beweis;

Da es sich bel dieser Aussage um den zentralen Satz der angewandten Komplexitétstheorie
handelt, soll die Beweisidee skizziert werden:

1. Diezu SAT gehorige Sprache ist Leat = {F | F ist ein erflllbarer Boolescher Ausdruck }.
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Bezeichnet S, die Menge {F | F it ein Boolescher Ausdruck}, dann ist
Lear | Spooe - IN Kapitel 5.3 wird gezeigt, dal SAT in NP liegt.

Fir jedes Problen P mit der Menge L, | S, in NP ist die Relation L, £° L, zu zei-
gen. Die einzige Eigenschaft, die bezliglich L, in einem Beweis genutzt werden kann, ist
die Tatsache, da3 eseine 1-NDTM TM _ gibt, die bel Eingabe eines Wortes xI S, ent-
scheidet, ob x1 L, gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in p,_ Qx|) vielen Schritten
getroffen, wobei p, ein Polynom mit p,_(n)3 nist. Ist xI L, , dann stoppt T™M L Im
akzeptierenden Zustand Q.. ISt x| L,, dann stoppt TM_ in enem Zustand
0% Gaeer- TM_ besticht debei héchstens die Zellen mit den Nummern - p_ (x), ..., 0,
1, .., p__(X)+1; hierbei wird das Nichtstandardmodell einer nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine genommen (vgl. Kapitel 5.3).

Zum Nachweisvon L, £° L, ist eine Funktion f,:S, ® S, anzugeben, die die
Eigenschaft , x1 L, U f, (x)ist erfullbar* besitzt (. (x) ist ein Boolescher Ausdruck);
aulerdem muR f, (x) in p,_ (X) vielen Schritten deterministisch berechenbar (konstru-
ierbar) sein mit einem Polynom p, . Im folgenden wird beschrieben, wie f,(x) aus x
erzeugt werden kann. Der Boolesche Ausdruck f,, (x) beschreibt im wesentlichen, wie
eine Berechnung von TM _ bel Eingabe von x1 S, ablauft.

Die Zustandsmenge von TM, ssi Q ={qy, ..., q,}, das Arbeitsalphabet von M, sei

S, ={a,,....a }. Auf dem Eingabeband stehe das Wort x1 S, x=x,...x, mit x1 S,
fari=1, ..., n. Eswird eine Reithe Boolescher Variablen erzeugt, deren Interpretation fol-
gender Tabelle zu entnehmen ist:
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Variable Indizes Interpretation
2, t=0,.., p_(n) 2ust,, = TRUE genau dann, wenn sich TM_ im
ql Q Schritt t im Zustand q befindet
Anzahl an Variablen zust,,: (k+1)4{p,_ (n)+1)
pos,,; t=0,.., p_(n) pos; =TRUE genau dann, wenn sich der
i=-p_(n), .. p_(n)+1 |Schreib/Lesekopf von TM  im Schritt t tiber der
Zelle mit Nummer i befindet
Anzahl an Variablen pos; : 2><(pr (n)+1}
band,, [t=0, .., p,(n) band,;, =TRUE genau dann, wenn sich im
i=-p_(n), .., p_(n)+1, |Schritt tin der Zelle mit Nummer i das Zeichen a
al s, befindet
Anzahl an Varizblen band,, ,: 2(1+1)(p, (n)+1)

Der zu konstruierende Boolesche Ausdruck f, (x) besteht aus mehreren Teilen und ent-

halt insbesondere mehrmals eine Teilformeln G, die genau dann den Wahrheitswert TRUE
erhdlt, wenn genau eine der in G vorkommenden Variablen den Wahrheitswert TRUE
tragt. Sind vy, ..., y,, diein G vorkommenden Variablen, so lautet G:

G=G(y1,---,ym)=§{yi gUaébl U 2y, Uy, )2

j=1li=j+1 a
a8 00 B (v U )0
- gﬂ Y, Bugég U (ay, Uay, )E

Die zweite Zeile zeigt, daR G =G(y,, ..., y,,) in konjunktiver Normalform formulierbar

ist, ohne die Anzahl an Literalen zu &ndern, und m? viele Literale enthélt.

In f,(x) kommen mehrere Teilformeln, die gemald G aufgebaut sind, mit unterschied-
lichen Variablen aus obiger Tabelle vor.

f, (x) hat die Bauart f,(x)=RUAUU, UU, UE. Die Teilformel R beschreibt Rand-
bedingungen, A Anfangsbedingungen, U, und U, beschreiben Ubergangsbedingungen,
und E beschreibt Endebedingungen.

In Rwird ausgedrtickt, dals TM_ zu jedem Zeitpunkt t in genau einem Zustand q ist, daf3

der Schreib/Lesekopf Uber genau einer Zelle mit einer Nummer i aus dem Intervall von
- p., (n) bis p,_ (n)+1 stent, und da jede Zelle genau ein Zeichen al S, enthélt:
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P (M@ < -
R= tl:-g) g;(ZUQt,qO . Zl.lﬂt,C|k )UG(pOSt PLp (N) 77 post,pLP (n)+1)U

Die Anzahl an Literalen in R betragt

(., (0)+ 24k +1 +4lp_ () +2f +2{p, (n) +2)i +17 ) Of(p, (n)}).

e

(‘ A
U )G(bandt,i,ao,...,bandt,i@ )%

A beschreibt die Situation zum Zeitpunkt t = O (hierbei ist bl S, das Blankzeichen):

(n)+1

A=zt Upo%lugeﬁbandm ug U bends, 00"y band,, , 2.
(%]

=- pp (N) i=n+1

A enthdlt 2(p__ (n)+2)i O(p,, (n)) viele Literale.

U, beschreibt den Ubergang von der zum Zeitpunkt t bestehenden Konfiguration zur
Konfiguration zum Zeitpunkt t + 1fir t =0, ..., p,_ (n). Anstelle der Kopfbewegung L, S
bzw. Rwerden hier dieWerte y=-1, y=0 bzw. y=1 verwendet:

U, = t’ql"iJ’a[zustt,q Upos, Uband,, , P U{zust,,, .U pos,;., Uband,,,, ..|(acasy)T d(g.a) }}
Die Indizes nehmen die Werte t =0, ..., p_(n), af Q,i=- p_(n), .., p. (n)+1 und
al S, an.

Die geschweifte Klammer in U, enthdlt fir feste Werte t, g, a und i hochstens
3k +1)( +1) viele Literale, in der eckigen Klammer sind es daher hochstens
3(k +1)(1 +1)+ 3. Insgesamt enthalt U, héchstens

2(pr (n)+ 1] {k+ 1)1 +2)(3(k +1)(1 +1)+3)i O((pLP (n))z) viele Literale.

Um zu zeigen, wie sich auch U, in eine &quivalente Formel in konjunktiver Normalform

umformen &M%, soll exemplarisch ein Ausdruck

2ust, , Upos;; Uband,; , P U zust,,; 46U pos;.y;,, Uband,.,, el (acas y)i d(q.a)f inner-

halb der eckigen Klammer, der im rechten Teil zwei Alternativen

2USt,,; oo U POS,,y . Uband,., ; o UNd ZUst,.,; ,¢ U POS,,, ;. e Uband,.,; . enthalt, umgeformt

werden. Um den Vorgang tbersichtlich zu halten, wird dieser Ausdruck in der Form

X, UX, UX,b (Y,UY,U0Y,)U(z, Uz, UZz,) geschrieben. Hier stehen X,, Y, und Z,

fur jewells drei Variablen. Es gilt

X, UX, UX, b (Y,U0Y, UY,)U(z,uz,0Z,)

(2x, U@, U@X,)U(Y, UY, UY,)U(z, Uz, UZ,)

(@x, U@X, UDX, UY,)U(aX, U@X, U@X, UY,)U(@X, UaX, UsX, UY,)
U(@X, UaX, UaX, Uz, ) U(@X, UaX, UaX, UZ,)U(@X, UaX, UaX, UZ,).

Wie man sieht, werden fur jedes Y, und Z, vier Literale notiert, so daf3 sich fir die An-

zahl der Literde in der aquivalenten Formel innerhalb eines Ausdrucks in der eckigen
Klammer im allgemeinen Fall eine Obergrenze von 12(k +1)(I +1) angeben 4Rt Daher
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bleibt die Anzahl der Literale in U,, selbst in der konjunktiven Normalform, von der
ordnung Of(p, (n))?)-

U, besagt, daR sich der Inhalt von Zellen, Uber denen der Schreib/Lesekopf nicht steht,
nicht andert:

U, :tPal(gPOSt,i Uband,, )P band,,,,.].

ti,a
Hierbei nehmen die Indizes die Werte t =0, ..., p,_ (n), i =- p_(n), ... p. (n)+1 und
al S, an.

Die Anzahl an Literalenin U, betragt 6(pr (n)+1f {1 +2)1 O((pLP (n))z)

U, 1%t sich in eine aquivalente Formel in konfunktiver Normalform umformen, ohne die
Anzahl an Literalen zu andern:
U 2= t'U l(gpostl L‘Jba'ndt,i a ) P ba'ndt+1,i ,aJ

:tanl(pOS"i U@band,, , Uband,,,, . )|.

ti,a

E priift nach, ob der Endzustand 0., zum Zeitpunktt= p,_(n) erreicht ist:
E=zust

Prp (N)\Oaccept *

Insgesamt enthalt f, (x) eine Anzahl von Literalen der Ordnung O((pLP (n))3) d.h. einer
in der Lange des Eingabewortes polynomiellen Ordnung. Werden diese Literale durch-
numeriert, so dad man O((pLP (n))3) viele Literalpositionen bekommt, und dann binar ko-

diert (jede Zahl hat dann eine Lange der Ordnung O(Iog((pLP (n))3)): O(Iog(pLP (n)))) S0
hat f,(x) eine Lange der Ordnung O((pLP (n))“) Daher ist f,(x) bei Vorgabe von

x1 S, (fir festes P ) deterministisch in polynomieller Zeit berechenbar.

Es &Rt sich leicht nachweisen, daR die Eigenschaft , xT L, U f, (x)ist erfillbar gilt. ///

Die Beweisskizze zeigt sogar:

Satz 5.5-3:
Das Erfullbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform
(CSAT) ist NP-vollstéandig.

NP-vollstandige Probleme kann man innerhalb der Klasse NP als die am schwersten zu 16-
senden Probleme betrachten, denn sie entscheiden die P-NP-Frage:
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Satz 5.5-4:
Gibt es mindestens ein NP-vollstdndiges Problem, dasin P liegt , soist P = NP.

Beweis;

Wegen PI NP ist die umgekehrte Inkluson NPI P zu zeigen. Es sei L, ein NP-
vollstandiges Problem, das in P liegt. Es sei LT NP. Zu zeigen ist L1 P. Da L, NP-
vollstandig ist, gilt L £° L. Mit Satz 5.5-1 folgt (wegen der Annahme L,T P) LT P.///

Aus NP-vollstdndigen Problemen lassen sich aufgrund der Transitivitét der £ -Relation
(Satz 5.5-1) weitere NP-vollsténdige Probleme ableiten:

Satz 5.5-5:
Ist das Problem zur Entscheidung einer Menge L,I S, NP-vollsténdig und ist

L, £2 L, fureineMenge L, I S, so gilt:
Ist L, in NP, soist L, ebenfalls NP-vollstandig.

Satz 5.5-6:
Be P NP gilt:

st ein Entscheidungsproblem P zur Entscheidung der Menge L, | S, NP-vollstandig,
so ist das Problem P schwer [6sbar (intractable), d.h. es gibt keinen polynomiell zeitbe-
schrénkten deterministischen Lsungsal gorithmus zur Entscheidung von L, . Insbeson-

dere ist das zugehorige Optimierungsproblem, falls es ein solches gibt, erst recht schwer
(d.h. nur mit mindestens exponentiellem Aufwand) |6sbar.

NP-vollstdndige Probleme mit praktischer Relevanz sind heute aus vielen Gebieten bekannt,
z.B. aus der Graphentheorie, dem Netzwerk-Design, der Theorie von Mengen und Partitionen,
der Datenspeicherung, dem Scheduling, der Maschinenbelegung, der Personal einsatzplanung,
der mathematischen Programmierung und Optimierung, der Analysis und Zahlentheorie, der
Kryptologie, der Logik, der Automatentheorie und der Theorie Formaler Sprachen, der Pro-
gramm- und Codeoptimierung usw. (siehe Literatur). Die folgende Zusammenstellung listet
einige wenige Beispiele auf, die z.T. bereits behandelt wurden.
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Beispiele fir NP-vollstandige Entscheidungsprobleme

Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT):

Instanz:

L 6sung:

F,
F ist ein Boolescher Ausdruck (Formel der Aussagenlogik)

Entscheidung ,.ja", fals gilt:

F ist erfullbar, d.h. es gibt eine Belegung der Variablen in F mit Werten TRUE
bzw. FALSE, wobei gleiche Variablen mit gleichen Werten belegt werden, so
dal3 sich bei Auswertung der Formel F der Wert TRUE ergibt.

Kodiert man Formeln der Aussagenlogik tiber dem Alphabet A={U, U, @, (,),x,0,1}, so
ist eine Formel der Aussagenlogik ein Wort tber dem Alphabet A. Nicht jedes Wort tber
dem Alphabet A ist eine Formel der Aussagenlogik (weil es eventuell syntaktisch nicht
korrekt ist) und nicht jede Formel der Aussagenlogik als Wort Uber dem Alphabet A ist

erfullbar.

Le.; ={F |F ist eineerfiillbare Formel der Aussagenlogik}.

Erfillbarkeitsproblem der Aussagenlogik mit Formeln in konjunktiver Normalform
mit héchstens 3 Literalen pro Klausel (3-CSAT):

Instanz:

L 6sung:

F,
F ist eine Formel der Aussagenlogik in konjunktiver Normalform mit héch-
stens 3 Literalen pro Klausel, d.h. sind x,,..., X, die verschiedenen in F vor-

kommenden Booleschen Variablen, so hat F die Form

F=F,UF,U..F

Hierbei hat jedes F, die Form F, = (yil Uy, ing) oder F = (yil inz) oder
F =(y,), und y, steht fir eine Boolesche Variable (d.h. y, =) oder fur
eine negierte Boolesche Variable (d.h. yi, = @x, ) oder fur eine Konstante O

(dh. y, =0)bzw.1(dh. y, =1).

Entscheidung ,.ja", fals gilt:
Fist erflillbar.

Kodiert man die Formeln wie bei SAT, s0 gilt Ly g | Lear -
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Kliquenproblem (KLIQUE):

Instanz:  [G, k],
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph und k eine natiirliche Zahl.

Losung: Entscheidung ,ja“, fals gilt:
G besitzt eine ,Klique* der GroRe k. Dieses ist eine Teilmenge V(i V der

Knotenmenge mit |V ¢=k, und fir alle ul VCund dle vi V(mit ut v gilt

(uv)T E.

0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem (RUCK SACK):

Instanz:  [a,,...,a,,b],
a,,...,a, und b sind naturliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
Esgibteine Teilmenge | 1 {1,...,n} mit § a =b.

Partitionenproblem (PARTITION):

| nstanz: [al,...,an],
a,,...,a, sind nattrliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
Esgibt eine Teilmenge |1 {1,..,n} mit 3a =3 a .

Packungsproblem (BINPACKING):

Instanz:  [a,...,a,,b,kK],
a,,...,a (,Objekte") sind nattirliche Zahlen mit &, £b furi=1,..,n, bl N

(,BehaltergrolRe*), kT N.

Losung: Entscheidung ,ja*, fals gilt:
Die Objekte kdnnen so auf k Behdter der Fullhohe b vertellt werden, so dal3

kein Behalter Uberlauft, d.h. es gibt eine Abbildung f:{1,...n}® {1,...k},
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sodaifirale ji{1,..k}gilt da£b

f()=]

Problem des Hamiltonschen Kreisesin einem gerichteten (bzw. ungerichteten) Gra-
phen (GERICHTETER bzw. UNGERICHTETER HAMILTONKREIS):

Instanz: G,
G =(V,E) ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph mit V ={v,, ..., v, }.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:
G besitzt enen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung
(Vo s Vi 2y s Vo y ) dlEr Knoten mittels einer Permutation p der Knotenindi-

zes, so dalR fur i =1,...,n- 1 gilt: (vp(i),vp(i+1))T E und (vp(n),vp(l))T E.

Problem des Handlungsreisenden (HANDLUNGSREISENDER):

Instanz:  [M, k],
M =(M, ) ist éine (n" n)-Matrix von , Entfernungen zwischen n , Stadten
und eine Zahl k.

Losung: Entscheidung ,ja*, falls gilt:

Es gibt ene Permutation p (eine Tour, ,Rundreise”), so dal3
n-1

o] .

A Myppan ¥ My £k gilt?

i=1

Zum Nachweis der NP-Vollstandigkeit fir eines dieser Probleme P ist neben der Zugehérig-
keit von P zu NP jeweils die Relation P, £" P zu zeigen, wobei hier P, ein Problem ist,

fir das bereits bekannt ist, dal3 es NP-vollstandig ist, und das eine ,dhnliche” Struktur auf-
weist. Haufig beweist man

SAT £° 3-CSAT £7 RUCKSACK £” PARTITION £ BINPACKING,
3-CSAT £° KLIQUE und
3-CSAT £° GERICHTETER HAMILTONKREIS

£" UNGERICHTETER HAMILTONKREIS £° HANDUNGSREISENDER.
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5.6 Bemerkungen zur Struktur von NP

Es s NPC die Menge der NP-vollstandigen Sprachen Uber einem endlichen Alphabet S.
NPC i NP. Unter der Voraussetzung P NP gilt NPCC P = £.

Es gilt folgender Satz:

Satz 5.6-1:
Esseai B eine entscheidbare Menge mit Bi P. Dann gibt es eine Sprache D1 P, so dal3

A=DC B nicht zu P gehort, AE_ B, aber nicht BE" A gelten.

Satz 5.6-1 183 sich folgendermal3en anwenden:

Es sei B eine NP-vollstéandige Sprache. Unter der Voraussetzung Pt NP gilt Bl P. Die
Sprache A=DC B gehdrt zu NP, da DI P und BT NP sind und die Klasse NP beziiglich

Schnittbildung abgeschlossen ist. Nach dem obigen Satz gilt nicht BE? A, also ist A nicht
NP-vollstandig. Folglich gilt:

Satz 5.6-2:
Unter der Voraussetzung P NP ist NP\ (PE NPC)* /.

Bezeichnet man NP\ (PE NPC) als die Menge NPI der NP-unvollsténdigen Sprachen, so
zeigt NP folgende Struktur:

NP

NP1

Die Sprachen in NPI liegen bezlglich ihrer Komplexitét also zwischen den , leichten Spra-
chen in P und den , schweren* Sprachen in NPC. Obwohl es (bei P* NP) unendlich viele
Sprachen in NPI geben muf3, ist die Angabe konkreter Beispiele schwierig. Bisher kennt man
kein Problem aus NPI. Von dem folgenden Graphenisomorphieproblem 1SO wird vermutet,
dal3 es in NPI liegt, da bisher (trotz groRer Anstrengung) weder der Nachweis fiir 1SOT P
noch der Nachweis 1SOl NPC gelungen ist.
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Graphenisomor phieproblem (1 SO):
Instanz: Graphen Gl = (\/1’ El) und Gz = (Vz’ Ez)

Losung:  Entscheidung ,ja‘, fals gilt:
G, und G, sind isomorph, d.h. es gibt eine Abbildung f :V, ® V, mit der Ei-
genschaft (v,w)i E, U (f(v),f(wW)) E,.

Losung:  Entscheidung ,ja‘, fals gilt:
G, und G, sind isomorph, d.h. es gibt eine Abbildung f :V, ® V, mit der Ei-
genschaft (v,w)i E, U (f(v), f (W) E,.

Beispielsweise sind die folgenden beiden Graphen isomorph:

~

Die folgende Sprachklasse besteht aus Sprachen, deren Komplemente in NP liegen:
co-NP={S"\L|List eine Sprache iber Sund LT NP}.
Fur das Primzahlproblem PRIMES kann man zeigen, dal3 esin NP und in co- NP liegt (es
wird vermutet, dal3 PRIMES in P liegt):

Primzahlproblem (PRIMEYS):
Instanz:  ni N inbindrer Darstellung, size(n) =log(n) .
Losung:  Entscheidung ,ja‘, falls n eine Primzahl ist.

Losung:  Entscheidung ,ja‘, falls n eine Primzahl ist.



5.6 Bemerkungen zur Struktur von NP 201

Zum Beweis wird ein zahlentheoretischer Satz bendtigt, der an dieser Stelle angefihrt wird
und dessen Bewels in der angegebenen Literatur nachgelesen werden kann:

Satz 5.6-3:
Die Zahl nl N mit n>2 ist genau dann eine Primzahl, wenn es eine Zahl al N mit
1<a£ n- 1 gibt, die folgende Eigenschaften besitzt:
(i) a"°1(modn)
(i) a™YP1 1(modn) fur jeden Primteiler pvon n- 1.

Satz 5.6-4:
PRIMESI NPC co-NP.

Beweis;

Zu zeigen ist, dal3 es sowohl fir L1={n|nT NundnisteinePrimzahI} as auch fir
L, ={ n| ni Nundnist keine Primzahl} jeweils einen polynomiell zeitbeschrankten nichtde-

terministischen Algorithmus gibt, der L, bzw. L, akzeptiert. Der Entwurf des nichtdetermini-
stischen Algorithmus fur L, basiert auf Satz 5.6-3, ein nichtdeterministischer Algorithmus fir
L, ergibt sich direkt aus den Eigenschaften zusammengesetzter Zahlen. Beide Algorithmen

werden hier in Form von Pseudocode beschrieben. Es wird jeweils vorausgesetzt, dal fur die
Eingabe n>1 gilt.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, zur Akzeptanz von L, lautet:

FUNCTION A (n: I NTEGER): . .. ;
VAR B : | NTECGER;

BEGN{ A_ }
erzeuge (nichtdeterministisch) eine 0-1-Zeichenkette der Lange log, (gn()+1

{ = Lange der Binardarstellung
vonn }
und weise diese der Variablen B (als Binarzahl) zu;
A, :=V,_(nB);

END { A, };

Die Arbeitsweise des Verifizierers V, lautet:
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FUNCTI ON V(N : | NTEGER,
B : | NTEGER)

BEGN{ V_ }
IF 1<B£n-1 { Zeile 1}
THEN I F (n mod B)=0 { Zeile 2}
THEN V_ :=ja
ELSE V. := nein
ELSE VL2 .= nein;
END { V_ };

Die Eingabe n fir V,_ belegt k Bits mit kT O(log(n)), k =size(n). Die Uberpriifung in Zeile
1 benotigt O((log(n))) =0(k) Operationen. Die Uberpriifung in Zeile 2 (die Berechnung des
Wertes (n mod B)) kann mit O(log(n))?)=0(k?) vielen Bitoperationen durchgefihrt wer-
den; denn (n mod B)=n- (nDIV B)>B, und alle arithmetische Operationen benétigen nach
Satz 2.1-3 hdchstens quadratisch viele Bitoperationen. Daher arbeitet V, in polynomieller
Zeit, gemessen in der Grofle der Eingabe n.

Ist n keine Primzahl, dann besitzt n einen Teiler al N mit 1<a£n- 1. Gibt man diesen
Wert (Beweis) in V,_ fiir den Parameter B ein, so antwortet V,_ mit V,_(n,a)=j a.

Ist n eine Primzahl, dann teilt kein al N mit 1<a£n- 1 dieZahl n, d.h. fir alle al N mit
1<afn-1ist (n mod a)t 0. Daher wird V, bei Eingabe von n und eines beliebigen Be-

weises B immer die Antwort V,_(n,B)=nei n geben.
Insgesamt ist damit L,1 NP gezeigt, also PRIMESI co- NP.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, , der mit Hilfe eines Verifizierers V die Menge

L, ={ n| ni Nundnist eine Pri mzahl} entscheidet, ist komplizierter zu konstruieren und setzt

die in Satz 5.6-3 beschriebene Charakterisierung von Primzahlen um. Zur Vereinfachung der
Darstellung, sind die nichtdeterministischen Schritte des Ratemoduls in den Code des Verifi-
zierers aufgenommen worden.
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FUNCTI ON V(N : | NTEGER,
B : | NTEGER)

BEGN{ V_ }
IF n=2
THEN V, :=ja
ELSE I F (NOT (1<B£n-1)) OR (B™ 11 (modn)) { Zeile 1}
THEN V1= nein
ELSE BEG N
erzeuge nichtdeterministisch k £log(n- 1) Zahlen p,, ..., p,

mit 3£ p, £(n- 1)/2
undk Zahlen B, ..., B, mit 1<B £p, -1

fur 1=1,...,k; { Zeile 2}
| F NOT( (n-1mod p,)t O fir i=1,...,k) { Zeile 3}
THEN V_ := nein
ELSE BEG N

IF ((V, (p,B)=ja) fur i=1..k) { Zeile 4}

THEN | F ( B™YP 1 1(modn)) fir i=1..,k){ Zeile 5}
THEN V_ :=ja
ELSE V, :=nein

ELSE VL1 I = nein;

END;
END;
END  { V, };

Fur die Korrektkeit ist zu beachten, dal3 in Zeile 2 auf nichtdeterministische Weise die Menge
der Primfaktoren von n- 1 erzeugt wird. Die Werte B. sind die zugehdrigen Beweise. Die

Anzahl der Primfaktoren von n- 1 ist durch log(n- 1) beschrankt. Aulerdem gilt in Zeile 2
wegen n3 3, daB jeder Primfaktor von n- 1 die Abschdtzung 3£ p, £ (n- 2)/2 erfiillt. In
Zeile4 wird also V, mit kleineren Werten rekursiv aufgerufen, deren Stellenzahl echt kleiner
as die Stellenzahl von n ist. In Zeile 3 wird gepriift, ob die erzeugten Zahlen p. Teiler von
n- 1 sind, und in Zeile 4 wird geprift, ob die Zahlen p, Primzahlen sind. Zeile 5 priift Be-
dingung (ii) aus Satz 5.6-3. Es |&ldt sich zeigen (siehe angegebene Literatur), dal die Berech-
nung in den Zeilen 1 und 5 durch ein Laufzeitverhalten der Ordnung O((I og(n))s) abgeschétzt
werden kann. Insgesamt |&3 sich damit zeigen, dal3 die Laufzeit von V,_ polynomiell in

size(n) ist. /l/
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Man hat fir viele Probleme in co- NP jedoch nicht nachweisen kdnnen, dal3 sie in NP liegen
(PRIMES gehoért nicht dazu). Daher wird angenommen (obwohl es noch keinen Beweis dafir
gibt), dal3 NP ! co-NP gilt. Aus der Glltigkeit von NP* co- NP wurde Ubrigens folgen,
da? P® NP ist, da wegen der Abgeschlossenheit der Klasse P gegentiber Komplementbil-
dung P =co-P gilt. Falls also der Nachweis NP co- NP gelingt, ware damit das P-NP-
Problem gel6st. Esist jedoch nicht auszuschlief3en, dald NP =co- NP und P* NP gelten.

Satz 5.6-5:
Gibt eseine Sprache LT NPC mit LT co- NP, dannist NP=co-NP.

Beweis;

Essei LT NPCC co-NP. Dasder Sprache L zugrundeliegende Alphabet sei S, d.h. Li S,
Esgilt NP co-NP: Dazu wird gezeigt, da fir jede Sprache L,1 NP, L I S;, die Bezie-
hung L,T co- NP nachweisbar ist:

Wegen LT NPC ist L, £° L. Die dabei verwendete in polynomieller Zeit berechenbare to-
tale Funktion sei f, d.h. esgilt f:S;® S* mit wi L, U f(w)1 L. Der Ubergang auf die
Komplemente ergibt wi S;\L, U f(w)T S'\L.

Wegen LT co-NP ist S\LT NP.Essei NTM eine nichtdeterministische polynomiell zeit-
beschrénkte Turingmaschine mit L(W)= S"\ L. Aus NTM und der Turingmaschine TM ,
zur Berechnung von f 183t sich durch Hintereinanderschalten eine nichtdeterministische poly-
nomiell zeitbeschréankte Turingmaschine NTM 1 mit L(W1)=S;\Ll konstruieren: NTM:
arbeitet bei Eingabe wi S; wie folgt: Mittels TM , wird zunéchst f (w) berechnet. Das Er-
gebnis wird dann in NTM eingegeben. NTM 1 antwortet mit derselben Antwort, die NTM
(bei Eingabe von f(w)) gibt. Offensichtlich ist NTM1 eine polynomiell zeitbeschrankte
nichtdeterministische Turingmaschine, und es gilt:

wi S\L U f(w)l S'\L

NTM stoppt im akzeptierenden Zustand

([a)

NTM: stoppt im akzeptierenden Zustand

wi L(Wl).

Daher ist S,\L,T NP bzw. L, T co-NP.

Die umgekehrte Inklusion co-NP I NP I8t sich mit dhnlichen Argumenten zeigen. ///

o Oo©
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Unter den Annahmen P1 NP und NP?! co-NP ergibt sich folgendes Gesamtbild der be-
schriebenen Klassen:
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6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Gegeben sai das Optimierungsproblem P :

Instanz: 1. x1 S*P

2. Spezifikation einer Funktion SOL, , die jedem x1 S, eine Menge zulassiger
L dsungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion m, , die jedem xi S, und yi SOL,(x) den
Wert m, (x,y) einer zulassigen Lésung zuordnet

4. goal, 1 {min,max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
M aximierungsproblem handelt.

Losung: y'1 SOL, (x) mit m,(x y")=min{m, (xy)|yl SOL,(x)} bei einem Minimie
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. m, (x,y")=max{m, (x,y)|yT SOL, (x)}
bel einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max) .
Der Wert m, (x,y") einer optimalen Lésung wird auch mit m, (x) bezeichnet.

Im folgenden (und in den vorhergehenden Beispielen) werden Optimierungsproblemen unter-
sucht, die auf der Grenze zwischen praktischer Losbarkeit (tractability) und praktischer Un-
|6sbarkeit (intractability) stehen. In Anaogie zu Entscheidungsproblemen in NP bilden diese
die Klasse NPO:

Das Optimierungsproblem P gehdrt zur Klasse NPO, wenn gilt:

1. DieMengeder Instanzen x1 S, ist in polynomieller Zeit entscheidbar

2. Esgibt ein Polynom g mit der Eigenschaft: firr jedes xI S, und jede zul&ssige Losung
yl SOL, (x) gilt |y|£q(x), und fir jedes y mit |y| £ g(x) ist in polynomieller Zeit ent-
scheidbar, ob yi SOL, () ist

3. DieZielfunktion m, istin polynomieller Zeit berechenbar.

Alle bisher behandelten Beispiele fur Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO. Dazu
gehoren insbesondere auch solche, deren zugehdriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig
ist.
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Den Zusammenhang zwischen den Klassen NPO und NP beschreibt der Satz

Satz 6-1:
Fur jedes Optimierungsproblem in NPO ist das zugehérige Entscheidungsproblem in
NP.

Beweis;

Der Beweis wird hier nur fir ein Maximierungsproblem erbracht, fir ein Minimierungspro-
blem kann man in &hnlicher Weise argumentieren.

Essa P ein Maximierungsproblem in NPO (die im Beweis verwendeten Funktionen werden
in den obigen Definitionen benannt). Das zugehdrige Entscheidungsproblem sei P, . Hier-

bei soll bei Vorlage einer Instanz [x,K] mit xI S, und KT N genau dann die Entscheidung
xI L,_ getroffen werden, wenn m; (x)3 K ist. Um zu zeigen, daR P _, in NP liegt, ist €in
Verifizierer V fiir P, anzugeben, der bei Eingabe einer Instanz [x,K] und eines Beweises B

diesen in polynomieller Zeit verifiziert. Ein Bewels ist hier eine Zeichenkette, die tber dem
Alphabet S, gebildet wird, mit dem man auch die zul&ssigen Lésungen von x formuliert.

Der Verifizierer V fur P ., wird durch den folgenden Pseudocode gegeben:
FUNCTION V ([xK] : ...;

B o)
{ xI S,, KIN, Bl S;}

BEGN{ V }
IF (|B£d(x)) AND ( BT SOL, (x)) { Zeile 1}
THEN I F m,(x,B)3 K THEN V : = ja" { Zeile 2}
ELSE V := ,nen‘
ELSE V : = ,nen;
END { V };
Zu zeigen ist

1. V arbeitet in polynomieller Zeit, gemessen in ||

2. [xK]l L,_ U esgibtB,1 S, mitV(x,B,)=ja.
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Zul.: Da P in NPO ist, lassen sich die Berechnungen in den Zeilen 1 und 2 in polynomiel-
ler Zeit ausfuhren; dieses wird durch die Punkte 2. und 3. in der Definition der Klasse
NPO gesichert.

Zu2: Es sd [x K]l L,_ . Dann gibt es eine optimae Losung y' T SOL,(x) mit
m, (X) =m, (x, y*)3 K. Da P in NPO ig, gilt ‘y*‘£qu|). Bei Eingabe von [x,K]
und y* inV ergibt sich V([X,K],y*):j a.
Es gelte [x,K]i L,_ . Dann gilt firr jedes yi SOL, (x): m, (x,y)£m, (x) <K . Es
sséi BT S, mit [B£q(x). Ist BT SOL, (x), dann antwortet VV wegen m, (x,B)<K in
Zeile 2 mit V([x,K],B)=nei n. Ist B SOL, (x), dann antwortet \V wegen Zeile 1 mit
V([x,K],B)=nein. /il

Analog zur Definition der Klasse P innerhalb NP &3 sich innerhalb NPO eine Klasse PO de-
finieren:

Ein Optimierungsproblem P aus NPO gehort zur Klasse PO, wenn es einen polynomiell
zeitbeschrankten Algorithmus gibt, der fir jede Instanz x1 S, eine optimale Losung

y' 1 SOL, (x) zusammen mit dem optimalen Wert my, (x) der Zielfunktion ermittelt.
Offensichtlichist PO NPO.

Esailt:

Satz 6-2:
Ist PY NP, dannist PO! NPO.

Im Laufe dieses Kapitels wird die Struktur der Klasse NPO genauer untersucht. Im folgenden
liegen daher alle behandelten Optimierungsprobleme in NPO.

Bel Optimierungsaufgaben gibt man sich haufig mit Néherungen an die optimale Lésung zu-
frieden, insbesondere dann, wenn diese , leicht* zu berechnen sind und vom Wert der opti-
malen Losung nicht zu sehr abweichen. Unter der Voraussetzung Pt NP gibt es fir ein Op-
timierungsproblem, dessen zugehoriges Entscheidungsproblem NP-vollstandig ist, kein Ver-
fahren, das eine optimale Ldsung in polynomieller Laufzeit ermittelt. Gerade diese Probleme
sind in der Praxis jedoch haufig von grof3em Interesse.
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Fir eineInstanz xi S;, und firr eine zulassige Lésung y1 SOL , (x) bezeichnet

D(x,y) =|m () - M, (x,Y)
den absoluten Fehler von y beztiglich x.

Ein Algorithmus A ist ein Approximationsalgorithmus (Naherungsalgorithmus) fur P,
wenn er bel Eingabe von x1 S, eine zuldssige Losung liefert, d.h. wenn A(x)T SOL, (x)
gilt. A heif%t absoluter Approximationsalgorithmus (absoluter N&herungsalgorithmus),
wenn es eine Konstante k gibt mit D(x,A(x)) =[m; (x) - m, (X, A(X))| £k. Das Optimie-
rungsproblem P heil3t in diesem Fall absolut approximierbar.

Ist P ein Optimierungsproblem, dessen zugehdriges Entschelidungsproblem NP-vollsténdig
ist, so sucht man nattrrlich nach absoluten Approximationsalgorithmen fur P, die polyno-
mielle Laufzeit aufweisen und fir die der Wert D(x,A(X)) moglichst klein ist. Das folgende

Beispiel zeigt jedoch, dal? unter der Voraussetzung P 1 NP nicht jedes derartige Problem ab-
solut approximierbar ist. Dazu werde der folgende Spezialfall des 0/1-Rucksack-
M aximierungsproblems betrachtet:

Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-M aximier ungspr oblem

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,..,a,} ist eéine Menge von n Objekten und M T N die , Rucksackkapa-
zitat" . Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a, =(w,, p,); hierbei bezeich-
net w1 N dasGewichtund p, T N den Wert (Profit) des Objekts a. .
sze(l)=n
2. SOL(1)=j(%,.... x,)| % =0oder x, =1fir i =L...,nundén_ X, W, £ ME

—_——

'l

3. m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...,x, )1 SOL(l)

i=1
4. goal = max

LOsung: Eine Folge X;,..., X, von Zahlen mit
(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2 & X w £M
i=1

@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen méglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.
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Das zugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstéandig, so dal3 dieses Optimierungspro-
blem unter der Voraussetzung P* NP keinen polynomiell zeitbeschrénkten LoAsungsalgo-
rithmus (der eine optimale L 6sung ermittelt) besitzt. Es gilt sogar:

Satz 6-3:
Es sai k eine vorgegebene Konstante. Unter der Voraussetzung Pt NP gibt es keinen
polynomiell zeitbeschrénkten Approximationsalgorithmus A fir das ganzzahlige 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblem, der bei Eingabe einer Instanz | = (A, M) ene zulds

sigeLésung A(1)T SOL(1) berechnet, fiir deren absoluter Fehler
D(I,A(D) =|m"(1)- m(1LA()| £k gilt.

Bewels:
Die verwendete Beweistechnik ist auch auf andere Probleme Ubertragbar.

Es wird angenommen, dal3 es (bei Vorgabe der Konstanten k) einen derartigen polynomiell
zeitbeschrankten Approximationsalgorithmus A gibt und zeigt dann, dal3 dieser (mit einer ein-
fachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, in polynomieller Zeit eine optimale L6-
sung fur das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem zu ermitteln. Damit kann man
dann das zu diesem Problem gehdrende Entscheidungsproblem in polynomieller Zeit 16sen.
Dadieses NP-vollstandig ist, folgt P=NP (vgl. Satz 5.1-1).

Bel Annahme der Existenz von A kann ein Algorithmus A definiert werden, der folgenden-
dermal3en arbeitet:
Adus einer Eingabe einer Instanz | = (A M) mit A={(w,,p,),...,(w,,p, )} fir das ganzzahli-

ge 0O/1-Rucksack-Maximierungsproblem erzeugt A eine Instanz | =(AM) mit
A={(w,,(k+1)xp,),...,(w,,(k +1)xp )} (eswerden dabei also lediglich alle Profite p, durch
(k +1)xp, ersetzt). Diese neue Instanz 1 = (A,M) wird in A eingegeben. A ermittelt eine ap-

proximative Losung A(i')= (x,, ..., x,) mit g x v £M und

i=1

mi 7)- m(r,A(r)Jz‘m* ()- & x A{k+1)xp ek (Ungleichung ().

i=1

A gibt die von A bei Eingabe von T ermittelte Losung A(1)=A ()= (x,,.... x,) mit (dem
Wert der Zielfunktion) m(l,ﬂ(l)):m(l#Al(l» aus. Es ist A(I)7 SOL(I). Es gilt sogar
m(1,A(1))=m'(1), dh. A liefert in polynomieller Zeit (da A in polynomieller Zeit arbeitet)
eine optimale L 6sung fir die Eingabeinstanz 1:
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Da m (I~) ein Vielfaches von k +1 ist, denn jeder Profit in I ist ein Vielfaches von k +1,
kann man den Faktor k +1 auf der linken Seite des £-Zeichens in der Ungleichung (*) aus-
klammern und erhalt

\m@ym@Aa»{m@yéxﬂﬁgm

mit einer natirlichen Zahl R. Diese Ungleichung ist nur mit R =0 méglich, so dal3

=(k+1)RE£k

‘m* (I~) m(r,A(r)l =0 folgt, d.h. A(I~) ist eine optimale Losung fir 1 .

Jede zulassige Losung fur I ist auch eine zuldssige Losung fur I, jedoch mit dem (k+1)-
fachen Profit. Umgekehrt ist jede zuldssige Ldsung fir | eine zuléssige Lésung fur I . Damit
folgt die Optimalitat von A(1) (dazu ist m(1,A(1))2 m(1,y) fur jedes yi SOL(1) zu zei-
gen):

i A(1))= m(zfl(r» - ”l:g) ”:((zly) —ml.y) fir jedes y1 SOL(1).

Die Forderung nach der Garantie der Einhaltung eines absoluten Fehlers ist also haufig zu
stark. Es bietet sich daher an, einen Approximationsalgorithmus nach seiner relativen Appro-
ximationsgute zu beurteilen.

Essai ein P wieder ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fur P
(siehe oben), der eine zuldssige Losung A(X) ermittelt. Ist xT S, eine Instanz von P, so gilt

trivialerweise m(x,A(x)) £ m;, (x) bei éinem Maximierungsproblem bzw. my, (x) £ m(x,A(x))
bei einem Minimierungsproblem.

Die relative Approximationsgite R, (x) von A bei Eingabe einer Instanz x1 S, wird defi-
niert durch

R, (X) = LX)) bei einem Maximierungsproblem

m(x,A(X)
bzw.
R, (X) = m(mL()(()x)) bei einem Minimierungsproblem.
P

Bemerkung: Um nicht zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem in der Definiti-
on unterscheiden zu muissen, kann man die relative Approximationsgite von A

bei Eingabe einer Instanz x1 S;, auch durch

- a0 mxAGO)E
BT ik A) ()
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definieren.

Offensichtlich gilt immer 1£ R, (x) . Jedichter R, (x) bei 1 liegt, um so besser ist die Appro-
ximation.

Die Aussage, R, (X) £c* mit einer Konstanten ¢ 3 1 fur ale Instanzen x1 S, bedeutet bei

. o m, () .
einem Maximierungsproblem 1£m£c, aso m(x,A(x))3 %»rnp (x), d.h. der Ap-

proximationsalgorithmus liefert eine Losung, die sich mindestens um % dem Optimum n&

hert. Gewiinscht ist also ein moglichst grof3er Wert von % bzw. ein Wert von c, der mog-
lichst klein (d.h. dicht bel 1) ist.

Bei einem Minimierungsproblem impliziert die Aussage , R,(X)£c® die Beziehung
m(x,A(x))£ cxmi, (x), d.h. der Wert der Approximation iiberschreitet das Optimum um

hochstens das c-fache. Auch hier ist also ein Wert von ¢ gewlinscht, der mdglichst klein (d.h.
dicht bei 1) ist.

6.1 Relativ approximierbare Probleme

Essa r3 1. Der Approximationsalgorithmus A fur das Optimierungsproblem P aus NPO
heil3t r-approximativer Algorithmus wenn R, (x) £r fir jede Instanz x1 S, gilt.

Bemerkung: Es sei A ein Approximationsalgorithmus fur das Minimierungsproblem P,
und es gelte m(x,A(X))£rxm, (x)+k fir ale Instanzen x1 S, (mit Kon-

stanten r und k). Dann ist A lediglich (r +k)-approximativ und nicht etwa r-
approximativ, jedoch asymptotisch r-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Die Klasse APX besteht aus denjenigen Optimierungsproblemen aus NPO, fir die es einen r-
approximativen Algorithmus fir ein r 3 1 gibt.

Offensichtlichist APX i NPO.
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Das folgende Optimierungsproblem liegt in APX:

Instanz: 1.

Binpacking-Minimierungsproblem:

[ :[al,...,an]

a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,...,n

sze(l) =n

SOL(I):.‘[[B ) [Bl,...,Bk]ifteine Partition (disjunkte Zerlegung)ji
+ 1 Pl yon | mit P! £1fur j=1,...,k i;

in einer zulassigen Losung werden die Objekte so auf k ,,Behdlter” der Hohe 1

verteilt, dald kein Behdlter ,, Uberlauft”.

. Fur [B,,...B]T SOL(1) ist m(1,[B,,...,B,]) =k, d.h. ds Zielfunktion wird die

Anzahl der bendtigten Behélter definiert

4. goal =min

Losung:  Eine Partition der Objekte in moglichst wenige Teile B, ..., B,. und (implizit) die

Anzahl k™ der benétigten Teile.

Bemerkung: Da das Laufzeitverhalten der folgenden Approximationsalgorithmen nicht von

den Grof3en der in den Instanzen vorkommenden Objekte abhangt, sondern nur
von deren Anzahl, kann man fiir eine Eingabeinstanz | =[a,, ..., a | als GroRe

den Wert size(l) = n wahlen.

Das Binpacking-Minimierungsproblem ist eines der am besten untersuchten Minimierungs-
probleme einschlieffdlich der Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Objekte. Das zuge-
horige Entscheidungsproblem ist NP-vollstandig, so dal3 unter der Voraussetzung P! NP
kein polynomiell zeitbeschrankter Optimierungsal gorithmus erwartet werden kann.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus approximiert eine optimale Losung:

Eingabe:

Nextfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

I :[ai,...,an],
a,,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n
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Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer

dieser Behdlter Uberlauft, so lege a;,, nach B; (in den Behdter mit dem hoch-

i+1

sten Index), falls dadurch B; nicht Gberlauft, d.h. éeﬂ . & £1 gilt; andernfalls

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B, .

Ausgabe: NF(1) = die bendtigten nichtieeren Behalter [B,, ..., B,].

Satz 6.1-1:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

Ry (1) £2, d.h. der Nextfit-Algorithmus ist 2-approximativ (m(l,NF(1))£ 2>m’(1)).
Das Binpacking -Minimierungsproblem liegt in APX.

Beweis;

Interessanterweise kann man die Aussage m(l,NF(1))£ 2>m’ (1) machen, ohne m' (1) oder
m(l,NF(1)) zu kennen. Dazu wird m’ (1) abgeschétzt:

Fur eine Instanz | habe der Nextfit-Algorithmus k Behdter ermittelt, d.h. m(l,NF(1))=k.
Die Fullhohe im j-ten Behdlter sei u; fir j = 1, .., k Das erste Element, das der Nextfit-
Algorithmusin den Behdlter B; gelegt hat, sei b, .

Man betrachte die beiden Behdlter B; und B,,, (fur 1£ j<k): Da b;,, nicht mehr in den
Behdlter B, paldte, gilt 1- u; <b, £u;,; und damit u; +u;,, >1. Summiert man diese k-1
Ungleichungen auf, so erhdt man

(u, +u,)+(u, +uy)+...+(u,_, +u, )=u, +2u, +...+2u,_, +u, >k- 1.

Auf beide Seiten werden die Fullhdhen des ersten und letzten Behdters addiert, und man a-

Kk
halt 2xQ u; >k- 1+u, +u,. Die Summe der Flllhdhen in den Behdltern ist gleich der Sum-

i=1
me der Objekte, die gepackt wurden. Damit folgt

k n n n
k<2 u +1- (u+u)=2> a +1- (W+u)E2>q a +1und kKE2>Q a .

j=1 i=1 i=1 i=1

Trivialerweise gilt m (1) 3 é a (hier gilt ,=*, wenn in einer optimalen Packung alle Behdl-
i=1

ter bis zur maximalen Fullhéhe 1 aufgeflllt werden). Damit ergibt sich schliefdlich

R (1) =k/m'(1)E2. /I
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Die Grenze 2 im Nextfit-Algorithmus ist asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |, fir die
Ry (1) beliebig dicht an 2 herankommt. Dazu betrachte man etwa eine Eingabeinstanz | mit
n=2m vielen Objekten, wobei m eine gerade Zahl ist: | =[a,,...,a,,|. Die Werte a, seien
11/2-1/3m fir ungeradesi

i i} ~ . Mit dieser Instanz gilt m(I,NF(1))=m
iym fur geradesi

definiert durch a =

und m'(1)=m/2+1, so da RNF(I)=2><% folgt, und dieser Wert kann fir grofe m be-

liebig dicht an 2 herangehen.

Es gilt sogar eine genauere Abschéatzung der relativen Approximationsgite, falls die Grélie
aller Objekte beschrankt ist: Mit a_, = max{a, |i =1,...,n} ist

m(l ,NF(l ))E‘%(l-'-a*'max/(l- a'max ))W*(l) fd|80<amax £]/2
i2xm (1) falsy/2<a,, £1

Zu beachten ist, dal3 der Nextfit-Algorithmus ein online-Algorithmus ist, d.h. die Objekte der
Reithenfolge nach inspiziert, und sofort eine Entscheidung trifft, in welchen Behdlter ein Ob-
jekt zu legen ist, ohne ale Objekte gesehen zu haben. Die Laufzeit des Nextfit-Algorithmus
bei einer Eingabeinstanz der Gréflie nliegtin O(n).

Eine asymptotische Verbesserung der Approximation liefert der Firstfit-Algorithmus, der
ebenfalls ein online-Algorithmus ist und bel geeigneter Implementierung ein Laufzeitverhal-
ten der Ordnung O(n>log(n)) hat:

Firstfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren: B, :=a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem

kleinsten Index, in den das Objekt a.,, noch pal¥, ohne dal3 er Uberlauft. Falls

i+1
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es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B; nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.
Ausgabe: FF(1) = die bentigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B,|.
Satz 6.1-2:
Ist | :[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

m(l,FF(1))£L7>m (1) +2.

Der Beweis verwendet eine ,, Gewichtung* der Objekte der Eingabeinstanz. Wegen der Lénge
des Beweises muld auf die Literatur verwiesen werden.

Die Grenze 1,7 im Firstfit-Algorithmus ist ebenfalls asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |
mit beliebig groRem Wert mi (1), fir die m(l,FF(1))® 1,7{m’(1)- 1) gilt. Daher kommt
R (1) asymptotisch beliebig dicht an 1,7 heran.

Zu beachten ist weiterhin, dald der Firstfit-Algorithmus kein 1,7-approximativer Algorithmus
ist, sondern nur asymptotisch 1,7-approximativ (siehe Kapitel 6.2) ist.

Eine weitere asymptotische Verbesserung erhdlt man, indem man die Objekte vor der Auf-
teilung auf Behélter nach absteigender Grolie sortiert. Die entstehenden Approximationsalgo-
rithmen sind dann jedoch offline-Algorithmen, da zunéchst alle Objekte vor der Aufteilung
bekannt sein mussen.

FirstfitDecr easing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.

B,:=a,;
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Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,, in den Behdter unter By, ..., B; mit dem
kleinsten Index, in den das Objekt a,,, noch pal3, ohne dald er Uberlauft. Falls
es einen derartigen Behdlter unter B,,..., B, nicht gibt, lege a,,, in énen neuen
(bisher leeren) Behdlter B,,,.

Ausgabe: FFD(1) = die bendtigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B,].

Satz 6.1-3:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt
m(l,FFD(1)) £1,5xm (1) +1.

Beweis;

Die Objekte der Eingabeinstanz | =[a,,...,a ] seien nach absteigender GroRe sortiert, d.h.
a, % ...% a,. Siewerden in vier Grofenordnungen eingeteilt. Dazu wird

A={a1.|aiT | und a, >2/3},

B={a|al I und2/33 a >12},

C={a1.|a1.T |l und1/23 a, >]/3} und

D={a1. |a;T 1und1/33 g >O} gesetzt.

Der FirstfitDecreasing-Algorithmus habe eine Packung mit k Behédltern ermittelt, d.h.
m(l,FFD(1)) =k . Die Fiillndhe des j-ten Behélters B, sai u; .

1. Fall: Es gibt mindestens einen Behélter, der nur Objekte aus D enthélt.
Dann sind ale anderen Behélter, bis eventuell auf den Behdter B, zu mindestens

2/3 geflllt. Esgilt dann
n k-1 k-1
aa=au +u g 2/3=2/3xk- 1) undfolglich

i=1 j=1 j=1

m(l,FFD(1))=k £3/2xq a +1£3/2>m (1) +1.
i=1
2. Fall: Kein Behdlter enthalt nur Objekte aus D.
Essd | =1\D. Alle Objekte in I haben eine GroRe von mehr as 1/3. Dann gilt

FFD(I)=FFD(1), dadie Objektein D noch auf die iibrigen Behlter verteilt werden
koénnen und erst dann verteilt werden, wenn ale Objekte in A, B und C verteilt sind.
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Es gilt sogar m(i’,FFD(I"))=m’ (), d.h. der FirstfitDecreasing-Algorithmus liefert
bei Eingabe von I eine optimale Packung:
Dazu wird das Aussehen einer optimalen Packung von | betrachtet;

Esgibt t, Behaltern, die nur ein einziges Objekt aus A enthalten. Objekte aus B

oder C passen dort nicht mehr hinein.

Kein Behdlter enthdlt 3 oder mehr Objekte.

Es gibt t Behdlter mit 2 Objekten, davon jeweils héchstens eines aus B, eventuell
beide aus C. Die Anzahl der Behdlter mit 2 Objekten, von denen eines aus B und
eines aus C kommt, sai t,.; die Anzahl der Behdlter mit 2 Objekten, von denen

beide aus C kommt, sei t...

Esgibt t; Behdlter, die nur ein Objekt aus B enthalten.

Esgibt t. Behdlter, die nur ein Objekt aus C enthalten; t. £1.
m (1) =t +toe +toe +tg +te UND [C Stoe + 25t +te .
Bel der Abarbeitung von I durch den FirstfitDecreasi ng-Algorithmus werden zuerst
die Objekte aus AE B gepackt; dazu werden t, +t,. +t; Behdlter benétigt. Das a-

ste Objekt cI C kommt in den Behélter, der ein Objekt aus B enthélt, und zwar das
grofte Objekt bl B mit b+c£ 1. Ein Objekt aus C kommt erst dann in einen neuen
Behdlter oder in einen Behdlter, der bereits ein Element aus C enthdt, wenn es kei-
nen Behdlter gibt, der genau ein Element aus B enthdlt und zu dem man es legen

kénnte. Daher kommen auch t;. Objekte aus C in Behdter mit einem Element aus
B. Fir die Ubrigen Objekte aus C benttigt der FirstfitDecreasing-Algorithmus noch
2% +t. Behdlter. Insgesamt ergibt sich

m(i,FFD(I7)) = t, +toe +tee +tg +to =m (7).

Damit ergibt sich m'(1)£m(1,FFD(1))=m(i’,FFD(I))=m ()£ m (1); die letzte
Ungleichung folgt aus der Inklusion 1 i | . Das bedeutet m(1,FFD(1))=m'(1). ///

Auch der FirstfitDecreasing-Algorithmus kein 1,5-approximativer Algorithmus, sondern nur
asymptotisch 1,5-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Eine genauere Analyse des FirstfitDecreasing-Algorithmus zeigt, dai3 die in Satz 6.1-3 ange-
gebene Schranke 1,5 verbessert werden kann. Es 183 sich zeigen, dal3 fur jede Instanz
I :[al,...,an] des Binpacking-Minimierungsproblems die Abschétzung

m(l,FFD(1))£11/9xm’ (1) +4 gilt. Das folgende Beispiel zeigt, daR die 11/9-Grenze nicht
verbessert werden kann: Man betrachte die Instanz I, dieaus n =5m vielen Objekten besteht,
und zwar m Objekte der Grole 1/2+d mit 0<d <1/40, m Objekte der Grole 1/4+2d , m
Objekte der Grofle 1/4+d und 2m Objekte der Grolke 1/4- 2d . Die Objekte dieser Instanz
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sind nach absteigender GréRe sortiert. Esist m'(1)=3my/2 und m(l,FFD(1))=11n/6, aso
m(l,FFD(1))=11/9>m’(1).

BestfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[ai,...,an],
a,...,a, (,Objekte") sind rationale Zahlen mit O<a £1 furi=1,..,n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,, ..., a, nach absteigender Grofe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,, ..., a,, d.h.esgilt &, % ... 3 a,.
B =a;
Sind a,,...,a bereitsin die Behdter B, ..., B; gelegt worden, ohne dal einer
dieser Behdlter Uberlauft, so lege a,,, in den Behdlter unter B, ..., B,, der den
kleinsten freien Platz aufweist. Falls a,,; in keinen der Behdlter B, ..., B; pald,

lege a,,, in einen neuen (bisher leeren) Behdlter B, .

Ausgabe: BFD(I) = die bendtigten nichtleeren Behalter [B,, ..., B, |.

Satz 6.1-4:
st I:[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

m(1,BFD(1)) £130m’ (1) +4.

Auch der BestfitDecreasing-Algorithmus nur asymptotisch 11/9-approximativ (siehe Kapitel
6.2). Das obige Beispiel zeigt, daf’ auch fur diesen Algorithmus die 11/9-Grenze nicht ver-
bessert werden kann.

Die folgende Zusammenstellung zeigt noch einmal die mit den verschiedenen Approximati-
onsalgorithmen fur das Binpacking-Problem zu erzielenden Approximationsgiten. In der
letzten Zeile ist dabel ein Algorithmus erwahnt, der in einem gewissen Sinne (siehe Kapitel
6.2) unter allen approximativen Algorithmen mit polynomieller Laufzeit eine optimale relati-
ve Approximationsglte erzielt. Zu beachten ist ferner, dald im Sinne der Definition die Algo-
rithmen Firstfit, FirstfitDecreasing und BestfitDecreasing nicht r-approximativ (mit r = 1,7
bzw. r = 1,5 bzw. r = 1,22), sondern nur asymptotisch r-approximativ sind.
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Approximationsalgorithmus Approximationsgute
Nextfit i - )
ml ,NF(I))E%(“?”“"X/(l a, ) (l) fdlso<a,, £1/2
72xm (I) falsl/2<a,, £1
Firstfit m(l,FF(1))£1,7>m (1) +2
FirstfitDecreasing m(l,FFD(1)) £15xm (1) +1 (Satz 6.1-3)
m(l,FFD(1)) 130’ (1) +4;  11/9=1,222
BestFitDecreasing m(I ,BFD(I ))El% o (1) +4
Simchi-Levi, 1994 m(1,SL(1))£15xm (1)

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dal3 das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem unter der Annahme
P1 NP nicht absolut approximierbar ist. Es gibt jedoch fir dieses Problem einen 2-
approximativen Algorithmus:

Instanz: 1.

Das 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

I =(AM)

A={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M1 R_, die , Rucksackka-

pazitét“. Jedes Objekt a , i =1,..,n, hat die Form a =(w,p,); hierbei be-

zeichnet w T R_, dasGewichtund p, T R_, den Wert (Profit) des Objekts a, .

sze(l)=n

SOL(I):i(xl,...,xn)|xi =0oder x, =1furi =1,...,nund § x *w, £ Mg; man
| i=1

beachte, daf3 hier nur Werte x, =0oder x, =1 zulassig sind

m(l ,(xl,...,xn)):én_ x, xp, fur (x,,...x, )1 SOL(l)

i=1

goal = max

Losung: Eine Folge X, ..., X, von Zahlen mit

(1) x =0oder x =1furi=1,...,n

(2) & X w EM

i=1
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@ ml,(x,...x))=4 x xp, ist maximal unter alen méglichen Auswahlen
i=1

Xy X, die (1) und (2) erfllen.

Der Approximationsalgorithmus RUCK _APP wird hier informell beschrieben:

1. Bei Eingabe einer Instanz | = (A M) sortiere man die Objekte nach absteigenden Werten
p;/w. . Die Objekte werden in der durch diese Sortierung bestimmten Reihenfolge bear-
beitet. Ein Objekt a wird dabel in den Rucksack gelegt, wenn es noch paldt; in diesem
Fall wird x, =1 gesetzt. Pal} das Objekt a, nicht, dann wird x, =0 gesetzt und zum
néchsten Objekt Ubergegangen.

2. Essé p,, =max{p |i =1,...,n}. Man vergleiche das Ergebnis im Schritt 1 mit der Ruck-
sackfullung, die man erhalt, wenn man nur das Objekt mit dem Gewinn p, aleinin den

Rucksack legt. Man nehme digenige Rucksackfillung, die den grof3eren Wert der Ziel-
funktion liefert.
Das Ergebnis des Verfahrens ist eine 0-1-Folge RUCK_APP(1) =(x,...,x,) mit dem Wert

m(l,RUCK_APP(l)) der Zielfunktion.

Satz 6.1-5:
Fur jede Instanz | =(AM) des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gilt:
1£m (1)/m(I,RUCK_APP(1))£2, dh. das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem
liegt in APX.

Bewels:

Essel a; das erste Objekt, dasim 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP nicht mehr in den

-1
Rucksack palit. Zu diesem Zeitpunkt hat der Rucksack eine Fullung w = 5 w. £M . Es gilt

i=1

-1
also w; >M - w. Der bisher entstandene Profit ist r):g p -

i=1

Es werde eine modifizierte Aufgabenstellung des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems be-
trachtet, in dem die Forderung ,, x. =0oder x. =1 durch , O£ x. £1* ersetzt ist. Fir die so

modifizierte Aufgabenstellung kann im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP das Objekt a;
noch in den Rucksack gelegt werden, jedoch nur mit einem Anteil x; =(M - W)/w; . Der
Rucksack ist dann gefllt, d.h. im 1. Teil von RUCK_APP wird fur die modifizierte Aufga-
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benstellung x;,, =...=x, =0 gesetzt. Es |a} sich zeigen, daB3 jetzt bereits eine optimale L6-
sung des modifizierten 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gefunden ist, und zwar mit ei-
nem Profit m,q, =P+ ((M - W)/w, )xp, . Dajede zulassige Lésung des (urspriinglichen) 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblems eine zuléssige Losung des modifizierten 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblems ist, folgt m'(1) £ p+((M - W)/w, )xp, <p+p, (die letzte Unglei-

chung ergibt sichaus w; >M - w).
AuRerdem gilt p £ max{ p, p, ..} £ m(l,RUCK_APP(1))E£m’(l).

Es werden zwei Falle unterschieden:

1Fal: p,;£p
Dann gilt m'(1) <2xp £ 2>m(l,RUCK_APP(1)).

2Fdl: p,>p
Dann gilt P, 2 p; > P und m' (1)< p+p, <2xp,, £2>xm(l,RUCK_APP(1)).

In beiden Fallen folgt die Abschatzung 1£m’(1)/m(l,RUCK_APP(1))£2. /il

Gibt man die Instanz | :ggd%ﬂ,— oM Mo géﬂ MQM mit M >4 in den Algo-
ee

2 e (; 22582245 4
rithmus RUCK _APP ein, so liefert er das Ergebnis x, =1, x, =0 und x, =0 und den Profit
m(l,RUCK_APP(1))=M/2+2. Die optimale Lésung ist jedoch Ergebnis x; =0, x, =1
und x; =1 mit dem Profit m' (1)=M >M/2+2. Damit ist

M _2M _2(M+4)- 8_, 8
M/2+2 M +4 M +4 M +4

Bel genligend groffem M kommt dieser Wert beliebig dicht an 2 heran, so dal3 die Abschét-
zung in Satz 6.1-5 nicht verbessert werden kann.

m (I )/m(l RUCK_APP(1))=

Der folgende Satz zeigt, dal3 es unter der Voraussetzung P* NP nicht fir jedes Optimie-
rungsproblem aus NPO einen approximativen Algorithmus gibt. Dazu sei noch einmal das
Handlungsrei senden-Minimierungsproblem mit ungerichteten Graphen angegeben:
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Das Handlungsr eisenden-Minimier ungsproblem

Instanz: 1. G=(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter ungerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge Ei V"V ; die
Funktion w: E® R,, gibt jeder Kante el E ein nichtnegatives Gewicht

2. SOL(G)= {T [T = <(vi1 Vi, ) (viz Vi, ) (vin_1 Vi ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G}
3. fur T1 SOL(G), T =({v, v, )} (v, v, ) (v, v} (v, v, ) it die Zietfunktion

definiert durch m(G,T) = r?o-lw(vij ,vim)+ w(vin ,vil)

=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T°1 SOL(G), die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch

G) verursacht, und m(G,T* ) :

Satz 6.1-6:
Ist P NP, so gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fur das Handlungsreisen-

den-Minimierungsproblem (mit rT R.,).

Ist P1 NP, soist APX1 NPO.

Beweis:
Die Argumentation folgt der Idee aus dem Beweis von Satz 6-3.

Es wird angenommen, da? es bei VVorgabe des Wertes r1 R,, einen r-approximativen Algo-
rithmus A fUr das Handlungsrei senden-Minimierungsproblem gibt und zeigt dann, dafi’ dieser
(mit einer einfachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, das Problem des Hamilton-
schen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTETER HAMILTONKREIS,
vgl. Kapitel 5.4) in polynomieller Zeit zu entscheiden. Da dieses NP-vollstandig ist, folgt
P=NP (vgl. Satz 5.1-1).

Das Problem des Hamiltonschen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTE-
TER HAMILTONKREIS) lautet wie folgt:
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Instanz: G,
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit V ={v,,...,v_}.

Losung: Entscheidung ,ja‘, fals gilt:
G  besitzt einen Hamiltonschen Krels. Dieses ist ene Anordnung
(Vo Vi 2y -+ Vi oy ) lEr Knioten mittels einer Permutation p der Knotenindizes, so

daB fir i =1,...,n- 1 gilt: (v, ), Vo T E Und (Vs Vo )T E-

Es s A en r-approximativen Algorithmus A fir das Handlungsreisenden-
Minimierungsproblem, d.h. firr ale Instanzen | dieses Problems gilt m(l,A(1))£r>m'(1).
Man kann r >1 annehmen, denn fir r =1 ermittelt A bereits eine optimale Lésung. Es wird

ein Algorithmus A fir UNGERICHTETER HAMILTONKREIS konstruiert, der folgenden-
dermal3en arbeitet:

Bei Eingabe eines ungerichteten Graphen G = (V,E) mit V ={v,,...,v_} konstruiert A einen
vollstéandigen bewerteten ungerichteten Graphen G= 6/@) (die Knotenmenge wird beibe-
haiten) mit £ ={ (v V)| vV undy, 1 V} und der Kantenbewertung w: E® R,,, die durch
11 fais(y,v, )i E

W(Vi Vi ) - % nr sonst

definiert ist. Diese Konstruktion erfolgt in polynomieller
Zeit, da hochsten O(nz) viele Kanten hinzuzufiigen und O(nz) viele Kanten zu bewerten
sind. Alle Bewertungen haben eine Lange der Ordnung O(log(n)). Der Graph G =6/ ,E)
wird in den Algorithmus A eingegeben und das Ergebnis m(G, A (G)) mit dem Wert r3n ver-
glichen. A trifft die Entscheidung

~ ija furm(G,A
AG)=p 2 T2
inein furmiG,A

G

G

£rxn

>rxn

Falls A ein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmusist, dann auch A.

Besitzt G einen Hamiltonkreis (mit Lange n), dann ist m’ (6): n,und A(G)=ja,daAenr-
approximativen Algorithmus A fir das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem ist und
damit m(G,A(G))£ r>m (G) =rx ist.

Besitzt G keinen Hamiltonkreis, dann enthdt jeder Hamiltonkreis in G mindestens eine
Kante, die mit r:n bewertet ist (da G ein vollstandiger Graph ist, enthdlt G einen Hamil-
tonkreis). Damit ergibt sich m(C";',A(CRS'))3 m'(G) 3 n- 1+rxn>rsn, d.h. A(G)=nein.
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In beiden Fallen trifft A die korrekte Entscheidung. ///

Das metrische Handlungsreisenden-Minimierungsproblem liegt jedoch in APX. Dieses
stellt eine zusdtzliche Bedingung an die Gewichtsfunktion einer Eingabeinstanz, namlich die
Gultigkeit der Dreiecksungleichung:

Fir v,T V, v;TV und v, TV gilt W(Vi,Vj)E W(vi,vk)+w(vk,vj).

Auch hierbei ist das zugehdrige Entscheidungsproblem NP-vollstandig. Es gibt (unabhangig
von der Annahme P! NP) im Gegensatz zum (algemeinen) Handlungsreisenden-Minimie-
rungsproblem fur dieses Problem einen 1,5-approximativen Algorithmus (siehe Literatur). Es
ist nicht bekannt, ob es einen Approximationsalgorithmus mit einer kleineren relativen Ap-
proximatiosgite gibt oder ob aus der Existenz eines derartigen Algorithmus bereits P = NP
folgt.

Hat man fur ein Optimierungsproblem aus APX einen r-approximativen Algorithmus gefun-
den, so stellt sich die Frage, ob dieser noch verbessert werden kann, d.h. ob es einen t-
approximativen Algorithmus mit 1£t<r gibt. Der folgende Satz (gap theorem) besagt, dal3
man unter Umstanden an Grenzen stof¥t, dal3 es namlich Optimierungsprobleme in APX gibt,
die in polynomieller Zeit nicht beliebig dicht approximiert werden konnen, auf3er es gilt
P=NP.

Satz 6.1-7:
Essal P ¢ ein NP-vollstandiges Entscheidungsproblem iiber S¢ und P aus NPO ein
Minimierungsproblem iiber S™. Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funk-
tionen f:SE® S und c:SE¢® N und eine Konstante e >0 mit folgender Eigen-
schaft:

i c(x) fur xT L,

Te()x{1+e) firxi Lo,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus fur P

mit r <l+e, aul3er P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Beweis;

Angenommen, es gibt einen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus A
fir P mit r <1+e . Dann kann man daraus einen polynomiell zeitbeschrénkten Algorithmus

ACflr P Ckonstruieren, der genau L, erkennt. Das bedeutet P = NP.




226 6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Die Arbeitsweise von A ¢ wird informell beschrieben:

Bei Eingabe von x1 S¢ in AC werden in polynomieller Zeit die Werte f(x) und c(x) be-
rechnet. Der Wert f(x) wird in den polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algo-
rithmus A fir P eingegeben und der Naherungswert m(f (x),A(f(x))) mit c(x)x{1+e) ver-
glichen. A trifft die Entscheidung
A((X):}j a  furm(f(x),A(f(x))<c(x)x1+e) |

inein furm(f(x),A(f(x))3 c(x){1+e)

ACist ein polynomiell zeitbeschrankter Entscheldungsalgorithmus. Zu zeigen ist, dal3 die von
A getroffene Entscheidung korrekt ist, d.h. da3 A(x)=j a genau dann gilt, wenn x1 L,,
ist.

m(f (<), A(f () ¢
m’(f (x))
m(f(x))=c(x). Also ist m(f(x),A(f(x))<m (f(x)){1+e)=c(x)¥1+e), und

A(X) =j a.

Essd x| L,.. DaA r-approximativ ist, gilt r<l+e.Wegen xiI L, it

Essei xI L,,. Dannfolgt m'(f(x))=c(x){1+e),
m(f (x),A(f(x)))3 m (f(x))=c(x){1+e) und A(x)=nei n.

In beiden Fallen trifft A die korrekte Entscheidung. ///

Bemerkung: Der Beweis von Satz 6.1-7 zeigt, dal3 Satz 6.1-7 gultig bleibt, wenn die dort

formulierte Voraussetzung tber m’ (f (x)) ersetzt durch die Voraussetzung
i =c(X) fur xT Ly,

Fur jedes x1 S¢ ist m'(f i T Log
ir | X ist m'( (X))Tg c(x)q{1+e) firxi L,

Ein entsprechender Satz gilt fir Maximierungsprobleme:
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Satz 6.1-8:
Essai P ¢ ein NP-vollstandiges Entscheidungsproblem iiber S¢ und P aus NPO ein

Maximierungsproblem iber S'. Es gebe zwe in polynomieller Zeit berechenbare
Funktionen f:S¢® S und ¢:S¢ ® N und eine Konstante e >0 mit folgender Ei-
genschaft:

i c(x) fur xT Lp,

Te()H1-e) firxi Lo’

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrénkten r-approximativen Algorithmus fur P
mit r <1/(1- e), aulBer P=NP.

Fir jedes x1 S¢ ist m' (f(x)) =

Mit Hilfe dieser Sétze 18/% sich zeigen beispielsweise, dald die Grenze r = 1,5 fir einen r-
approximativen (polynomiell zeitbeschrankten) Algorithmus unter der Annahme Pt NP fir
das Binpacking-Minimierungsproblem optimal ist:

Satz 6.1-9:
Ist Pt NP, dann gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fur das Binpacking-

Minimierungsproblem mit r £3/2- e fur e >0.

Beweis;

In Satz 6.1-7 Ubernimmt das Binpacking-Minimierungsproblem die Rolle von P ; fur P
wird das NP-vollstéandige Partitionenproblem (siehe Kapitel 5.4) genommen. Es wird definiert
durch

Instanz: | :[al,...,an],
a,,...,a, sind nattrliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja' genau dann, wenn gilt:
Es gibt eine Aufteilung der Menge {a,,...,a,} in zwei disunkte Teile |, und

L, mt da=3a.

all, all,

Es werden zwei Abbildungen f und c definiert, die den Bedingungen in Satz 6.1-7 genligen.
Die Abbildung f ordnet jeder Instanz | =[a,,...,a,] des Partitionenproblems eine Instanz

f (1) des Binpacking-Minimierungsproblems zu.

Die Funktion ¢ mit c(1) =2 fir alle Instanzen | des Partitionenproblems ist trivialerweise in
polynomieller Zeit berechenbar.
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Fur ene Instanz I:[al,...,an] des Partitionenproblems sei B:é‘aj. Es wird
all

f(1)=[(2a,)/B,...(2a,)/B| definiert, fals sich dadurch eine Instanz des Binpacking-
Minimierungsproblems ergibt, d.h. fals (2a )/B£1 fir i=1,..,n gilt. Ansonsten wird
f(1)=[1,1,1] gesetzt. In jedem Fall ist f(l) ene Instanz des Binpacking-
Minimierungsproblems. Da dieses in NPO liegt und wegen Satz 2.1-3 ist f(l) in polyno-
mieller Zeit berechenbar.

Ist IT Ly, d.h. I ist eine ,ja‘-Instanz des Partitionenproblems bzw. es gibt eine Aufteilung

der Menge {a,,...,a } in zwe disunkte Teile I, und I, mit Ja =g a, dan gilt
ally all,
a £B/2 fur i =1,...,n, denn sonst kdnnte man | nicht in zwei gleichgrofie Teile aufteilen.
Daher ist (2a,)/B£1, §a =84a =B/2 und § (2a)/B=§ (2a)/B=1. Zur Packung
ally all, ally all,
der Instanz f(1)=[(2a,)/B,...,(2a,)/B] des Binpacking-Minimierungsproblems sind genau

2 Behalter erforderlich, d.h. m(f(1))=2=c(l)..

Ist 17 Ly, und [(2a,)/B,...,(2a,)/B] keine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
d.h. es gibt mindestens ein a, mit (2a,)/B>1, dannist f(1)=[1,1,1] und m'(f(1))=3.

Ist 1T Ly, und [(2a,)/B,...,(2a,)/B| eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
dannist f(1)=[(2a,)/B,...(2a,)/B] und m(f(1))3 3.

In beiden Fallen gilt m'(f(1))? 3= 25 = (1 )ﬁﬁ?.
2 e 2g

Aus Satz 6.1-7 zusammen mit der sich dort anschlief3enden Bemerkung folgt, dal3 es keinen
polynomiell  zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fir das Binpacking-
Minimierungsproblem mit r <1+1/2=1.5 gibt, auler P=NP. ///

6.2 Polynomiell zeitbeschrankte und asymptotische Approximationsschemata

In vielen praktischen Anwendungen méchte man die relative Approximationsglite verbessern.
Dabel ist man sogar bereit, langere Laufzeiten der Approximationsalgorithmen in Kauf zu
nehmen, solange sie noch polynomielles Laufzeitverhalten bezlglich der Grélde der Einga-
beinstanzen haben. Bezlglich der relativen Approximationsgite r akzeptiert man eventuell
sogar ein Laufzeitverhalten, das exponentiell von 1/(r - 1) abhéngt: Je besser die Approxima-
tion ist, um so grofer ist die Laufzeit. In vielen Féllen kann man so eine optimale L ésung be-
liebig dicht approximieren, allerdings zum Preis eines dramatischen Anstiegs der Rechenzeit.
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Essa P en Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heil3t polynomiell zeitbe-
schranktes Approximationsschema (polynomial-time approximation scheme) fur P, wenn
er fur jede Eingabeinstanz x von P und firr jede rationale Zahl r > 1 bei Eingabe von (x,r)
eine r-approximative Loésung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von size(x) ab-
hangt.

Mit PTAS werde die Klasse der Optimierungsprobleme in NPO bezeichnet, fir die es ein
polynomiell zeitbeschrénktes Approximationsschema gibt. Dal3 diese Klasse nicht leer it
zeigt das folgende Berispiel.

Partitionen-Minimierungsproblem

Instanz: 1. 1=[a,,..,a]
a,,...,a, (,Objekte") sind natlirliche Zahlenmit a >0 furi=1, ..., n
sze(l) =n
soL(1) ={[v,,Y,] | [V.,Y,]ist éine Partition (disjunkte Zerlegung) von | }
3. Fr [v,Y,]1 soL(1) ist m(1[Y,Y,) =max{§ &, éaiwzaj}

4. goal =min

Lésung:  Eine Partition der Objekte in zwei Teile [Y,,Y,], so da3 sich die Summen der Ob-
jekte in beiden Teilen mdglichst wenig unterscheiden.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus ist ein polynomiell zeitbeschranktes
Approximationsschema fur das Partitionen-Minimierungsproblem.

Polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema fur das Partitionen-
Minimierungsproblem

Eingabe: I :[al,...,an] , rationale Zahl r > 1,
a,,...,a, (,Objekte") sind natlrliche Zahlenmit a >0 furi=1, ..., n

Verfahren: VAR Y, : SET OF | NTEGER;
Y, : SET OF | NTEGER,
k : REAL;
j I NTEGER
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BEG N
IFr>=2
THEN BEG N
Y, : {ai,...,an};

Y, 1= {}1
END
ELSE BEG N

Sortiere die Objekte nach absteigender Grol3e; die dabel
entstehende Folge sei (x,, ..., X, );
k 1= d2-r)/(r- 1y
{ Phase 1: }
finde eine optimale Partition [Y,,Y,] fur [x,,..., x |;
{ Phase 2: }
FOR | := k+1 TO n DO
I F a)qTYIXi <= aXiTY2 Xi
THEN Y, :

1
<
[T
——
X
S——

ELSE Y, :

1
o<
[T
X
S———

END;

Ausgabe:  [Y,Y,].

Satz 6.2-1:
Das Partitionen-Minimierungsproblem liegt in PTAS.

Beweis;

Esist zu zeigen, dal3 der angegebene Algorithmus, der mit A bezeichnet werde, bei Eingabe
einer Instanz | =[a,,...,a,]| fir das Partitionen-Minimierungsproblem und einer rationalen

Zahl r > 1 eine r-approximative Losung fur | in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von n

abhangt.

Es werden | :[al,...,an] und r in den angegebenen Algorithmus eingegeben. Die Ausgabe
s [Y,,Y,]. OB.dA. i a..a°a,;a Danismi,A()=3 & Essd w(l) de

aly,

Summe aller Objekte der Eingabeinstanz | : w(1)=Q a , w(Y,) die Summe aller Objekte in

all

Y, W(Yz): é. a .

aly,
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1. Fl:

2. Fall:

rs2
Dannist m'(1)3 w(l)/23 m(1,A(1))/2, dso m(I,A(1))£2xm (1) £rxm'(1).

1£r<?2
Essal a, dasletzte zu Y, hinzugefigte Objekt.

Wurde a, in Phase 1 des Algorithmus in Y, aufgenommen, so l& sich
m(l,A(1))=m’(1) zeigen. Es wird daher angenommen, daR a, in Phase 2 des Algo-
rithmusin Y, aufgenommen wurde. Es folgt nacheinander:

m(1,A(1))- a, £w(Y,),

2xm(1,A(1))- a, £w(Y,)+m(1,A(1))=w(l) und

m(1,A(1))- w(l)/2£a, /2.

Aulerdem gilt wegen der Sortierung der Objekte a, £a; fur j=1,..,k. Diese Un-
gleichungen werden auf a,, aufsummiert zu dem Ergebnis:

(k+1), =a, +kxa, Eék a,+a, £w(l), dso a, £w(l)/(k+1).
Esgilt m(1,A(1))3 w(1)/23 W(Y,)/2 und m"(1)3 w(l)/2.
Insgesamt ergibt sich:
m(,A(D) . m(LAD) ;& /2+w()/2_, @, oo, 1 o
m (1) w(l)/2 w(l)/2 w(l) k+1
die letzte Ungleichung folgt aus der Wahl von k, namlich k =g2- r)/(r - )i

k3 (2-r)/(r-1), dh k+13=(2- r+r-2)/(r- )=1/(r- 1)>Yr.

Mit k(r) = g2- r)/(r - 1){ist das Laufzeitverhalten von der Ordnung O(nxog(n) +n*). Der
erste Term gibt die Laufzeit zum Sortieren der Objekte der Eingabeinstanz an, der zweite
Term die Laufzeit zur Ermittlung einer optimalen Losung fur die ersten k Elemente in Phase
1. Die Laufzeit firr Phase 2 ist von der Ordnung O(n). Da k(r)T O(Y/(r - 1)) ist das Laufzeit-
verhaten bei festem r polynomiell in der Grof3e n der Eingabeinstanz, jedoch exponentiell in
nund Y(r- 1). /I

Offensichtlich ist PTAST APX. In Kapitel 6.1 wurde erwahnt, da? es unter der Annahme
P1 NP keinen r-approximativen Algorithmus fur das Binpacking-Minimierungsproblem mit
r £3/2- e fir e >0 gibt. Daraus folgt:

Satz 6.2-2:

Ist Pt NP, sogilt PTAST APX1 NPO.




232 6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Es gibt in PTAS Optimierungsprobleme, die ein polynomiell zeitbeschrénktes Approximati-
onsschema A zulassen, das bel Eingabe einer Instanz x von P und einer rationalen Zahl r > 1

eine r-approximative Losung fur x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von |x| und
1/(r - 1) abhangt.
Einen derartigen Algorithmus nennt man voll polynomiell zeitbeschr&nktes Approximati-

onsschema (fully polynomial-time approximation scheme). Die Optimierungsprobleme, die
einen derartigen Algorithmus zulassen, bilden die Klasse FPTAS.

In der Literatur werden Beispiele fur Optimierungsprobleme genannt, diein FPTAS liegen.

Es 18} sich zeigen:

Satz 6.2-3:
Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI APX1 NPO.

In Kapitel 6.1 wurden mehrere Approximationsalgorithmen fur das Binpacking-Minimie-
rungsproblem angegeben. Die Approximationsgiite m(l,BFD(I ))£1}6 xm’ (1) +4 von Best-

fitDecreasing zeigt, dal3 man (unabhéngig von der Annahme P 1 NP) durchaus einen Appro-
ximationsalgorithmus entwerfen kann, dessen relative Approximationsgite unterhalb der
Uberhaupt fur einen r-approximativen Algorithmus moglichen Untergrenze liegt. Eventuell
gibt es sogar in einem erweiterten Sinne ein polynomiell zeitbeschranktes Approximations-
schema fir das Binpacking-Minimierungsproblem und andere Optimierungsprobleme. Diese
Uberlegung fiihrt auf folgende Definition:

Essel P ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heif% asymptotisches Ap-
proximationsschema fur P, wenn es eine Konstante k gibt, so dal3 gilt:

fur jede Eingabeinstanz x von P und fir jede rationale Zahl r > 1 liefert A bel Eingabe von
(x,r) eine (zulsssige) Lésung, deren relative Approximationsgiite R, (x) die Bedingung
R.(X)Er+ k/m*P (x) erfllt. AuRerdem ist die Laufzeit von A fir jedes feste r polynomiell in
der Grofie size(x) der Eingabeinstanz.

Zur Erinnerung: die relative Approximationsgute wurde definiert durch

R, (X) = mp—(x) bei einem Maximierungsproblem

m(x A(x))
bzw.
R, (X) = m(mL()(()x)) bei einem Minimierungsproblem.

Die Bedingung R, (X) £ +k/m;, (x) besagt also
bei einem Maximierungsproblem:
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m(x A(x)® ¥ om, (x)- kemit ke=k/(r +k/m; (x))£k/r,

daher m(x,A(x))3 %xnp (x)- k/r
bzw.
bei einem Minimierungsproblem:  m(x, A(x)) £ rxm;, (x) +k.

Die Bezeichnung ,, asymptotisches Approximationsschema’ ist aus der Tatsache zu erkléren,
daRR fir ,, groRe" Eingabeinstanzen x der Wert my, (x) der Zielfunktion einer optimalen Lésung
ebenfalls groRist. Daher gilt in diesem Fall IETM R.(X)Er .

Die Klasse aller Optimierungsprobleme, die ein asymptotisches Approximationsschema zu-
lassen, wird mit PTASY bezeichnet.

Satz 6.2-4:
Das Binpacking-Minimierungsproblem liegt in PTAS*, d.h. es kann asymptotisch be-
liebig dicht in polynomieller Zeit approximiert werden (auch wenn Pt NP gilt).

Es gilt sogar: Es gibt ein asymptotisches A pproximationsschema, das polynomiell in der
ProblemgréRe und in %/(r - 1) ist.

DieKlasse PTAS® ordnet sich in die tibrigen Approximationsklassen ein:

Satz 6.2-5:
Ist P NP, so gilt FPTASI PTASI PTAS*1 APXI NPO.
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7 Waeterfihrende Konzepte

Die Analyse des Laufzeitverhaltens enes Algorithmus A im schlechtesten Fall
Ty (n) =max{t, (x)|xI S und|x £ n} liefert eine Garantie (obere Schranke) fur die Zeit, die
er bei einer Eingabe zur Lésung bendtigts. Fir jede Eingabe x1 S° mit [x=n gilt
t,(X) ET,(n). Dieses Verhalten ist oft jedoch nicht charakteristisch fir das Verhaten bei
»den meisten* Eingaben. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Eingabewerte bekannt
oder werden alle Eingaben als gleichwahrscheinlich aufgefaldt, so kann man das Laufzeitver-

halten von A untersuchen, wie es sich im Mittel darstellt. Die Zeitkomplexitat von A im
Mittel wird definiert als

T29(n) =Eft, () [} =n]= §a(x)>dP(x).

x|=n

Die Untersuchung des mittleren Laufzeitverhaltens von Algorithmen ist in den meisten Féllen
sehr viel schwieriger als die worst-case-Analyse. Trotzdem gibt es sehr ermutigende Ergeb-
nisse, insbesondere bei der Ldsung einiger , klassischer* Probleme. Der Einbau von Zufalls-
experimenten in Algorithmen hat auf dem Gebiet der Approximationsalgorithmen fur Opti-
mierungsprobleme aus NPO gute Ergebnissen geliefert. In neuerer Zeit hat der Einsatz von
probabilistischen Modellen zu neuen Erkenntnissen auf dem Weg zur Lésung der P-NP-Frage
gefuhrt.

7.1 Randomisierte Algorithmen

Im ansonsten deterministischen Algorithmus werden al's zuldssige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgefihrt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus wahrend seines
Ablaufs fortgesetzt wird. Andere Mdglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments beste-
hen bei Entscheidungen zur Auswahl moglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algo-
rithmus als néchstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen.

5 t, (X) = Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von A(X) durchlaufen werden.
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Grundsétzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets — wie von deterministischen Algorithmen gewohnt — ein korrektes Ergebnis berechnen.
Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahren, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewissen
Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Haufig findet man bel ran-
domisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele fur randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

Einflgen von Primérschliisselwerten in einen bindren Suchbaum: Statt die Schltssel
S, ...,S, indieser Reihenfolge sequentiell in den bindren Suchbaum einzufiigen, wird je-

weils der néchste einzufiigende Schliissel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefligten
Schltisseln zufélig ausgewahlt und in den bindren Suchbaum eingefligt. Das Ergebnis ist
eine mittlere Baumhohe der Ordnung O(I og(n))

Qui cksor t zum Sortieren Elementen, auf denen eine lineare Ordnung definiert ist.

Sortieren von Elementen, auf denen eine Ordnungsr elation besteht

Instanz: x = <a1, oy an>
X ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key,,info); die Elemente sind be-
ziiglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fir a, = (key,,info) und

a, :(keyj,infoj) die Beziehung a; £ a; genau dann, wenn key, £ key; ist.

LOsUNg: Eine Umordnung p :[1:n]® [1:n] der Elemente in x, so daf <ap(l),...,ap(n)> nach

aufsteigenden Werten der key-Komponente sortiert ist, d.h. esgilt: a,;, £ a,,,, fOr
i=1..n-1.

Als Randbedingung gilt, dal3 die Sortierung innerhalb der Folge x erfolgen soll, also insbe-
sondere nicht zusétzlicher Speicherplatz der Grélenordnung O(n) erforderlich wird (internes
Sortierverfahren).

Zur algorithmischen Behandlung wird eine Instanz x der Grof3e n in einem Feld a gespeichert,
das definiert wird durch

CONST n = ... { Probl engrolRe }

TYPE idx_bereich = 1..n;

key typ = { Typ der key-Konponente }
info_typ = ... { Typ der i nfo-Konponente }
entry_typ = RECORD

key : key_typ;
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info: info_typ
END;
feld typ = ARRAY [idx_bereich] OF entry_typ;

Die folgende Prozedur i nt er change vertauscht zwei Eintréage miteinander:

PROCEDURE i nterchange (VAR x, y : entry_typ);
{ die Werte von x und y werden miteinander vertauscht }

VAR z : entry_typ;

BEG N { interchange }

zZ 1= X
X 1= y;
y 1= z;

END { interchange };

Der Algorithmus qui cksort beruht auf der Idee der Divide-and-Conquer-Methode und er-

zeugt die umsortierte Eingabe <ap(l) ) ap(n)> :

Besteht x aus keinem oder nur aus einem einzigen Element, dann ist nichts zu tun. Besteht x
aus mehr Elementen, dann wird aus x ein Element e (Pivot-Element) ausgewahlt und das
Problem der Sortierung von x in zwei kleinere Probleme aufgeteilt, namlich der Sortierung
aller Elemente, die kleiner als e sind (das sei das Problem der Sortierung der Folge x(lower)),
und die Sortierung der Elemente die grof3er oder gleich e sind (das sei das Problem der Sortie-
rung der Folge x(upper)); dabei wird a's,,Raum zur Sortierung” die Instanz x verwendet. Zu-
vor wird e an digienige Position innerhalb von x geschoben, an der esin der endguiltigen Sor-
tierung stehen wird. Das Problem der Sortierung der erzeugten kleineren Probleme x(lower)
und x(upper) wird (rekursiv) nach dem gleichen Prinzip gelost. Die Position, an der e inner-
halb von x in der endgultigen Sortierung stehen wird und damit die kleineren Probleme
X(lower) und x(upper) bestimmt, sind dadurch gekennzeichnet, dal3 gilt:

k <efurdlekl x(lower) und k3 efirdlekl x(upper).

Sortieralgorithmus mit qui cksort:

Eingabe: x=(a,,..,a,) ist eine Folge von Elementen der Form a, = (key;,info ); die

Elemente sind bezlglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt fur
a, = (key,,infq) und a, =(key,,info,) die Beziehung a, £a, genau dann,
wenn key, £ key; ist

VAR a : feld_typ; { Eingabefeld }
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i . idx_bereich;

FORi := 1 TOn DO
BEA N
a[i].key key. ;

info

a.[i].info :
END;

Verfahren:  Aufruf der Prozedur qui cksort (a, 1, n);
Ausgabe: amita[i].key £ a[i + 1].keyfuri=1..n-1

PROCEDURE qui cksort (VAR a . feld_typ;
| ower : idx_bereich;
upper : idx_bereich);

VAR t . oentry_typ;
m . idx_bereich;
i dx : idx_bereich;
zufalls_idx : idx_bereich;

BEG N { quicksort }
| F | ower < upper
THEN BEG N { ein Feldelement zufallig aussuchen und

mt a[l ower] austauschen }
zufalls_idx :=|ower
+ Trunc(Random * (upper - lower + 1));

interchange (a[lower], a[zufalls_idx]);

t .= a[lower];
m:= | owner;
FOR idx := lower + 1 TO upper DO
{ es gilt: a[lower+1] , ..., a[n <t und
a[m-l], ... a[idx-1] >=t }
IF a[idx].key < t.key
THEN BEG N
m:= mtl;

{ vertauschen von a[n] und a[idx] }
i nterchange (a[n, a[idx])
END;

{ a[lower] und a[n] vertauschen }
i nterchange (a[lower], a[n]);

{ es gilt: a[lower], ..., a[m1l] < a[n und
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a[m <= a[mtl], ..., af[upper] }

qui cksort (a, lower, m1l);
qui cksort (a, m+l, upper);

END { |F}

END { quicksort };

Der Algorithmus stoppt, da in jedem qui cksor t -Aufruf ein Element an die endgultige Pos-
tion geschoben wird und die Anzahl der Elemente in den qui cksor t -Aufrufen in den beiden
restlichen Teilfogen zusammen um 1 verringert ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus
der Invariante der FOR-Schleife.

Satz 7.1-1:
Das beschriebene Verfahren mit der Prozedur qui cksort sortiert eine Folge

x=(a,...,a,) aus n Elementen mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitét der Ordnung

O(nz). Diese Schranke wird erreicht, wenn zuféllig in jedem qui cksort -Aufruf das
Pivot-Element so gewahlt wird, dal3 die Teilfolgen x(lower) kein Element und x(upper)
alle restlichen Elemente enthalten (bzw. umgekehrt). Im Mittel ist das Laufzeitverhalten
jedoch wesentlich besser, namlich von der Ordnung O(n ¥og(n)).

Es lar’t sich zeigen, dal? jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleich von Elementgréfien be-
ruht, eine untere Zeitkomplexitdt mindestens der Ordnung O(n ﬂog(n)) und eine mittlere
Zeitkomplexitét ebenfalls mindestens der Ordnung O(n»og(n)) hat, so daR das Verfahren mit
der Prozedur qui cksort optimales Laufzeitverhaten im Mittel aufweist. Dal3 das Verfahren
mit der Prozedur qui cksort in der Praxis ein Laufzeitverhalten zeigt, das fast alle anderen
Sortierverfahren schlagt, liegt daran, dald die ,unglnstigen* Eingaben flr qui cksort mit ge-
gen 0 gehender Wahrscheinlichkeit vorkommen und die Auswahl des Pivot-Elements zufdllig
erfolgt.




7.1 Randomisierte Algorithmen 239

lower

quicksort (a, lower, upper) ‘

zufalls_idx upper

A

t:= afzufalls_idx]

austauschen

lower

upper

— Ee
—

o) M| (nach Bedarf)
©
< iclx | & (FOR-Schleife)
w
o
O
[T

lower upper

t <t >=1 /')/
m idx
lower upper
<t t >=t
m
lower upper
quicksort (a, lower, m-1) quicksort (a, m+1, upper)

1. Schritt

Start der
FOR-Schileife

Invariante der
FOR-Schleife

letzter Schritt

Beispiele flr randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ sind die heute tblichen Prim-
zahltests, die hier informell beschrieben werden sollen (Details findet man in der angegebenen

Literatur).

Um eine natiirliche Zahl n>2 auf Primzahleigenschaft zu testen, kénnte man alle Primzahlen
von 2 bis &/n{ daraufhin untersuchen, ob es eine von ihnen gibt, die n teilt. Wenn die Zahl n
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namlich zusammengesetzt ist, d.h. keine Primzahl ist, hat sie einen Primteiler p mit p£+/n.

Umgekehrt, falls alle Primzahlen p mit p£+/n keine Teiler von n sind, dann ist n selbst eine

Primzahl. Die Primzahlen kénnte man etwa systematisch erzeugen (siehe Literatur unter dem
Stichwort ,, Sieb des Eratosthenes*) oder man kdnnte sie einer Primzahltabelle (falls vorhan-
den) entnehmen. Allerdings ist dieser Ansatz fur sehr grof3e Werte von n nicht praktikabel
und bendtigt exponentiellen Rechenaufwand (in der Anzahl der Stellen von n): Die Anzahl

der Stellen b(n) ener Zahl n31 im Zahlensysem zur Basis B ist
b(n) = dog, (N){+1= dog, (n+1)(, d.h. b(n)T O(log(n)). Die Anzahl der Primzahlen un-
" —A Y2
terhalb €&/n( betragt fur groRe n nach dem Primzahlsatz der Zahlentheorie p(\/ﬁ)~ I ) Al
n\n

b(n)/2 x4
b () 8 Jede in Frage kommende Primzahl mufd daraufhin
a

untersucht werden, ob sie n teilt. Dazu sind mindestens O((b (n))?) viele Bitoperationen er-
forderlich. Daher ist der Gesamtaufwand mindestens von der Ordnung O(b (n)>2° ™/ 2).

also ein Wert der Ordnung Og

Durch Anwendung zahlentheoretischer Erkenntnisse hat man versucht, effiziente Primzahl-
tests zu entwickeln. Der bisher bekannte schnellste Algorithmus zur Uberpriifung einer Zahl n
auf  Primzahleigenschaft, der APRCL-Test, hat ene Laufzeit der Ordnung

O((I og(n))C('°g('°g"°g‘””))) mit einer Konstanten ¢ >0. Auch dasist keine polynomielle Laufzeit.

Es sind daher andere Ansétze fir effiziente Primzahltests erforderlich. Als erfolgreich haben
sich hierbei probabilistische Algorithmen erwiesen.

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, versucht man, einen Zeugen (wit-
ness) fur die Primzahleigenschaft von n zu finden. Ein Zeuge ist dabel eine Zahl a mit
1£a£n-1, der eine bestimmte Eigenschaft zukommt, aus der man vermuten kann, dal3 n
Primzahl ist. Dabel mul3 diese Eigenschaft bei Vorgabe von a einfach zu Gberprifen sein, und
nach Auffinden einiger weniger Zeugen fur die Primzahleigenschaft von n muf3 der Schiufd
gultig sein, dal3 n mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist. Die Eigenschaft ,,die Prim-

zahl pmit 2£ p£ &/n( ist kein Teiler von n* ist dabei nicht geeignet, da man im allgemei-
nen zu viele derartige Zeugen zwischen 2 und &/n| bemiihen miiRte, um sicher auf die Prim-
zahleigenschaft schlief3en zu kdnnen.

Es sai E(a) eine (noch genauer zu definierende) Eigenschaft, die einer Zahl a mit

1£a£n- 1 zukommen kann und fir die gilt:

(i)  E(a) ist algorithmisch mit geringem Aufwand zu Uberprifen

(i) falsn Primzahl ist, dann trifft E(a) fur alleZahlenamit 1£a£n-1zu

(i) falsn keine Primzahl ist, dann trifft E(a) fur weniger as die Hafte aler Zahlen a mit
l1£a£n-1zu.
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Falls E(a) gilt, dann heil% a Zeuge (witness) fur die Primzahleigenschaft von n. Dann &3
sich folgender randomisierte Primzahltest definieren:

Eingabe: nl N, nist ungerade, mi N

Verfahren:  Aufruf der Funktionrandom i s_prinme (n : | NTEGER,
m : | NTEGER): BOCLEAN;

Ausgabe: n wird als Primzahl angesehen, wenn random i s_prinme (n, m) = TRUE
ist, ansonsten wird n nicht as Primzahl angesehen.

FUNCTI ON random.is_prinme (n : | NTECER;
m : | NTEGER): BOOLEAN,

VAR i dx : | NTEGER;
a . | NTECER;
is_prinme : BOOLEAN

BEG N { random.is_prine }
is_prime := TRUE

FORidx :=1 TO m DO
BEG N
wéahle eine Zufallszahl a zwischen 1 und n- 1;

| F ( E(a) trifft nicht zu)

THEN BEG N
is_prinme := FALSE;
Br eak;
END,
END;
random.is_prim:=is_prinmg;

END { random.is_prine };

Der Algorithmus versucht also, m Zeugen fir die Primzahleigenschaft von n zu finden. Wird
dabei zuféllig eine Zahl amit 1£a £ n- 1 erzeugt, fur die E(a) nicht zutrifft, dann wird we-
gen (ii) die korrekte Antwort gegeben. Ist n Primzahl, dann gibt der Algorithmus ebenfalls
wegen (ii) die korrekte Antwort. Wurden m Zeugen fir die Primzahleigenschaft von n festge-
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stellt, kann es trotzdem sein, dal? n keine Primzahl ist, obwohl der Algorithmus angibt, n sei
Primzahl. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Zahl n, die nicht Primzahl ist, m Zeugen zu fin-

den, ist wegen (iii) kleiner ds (1/2)", d.h. die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ent-
scheidung ist in diesem Fall kleiner as (1/2)". Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit einer

korrekten Antwort des Algorithmus gréRer as 1- (1/2)". Dawegen (i) die Eigenschaft E(a)

leicht zu Uberprufen ist, ist hiermit ein effizientes Verfahren beschrieben, das mit beliebig ho-
her Wahrscheinlichkeit eine korrekte Antwort liefert. Diese ist beispielsweise fiur m=20 gro-
[3er als 0,999999.

Die Frage stellt sich, ob es geeignete Zeugeneigenschaften E(a) gibt. Einen ersten Versuch
legt der Satz von Fermat nahe:

Satz 7.1-2:
I ni N ene Primzahl und al N ene Zahl mit ggT(a,n)=1, dann ist

a2 1(modn).

Definiert man E(a)=, ggT(a,n)=1 und a"*° 1(modn)*“, dann sieht man, dai3 (i) und (ii)
gelten. Leider gilt (iii) fur diese Eigenschaft E(a) nicht. Es gibt namlich unendlich viele
Zahlen n, die Carmichael-Zahlen, die folgende Eigenschaft besitzen: n ist keine Primzahl,
und esist a"* © 1(modn) fir alle amit ggT(a,n) =1. Ist nalso eine Carmichagl-Zahl und a
eineZahl mit 1£a£n-1 und ggT(a,n) =1, danist a"*° 1(modn). In diesem Fall gilt a-
so fur ale Zahlen a mit 1£a£n-1 und ggT(a,n) =1 die Eigenschaft E(a), und das sind
mehr alsdie Hélfte aller Zahlenamit 1£a£n- 1.

Ein zweiter Versuch zur geeigneten Definition einer Zeugeneigenschaften E(a) erweitert den
ersten Versuch und wird durch die folgenden beiden Sétze begriindet:

Satz 7.1-3:
Es sei n eine Primzahl. Dann gilt x*© 1(modn) genau dann, wenn x° 1(modn) oder
X° -1° n-1(modn) ist.

Essei n eine Primzahl mit n>2. Dann ist n ungerade, d.n. n=1+2 x mit ungeradem r und
j>0bzw. n-1=21x .Ist aeine Zahl mit 1£a£n- 1, dannist ggT(a,n) =1 und folglich

a™'° 1(modn). Wegen a"* = alb ke = (azi'l")2 ° 1(modn) folgt mit Satz 7.1-3 (dort wird
x=a? * gesetzt): a? *°1(modn) oder a® *° -1(modn). Ist hierbei j-1>0 und
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a2’ o 1(modn), dann kann man den Vorgang des Wurzelziehens wiederholen: In Satz 7.1-

3wird x=a? " gesetzt usw. Der Vorgang ist spitestens dann beendet, wenn a? * =a’ er-

reicht ist. Es gilt daher der folgende Satz:

Satz 7.1-4:
Essei n eine ungerade Primzahl, n=1+2' > mit ungeradem r und j > 0. Dann gilt fir

jedesamit 1I£a£n- 1:

Die Folge (a*,az',a‘”,...,azi'l”,azi”) der Lange j+1, wobei alle Werte modulo n re-
duziert werden, hat eine der Formen

(1,1,1,...,1,2) oder

(%%, - 11,..,11).
Hierbei steht das Zeichen ,,** flr eine Zahl, die verschieden von 1 oder - 1 ist.

Wenn die in Satz 7.1-4 beschriebene Folge eine der drei Formen

(*,*,..,*,11,...,1,1),

(*,*,...,*,- 1) oder

(5,0 %)

aufweist, dann ist n mit Sicherheit keine Primzahl. Andererseits ist es nicht ausgeschlossen,
dai3 fUr eine ungerade zusammengesetzte Zahl n und eine Zahl a mit 1£a£n- 1 die Folge
(a*,az',a‘”,...,azi'l”,azi")modn eine der beiden Formen (1,14,..11) oder
(*,*,...*,- 1,1,...,1,1) hat. In diesem Fall heif}t n streng pseudoprim zu Basis a. Es gilt fol-

gender Satz (Bewels siehe Literatur):

Satz 7.1-5:
Essa n eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann ist n streng pseudoprim fir héch-

tensein Viertel dller Basenamit 1£a£n- 1.

Eine geeignete Zeugeneigenschaften E(a) fur die Funktion
randomis_prinme (n : | NTEGER
m : | NTEGER): BOCLEAN;
ist daher die folgende Bedingung:
E(a)=, ggT(a,n) =1 und
a"'°1(modn) und
die Folge (a' ,a,a",.,a’"", azi")mod n hat eine der Formen

(111,..,12) oder (*,*,...*,- 1,1,...,1,2)“.
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Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort des Algorithmus mit dieser Zeugeneigen-
schaft ist wegen Satz 7.1-5 groRer s 1- (1/4)".

Es ist Ubrigens nicht notwendig, fir eine grofe Anzahl von Zahlen a mit 1£a£n-1 de
Zeugeneigenschaft zu Uberprifen um sicher zu gehen, dal3 n eine Primzahl ist: Nur eine zu-
sammengesetzte Zahl n<25x10%, namlich n = 3.215.031.751, ist streng pseudoprim zu den
vier Basen a = 2, 3, 5 und 7. Fir praktische Belange ist daher das Verfahren ein effizienter
Primzahltest. Untersucht man grof3e Zahlen, die spezielle Formen aufweisen, etwa Mersenne-
Zahlen, auf Primzahleigenschaft bieten sich speziell angepaldte Testverfahren an. Schliefdlich
gibt es eine Reihe von Testverfahren, die andere zahlentheoretische Eigenschaften nutzen.

7.2 Modellerandomisierter Algorithmen

In Zusammenfihrung der obigen Ansétze mit den Modellen aus der Theorie der Berechen-
barkeit (Turingmaschinen, deterministische und nichtdeterministische Algorithmen) wurde
eine Reihe weiterer Berechnungsmodelle entwickelt. Im folgenden werden wieder Entschei-
dungsprobleme betrachtet.

Ausgehend von der Klasse P der deterministisch polynomiell entscheidbaren Probleme er-
weitert man deren Algorithmen nicht um die Moglichkeit der Verwendung nichtdetermini-
stisch erzeugter Zusatzinformationen (Beweise) wie beim Ubergang zu den polynomiellen
Verifizierern, sondern &3 zu, dal3 bei Verzweigungen wahrend des Ablaufs der Algorithmen
(Verzweigungen) ein Zufallsexperiment darlber entscheidet, welche Alternative fir den wel-
teren Ablauf gewahit wird. Man gelangt so zu der Klasse RP (randomized polynomial time).

Es sl P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, . L, liegt in RP (bzw. ,P
liegt in RP*), wenn es einen Algorithmus (RP-Akzeptor) A, gibt, der neben der Eingabe
x1 S, eneFolget 1 {0,1} zufaliger Bits liest, wobei jedes Bit unabhéngig von den vor-
her gelesenen Bitsist und P(0) =P(1) =1/2 gilt. Nach polynomiell vielen Schritten (in Ab-
géngigkeit von der GréRe |x| der Eingabe) kommt der Akzeptor auf die j a-Entscheidung

bzw. auf die nei n-Entscheidung. Eingaben fiir A sind also die Worter xT S, und eine

Folget T {0,1} zufalliger Bits:
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t > ALP(X,t) ——p | a

Entscheidung nach
X =n O(p(n)) vielen Schritten

Fir jedes x1 L, ist P(A_ (xt)=] a)® 12,
fur jedes xi L, ist P(A,_(xt)=nein)=1

Man 18 also zur Akzeptanz von x1 L, einen einseitigen Fehler zu. Jedoch muR bei xT L,
der Algorithmus A, bei mindestens der Hélfte aller moglichen Zufalsfolgen t auf diej a-
Entscheidung kommen. Fir die Ubrigen darf er auch auf die nei n-Entscheidung fuhren. Fir
xI L, muR er aber immer die nei n-Entscheidung treffen. Der einseitige Fehler kann durch
Einsatz geeigneter Replikations-Techniken beliebig klein gehalten werden.

Da dem Akzeptor nur polynomielle Zeit zur Verfigung steht, kann er auch nur polynomiell
viele Bits der Zufallsfolge t lesen, so dal3 man annehmen kann, dal3 t aus polynomiell vie-
len Bits besteht.

Ein Beispid fur eine Sprache aus RP ist die Menge L, ={ n| nl Nundnist keine Primzahl}
aus Kapitel 5.5. Dort wird L,1 NP gezeigt. Einen RP-Akzeptor A, fir L, erhdt man aus

der Funktion r andom i s_pri maus Kapitel 7.1. A liest zwei Eingaben, namlich eine Zahl

ni N und eine Folge t T {0,1} zuféliger Bits der Lange k = size(n). Diese Zufallsfolge
wird als Bindrkodierung einer Zufalszahl amit 1£a £ n- 1 interpretiert (die Félle a=0 und
a=n sollen zur vereinfachten Darstellung hier ausgeschlossen sein). Dazu wird angenom-
men, dal? es eine Funktion make_| NTEGER(t , sSize(n)) gibt, diedie Zufallsfolge t in eine

natirliche Zahl a mit 1£ a £ n- 1 umwandelt. Dann wird die Bedingung E(a) (siehe Kapitel
7.1) Uberpruft und eine Entscheidung getroffen:
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FUNCTION A (n : |INTEGER
| S ):

VAR a : | NTEGER;

BEGN{ A_ }
a := make_| NTEGER(t , size(n));
| F ( E(a) trifft nicht zu)

THEN A :=ja

nein;

ELSE A, :
END { A, };

Ist nT L,, d.h. nist keine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fur weniger as die
Hélfte aler Zahlen amit 1£a £ n- 1 zu. Daher trifft E(a) fur mehr als die Hélfte aller Zah-
lenamit 1£a£n- 1 nicht zu, und esgilt P(A_(nt)=j a)>Y/2.

Ist nl L,, d.h. nist eine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fur ale Zahlen a mit
1£a£n-1 zu Daher antwortet A, mit A, := nein.

Satz 7.2-1:
Esgilt PI RP und RPi NP.

Ob diese Inklusionen echt sind, ist nicht bekannt, vieles spricht jedoch dafir.

Beweis:

Essel L,1 P, L, I S, .Dann gibt es einen deterministischen polynomiell zeitbeschréankten
Entscheidungsalgorithmus fur L, . Dieser ist kann als RP-Akzeptor betrachtet werden, der
ohne Zufallsfolge auskommt. Daher gilt L, T RP.

Essei L, 1 RP, L, I S,.Dann gibt es einen RP-Akzeptor A fur L. Zu zeigen ist, dafd
es auch einen Verifizierer, wie er fur die Klasse NP erforderlich ist, fur L, gibt (,NP-
Verifizierer*). Der RP-Akzeptor A~ kann als Verifizierer angesehen werden. Bei Eingabe
von x1 S, bekommt dieser als Beweis B, eine Zufallsfolge t . Ist x1 L, , dann gibt es eine
Zufdlsfolge t mit A (xt)=ja (da xI L, und in diesem Fal P(A_(xt)=ja)? 12
gelten, fihren mindestens die Halfte aller Zufallsfolgen auf die j a-Entscheidung). Ist x1 L, ,
dann fuhren wegen P(A_ (xt)=nei n)=1 ale Zufallsfolgen auf die nei n-Entscheidung.
7
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Die Zusammenfuhrung der Konzepte des Zufalls und des Nichtdeterminismus bei polyno-
miell zeitbeschranktem Laufzeitverhalten fuhrt auf die Klasse PCP (probabilistically check-
able proofs). Hierbei werden Verifizierer, wie sie bei der Definition der Klasse NP eingefiihrt
wurden, um die Moglichkeit erweitert, Zufall sexperimente auszuf Uhren:

Essden r:N® N und g:N® N Funktionen. Ein Verifizierer (nichtdeterministischer Al-
gorithmus) V, heift (r(n),q(n))-beschrankter Verifizierer fiir das Entscheidungspro-
blem P Uber einem Alphabet S, , wenn er Zugriff auf eine Eingabe x1 S, mit [X=n, einen

Beweis Bi S, und eine Zufalsfolge t 1 {0,1}" hat und sich dabei folgendermaien verhalt:

1. V, liest zunichst die Eingabe x1 S, (mit [x=n) und O(r(n)) viele Bits aus der Zu-

fallsfolget T {0,1}
2. Aus diesen Informationen berechnet V, O(g(n)) viele Positionen der Zeichen von

*

Bl S,, die tiberhaupt gelesen (erfragt) werden sollen.
3. In Abhéngigkeit von den gelesenen Zeichen in B (und der Eingabe x) kommt V., auf die
j a- bzw- nei n-Entscheidung.

Die Entscheidung, die V, bei Eingabevon x1 S, , BI S, undt 1 {0,1} liefert, wird mit
V, (x,B,t ) bezeichnet.

Esse P ein Entscheidungsproblem P mit der Menge L, | S, . L, T PCP(r(n),q(n)) (, P
liegt in der Klasse PCP(r(n),q(n))“), wenn es einen (r(n),q(n))-beschrankten Verifizierer
V, gibt, der L, infolgender Weise akzeptiert:

Fur jedes x1 L, gibt eseinen Beweis B, mit P(V, (x,B .t )=j a)=1,

1 Py

fir jedes xi L, und alle Beweise B gilt P(V, (x,B,t )=nei n)3 1/2.

t
—» V. (xBt) '8
B P % B L » nein
— >
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Fir Eingaben x1 L, gibt es also einen Beweis, der immer akzeptiert wird. Der Versuch, eine
Eingabe x| L, zu akzeptieren, scheitert mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit 3 1/2.

Im folgenden bezeichnet poly(n) die Klasse der Polynome. Dann gilt beispielsweise

P= L¥JTI ME(n* )= TIME(poly(n)) und NP = L¥J NTIME(n* ) = NTIME(poly(n)).

Satz 7.2-2:
PCP(r(n),q(n)) i NTIME(g(n) x2°¢™)

Beweis;

Essei L,1 PCP(r(n),q(n)). Dann gibt es einen (r(n),q(n))-beschrankten Verifizierer V,
fir L, . Aus diesem kann man auf folgende Weise einen Verifizierer V, (im Sinne der Defi-
nition einer nichtdeterministischen Turingmaschine) fur L, konstruieren:

Esse xI S, mit [{=n und B, ein Beweis. Fur jede der 2°"™) vielen Zufallsfolgen der
Lange O(r(n)) simuliert V, in jeweils polynomiell vielen Schritten die Berechnung des Ve-
rifizierers V, und akzeptiert x genau dann, wenn V, die Eingabe x fur jede Zufallsfolge &k-

zeptiert. \7P ist daher eine nichtdeterministische Turingmaschine, die x genau dann akzep-
tiert, wenn x1 L, gilt. //

Setzt man im speziellen fir r(n) und gq(n) Polynome ein, so gilt sogar:

Satz 7.2-3:
PCP(poly(n),poly(n)) = NTIME(27¥™ )

Weiter gelten folgende Aussagen:

Satz 7.2-4:
PCP(0,0)=P,

PCP(0,poly(n)) = NP,

PCP(log(n),poly(n)) = NP
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Aus PCP(r(n),q(n))i NTIME(q(n)=°0™) folgt unmittelbar:

Satz 7.2-5:
PCP(log(n)1)i NP

Die Umkehrung dieser Aussage wird als das wichtigste Resultat der Theoretischen Informatik
der letzten 10 Jahre angesehen (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy, 1992). Es hat zu
zahlreichen Konsegquenzen fur die Nicht-Approximierbarkeit von Optimierungsaufgaben aus
NPO gefihrt.

Satz 7.2-6:
PCP(log(n)1)= NP

, Wie man Beweise verifiziert, ohne sie zu lesen”

Das Ergebnis besagt, dal? es zu jeder Menge L, fir ein Entscheidungsproblem P aus NP ei-
nen Verifizierer gibt, der bei jeder Eingabe nur konstant viele Stellen des Beweises liest, die
er unter Zuhilfenahme von O(log(n)) vielen zufalligen Bits auswahlt, um mit hoher Wahr-
scheinlichkeit richtig zu entscheiden.

Ein Beispid fir die Anwendung von Satz 7.2-6 ist der Bewels des folgenden Satzes. In ihm
wird gezeigt, dal3 das 3-SAT-Maximierungsproblem nicht in PTAS liegt (siehe Kapitel 6.2),
d.h. kein polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema besitzt, auRer P =NP.

3-SAT-Maximierungsproblem

Instanz: 5. 1 =(K,V)

K={F,F,,...,F,} ist eine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Varia-

ey m

blen aus der Menge V ={ x,,...,x.} gebildet werden und jeweils die Form
F =(y, Uy, Oy, ) fur i =1...,m besitzen. Dabei steht y, fiir eine Boole-
sche Variable (d.h. yi, = X, ) oder fur eine negierte Boolesche Variable (d.h.
Y, =9x)

size(l) = Anzahl der Zeichenin |
6. SOL(I)= Belegung der Variablen in V mit Wahrheitswerten TRUE oder FAL-
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SE, d.h. SOL(1) ist €ine Abbildung f :V ® { TRUE,FALSE}
7. Fir f1SOL(1) ist m(l, f)= Anzahl der Klauseln in K, die durch f erfillt

werden
8. goal = max

Es 183 sich ein 2-approximativer Algorithmus fur das 3-SAT-Maximierungsproblem angeben
(siehe Literatur), d.h. diese Problem liegt in APX.

Satz 7.2-7:
Das 3-SAT-Maximierungsproblem liegt nicht in PTAS, d.h. es besitzt kein polynomiell
zeitbeschranktes Approximationsschema, auf3er P = NP.

Beweis;

Essal Leat = {F | F ist ein erflllbarer Boolescher Ausdruck }.
Ler | Spooe = {F | F ist €in Boolescher Ausdruck}, Lg,, ist NP-vollstandig.

Es wird eine Abbildung f definiert, die jedem F1 S, . einelngtanz f(F)=(K,V) fir das
3-SAT-Maximierungsproblem zuordnet, wobel f (F) in polynomieller Zeit aus F berechnet
werden kann, und die folgende Eigenschaft besitzt:

Ist FI Lg;, dannsind ale Klauselnin K erflllbar.

Ist Fi Lg,, dann gibt es eine Konstante e >0, so dal3 mindestens ein Anteil der GréRe
edler Klauselnin K nicht erfiillbar ist. Das bedeutet mit c(F) =|K| fur f(F)=(K,V):

. i=c(F) fur FT L
m(f(F)=1, T
TEC(F){1-e) firFi Ly,
zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fir das 3-SAT-Maximierungsproblem mit
r<l/(1- e) gibt, auBer P=NP. Daher besitzt das 3-SAT-Maximierungsproblem kein poly-

nomiell zeitbeschranktes A pproximationsschema.

. Mit Satz 6.1-8 folgt, dal3 es keinen polynomiell

Da L,; NP-vollstandig ist, gibt es fiir Ly, nach Satz 7.2-6 einen (log(n),1)-beschrénkten
Verifizierer Vg,; . In Vg,; werden eine Formel F mit size(F) =n, ein Beweis B und eine Zu-
falsfolget eingegeben. Man kann annehmen, dal? das Alphabet, mit dem Beweise formuliert
werden, das Alphabet S, ={0,1} ist, d.h. jeder Beweis B ist eine 0-1-Folge. Man kann wei-
terhin annehmen, dal? V¢, genau gq>2 Zeichen von B erfragt (auch wenn nicht alle Zeichen
des Beweises zur Verifikation benétigt werden). Da hochstens c:log(n) Bits (mit einer Kon-
stanten ¢) aust und dann g Positionen in B gelesen werden, brauchen nur Beweise betrachtet
zu werden, die nicht langer s qx2**" = gx° sind.
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Eswird eine Menge V von Booleschen Variablen definiert: Fir jede Position eines Beweises
wird eine Boolesche Variable in V aufgenommen, d.h. V ={x,, x,, X;, ..., X} mit k=gn°.

V enthélt polynomiell viele Variablen und ist in polynomieller Zeit aus F konstruierbar. Zwi-
schen den Belegungen der Variablenmenge V und den Werten eines Beweises B besteht eine
bijektive Abbildung g: Der Wert der j-ten Variablen x; ist genau dann x; = TRUE, wenn B an

der j-ten Position den Wert b, =1hat. Mit g(xj) werde der Wert an der j-ten Position in B be-

-1
zeichnet; entsprechend sei g bj) der Wert der j-ten Variablen in V. Die Abbildung g werde
auf Literate @, durch g(@x, )

/)=9lx, ) enweitert.

Fur die Zufallsfolge t seien die q Positionen, die in einem Bewels erfragt werden, die Pos-
tionen t,, ..., t,. Mit einigen der mdglichen Wert-Kombinationen an diesen Positionen

kommt Vg, bei Auswertung zur j a-Entscheidung, mit anderen kommt Vg, zur nei n-
Entscheidung. Mit A wird die Menge derjenigen O-1-Kombinationen bezeichnet, fur die
Vgr zur nein-Entscheidung kommt. Offensichtlich ist |A|£|S,|" =29. Fir jedes

i %, farbh =0

(o,,.... b, )1 A wird eine Formel (y;, U...Uy, ) gebildet mit y, =g firh =1

Es sei eine Belegung der Variablen in V gegeben. Dann gilt:

(*) Unter dieser Belegung hat die Formel (y, U...0y, ), die aus (b, ...,

q

)i A gebildet
wurde, genau dann den Wert TRUE, wenn (g(y;, )...aly. ))* (by,.... b, ) ist.

q

Demn (y,, U...0y, ) hat genau dann den Wert TRUE, wenn mindestens eines der Literale den
Wert TRUE besitzt, etwa y, =TRUE.ImFall y, =X bedeutet dieses (nach Definition von
Y, ) by =0und gly, J=1,imFal y, =@x ist x =FALSE,dh. gly, )=0,und b, =1.

Alle so entstehenden Formeln (fur alle Zufallsfolgen t ) bilden die Formelmenge K(. Diese

enthalt hochstens 27°%™ »2% = 29n° viele Formel. Alle Formeln der Menge K ¢ lassen sich so
in Klauseln umformen, dal3 jede neue Klausel genau 3 Literale enthdlt. Gilt g =3, haben ale

Formeln (ytl U...Uytq) bereits die gewiinschte Form. Fir >3 werden fiir jede Formel
G:(ytlU...Uytq) g-3 neue Variablen Z,,..., 7z, €ingefthrt und G  durch

(v,, Oy, Uz,), (@2, 0y, Oz,), o @200 0y, Uzoos). (@25,5 0y, Oy, ) e
setzt. G ist genau dann erfillbar, wenn alle so entstandenen Formeln erfillbar sind. Die Va
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riablenmenge V wird um die neu hinzugenommen Variablen erweitert; entsprechend wird
unter einer Belegung g(zG,j):l genau dann gesetzt, wenn z; ; = TRUE ist.

Diese eventuell erweiterte Klauselmenge bildet die Menge K. Es ist [K|£(q- 2)¥K ¢, und
auch V behélt eine polynomielle Grole.

Die Berechnung von f(F) =(K,V) erfolgt in polynomieller Zeit.

Ist F1 Lg,,, dann gibt es einen Beweis B, so dai} der Verifizierer V,, fir jede Zufalsfol-
gent die Entscheidung Vo, (F,B. t )=j a trifft, denn P(Vy (F,B. .t )=j a)=1. Ist fir -
ne Zufallsfolgen t die definierte Menge A =/, so wurde keine Formel in K¢ bzw. K auf-
genommen. Ist A * Aundsindt, ..., t, die Postionenin B, die von Vg, aufgrund der

Zufdlsfolge t  erfragt werden, etwa mit den Werten a,,..,a,, dann wird

0
_JTRUE fira =1
“1FALSE fira =0
(v, 0.0y, )l K¢ Dann ist (ay,...3,)* (b,,.... ), denn (a,....a,) fihrt auf eine j a-

srey Ay

X, gesetzt. Es sai (b,...,b,)] A mit der dazu gebildeten Formel

Entscheidung, und alle (bl, ...,bq)T A fuhren auf eine nei n-Entscheidung. An mindestens &-
ner Postion, etwa an der Position j ist a;* b;. Ist b, =0, dann it a; =1. Das Litera
Y, =%, wurde auf TRUE gesefzt. Ist b; =1, dannist a; =0. Das Literal y, =@x  wurde
auf TRUE gesetzt. In beiden Fallen ist (y;, U... Uy, | erfiillt. Das zeigt, da alle Klauseln in
K ¢ und damit alle Klauseln in K erfillbar sind und damit m’(f (F))=|K|=c(F) gilt.

Ist F1 Lg,,, dann gilt fir jeden Beweis B, dai? der Verifizierer V,, fUr mindestens die
Halfte aller 27" =n° Zufallsfolgen die Entscheidung V. (F,B,t )=nei n trifft, denn fir
jeden Beweis B ist in diesem Fall P(Vg,, (F,Bt )=nei n)3 1/2. Es sei eine Belegung von V
gegeben, der mittels g zugehdrige Beweis s&i B. t sdi eine der 29" /2 Zufallsfolgen, die
auf die nei n-Entscheidung fiihren. Die Positionen in B, die von V,; aufgrund der Zufalls-
folget erfragt werden, seient , ..., t,, die Werte an diesen Positionen in B seien a,,...,a,.
Dann ist nach Definition (a,,....a,)1 A . Dieaus (a,, ..., a,) gebildete Formel (ytl U...Uytq)
hat wegen (*) den Wert FALSE. Fur q>3 wurde durch obige Konstruktion die Formel
(v, U...Uytq) durch q- 3 Formeln ersetzt. Es &Rt sich zeigen, dal3 im vorliegenden Fall

mindestens eine dieser Formeln den Wert FALSE tragt, unabhangig davon, wie die dort ent-
haltenen neuen Variablen z; ; belegt sind. Zu jeder der 27" /2 Zufallsfolgen, die auf die

nei n-Entscheidung fuhren, gibt es also mindestens eine Formel in K, die nicht erflllt ist. Da-
her betragt der Anteil nichterfullbarer Klauseln mindestens
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2°*°9(“)/(2>¢K|)3 zc*og(n)/(2><q_ 2)>Qq+c*og(n))=1/((q_ 2)>Qq+1).
Mit e =1/((q- 2)=*"*) folgt die Behauptung. ///
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8 Ubungsaufgaben

Im folgenden werden Ubungsaufgaben zu den einzelnen Kapiteln bereitsgestellt. Einige der
Ubungsaufgaben werden in der Veranstaltung behandelt. Aufgaben, die eventuell einiges
Nachdenken und Nachschlagen in der Fachliteratur erfordern, sind mit dem Zeichen & ge-
kennzeichnet.

8.1 Ubungsaufgaben zu K apitel 1

Aufgabe1.1.1: Essei S={a,b,c}. BestimmenSie S’ und S.

Aufgabe 1.1.2: Esse a ein Buchstabe eines endlichen Alphabets. Bestimmen Sie {a2 }+

und {a7 } >{a3}.

Aufgabe1.1.3: Es sden A und B Mengen. Zeigen Sie: (A') = A", (AEB) =(A ")
und £ ={e}.

Aufgabe 1.1.4:  Koénnen L bzw. L* jemals die leere Menge sein? Unter welchen Umstén-
densind L bzw. L* endliche Mengen?

Aufgabe 1.1.5: Es seien A und B Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie durch ein ent-
sprechendes Gegenbeispiel die Behauptungen

(AEB) =A EB’, (AXBE A) xA= A{B*AE A)

Aufgabe 1.1.6: @ Fir ein endliches Alphabet S={a,,...,a,} kann man die Worter aus S’

in lexikographischer Reihenfolge durchnumerieren (siehe Kapitel 1.1). Welche Nummer
enthalt in dieser Numerierung das Wort a; ...a,_ der Lange k? Uberlegen Sie sich die L6-

sung der Aufgabe zunéchst firr eine zweielementige Menge S={0,1}.
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Aufgabe 1.1.7. © Zeigen Sie, dal3 die Menge der rationalen Zahlen gleichméchtig mit der
Menge der nattrlichen Zahlen ist. Zur Erinnerung: Man kann die rationalen Zahlen durch

Q={%| ri Zundtl N>0}:{(r,t)|rT Z undti N} definieren.

Aufgabe1.1.8: Zeigen Sie: Die Mé&chtigkeit einer unendlich abz&hlbaren Menge andert
sich nicht, wenn man endlich viele Elemente entfernt.

Aufgabe1.1.9: = Zeigen Sie: Die Vereinigung abzadhlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist
wieder abzahlbar.

Aufgabe 1.1.10: Esseien f :N® R und g:N® R zwe Funktionen. Zeigen Sie:
O(f (m))>0(g(m)T O(f (n)>g(n)),
O(f (m)>g(m)T |f (n)>0(g(n)) und
o(f (m)+0(g(m)i o f (n)[+|g(n)).

8.2 Ubungsaufgaben zu K apitel 2

Aufgabe2.1.1: Geben Sie eine Turingmaschine mit 2 Bandern und dem Eingabeal phabet
| ={ 0,1} durch ihre Uberfiihrungsfunktion an, die zunichst das (neue) Zeichen # auf das
2. Band schreibt und dann das Eingabewort vom 1. Band auf das 2. Band kopiert.

Aufgabe2.1.2:  Geben Sie eine Turingmaschine mit dem Eingabealphabet | ={ 0,1} durch
ihre Uberfiihrungsfunktion an, die das Eingabewort auf dem 1. Band dupliziert, d.h. steht
das Wort w=a, ...a, im Startzustand auf dem Eingabeband, so steht dort abschlief}end

dasWort w=a, ...a,a, ...a,.

Aufgabe2.1.3: = Geben Sie eine Turingmaschine TM mit L(TM) :{a”b”cn [ni N} an.
Welche Speicherplatzkomplexitét hat Ihre Turingmaschine?

Aufgabe2.1.4: Beschreiben Sie die Arbeitsweise einer Turingmaschine, die die Funktion
iN"N ® N

o berechnet. Die Eingabe dieser Turingmaschine auf dem 1. Band
i(hm ® n+m
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habe die Form bin(n)#bin(m), wobei # ein von 0 und 1 verschiedenes Zeichen ist. Am
Ende der Berechnung soll auf dem Ausgabeband bin(n +m)# stehen.

Aufgabe 2.2.1: Zeigen Sie, dal3 das in der Vorlesung behandelte RAM-Programm P zur
Akzeptanz von
L(P) ={w|wi {1,2}" und die Anzahl der T'enist gleich der Anzehl der 2en | folgende
Zeit- und Platzkomplexitét hat:

uniformes Kostenkriterium | logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkompl exitét O(n) O(n:log(n))
Patzkompl exitét o® O(log(n))

Aufgabe 2.2.2. o Entwerfen Sie ein RAM-Programm mit einer Zeitkomplexitét der Ord-
nung O(log(n)) unter dem uniformen K ostenkriterium zur Berechnung von n".

Aufgabe2.6.1: In der Vorlesung wird eine 3-NDTM zur L6sung des Partitionenproblems
mit ganzzahligen Eingabewerten angegeben. Das Partitionenproblem ist folgendes Ent-
scheidungsproblem:

Instanz: | ={a,,...,a,}
| ist eine Menge von n natiirlichen Zahlen.

L8sung:  Entscheidung ,ja", falls eseine Teilmenge J i {1,...n} mit 3 a =q a gibt
imJ it
(d.h. wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen 18}, deren jewellige
Summen gleich grof3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.
LOsung:  Entscheidung ,ja", falls es eine Teilmenge J i {1,...n} mit 3 a =§ a gibt
imJ it
(d.h. wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen 18}, deren jewellige
Summen gleich grof3 sind).
Entscheidung ,,nein” sonst.
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Fir eine Instanz | ={a,,...,a,} s8 B=§ a . Fals B ungerade ist, lautet die Entschei-

i=1
dung fir | ,nein”, also kann B im folgenden a's gerade angenommen werden. Es wird ein
Boolescher Ausdruck T[i, j] definiert durch

T[i, j] = TRUE genau dann, wenn es eine Teilmenge von {a,,...,a} gibt, deren Elemente
sich auf genau j aufsummieren.

() Welche Wahrheitswerte haben T[10], T[L,a,] und T[1,j] fir j2 0 und j* a,?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der ja/nein-Entscheidung fir eine Instanz
| ={a,,...,a.} und dem Wert T[n,B/2]?

(c) Zeigen Sie: T[i, j]=TRUE genau dann, wenn entweder T[i - 1, j| = TRUE oder wenn
afjundT[i-1j-a]=TRUE ist.

(d) Essei | ={1,9,5,3,8}. Berechnen Sie T[i, j] fir i =1,...,n und j =0,...,B/2.

(e) Entwickeln Sie einen deterministischen Algorithmus, der bel Eingabe einer Instanz
| ={a,,...,a,} fir das Partitionenproblem eine ja/nein-Entscheidung trifft und dabei
eine Anzahl von Anweisungen der Grofenordnung O(n:B) ausfiihrt. Warum han-

delt es sich hierbei nicht um einen Algorithmus, dessen Laufzeit polynomiell in der
Grof3e der Eingabe ist?

Aufgabe2.6.2:  Zeigen Sie, dal3 die folgenden Funktionen S :N® N platzkonstruierbar

sind, indem Sie deterministische Turingmaschinen angeben, die bei Eingabe eines Wortes
der Lénge n ein spezielles Symbol in die S (n) -te Zelle eines ihrer Bander schreibt, ohne

jeweilsmehr als S (n) viele Zellen auf allen Béndern zu verwenden.
(@ S(n)=n’

(b) S,(n)=n°-n*+1

(© S(n)=2"

(d) S,(n)=ni

Aufgabe2.6.3: =© Zeigen Se

Wird L von einer kx-NDTM TM =(Q,S,I,d,b,q0,qaccept) mit Zeitkomplexitét T(n) ak-
zeptiert, dann wird L von einer 1-NDTM TMC mit Zeitkomplexitdt der Ordnung
O(Tz(n)) akzeptiert. Wie 181 sich das Ergebnis auf deterministische Turingmaschinen
Ubertragen?
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8.3 Ubungsaufgaben zu K apitel 3

Aufgabe 3.1.2: Zeigen Sie, dal3 die folgenden Mengen entscheidbar sind. Dabel werden
natlrliche Zahlen in die entsprechenden Turimgmaschinen in Bindrkodierung eingegeben.

(@ {bin(n2)|nT N}

() {bin(2")In1 N}

(© {bin(2n)|nT N, n?3 1lund 2n = p+qmit Primzahlen p und q}; ist die Menge
{bin(2n)|nT N,n3 1und 2n= p- gmit Primzahlen p und g} entscheidbar?

Aufgabe3.1.3: Zeigen Sie:
(a) Die Menge
L] [p=uwmitul {0, ,wi {01, ) Ui {014 ist rekursiv ar-
{1 [VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund ul L(KW)%
zahlbar.
(b) DieMenge { 0,1} \ L, ist nicht entscheidbar; hierbei ist L, diein der Vorlesung de-
finierte Menge
Ly :{w‘wi {0,1 ,VERIFIZIERE _TM (w) =FALSE oder w; i L(K,, }}

(c) DieMenge L, aus Aufgabe (&) ist nicht entscheidbar.

Aufgabe3.1.4: =© Zeigen Se
Die Menge

L. :{w‘wi {0,2}',VERIFIZIERE _TM (w) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}

ist nicht rekursv aufzéhlbar. Gehen Sie dabei vor wie im Beweis zu
L, ={w]L(K,, )ist entscheidbar }. Zu gegebenen ui {0,1} und wi {0,2} mit
VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE entwerfen Sie eine Turingmaschine T™M ,, mit

LM )21{0,1}*#{0,1}* falsul L(K,)
Wl falsui L(K,)

uni

Aufgabe3.1.5: Essei S ein endliches Alphabet und L1 S rekursiv aufzahlbar. Zeigen
Sie, da3dann L £ L, gilt. Wie kann man diese Aussage interpretieren?
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Aufgabe3.1.6: Essa S einendliches Alphabet und L1 S  entscheidbar. Fiir die Menge
MI S gedte M® &£ und Mt S Zeigen Sie, daRdann L £ M gilt. Wie kann man die-
se Aussage interpretieren?

Aufgabe 3.1.7. Formalisieren Sie die folgenden umgangssprachlichen Feststellungen und
beweisen Sie die entsprechenden Aussagen:
(8 Esist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-
sprache) fur eine Eingaben in eine unendliche Schleife lauft.
(b) Esist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-
sprache) tiberhaupt eine Ausgabe erzeugt.

8.4 Ubungsaufgaben zu K apitel 4

Aufgabe 4.1.1:  Geben Sie eine Grammatik zur Erzeugung der Sprache (0*1* ) an.
Aufgabe43.1:  Zeigen Sie, daf die Sprache L ={07 |i @ 0 kontextsensitiv is.

Aufgabe4.4.1:  Zeigen Sie, daR die Sprache L ={07 [i 2 O nicht kontextfre is.

Aufgabe 4.4.2: Esseien a, b und ¢ paarweise verschiedene Symbole. Welche der folgen-
den Sprachen sind kontextfrei? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(a){a"b"ci|kT N,il N}

M {a'b'c*[iT N, jT N,kT N, i> joder j >k}

©{ab'ab’ ||| N, ji N}

(d){V\NV|W|
{

(e WW|W|

Aufgabe4.4.3: Beschreiben Sie, wie ein nichtdeterministischer Kellerautomat mit zwei
Kellern das Verhaten einer Turingmaschine simulieren kann.

Aufgabe 4.5.1: © Beweisen Sie Satz 4.5-1.
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Aufgabe4.5.2a Zeigen Sie: Wird die Sprache L von einem nichtdeterministischen endlichen
Automaten erkannt, dann gibt es einen deterministischen Automaten, der L erkennt.

Aufgabe 4.5.3: Esseien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, dal3 die folgenden
Sprachen regulér sind:

(a {W|WT {a,b},die Anzahl vona'sist gerade, die Anzahl vonb'sist ungerade}
(b) { w|wi {a,b} , wenthdt héchstens éin Paar aufeinanderfolgende a's oder b's}

(© {wlwi {a,b}, wenthalt nicht die Zeichenketteaba |

Aufgabe 4.5.4: Esseien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, dal3 die folgenden
Sprachen nicht regulér sind:

@ {a™" [n1 N}
(b) {a"[n N, nist eine Quadratzah
(© {a"[n1 N, nist eine Primzahl }.

Aufgabe455: & Essa L eine kontextfreie Sprache und R eine regulére Sprache. Zeigen

Se

(@ LCR ist kontextfrei.

(b) Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Mit Hilfe des uvwyx-Theorems fir kon-
textfreie Sprachen 143t sich zeigen, daB die Sprache L, :{a”bma”bm [nT N, mil N}
nicht kontextfrei ist. Warum ist auch L, ={ww|wi {a,b}"} nicht kontextfrei?

(c) Es ssen ¢, .., C, neue paarweise verschiedene Buchstaben. Warum ist

L, ={ xw,mx, wi {a,b},x 1 {c,.....c,} firi =1,2,3} nicht kontextfrei?
(d) Essai L, die Menge aller korrekten Pascal-Programme (dasselbe kann man mit Java-

, C++-, Cobolprogrammen usw. machen). Es wird eine Teilmenge L, korrekter
Pascal -Programme definiert durch

L, ={ PROGRAM A VAR w: INTEGER; BEGIN w:=1; END. |wi {a,b}" }.
Zusétzlich wird die reguldre Menge R definiert durch

R:{PROGRAM AVARw, :INTEGER; BEGINw, :=1;END.|w 1 {a,b}",i =L2}
Zeigen Siemit Hilfevon L, und R, daf3 L, nicht kontextfrei ist.

Aufgabe4.6.1: Begrinden Sie die Gultigkeit der in Kapitel 4.6 aufgefihrten Eigenschaften
der verschiedenen Sprachklassen.
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Aufgabe5.3.1: Zeigen Sie
(a) DieKlasse NP ist abgeschlossen beziiglich Schnitt und Vereinigung.

(b) Mit LT NP giltauch L'T NP.

Aufgabe5.3.2. © Zeigen Sie, dald die Sprache
L ={ (u, w, 0' )|die nichtdeterministische Turingmaschine K, akzeptiert uin hochstens t Schritten}
NP-vollstandig ist.

Aufgabe5.3.3:  Zeigen Sie: P = NP impliziert, daR3 L ={ 0,1} NP-vollstandig ist.

Aufgabe54.1: = Zeigen Sie (indem Sie beispielsweise die einschlagige Fachliteratur
konsultieren) die Gultigkeit der nicht in der Vorlesung behandelten Reduktionen:
SAT £P 3-CSAT £° RUCKSACK £ PARTITION £° BIN PACKING und

3-CSAT £° KLIQUE und
3-CSAT £° GERICHTETER HAMILTONKREIS
£° UNGERICHTETER HAMILTONKREIS £° HANDUNGSREISENDER.
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