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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln
zusammengestellt und Zahlsysteme vorgestellt.

1.1 Zahlen
Wir verwenden folgende Bezeichnungen fir Mengen von Zahlen:

e N:={0,1,2,3,4,...} steht fur die Menge der natiirlichen Zahlen,

o 7Z:={0,-1,1,-2,2,-3,3,—4,4, ...} fur die Menge der ganzen Zahlen,

i Q = {07 ]-7 _]-7 %7 _%727_27 %7 _%737 _37 ia_%a %7_ 7%7 _%747 H } far -
die Menge der rationalen Zahlen (Briiche), poweo

wino

e IR flr die Menge der reellen Zahlen, d.h.

0,1,%,\/5,7r,...eR.

Auf diesen Mengen von Zahlen sind die Ublichen Rechenoperationen definiert.
Dabei gilt:

1. In N sind Addition und Multiplikation unbeschrankt ausftihrbar,

2. inZ ist zusatzlich die Subtraktion unbeschrankt ausfihrbar, und

3. inQ ist auch die Division unbeschrankt ausfihrbar mit Ausnahme der Divi-
sion durch Null.
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10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Die Menge R &3t sich so nur schwer charakterisieren, inihr lassen sich in gewis-
sem Sinne unbeschrankt Grenzwerte finden (siehe Kapitel 2.2.1.)
Esgilt

NczZcQcCcR

Bemerkung: Die Elemente der Menge Q sind oben auf systematische Weise auf-
gezahlt worden — kdnnen Sie herausfinden, wie?
Die Menge R enthalt anschaulich gesagt alle unendlich langen Dezimalbriiche.

Die Zahlen in R \ Q nennt man irrationale Zahlen, weil sie sich nicht als Quotient
zweier ganzer Zahlen darstellen lassen.

1.2 Endliche Summen

Zur Bezeichnung mathematischer Groflien verwendet man u.a. indizierte Varia-
ble, d.h. Buchstaben, denen eine kleine tiefgestellte natirliche oder ganze Zahl
angehangt ist, der Index. Dadurch ist der Vorrat an Variablennamen praktisch un-
erschopflich. Der Index darf selbst auch wieder eine Zahlvariable, also ein Buchsta-
be sein, oder sogar ein arithmetischer Ausdruck, der alerdings immer eine ganze
Zahl ergeben muss, wenn die Variablen darin durch ihre Werte ersetzt werden.
Beispiele:
a1,a2,b0,2 3,...,2999, M3, fr,gns2,... USW.

Unerlaubte Indizes hingegen sind:

aﬁ,b%,...usw.

Definition 1.2.1 Zur verkirzten Schreibweise von Summen verwendet man das
Summenzei chen:

m

Zai =Gy F g1+ .+ Q1+ A

i=n

mitn,m € Z, n < m.n heil}t untere, m obere Summationsgrenze, i ist der
Summationsindex, die a; heillen Summenglieder.

Satz 1.2.2 Fir das Rechnen mit Summenzeichen gelten folgende Rechenregeln:

Z a; = Z a;  (Indexumbenennung)

i=n j=n

m m—I

Zai - Z aiy; Yl €7Z (Indexverschiebung)

i=n i=n—I
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k k
iai—i— Z a; = Zai, sofernn < m < k,
i=n i=n

i=m+1
m m m
doai+d b= D (ai+b),
i=n i=n i=n
m m
Zc-ai = C-Zai Ve e R.
i=n i=n
m k m k
Zai-ij = ZZaibj
i=n j=l i=n j=I

Satz 1.2.3 Einige Summen lassen sich durch einen geschlossenen Ausdruck be-

rechnen: Pa/\;e’rgoim
m
Z a = m-a (L1
i=1
m
Za = (m—n+1)-a 1.2
i = nntl (1.3)
2
=1
n
ZiQ _ nin+1)(2n +1) (1.4)
6
=1
.
n n+1 firg=1
q¢ = ¢t -1 (1.5
i—0 ﬁ fur q ;é 1
\
(nintl) firr g = 1
-~ ) 2
i = (1.6)
~ q—(n+1)g" " +ng"*?
i=0 fur 1
x (¢ —1)? 7
n
1 1
> — = 1- (1.7)
— (i + 1) n+1
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Beweisvon 1.3;

_zn:i = 1 + 2 + 3 4+..+(-D+ n
gi = n +m-D+m-2)+...+ 2 + 1
=

2300 = (D) 1) kD) e+ (1) + ()
- = n(n+1)

Beweisvon 1.5;

Fir g #£ 1 gilt
n .
qu = 14+qg+@+...+ ¢+ ¢
i=0
qzqi — q+q2+”‘+qnfl+qn+qn+1
i=0

n
(@—1)Y ¢ = ¢t -1
=1

Beispiel zur Anwendung von 1.3;

100 100 100 100 9
dBi+2 = 3> i+ ) 2=3 (Zz—Zz) +2(100 — 10 + 1)
=10 =10 =10 i=1 i=1
100-101  9-10
= 3( SRR >+182:3(5050—45)+182

= 15197.

Beispiel zur Anwendung von 1.5;

k
22” = 14+244+8+... 428140k
n=0
k+1
_ 2 —1_ ey
21

Bemerkung: Die Summen 1.1 und 1.2 sind trivial, aber wichtig, die Summen 1.5 und
1.6 haben vielfaltige Anwendungen u.a. in der Statistik und Zinseszinsrechnung. 1.7
hat kaum praktischen Nutzen, dient aber spater als niitzliches Beispiel.
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Eine wichtige Anwendung von endlichen Summen sind die binomischen Formeln.
Sie driicken Potenzen von Summen als eine Summe von Potenzprodukten aus, d.h.
fira,b € R, n € Ngiltt

(a+b)" = ; (?) iy,

Hierbei sind die Binomialkoeffizienten (%) fir n,i € N, 0 < ¢ < n, definiert
durch

Die Binomia koeffizienten lassen sich im Pascalschen Dreieck anordnen:

i = 0 1 2 3
n v v W
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6|1 6 15 20 15 6 1

Hierin ist jede Zahl die Summe der beiden links und rechts dartiber stehenden, d.h.

=)+ ()

1.2.1 Exkursuber Kombinatorik

Die gerade eingefuhrten Binomiakoeffizienten treten bel einer Vielzahl von
Abzahlungsproblemen auf. Sie lassen sich mit Hilfe der Fakul@tsfunktion defi-
nieren, wie bereits oben geschehen:

o:=1, (n+1)l:=(n+1)-nlfirneN

Es sei eine Menge M von n verschiedenen Elementen gegeben. Da es auf die
genaue Natur der Elemente von M nicht ankommen soll, kann man standardmaf3ig

und nach dem Korrespondenzprinzip natiirlich auch in R*
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M ={1,2,3,...n} wahlen. Bestimmte Mengen von Tupeln oder Teilmengen von
Elementen aus M sind in der Kombinatorik wichtig:

Definition 1.2.4 Eine

k-Permutation ist ein geordnetes Tupel von k verschiedenen Elementen aus M
fur0 <k <nm;

Permutation ist speziell eine n-Permutation;

k-Permutation mit Wiederholung ist eine k-Permutation, in der nicht alle Ele-
mente ver schieden sein milssen;

k-Kombination ist eine k-elementige Teilmengevon M, 0 < k < n;

k-Kombination mit Wiederholung ist ein k-elementiges Tupel von Elementen
aus M, wobel nicht alle Elemente des Tupels verschieden sein nussen und
die Reihenfolge der Elemente im Tupel keine Rolle spielt.

Man nennt eine k-Kombination mit Wiederholung auch eine Multimenge. Sie hat
mit Mengen gemeinsam, dass die Elemente ungeordnet sind, darf aber im Gegen-
satz zu Mengen manche Elemente mehrfach enthalten. Deshalb ist £ > n moglich.

Uber die Anzahlen der verschiedenen Permutationen und Kombinationen gibt Aus-
kunft

Satz 1.2.5 Esgibt

nk = nn—1)n-2)-...-(n—k+1) = n!
(n—k)!
k-Permutationen,
n! = nn-1)n-2)-...-2-1
Permutationen,
nk k-Permutationen mit Wiederholung
n nk n!
(k) T OB EKl(n—k)!
k-Kombinationen,
n+k—1 nf onn+1)n+2) ... (nt+k—1)
( k ) TR 1-2-... .k

k-Kombinationen mit Wederholung.

Nur die letzte Aussage soll plausibel gemacht werden. Eine 5-Kombination mit
Wiederholung ausder Menge {1, 2, 3,4} ist z.B. dieMultimenge {1, 2, 1, 3,2}. Da
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die Anordnung unwichtig ist, kann man die Multimenge auch durch die Haufigkei-
ten, mit denen die Elemente aus M auftauchen, charakterisieren, hier also durch

2x 1,2x 2,1x 3,0x 4.

Noch kirzer ist die Auflistung der Anzahlen,,2,2,1,0°, die man ohne Zahlen auch
durch,,|-|--|-]|* beschreiben kann: jeder Punkt - steht fur ein Element, jeder Strich
| steht fur den Wechsel zum néchsten Element. Der Strich am Anfang und am Ende
ist eigentlich Uberflissig, so dass,,- - | - -| - [ Ubrigbleibt. Diessind8 =n + k — 1
Symbole, von denen genau k& Punkte sind. Jede k-Kombination mit Wiederholung
entspricht also eineindeutig einem solchen n + k& — 1 Zeichen langen Muster von
Punkten und Strichen mit genau & Punkten. Ein solches Muster ist beschreibbar
durch die Position der Punkte, d.h. durch eine k-Kombination aus den Zahlen 1 bis
n+k — 1 (im Beispiel durch,1,2,4,57).

]

1.2.2 Aufgaben
Mit diesem Zeichen sind schwierigere Aufgaben gekennzeichnet, die eine

langere Rechnung oder neue Uberlegungen erfordern. Sie kdnnen beim ersten
L esen Ulbergangen werden.

Aufgabe 1.1 : Berechnen Sie die folgenden Summen:

a) ZZ DL GRS D
i=—1 T =1

k=2

Aufgabe 1.2 : Schreiben Sie a's eine Summe:

m m—2 4 m 5 1
2i—4 i+1
S R oL

i=n—2 m=1 m=2
Aufgabe 1.3 : Erganzen Sie in den folgenden Gleichungen die durch ? besetzten
Stellen:
5
a) Z 2% = 27
=1

3

b) Zk —i—

4
SIS ST

m="? n=1
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@Aufgabe 1.4: DieZahlena;;,1 <i <n,1 <j <mn,seendefiniert durch

o 0 . furi < j
L) s

Berechnen Sie

n n

> aij

j=1i=1

Aufgabe 1.5: Schreiben Sie die binomischen Formeln firr (a — b)? und
(a+b)7 aus.

g% Aufgabe 1.6 : Beweisen Sie;

()

1=0

Aufgabe 1.7 : Eine Fachbereichskommission ist mit 3 Mitgliedern des 12 Perso-
nen umfassenden Fachbereichsrats zu besetzen. Wieviele mogliche Zusammenset-
zungen der Kommission gibt es?

Aufgabe 1.8 : Vereinfachen Sie
_
(n—1"! n!

Aufgabe 1.9 : Jemand bringt von der Eisbude 6 Eistiiten mit je einer Kugel mit.

1. Auf wieviele Weisen ist das moglich, wenn die Eisbude 10 Sorten Eis anbie-
tet?

2. 6 Kinder greifen sich wahllos eine der 6 Eistuten. Wieviele Moglichkeiten
der Verteilung von Sorten auf Kinder gibt es?

@ Aufgabe 1.10: Zeigen Sie

> ()= (1)

@
I
=)
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1.3 Eigenschaften der nattrlichen Zahlen

Da sich auf N und Z die Division nicht immer durchfilhren a3, fuhrt man fir
m # 0 die ganzzahlige Division ein,

n\m = [EJ .

m

Dabel steht
|lz] :=max{n € Z|n <z}

fur das Abrunden zur nachsten ganzen Zahl.

Zur ganzzahligen Division gehort der Rest modulo einer ganzen Zahl m, P“”fg"i”‘

nmodm :=n—m-(n\m).

Bemerkung: Diese Definitionen sind so gestaltet, dassfur allen, m € Z gilt

n\m <

3s

und
0 <nmodm < m, fdlsm > 0.

Esgilt aber nicht allgemein

(%) (=m)\m = —(n\m)

Gangige |mplementierungen in Programmiersprachen weichen hiervon manchmal ab,
wenn m oder n negativ sind. Dafur ist dann evtl. (*) erfullt.

Definition 1.3.1 Fur m,n € Z heifdt m Teiler von n, geschrieben m|n, wenn
n .
— e Zist,d.h.n mod m = 0.
m

m und n heif3en relativ prim, geschrieben m 1 n, wenn sie keinen gemeinsamen
Teiler haben, d.h.
deN, dm, dn=d=1.

Der grof3te gemeinsame Teiler von m und n ist gegeben durch

ggT(m,n) := max{d € N | d|m, d|n}.

Eine natirrliche Zahl p > 1 heif3t Primzahl, wenn 1 und p die einzigen Teiler von
D smd Pw;rzoint

Offenbar ist
mln <= ggT(m,n) = 1.
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Satz 1.3.2 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie) Jede natirliche Zahl n > 1
lart sich als Produkt aus Primzahl potenzen schreiben, d.h.

n=p{-ps-...p7
mit Primzahlen p;, 7 = 1,2,...r und natirlichen Zahlene; > 0, 7 = 1,2,...r.

Die Darstellung ist eindeutig, wenn manp; < po < ... < p, verlangt.

Beispiel: Aus der Primfaktorzerlegung zweier Zahlen a3t sich leicht der ggT
bestimmen.

21420 =2%-32.5.7-17 = 22.32.5L .71 . 119 . 17!
2070=2-3>-5-11 = 28.3%.50.70. 111 . 17°
2eT(21420,2970) = 2'.3%.51.7°.11°.17° = 90

Der ggT(m,n) zweier natirlicher Zahlen 1a3t sich aber auch bestimmen, ohne
die evtl. schwierige Primfaktorzerlegung vornehmen zu missen. Dazu dient der
Euklidische Algorithmus:

e Sorge fur m > n durch Vertauschen von m und n wenn notig.

e Setzeay = m, a1 = n.

Berechne ¢y = ap\a; und as = ap mod a; = ag — qoa;.

Berechne ¢; = a1\az und a3 = a1 mod as = a1 — qras.

Das Verfahren bricht automatisch ab, sobald ein ¢; = 0 geworden ist. Dann ist

ggT(m,n) = a;_1.

Beispid:
21420 = 7-2970 + 630
2970 = 4-630 + 450
630 = 1-450+ 180
450 = 2-180 + 90
180 = 2-90.
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1.3.1 Aufgaben

Aufgabe 1.11 : Bestimmen Sie

a) 17302 mod 3 b) 10000 mod 7 ¢) 10000 mod 30 d) 2'°° mod 5

Aufgabe 1.12 : Geben Sie die Primfaktorzerlegungen an von
a) 40320 b) 999999 c) 40688

Aufgabe 1.13 : Bestimmen Sie
a) ggT(55,89) b) ggT(720,1000) c) ggT(869, 396)

1.4 Rechnen mit Restklassen

Mathematica
1.3—1.4

Wenn n > 1 irgendeine natirliche Zahl ist, so setzen wir
Zpn:=1{0,1,2,...,n—1}.
Jeder ganzen Zahl o € 7 wird dann durch
a:=amodn

eine Zahl a € Z,, zugeordnet, die Restklasse modulo n. Esist also immer 0 <
a<n-—1.

Definition 1.4.1 Zwei Zahlen a,b € Z heilRen kongruent modulo n, wenna = b
ist, man schreibt
a=b (modn).

Offensichtlich gilt
a=be=a=b (modn)<=nlla—b)<=a=b+k-n

mit einem geeigneten Faktor k € 7.

Nun konnen auf Z,, eine Addition, Subtraktion und Multiplikation definiert werden
durch

a+b = a+b,
a—b = a—b,
a-b := a-b,

flra,b € Z,.
Beispiel: fir n = 6 erhalt man die folgende Multiplikationstafel:
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g b~ W N » O

O O O o o o | o
a A W N B OB
A N O A N ODN
W O W O W O | Ww
N b O N B O BA
R N W b~ 01 OO

Die obige Tabelle zeigt, dass man keine allgemeine Division definieren kann. In
Zg kann es z.B. keinen Quotienten ,3/2“ geben, weil 3 kein Vielfaches von 2
ist. Da man durch eine Zahl genau dann dividieren kann, wenn die Zahl einen
Kehrwert hat, gibt der folgende Satz Auskunft dartiber, durch welche Restklassen
man dividieren kann.

Satz 1.4.2 @ € 7, hat genau dann ein Inverses z € Z,, wenn

ggT(a,n) =1

Beweis:
a-T=1<=a-z=1 (modn)<=nllaz—1)<=ar—-1=¢q-n

fur eine passende ganze Zahl ¢. Damit ist ax — gn = 1, und deshalb muss der
ggT(a,n) ein Teiler von 1 sein.

2. DieUmkehrung erfordert die Konstruktion eines passenden x und ¢, so dass ax—
gn = 1 ist. Das folgende Verfahren, das parallel zum Euklidischen Algorithmus
durchgefiihrt werden kann liefert allgemein zu m,n € N zwel Zahlen r, s € Z mit

rm + sn = ggT(m,n)

und 16st damit die verlangte Aufgabe:

e Sorge fur m > n durch Vertauschen von m und n wenn notig.
e Setzeap=m, a1 =n,1r0=0,5=1,r_1=1,s_;=0.

e Berechne ¢y = ap\a; und a3 = a9 mod a1 = ay — qoaq,
sowien =7r_1—4qgoTo, S1 = S—1 — qoS0-
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e Berechne ¢; = a;\a2 und a3 = a; mod ay = a1 — q1a2,
sowierg =79 —qiT1, S2 = S0 — q151.

e Berechne o = as\as und as = ay mod a3 = as — gaas,
gj\Nie’)”g =11 —@2r2, S3 = S1 — Q2592.

Sobald man ein i erreicht mit ;1o = 0, sosind » = r; und s = s; die gesuchten
Zahlen.

Beispiel: fur ggT(21420,2970) erhdt man das Schema

[ a; i i1 aiy2 | T S
-1 1 0
0]21420 = 7 2970 + 630| O 1
1 2970 = 4 630 + 450 | 1 -7
2 630 = 1 450 + 180 -4 29
3 450 = 2 180 + 0| 5 -36
4 180 = 2 90 -14 101

Inder Tat ist —14 - 21420 + 101 - 2970 = 90.

Man schreibt nun
Zy :={m € Zyp, | ggT(m,n) = 1}.

InZ;, sind ale vier Grundrechenarten uneingeschrankt ausfuhrbar. Esist z.B. Z; =

{1,5}.
Falls p eine Primzahl ist, so gilt

Z,, = Ty \ {0}.

Restklassen erlauben es festzustellen, dass eine Zahl keine Primzahl ist, ohne dass
man einen Teiler der Zahl finden muss:

Satz 1.4.3 (kleiner Fermat) Ist p € N eine Primzahl, soistfira #0 (mod p)

a®'=1 (mod p)
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141 Anwendungen

Von den vielfatigen Anwendungen der Restklassenrechnung sollen einige vorge-
stellt werden:

Hashing: Beim Abspeichern von Datensatzen in Datenbanken kann die Adresse
des Datensatzes aus dem Schliissel durch Hashing berechnet werden. Sollen
z.B. Kundenadressen abgespeichert werden, so kann die sechstellige Kun-
dennummer k verwendet werden, um die Speicheradresse a nach der Formel

a=kmodn

mit einer geeigneten Zahl n zu bestimmen. Fir z.B. n = 23 erhalt man for
die folgende Sammlung von Kundendaten

Kd.-Nr. Kd.-Name ... | Adresse
124117 Todter e 9
111124  lltis e 11
111123 Isidor e 10
101123 Asbach e 15
101124  Altus . 16
111106 Infing e 16
117106 Offert e 13
117115 Aumann . 7
102105 Bertel e 8
104117 Dorn e 19
101116 Anning . 8
107117 Goede e 6
123117 Soest e 21

die angegebenen Adressen. Von den 23 moglichen Speicherplatzen bleiben
12 unbelegt, und es treten zwei Kollisionen auf, d.h. mehrfach belegte Spei-
cherpléatze. Beides ist sowohl unerwiinscht als auch unvermeidbar. In gewis-
sem Mal3e kann durch gute Wahl des Moduls n gegengesteuert werden.

Zufallszahlen: Zufallszahlen werden gerne nach der Divisionsrestmethode er-
zeugt. Aus der letzten erzeugten Zufallszahl r; wird die nachste r; 1 mit
der Formel

ri+1 = ar; mod b
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erzeugt. Mit dem Startwert rp = 3 und @ = 3427, b = 10007 erhalt man die
Zahlenfolge
r = 274, ro = 8347, r3 = 5163, ces

ISBN-Nummern zur Kennzeichnung von Buchern etc. bestehen aus 9 Ziffern
ayg - .. ao und einer Prifziffer a;,

a1 — agagar — gara4a3ay — aq.

Die Prifziffer wird dabei so bestimmt, dass gilt

10
Zz’ ca; =0 (mod 11).
i=1

(Fallsa; = 10 ist, so setzt man a; = X.)

Dadurch lassen sich Ziffernvertauschungen und einzelne falsche Ziffern ent-
decken. Pow;rgoint

EAN-Nummern sind zwolfstellig mit einer angehangten Prifziffer p. Die Prufzif-
fer wird so bestimmt, dass gilt

6

Z(a%*l +3agi) +p=0 (mod 10).
=1

1.4.2 Aufgaben

Aufgabe 1.14 : Stellen Sie die Multiplikationstabelle fur Z; auf.
Aufgabe 1.15: Losen Sie die Kongruenzen

d 13z=1 (mod 17)
b) 13z=2 (mod 17)
c) 15z=6 (mod 21)

Aufgabe 1.16 : Welche Mengeist Zj;?

Aufgabe 1.17 : Prifen Sie die Richtigkeit des kleinen Satzes von Fermat nach fir
ap=>5, a=3undfirb)yp =11, a = 2.

Aufgabe 1.18 : Zeigen Sie mit dem kleinen Fermatschen Satz, dass 65 keine Prim-
zahl ist.

Aufgabe 1.19 : Ist 9783446217332 eine korrekte EAN-Nummer?

Aufgabe 1.20 : Zeigen Sie, dass alle Vertauschungen zweier Ziffernin einer ISBN
entdeckt werden.
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1.5 DieTopologieder reellen Zahlen

Dieser Abschnitt klart, was es heildt, dass zwei Zahlen in R enander benachbart
sind. Dazu benttigt man Ungleichungen, Absolutbetrage und Intervalle:

|a| bezeichnet den Absolutbetrag (oder einfach Betrag) einer reellen Zahl und ist

definiert durch
a fira>0
la =

—afira <0

Intervalle sind bestimmte Mengen von Zahlen. Dabei werden die Symbol€ oo und
—oo in besonderer Weise benutzt. Fir zwei reelle Zahlen a und b definiert man

abgeschlossene Intervalle:
[a,b] ;== {z|z € Runda < z < b}

oder
(—00,b] :={z|r € Rundz < b}

oder
[a,00) := {z|]z € Rund a < z}

offene Intervalle
(a,b) :=={z|lr e Runda < z < b}

oder
(—00,b) :=={z|]zr € Rund z < b}

oder
(a,00) :={z|zr € Runda < z}

halboffene I ntervalle:
(a,b] :=={z|r e Runda < z < b}

oder
[a,b) :=={z|zr e Runda < = < b}

Auf die folgenden Rechenregeln fur Ungleichungen und Betrage sei hingewiesen:

1. Ausa < bfolgta+c<btcfirdlec e R,

2. ausa <bundc>0folgta-c < b-c, aber
ausa <bundc < Ofolgta-c>b-c,

2gelesen: ,unendlich* bzw. ,minus unendlich*
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1 1
3. ausO<a<bfoIgt0<g<—,aber
a
1 1
au5a<0<bfolgt—<0<g,und
a

4. fir jederedlle Zahl a gilt a®> > 0.
5 |—a| =lal,
6. |a-b] = al - [b],

|a
= M tallsb #£ 0,
d

b
8. |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).
Nachbarschaften einer Zahl s sind Uber Intervalle definiert, die ¢ enthalten. Man

nennt
Uc(a) :=(a—e,a+¢) = {x ER‘|x—a| <5}

die e-Umgebung von a.

151 Aufgaben

Aufgabe 1.21: Esseiena,b € R mita < b < 0 gegeben. Welche Ungleichungen
gelten fur 1 und 3?2

Aufgabe 1.22 : Seien zwei Zahlen a, b mit a > b gegeben. Dann folgt:

a > b b (%)
= a-b > b | —a?
= a-b—a® > v¥-a® | :(b—a)
= a > b+a | + (%)
= 20 > 2b+a | —a
= a > 2b |

Was st an dieser Argumentation falsch?

1.6 Nichtstandardzahlen

Wir wollen auch mit unbeschrankten (unendlich grof3en) und infinitesimalen (un-
endlich kleinen) Grofen arbeiten. Dabei heil3t eine Grofie
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w unbeschrankt, wenn sie grof3er ist als jede positive ganze Zahl, oder wenn sie
kleiner ist als jede negative ganze Zahl, d.h.

n<w flrjedes n €N, oder
w<-n furjedes neN,

und es heift

¢ infinitesimal, wenn fur jede natirliche Zahl n gilt

1 1
——<e< =,
n n

abere £ 0ist.

Solche Zahlen kommen in R nicht vor, denn wenn man eine Zahl ¢ € R zur
néchsten ganzen Zahl n := [a] aufrundet, so sieht man wegen a < n, dass a nicht
unbeschrankt sein kann. Da eine infinitessmale Grofie  von Null verschieden ist,
kann man ihren Kehrwert bilden. Dieser ware dann offensichtlich unbeschrankt,
liegt also nicht in R, und damit ¢ auch nicht. Sie liegen aber in einer Erweiterung
R* von R, also R ¢ R*, und heif3en Nichtstandardzahlen.

Die Zahlen aus R* verhalten sich fast hundertprozentig so, wie man es naiverweise
von unbeschrankten und infinitessmalen GrofRen erwartet, insbesondere sind ale
Rechenoperationen genauso wiein R moglich, und alle Rechenregeln, Definitionen
etc. gelten weiter. Einige besonders angenehme Eigenschaften sincP:

e Jede Formel, die fir beliebig grofie positive reelle Zahlenrichtig ist, gilt auch
fur alle positiven unbeschrankten Grofien.

e Die vorige Aussage bleibt richtig, wenn man ,positiv‘ durch ,,negativ‘ er-
setzt.

e Jede Formel, die fir betragsmaldig beliebig kleine reelle Zahlen richtig ist,
gilt auch fur ale infinitesimalen Grofen.

Diese Eigenschaften nennt man das Korrespondenzprinzip fur Nichtstandardzah-
len.

Weniger angenehme Eigenschaften sind:
e R* enthalt sehr viel mehr Zahlen als R.

e Esgibt keine Bezeichnungsweise fir Zahlen in R*, die sich allgemein durch-
gesetzt hatte.

3Hier muss eigentlich ganz prézise definiert werden, was genau eine Formel ist. Darauf werden
wir alerdings verzichten.
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Beides soll uns aber nicht storen, da wir fast nur die Existenz unbeschrankter und
infinitesimaler Grofen ausnutzen werden. Wir werden unbeschrankte Zahlen durch
w, 2, N, M ...o.a bezeichnen, und infinitesimale durch ¢, ¢ ... etc.

Uberraschend ist, dass es unter den Nichtstandardzahlen in \ R Zahlen mit
vertrauten Eigenschaften gibt, namlich

e ganze Zahlen (N*),

e gerade und ungerade ganze Zahlen,
e rationale Zahlen (Q*),

e beschrankte Zahlen (1)

Davon werden wir gelegentlich ein wenig Gebrauch machen.

Die beschrankten Zahlen in R* \ R entstehen z.B. so: mit einer infinitesimalen Zahl
d bilde man die Summe ¢ := 2 + §. a liegt unendlich dicht an 2, ist aber von 2
verschieden (weil § # 0 ist), und kann deshalb nicht in R liegen. Sieist aber auch
nicht unbeschrankt, denn esist a < 3.

Man kann R* in vier Teile zerlegert*: Fowpan

R* =R U { unbeschrénkte Zahlen } U { infinitessimale Zahlen }
U { beschrankte Zahlen }

Definition 1.6.1 Zwei Zahlen a,b € R* heif3en unendlich benachbart, geschrie-
ben

a~b,

wenn ihre Differenz a — b infinitesimal ist.
Wichtig ist der folgende

Satz 1.6.2 Zu jeder beschrankten Zahl a € R* gibt es eine eindeutig bestimmte
reelle Zahl b € R mit o ~ b. Die Zahl b heif3t der Standardteil von a, geschrieben

(a’)st'

Natrlich gilt fur infinitesimales €, dass (¢),, = 0 ist.

“Die Zerlegung ist nicht disjunkt: infinitesimale Zahlen sind auch beschrank!
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Standardteile passen gut zu Rechenoperationen, d.h. man kann die Bildung von
Standardteilen mit Rechenoperationen vertauschen, sofern alle beteiligten Stan-
dardteile existieren:

(a+b)st = (
(a"b)st = (

Mit Hilfe der folgenden offensichtlichen Tatsachen konnen viele Fragen nach der
Existenz von Standardteilen leicht beantwortet werden:

Wenn § und ¢ infinitesimale, €2 und w unbeschrankte Grofken bezeich-
nen, und wenn a € R ist, dann sind

-aiaé¢p5mmmama
e ¢ £+ § beschrankt,
oai(LQi6¢pQ,%UMExmaknmd

o () — w, % g § - © nicht ohne Weliteres einem der Teile von R*

zuzuordnen.

1.6.1 Aufgaben

Aufgabe 1.23: Essal Q € R* eine unbeschrankte Zahl und 6 € R* eine infinite-
simale. Welche der folgenden Ausdriicke sind unbeschrankt, beschrankt, infinite-
simal oder € R?
a) & b % c) 246
2 R
Q) 2-9 e -0 f) FT=F-0

Aufgabe 1.24 ;. Seien 2 und 6 wiein Aufgabe 1.23 . Welche der folgenden Zahlen
haben einen Standardteil und welchen?

1 b)) =L o) (246)?

540
2
d 2-0 o -6 f) L=




Kapitel 2

Folgen und Rethen

In diesem Kapitel werden Grenzwerte von Zahlenfolgen und Reihen betrachtet.

2.1 Unendliche Folgen

Definition 2.1.1 Wenn jeder natirlichen Zahl n € N eine redlle Zahl a, € R
zugeordnet ist, so nennt man dies eine unendliche Zahlenfolge und schreibt dafir

(an)nen-
a, heildt das n-te Folgenglied der Folge.
Beispiele:
(n)neN, ap = a, konstante Folge a, a, a, a, . ..
an)nen, an = (—1)", dternierende Folge1,—1,1,—1,...

(an)
(an)
(ap)nen, an =a+nd, arithmetische Folgea,a+ d,a + 2d,a + 3d, ...
(an)nen, an =a-q", geometrische Folge a, aq, aq?, aq?, . . .

(an)

P 1 11
an)neN, Gn = 517 harmonische Folge 1, 3, 3, 7, -+

Man interessiert sich fiir das Verhalten der Folgenglieder a,, wenn der Folgenindex
n unendlich grof3 wird.

Definition 2.1.2 Eine Zahl a € R heifdt Haufungspunkt einer Folge (ay)nen,
wenn es eine unbeschrankte natirliche Zahl N € N* gibt mit (ay ), = a.

Eine Zahl ¢ € R heildt Grenzwert einer Folge (a,)nen, Wenn fur jede unbe-
schrankte natirrliche Zahl N € N*

(a’N)st =a

29
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gilt. Die Folge heifdt dann konver gent und man schreibt:

. n— o0
a= lim a, oder a, — a.
n— 00

Wenn eine Folge (a,)nen keinen Grenzwert hat, so ist das Symbol limy, o ay,
undefiniert und darf in Rechnungen nicht verwendet werden. Die Folge heilét dann
divergent.

Aus dem Korrespondenzprinzip folgt, dass man die Existenz eines Grenzwertes
aus dem Verhalten der Folgenglieder a,, fur unbeschrankt wachsenden Folgenin-
dex n ablesen kann: lim,, _,, a,, = a ist gleichbedeutend damit, dass sich a,, fir
wachsendes n beliebig nahe an a annahert, d.h. in beliebig kleinen Umgebungen
U(a), e = 0, liegt.

Gelegentlich verwendet man noch fir divergente Folgen die Schreibweisen

lim a, =oco0 bzw. lim a, = —o0
n— 00 n— 00

in der Bedeutung: Fur jede unbeschrankte Zahl N € N ist anx positiv und unbe-
schrankt bzw. negativ und unbeschrankt.
Beispiele:
1. Diekonstante Folge a,, := a hat den Grenzwert a:
(an)g = (a)g = a

2. Diealternierende Folge a,, := (—1)™ hat —1 und 1 al's Haufungspunkte:

(1) =1  fur N gerade,

(a’N)st = .
(=1)q = —1fir N ungerade .

3. Diearithmetische Folgeist divergent:

an = a + N - d ist unbeschrankt fiur unbeschranktes V.

4. Das Verhalten der geometrischen Folge hangt von ¢ ab:

nicht existent for || > 1,
(a)g =a furg=1,
N ..
aq = a fur N gerade
( )st (a(_l)N)st — g fUrq: _1,
—a fur N ungerade
L a(¢V),=a-0=0 fur |g| < 1.
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5. Die harmonische Folge konvergiert:

(%) = 0 (Kehrwerte unbeschrankter Zahlen sind infinitesimal!)
st

Damit haben wir fast den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.1.3 (Grenzwerte einiger Standar dfolgen)

divergent fur ¢ < —1
0 fur|q| <1
lim ¢" = 4
=09 1 fur g =1
[ o0 firg > 1
( 0 fura <0
lim n* = 1 fura=0
n—oo
[ o0 fira>0
an
Im — = 0 Va € R
n—oo n!
1 n
lim (1 + —> =: e¢=2.7T182818284590...
n—oo n

Die Zahl e heifdt Eulersche Konstante und ist die Basis der natiirlichen Logarith-
1
men-.

Wegen der Rechenregeln fur Standardteile ist klar:

Satz 2.1.4 (Rechenregeln fur Grenzwerte) Wenn die beiden Folgen (ay,)nen und
(bn)nen konvergieren, dann gilt:

lim (c-a,) = c¢- lim a, Ve e R,
n—oo n—oo
lim (a, +b,) = lim a, £ lim b,,
n— 00 n— 00 n—00
lim (a,b,) = lim a,- lim by;
n—oo n—oo n—oo

Wenn alle b, # 0 sowie lim,,_,, b, # 0 ist, so gilt aulRerdem

lim a,
. G n— 00
lim — = —
n—oo by, lim b,
n—o0

diein 3.5.5 besprochen werden.
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Beispiele:

. . 2_
1. Esist limy o0 #5205+ = 4, denn

<3N2—5N2+1>

(2N +1) AN? +4N + 1

354 +N2
44t + L
3— N)st+(NL)
4+4(x) + (72)y

3—5-0+0

444-040
3

4

3N2—5N¥%1>

furjedes N € N* \ N.

2. Esistlim, ;o0 #7tor = 1, denn

4N 4 6N (2
SRR

1

firrjedes N € N* \ N.

In vielen Fallen reichen aber solch einfache Rechnungen nicht aus, um Grenzwer-
te zu bestimmen. Oft konnen andere Verfahren helfen, siehe z.B. die Regel von
I”Hospital, Seite 78. Manchmal kann der Grenzwert nicht ohne weiteres bestimmt
werden. Wenigstens seine Existenz a3t sich mit den folgenden zwei Satzen nach-
weisen:

Satz 2.1.5 (Kriterium von Cauchy) Eine Folge (ay,)ncn ist genau dann konver-
gent, wenn
an —ap ~ 0ist fur beliebige N, M € N \ N.

Satz 2.1.6 Ist (ap)nen €ne monoton wachsende Folge, d.h. gilt a, < a,, fur
n < m, und ist sie beschrankt, d.h. a,, < C mitfestemC € Rundfir allen € N,
dann ist die Folge konvergent.

Beweis. Aus dem Korrespondenzprinzip und ¢, < C folgt ay < C auch fir ale
unbeschrankten N € N*. Damit hat die Folge zumindest Haufungspunkte. Seien
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a; = (an)y und ay := (apr),, Zwel solche. Ebenfalls aus dem Korrespondenz-
prinzip und a,, < a,, firn < mfolgtay < ap fir N < M auch fir N, M € N*,
DaN unbeschrankt ist, hat mann < N furn € N, dsoa, < ay,undwelil a, € R
liegt, sogar a,, < a;. Aus dem Korrespondenzprinzip folgt nun wieder ay; < aq
fur unbeschrénktes M. Sei nun a; := (anr), €in zweiter Haufungspunkt, dann hat

man

as < ai.

Vertauscht man in der Argumentation oben die Rollen von N und M, so erhalt

man auch umgekehrt

aq S ag.

Zwei beliebige Haufungspunkte sind also gleich, d.h. die Folge konvergiert.

2.1.1 Aufgaben

Aufgabe 2.1 : Versuchen Sie, durch numerische Rechnungen festzustellen, ob und
wenn ja, welchen Grenzwert die nachstehenden Folgen haben:

a') (an)nENa G,

b)  (an)nen,
c)  (an)nen,

d) (an)neNa a1

vVn+3—+vn+2
vn+1—4/n
1
n-In(1 — ﬁ)
0.07, apy1 =0.07"
1
ga

ant1 = 3.3 ap(1 — ay)

Aufgabe 2.2 : Welche der folgenden Grenzwerte existieren und welchen Wert ha-

ben sie?
1+2)(Bn+2
i (DD
1 1
. 2 .
b) T\ S5 n+2>
) 6n+4n+1 |

@ Aufgabe 2.3 : Berechnen Sie den folgenden Grenzwert:

lim

n—o0

1 n
14+ —
(+5)
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2.2 Unendliche Relhen

Definition 2.2.1 Es sei eine Folge (a,)nen gegeben. Mit ihrer Hilfe werde eine
neue Folge (s, )nenn>k, die Folge der Partialsummen von (a;,),en, definiert

durch
n
Sp = Z a;.
i=k

\Wenn die so definierte Folge einen Grenawert s = lim, o, s, hat, S0 schreibt man

(0. 0)
S:Zai:ak+ak+l+ak+2+”‘
i=k

und nennt dies den Wert der unendlichen Reihe Y7, a,. Die Reihe heif’t dann
konvergent. Existiert der Grenzwert nicht, so heil?t die Reihe divergent. Der Wert
einer konvergenten unendlichen Reihe lafdt sich auffassen als die Summe aller un-
endlich vielen Summanden der Reihe.

Beispiel: Esist
o0
> e !
2 ii+1)
1=1
denn aus Formel 1.7, Seite 11, folgt s, = 1 — #1 und offenbar ist

(1—ﬁ)st:1fUrNeN*\N.

Satz 2.2.2 Esseien ) >, a; und )2, b; konvergent. Dann gilt

(0. 0) oo
Zc-ai = C-Zai Ve € R,
i—k i—k
oo (0.0) (0.0)
Z(ai+bi) = Zai—i-Zbi.
i=k i=k i=k

o 1 fur [g] < 1
Zqz{ T—¢ <1 cometrische Reihe,  (2.)

i—0 divergent fur |¢| > 1

e 1 1 1 1 1

)yl o S s -4 —1p2 2.2
D e B R R = 22

1 11 1 1 7r
_1Z+1 :1__ _ -4 ... == 23
Z( LR — t=-o+y T (23)
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o0

1 1 1 1 1 72
;iQ +4+9+16+25+ 6’ (24)
o0

1 1 1 1 1

—=1+1 — 4+ — e. 25
Zz + +2+6+24+120+ (2.5)

=0

Bemerkung: Die Reihe 2.1 hat viele Anwendungen, die Rethen 2.2 bis 2.5 sind hier
eher als Kuriositaten zu werten.

Eine Reihe kann nur dann konvergieren, wenn die Summanden gegen Null konver-
gieren. Sei namlich N € N* \ N beliebig, dann gilt

0 = (sn5)g — (SN—1)g
= (s —5sN-1)g
= (a’N)st :

Die Umkehrung gilt aber nicht, denn die harmonische Reihe } 2, % divergiert:

il I IS S I STUE I
P 2737456 78y 16
pperyt Lttty
= 27474 878878 16 16
S—— ~ "~ - "~ -
1 1 1
2 2 2
IR S N
— — — — — ™
2727273 o
221 Aufgaben

Aufgabe 2.4 : Uberzeugen Sie sich durch einige Beispiele davon, dass gilt

3 R S
“~ (20 +3)(2i +5) 10 4n+10

und berechnen Sie dann

> 1
; (26 +3)(2¢ +5)°

@ Aufgabe 2.5: Berechnen Sie
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Aufgabe 2.6 : Berechnen Sie die folgende unendliche Reihe:

oo

2434
2 T

i=—1

Aufgabe 2.7 : Wandeln Sie die folgenden periodischen Dezimalbriche in echte
Briiche um:

a) 0,029..., b) 0,02..., c) 0,2425..., d) 0,123....

g% Aufgabe 2.8 : Berechnen Siedie Zahl e = 2.71828. .. mit Hilfe der Reihe

bis auf zwei Stellen nach dem Komma genau.
(Anleitung: Verwenden Se die Abschatzung

=1 1 o 1
Dl S i 2
n—=m n=0

um herauszufinden, wieweit Se hochstens noch vom Summenwert e entfernt sein
konnen, wenn Se nach m Summanden aufhioren, zu summieren.)



Kapitel 3

Funktionen

Funktionen sind die zentralen Gegenstande der Analysis. In diesem Kapitel werden
sie definiert und besondere Klassen von Funktionen vorgestellt.

3.1 Allgemeines

Definition 3.1.1 Eine Funktion f ist eine Abbildung zwischen zwei Mengen A
und B, diejedema € A genau einb = f(a) € B zuordnet. Geschrieben: f :
A — B, a — b. B heil% Bildbereich von f. A heif%t Definitionsbereich von f,
geschrieben A = D(f). Die Menge

W(f):={beB|3JacA: f(a) =0}

heil3t Wertebereich von f. Esist stets W (f) C B, aber i.a. W(f) # B.

Grundsatzlich sind fur A und B beliebige Mengen erlaubt, wir werden aber aus-
schlieflich Teilmengen von R oder in einem spateren Abschnitt von B := R x R
betrachten.

Wenn gelegentlich auf die Angabe von D(f) verzichtet wird, ist fir D(f) immer
die grofte Menge zu nehmen, auf der der analytische Ausdruck fur f definiert ist.

Beispiele:
fiR\{0} = R, z = f(z) := Yz; D(f) =R\ {0}, W(f) =R\ {0}.

f:]0,00) = R,z f(z):=z; D(f) =R" :=[0,00), W(f) =R".2

IMan beachte, dass der Wert der Wurzelfunktion stets > 0 ist!

37
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Definition 3.1.2 Sai f : A — B eine Funktion, A, B C R. Dann ist der Graph
G(f) von f gegeben durch

G(f) = {(=.y) ERxR|s €A, ye B, y=f(v)}.
Der Graph der Funktion f(z) = 1/ istin Abb. 3.1 dargestellt.

y
4

3

Abbildung 3.1: Graphvony = %

Satz 3.1.3 Esseien zwel Funktionen gegeben, f : A — B, g : B — C.Danngibt
eseine Funktion i : A" — C, die Komposition von f und g, mit der Eigenschaft
hiz) = g(f()) Vae A

Man schreibt h = g o f.
Dabei ist A" C A eine Tellmenge von A, dienur dann # () ist, wenn W (f)NB # ()
ist.
Beispiel:
fiRY =R, 2=V, W(f)=(-00,2]
g:[l,00) >R, z+—+Vz—1, W(g) =R"
Man erhalt

h=gofizm g(f(@) =92 —va) =@ -va) —1=\/1- V&,
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mit A’ = D(h) =[0,1] € D(f) und W(h) = [0,1] C W(g).
Im Allgemeinenistgo f # fog:

z—1=2— vz —1,

h=fog:zwm flg@) =f(Vae—1) =2~

mit A’ = D(h) = [1,00) = D(g) und W (h) = W (f).

Definition 3.1.4 Eine Funktion f : A — B heilé injektiv, wenn gilt:
z #y= f(z) # fy),

d.h. eine Funktion ist injektiv, wenn jeder Wert aus B hochstens einmal als Funk-
tionswert angenommen wird.
f heild surjektiv, wenn gilt:

W(f) =B,
d.h. eine Funktion ist surjektiv, wenn jeder Wert aus B mindestens einmal als Funk-
tionswert angenommen wird.

f heifld bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. eine Funktion ist bijektiv,
wenn jeder Wert aus B genau einmal als Funktionswert angenommen wird.

Beispiel: Betrachte die Funktionen

fi:R—=R, fi(z) = 2.
fo:RY =R fo(z) =22
f3:R—= RN, f3(z) = a?
fi:RY = RT, fy(z) =22

Alle Funktionen sind durch denselben analytischen Ausdruck gegeben und unter-
scheiden sich nur durch den Definitionsbereich oder den Bildbereich.

f1 ist weder injektiv noch surjektiv, denn fi(—2) = f1(2) =4, und —1 ¢ W (f);
faistinjektiv (z.B. —2 ¢ D(f)), aber nicht surjektiv;

f3 ist surjektiv (z.B. —1 ¢ R"), aber nicht injektiv;

f4 schliefdich ist surjektiv und injektiv, also bijektiv.

Es hangt wesentlich vom Definitions-

und Bildbereich ab, ob eine Funktion in-
jektiv oder surjektiv ist.

Merke:

Satz3.15 S& f : A — B eine bijektive Funktion. Dann gibt es genau eine Um-
kehrfunktion f~! : B — A mit der Eigenschaft

flof(z)=xfurze Aund fo f Yz)=zfirz e B.

Powerpoint
23
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Bemerkung: Dasich durch Verkleinern des Bildbereichesimmer erzwingen |43, dass
eine Funktion surjektiv wird, spricht man auch von der Umkehrfunktion einer nur in-
jektiven Funktion. Dabei verzichtet man dann oft auf die Angabe des genauen Defi-
nitionsbereiches der Umkehrfunktion.

Beispiel: f: (—00,2] = RY, 2+ (z — 2)? ist bijektiv.
£~ wird bestimmt, indem die Gleichung f(z) = y nach = aufgelost wird:

(z-2)7=y BV
tHz—-2) =y | -(£1)
(r—2) =%y | +2
T=d/y+2

Hier hat man zwei Moglichkeiten fur z erhalten. Die Entscheidung dartiber, wel-
chesdierichtigeist, wird anhand des Definitionsbereiches D( f) getroffen. Esmuss
jagelten:

z=f"'y) e W(f) = D(f) = (-o0,2].

Damit kommt nur das negative Vorzeichen in Frage, und die Umkehrfunktion er-
gibt sich zu

FTHRT 5 (—00,2], 2 —/y + 2

Ware D(f) = R gewesen, hétte sich keine der beiden Moglichkeiten fur z aus-
schlief3en lassen, die Funktion ware nicht injektiv und hatte auch keine Umkehr-
funktion.

Die Injektivitat einer Funktion kann an ihrem Graphen abgelesen werden: wenn je-
de Parallele zur z-Achse den Graphen in hochstens einem Punkt trifft, dann ist die
Funktion injektiv.

3.1.1 Aufgaben

Aufgabe 3.1: Geben Sie fur die folgenden Funktionen die maximalen Definiti-
onsbereiche an:

a) flz) = V9 —a? b) f(z)=vaZ-9
c) f(z)=In(y/x—1) d) f(g;)zln(i:ﬁ)
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Aufgabe 3.2 : Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen injektiv sind
und geben Siefir die injektiven Funktionen die Umkehrfunktion an:

a) f:[0,00) =R, f(z) =2% -2z

b) f:R—=R flz)=x3+4

o) fiR\{-L1} =R f(z) =

d) f:(=00,0] = R, f(@) =1+ Vi+a22

e) f:]0,00) =R, flz) =1+ Va+az2
@f) f:00,5) =R f(z) =622 — 2 + 15)

Aufgabe 3.3 : Bestimmen Sie zwel Zahlen a und b o, dass
f:la,00) = [b,00), x> f(z)=2a>— 2z +2

injektiv ist.

32 Stetigkeit

Definition 3.2.1 Eine Funktion f : A — B heil3 stetig in einem Punkt a € A,
wenn

fla+6) ~ f(a)
gilt fur jedes infinitesimale 4. Aquivalent dazu ist die Forderung

(%) = a= (f(a%))g = fla).
f heif}t stetig, wenn f inganz A stetigist.

Anschaulich gesagt sollen infinitesimale Anderungen des Argumentes auch nur in-

finitesimale Anderungen des Funktionswertes bewirken. Meistens kann die Stetig- | e

24
keit einer Funktion an deren Graph abgelesen werden: Graphen stetiger Funktionen
lassen sich in einem Zuge zeichnen, ohne den Stift absetzen zu miissen.

Die meisten Funktionen sind stetig wegen
Satz 3.2.2
1. Konstante Funktionen = +— f(z) = a, mita € R fest, sind stetig.

2. Dieldentitat z — f(z) = x ist stetig.

3. DieFunktionen1: z — 1undid : z — x sind stetig.
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4. [umme, Differenz, Produkt und Komposition stetiger Funktionen sind stetig.

5. Quotienten stetiger Funktionen sind Uberall dort stetig, wo der Nenner nicht
Null ist.

6. Potenzen und Logarithmen sind stetige Funktionen.

Definition 3.2.3 Fur eine Funktion f : A — B schreibt man

Jm i@ =
wenn

f(zo+6) ~a
ist fur jedes infinitesimale 6. Man nennt a den Grenzwert von f fur z — zg. zg
muss nicht notwendig in D(f) liegen!
Stetige Funktionen verhalten sich angenehm beziiglich Bildung von Grenzwerten:
Satz324 f: A— Bistina € A stetig <—

tim /(@) = f(a).

Die beiden vorigen Satze folgen (fast? unmittelbar aus den Eigenschaften des
Standardteils.

Beispiele:

(x—1)3furz>1 L
fi(z) == istinz = 1 unstetig (Lucke),
x furz <1

rzfirz >1
fa(x) = 2firz =1 istinz = 1 unstetig (Loch),

zfirz <1

Ly fir o #0 o ,
fa(x) := istinz = 0 unstetig (Polstelle).
0 firz=0
Begriindung:
fil+6) = 1+4+0~1=%# fi1(1) =0furinfinitesmales§ < 0,
fa(l+0) = 14+§=1%# fo(1) =2 furinfinitesimales o,
f3(0) = ! ist unbeschrankt fir infinitesimales o.

)
2das ,fast bezieht sich nur auf Teil 6 von Satz 3.2.2.
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Definition 3.2.5
1. Eina € R heil}t Polstelle einer Funktion f, wenn fir «* # a gilt
a* ~ a = f(a") ist unbeschrankt .
2. a € R heil® hebbare Unstetigkeitsstelle von f, wenn
mhg(llf(w) = y existiert, aber a ¢ D(f) oder y # f(a)
ist.
3. a € D(f) heifd Nullstelle von f, wenn f(a) = 0 ist.

f2 hat eine hebbare Unstetigkeitstelle in z = 1, f3 hat eine Polstellein z = 0.

3.21 Aufgaben

Aufgabe 3.4 : Zeigen Sie, dass die Funktion
f(z) = |z

auf ganz R stetig ist.

Aufgabe 3.5: Wasist mit der Funktion

V1+22 -1
from —m——
T
an der Stellez = 0 los?
Aufgabe 3.6 : Berechnen Sie
. x
8) %l—%l—x
b) 1im($_?”2_$
z—1 s —1
m __
@c) lim mitm,n € N
z—=1 ™ —

Aufgabe 3.7 ;. Betrachten Sie die folgende Funktion, in deren Definition eine noch
nicht bestimmte Konstante o € R vorkommt:
—2?—z—3 fir z€(—o00,—3]
fAR=R o g L fir x e (—%,1]
2 —2r+4+a fir z€(1,00)

Prifen Sie, ob die Funktion an der Stelle x = —% stetig ist. Welchen Wert muss
man fur o einsetzen, damit die Funktion an der Stelle z = 1 stetig wird?
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3.3 Polynome

Definition 3.3.1 Polynome sind Funktionen, die nur mit den Rechenoperationen
Addition, Subtraktion und Multiplikation gebildet sind. Se lassen sich immer auf
die folgende Gestalt bringen:

n

f(x):z:aixi, an, 70, a; €R

1=0

Die a; heil?en die Koeffizienten des Polynoms f, g ist das absolute Glied, n
heifdt der Grad des Polynoms, geschrieben deg(f).

Alle Polynome sind auf ganz R definiert und stetig’.

Funktionswerte von Polynomen lassen sich leicht mit dem Hornerschema be-
rechnen:

G An—1 Un—2 a1 a0
J o [ w -
Qn anT + ap—1 4 4 f(X)

Abbildung 3.2: Hornerschema

Oberhalb des obigen Schemas werden die Koeffizienten «,, bis ay des Polynoms
aufgeschrieben. Die beiden Zellen links oben werden mit dem Argument = und O
gefullt. Die weiteren Zellen des Schemas werden ausgefillt, indem man abwech-
selnd den senkrechten und den nach rechts oben weisenden Pfeilen folgt, begin-
nend mit dem senkrechten Pfeil, ausgehend von der Zelle mit der O.

e dem senkrechten Pfeil folgend ergibt sich der Zelleninhalt der unteren Zeile
als Summe aus dem Koeffizienten ¢; und dem Inhalt der Zelle in der oberen
Zeile.

e dem schragen Pfeil folgend ergibt sich der Zelleninhalt der oberen Zeile d's
Produkt aus dem Argument x und dem Zelleninhalt in der unteren Zeile, von
der der Pfeil ausgeht.

wegen Satz 3.2.2
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Beispiel: Gegeben sei das Polynom f(z) = 22 — 622 + 8, d.h. a3 = 2,0y =
—6,0,1 = 0,0,0 = 8.

2 -6 0 8
2 0 2.2=4 2.(-2)=-4 2.(-4)= -8
2+0=2 6+4= -2 0+(-4)= -4 8+(-8)= 0

Abbildung 3.3: Hornerschema fiir 2z* — 6% + 8

Aus Abb. 3.3 liest man ab: f(2) = 0.4

Das Hornerschema liefert eine zweite Standardgestalt von Polynomen:

> air’ = (((-.. (anz + an 1) + an_2) ... )z + a1)z + ag)
=0

3.3.1 Nullstellenbestimmung von Polynomen

Zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms bedient man sich gemeinhin einer
elektronischen Rechenhilfe, etwain Form eines Computeral gebraprogrammes. Die
folgenden Hinweise sind niitzlich, wenn Nullstellen einmal von Hand bestimmt
werden miissen.

1. Allgemein gilt zunachst der

Satz 3.3.2 (Linearfaktor zerlegung) Seien allereellen Nullstellen von f(x)
gegeben durch xy, 9, ...,z Mt 0 < k < n, dann lafd sich f als Produkt
schreiben

flx)=(z—21)™ - (x —22)" - ... (x — )™ - p(x),

wobei p(x) ein Polynom ohne reelle Nullstellen ist. Der Exponent m; heif3t
die Vielfachheit der Nullstelle x;.

“Wenn sich als Funktionswert 0 ergibt, dann haben die Zahlen in den Zellen der unteren Zeile
noch eine besondere Bedeutung, siehe Seite46.
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Beispiele:
84+ 22" —32° — 32 + 222 +z = (z — 0)(z — 1)} (z + 1)3(z® + 2+ 1)

hat bel z = 0 eine Nullstelle der Vielfachheit 1, bei £ = 1 eine der Vielfach-
heit 2, und bei = = —1 eine der Vielfachheit 3. p(z) = 22 + = + 1 hat keine
reelle Nullstelle.

223 — 42? — 102+ 12 = (z — 1)(z + 2)(z — 3) - 2

hat bei 1, -2 und 3 je eine einfache Nullstelle, p(z) = 22

Hat man eine Nullstelle z; eines Polynoms f gefunden, so gibt es ein Poly-
nom f; mit

f(z) = (z — z1) f1(2), deg(f1) = deg(f) — 1,
woraufhin fir die Suche nach den tbrigen Nullstellen nur noch ein Polynom
mit um 1 kleinerem Grad zu betrachten ist.

Die Koeffizienten des Polynoms f; finden sich in der untersten Zeile des Hor-
nerschemas zur Berechnung von f ().

Beispiel: Aus dem Hornerschema Abb. 3.3, Seite 45, erhalt man
223 — 62° + 8 = (z — 2)(22% — 2z — 4).

2. quadratische Polynome: f(z) = az® + bx + ¢, a # 0 fuhrt auf die

Nullstellengleichung

b
224+ 2+ S =0.
a a

Setzt man p = b/, und ¢ = ¢/, dann sind die Nullstellen gegeben durch

p2
PP firp? — 49 > 0
T = 4

firp? —4¢g =0

3

IR ]

Im Falle p? — 4q < 0 gibt es keine reellen Lésungen.

3. Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten: Sei

n
f(z) = Zaixi mita; € Zfur0 <i < n,
i=0

S0 ist jede ganzzahlige Nullstelle von f(z) ein Teiler von g.

® gelesen: p(z) ist , identisch gleich* 2. Damit wird eine konstante Funktion bezeichnet.
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4. Jedes Polynom mit ungeradem Grad » hat mindestens eine reelle Nullstelle.
Diese Nullstelle liegt mit Sicherheit im Intervall [— A, A] mit

1 n—1
A = max(— a;l, 1
Sie kann z.B. mit dem Newtonverfahren® sehr effektiv gefunden werden.

3.3.2 Aufgaben
Aufgabe 3.8 : Zerlegen Sie folgende Polynome in Linearfaktoren:
a)

(z)

) f(z)

¢) f(z) =2 —22* — 1323 + 1422 4 24z
(z)
(z)

=3

=¥

) f
e) f

Aufgabe 3.9 : Inwelchem Interval liegt eine Nullstelle von
fz) = 1223 + 1927 — 42 + 127

Ist sie ganzzahlig?

3.4 Rationale Funktionen
Rationale Funktionen sind von der Form
FiD) R woy=i@) =20 D)= {zeR|g) £0)

mit zwei Polynomen p(z) und ¢(z).

Beispiel: Die Funktion 1 : 2 +— 1 ist eine rationale Funktion:

1(z) = p=qg=1, D(1)=R

1?

Ebensoist f(x) = %/ einerationale Funktion:

fram f@) =2, p=q=id, D(f)=R\{0}.

Ssiehe Abschnitt 4.4.
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Auf R\ {0} stimmen beide Funktionen offensichtlich Uberein, in z = 0 aber ist f
undefiniert!

Jede rationale f Funktion ist auf ganz R mit Ausnahme endlich vieler Punkte
definiert. FUr das Verhalten bei Anndherung an diese Ausnahmepunkte, also die
Nullstellen des Nenners ¢, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. lim f(xz) = y; existiert. Dann 143t sich f in x; stetig erganzen, indem

T—T;

man definiert: f(x;) := y;. x; ist dann eine hebbare Unstetigkeitsstelle.

2. lim f(z) existiert nicht. Dann liegt in z; eine Polstelle vor.
T—T;
Esgiltdann lim |f(z)| = co.
T—T;

Sel q(zg) = 0. Fur jedes infinitesimale § ist dann ¢(zy + §) ~ 0, also selbst
infinitesimal. Ist p(z) # 0, dann ist p(zg + §) =~ p(zg) # 0, dsoist f(zg + J)
unbeschrankt und x eine Polstelle. Ist 5 eine hebbare Unstetigkeitsstelle, so muss
also stets p(z) = q(x) = 0 sein. Man kann dann den gemeinsamen Linearfaktor
x — g in f(z) herauskirzen. Fuhrt man dieses Kiirzen so lange durch, bis Zahler
und Nenner von f keine gemeinsame Nullstelle mehr haben, so hat man eine ratio-
nale Funktion f; erhalten, die

1. auf D(f) mit f Ubereinstimmt,
2. nur noch Polstellen hat, und

3. aulBerhalb der Polstellen definiert und stetig ist.

Bemerkung: um f; zu finden, ist es nicht notig, die Nullstellen von p und ¢ explizit
zu berechnen. Man kann f; stattdessen durch mehrfache Polynomdivisionen mit Rest
bestimmen (Euklidischer Algorithmus fir Polynome). Dies Uiberl &3t man sinnvoller-
weise aber einem Computeral gebrasystem.

Im folgenden werden wir deshalb nur noch rationale Funktionen ohne hebbare
Unstetigkeitsstellen betrachten.

Definition 3.4.1 (Asymptote) Fur jederationale Funktion f(z) = P(%)/4(z) gibt
es genau ein Polynom r(z) mit der Eigenschaft

lim (f(z) —r(z)) =0.

Tr—r0o0

r(x) heifdt die Asymptote zu f(x).

Die Berechnung der Asymptote erfolgt durch eine Polynomdivision von p und g.
Far
-2tz

fla) = T2
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sieht das wie folgt aus:

(23— 22 + z —1): (z—2) =22 +7+3
—(z3—222)
2 +
—(z? —22)
3z —1
—(3z —6)
5

Hier wird die Division abgebrochen, daim nachsten Schritt negative Potenzen von
x auftreten wiirden. Die Asymptote ist damit r(z) = 2> + z + 3. Esist namlich
nun

f@) =) = s,
und m ist infinitesimal fiir unbeschranktes €.
y
20
15 ¢
10
5| « flz)
‘ ‘ X
2 2 ) 4 6
~-10 ¢
-15 ¢
-20 ¢
Abbildung 3.4: Asymptote zu £=—"+z—1
Esgilt

Satz 3.4.2 Sei f(z) = P(%)/¢(z) eine rationale Funktion.

1. deg(p) < deg(q) = r : 2z — 0.

2. deg(p) =deg(q) = r:z — ¢,
wobei ¢ der Quotient der hochsten Koeffizienten von p und ¢ ist.
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3.4.1 Aufgaben

Aufgabe 3.10 : Bestimmen Sie zu den folgenden rationalen Funktionen den Defi-
nitionsbereich, Polstellen, Nullstellen, sowie die hebbaren Unstetigkeitsstellen zu-
sammen mit dem Funktionswert, den man dort erganzen kann.

Berechnen Sie weiterhin die Asymptoten.

3 2 o
a) y:f(:z):x 6x° + 11z — 6

522 — 11z + 2
32° — 1123 — 4z
b p— p—
) y=F) =S
2_
0 y=flo)= 5T

ot — 327 —4

3.5 Algebraische und transzendente Funktionen

Funktionen, die keine rationalen oder ganzrationalen Funktionen (d.h. Polynome)
sind, lassen sich unterteilen in

e algebraische Funktionen,
zB. z, V2—-V2?+1,

e transzendente Funktionen,

hiervon sind fur uns nur interessant die

— Exponentialfunktion:

exp: R — Ry, z+e”,

und ihre Umkehrfunktion, der
— natirliche Logarithmus:

In:Ryg =R, z—Inx

(Rsq steht fur (0, 00)), sowie Kompositionen von diesen mit anderen Funk-
tionen.
Dabei ist

e’ = lim <1+£>n
n

n— 00

Alle Potenz- und Logarithmusfunktionen missen zur analytischen Behandlung
(siehe Kapitel 4) auf die Exponentialfunktion und den natirlichen Logarithmus
zurtickgefuhrt werden:
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e Fira > 0 helfd

exp, : R = Ry, > a®:=exp(zlna) = ¢

die Exponentialfunktion zur Basis a,

e fira >0, a # 1 heild

1
log, : Ryg — R, 2 L
Ina

die Logarithmusfunktion zur Basis a.

exp, ist die Verallgemeinerung der Potenzen n™ fur n, m € N auf reelle Werte von
Basis und Exponent, sieist fur a # 1 bijektiv und hat log, als Umkehrfunktion.

351 Grenzverhalten

1.
oo fira > 1
lim a”=4q 1 fira=1
T—>00
0 fura<1
2.
0 fire>1
lim a"=4¢ 1 fira=1
T—>—00
oo fire <1
wegen Satz 2.1.3 und (3.4) weiter unten,
3.
oo fira>1
lim log, z =
e —oofira<1
4,
—oofira >1
lim log, z =
70 oo flre <1
wegen’ log 1,% = —log, =, was sich aus (3.12) mit b = 1/4 und (3.9)

weiter unten ergibt.

"bei log,, und exp, werden die Klammern um das Argument gerne weggelassen
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3.5.2 Spezielle Werte, Formelsammlung

In den folgenden Formeln sind alle Variablen so zu wahlen, dass die Ausdriicke
jeweils definiert sind.

1. Eigenschaften der Exponentialfunktionen:

@ =1 (3.1)
o' = a (3.2
a® = a%-a¥ (3.3
a? = im (3.4
a
(a®) = a"¥ (3.5
2. Eigenschaften der Logarithmusfunktionen:
log,1 = 0 (3.6)
log,a = 1 (3.7)
log,zy = log,x+log,y (3.8)
1
log,— = —log,z (3.9)
x
log,z¢y = y-log,z (3.10)
3. Umrechnungen von einer Basisin eine andere:
o = prlosse (3.11)
1
log,z = —o0? (3.12)
logy, a
4. Wachstumsverhalten:
P‘;gg‘g”‘ Hier sei @ > 1,1 < n € N und p ein beliebiges Polynom.
lim 2 (f) 0 (3.13)
T—00
lim a”-p(z) = 0 (3.14)
T—r—00
lim 1%8a% _ (3.15)
T—r00 xT
limz-log,z = 0 (3.16)
z—0
. log,x
xli)rgo vz 0 (3.17)
lim {/z-log,z = 0 (3.18)
z—0

Exponentialfunktionen wachsen also sehr stark an fur x — oo und falen
sehr rasch gegen Null fir x — —oo, Logarithmusfunktionen hingegen wach-
sen nur sehr langsam an bzw. haben eine nur schwache Polstelle bei 2z = 0.
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Zum Abschluss noch einige der erwahnten Funktionen in graphischer Darstellung
(Abb. 3.5).

y
3 _
X
72
2| Vi
1
Inz
: X
-3 -2 -1 1 2 3
1!
2
23
-3

Abbildung 3.5: Graphen einiger wichtiger Funktionen
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3.5.3 Aufgaben

Aufgabe 3.11 : Wie berechnet man log, =, wenn man In = kennt? Wie, wenn man
lg z kennt?®

log, =

Aufgabe 3.12 : Berechnen Sie1 .
08,2 T

i . eXP,2 T
Aufgabe 3.13 : Berechnen Sie exp 25"

Aufgabe 3.14 : FUr wieviele Jahre muss man ein Kapital bel einem Zinssatz von
p% anlegen, damit es sich verdoppelt?

Aufgabe 3.15: Wasist an folgender Argumentation falsch?

1
In- = In-
2 2

3lIn- > 2In-

3.54 Anwendungen
Es sollen drei Anwendungen transzendenter Funktionen vorgestellt werden.

Binarbaume

Binarbaume sind spezielle gerichtetete Graphen.

Definition 3.5.1 Ein gerichteter Graph G(E, V') besteht aus je einer endlichen
MengeV = {v1,vs,...,v,} vonKnoten®und E = {eq, e,...,ex} C V xV von

8]g steht firr den Logarithmus zur Basis 10.
%engl. = vertex, pl. = vertices
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Kanten®. EineKantee = (v;, v5) verlauft vom Anfangsknoten »; zum Endknoten
V2.

Man bezeichnet mit!!
d*(v) :==#{e € E|e= (v,0')}
den Ausgangsgrad des Knotens v € V, und mit

d (v):=#{e€ E|e= (v, v)}

. . Powerpoint
seinen Eingangsgrad. 27,28

Ein Binarbaum ist ein gerichteter Graph mit einem herausgehobenen Knoten v, €
V', der Wurzel, und den Eigenschaften

#V =: n>1und
#E = n-—1
d (v) = 0,
d~(v) = 1sonst,
dt(v) € {0,1,2} fur alle Knoten .

Knoten mit d* (v) = 0 heiRen Blatter.

In einem Binarbaum B gibt es genau einen Weg entlang der gerichteten Kanten,
der von der Wurzel zu einem bestimmten Knoten v fuhrt. Die Lange dieses Weges,
gezéhlt durch die Anzahl der Knoten darin - nicht der Kanten - heil%t der Rang

r(v) desKnotens. Die Hohe h(B) eines Binarbaumesist der maximale Rang eines
Knotensim Baum.

Satz 3.5.2 Sei h die Hohe eines Binarbaumes. WWenn die Anzahl Knoten vom Rang
J mit a; bezeichnet wird, dannist mit n = #V

1< a5 <2074
j .

i< Y ap <2 -1,
k=1

A< n <201

Damit laf¥ sich die Hohe abschatzen durch

h >logy(n +1).
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Wurzel

Abbildung 3.6: Bindrbaum der Hohe 6

Binarsuche

Gegeben sei eine endliche Liste von Zahlen A = (&, a9, . . . ,ay), die der Grole
nach sortiert sind, d.h. a; < a; fur ¢ < j. Um festzustellen, ob eine vorgegebene
Zahl a in dieser Liste enthalten ist, und einen Index ¢ mit a = ¢; zu bestimmen,
kann man wie folgt vorgehen:

. Setzem + |2].
. Fdlsa = a,, i, gib m asIndex von a aus und beende.

1
2
3. Fdlsa < ay,, betrachte von nun an die Liste A + (ay, ..., am—1).
4. Fdlsa > a,, betrachte von nun an die Liste A + (ap41,-- ., ap).
5

. Wenn das neue A leer ist, soist a nicht in der urspriinglichen Liste enthalten.
Beende.

6. Wenn das neue A nicht leer ist, so setze n <+ #A neu und fahre bei Schritt
1. fort.

Auf diese Weise findet man eine Antwort in hochstens |log, n| + 1 Vergleichen.

Oengl. = edge
4 M bezeichnet die Anzahl der Elemente der Menge M.

Powerpoint
29
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Stetige Verzinsung

Wir betrachten ein Kapital K, das mit einem Zinssatz p fur ein Jahr angelegt
wird. Das Endkapital K; hangt davon ab, wie oft innerhalb des Jahres die bis da-
hin aufgelaufenen Zinsen dem Kapital zugeschlagen werden. Angenommen, dies
geschieht n-mal in gleichmatigen Abstanden (n = 2 heil3t halbjahrlich, n = 12
monatlich, n = 365 taglich). Dannist das Endkapital einschliefdlich Zinseszins

K1 (n) = Ko (1+%>n

Der Grenzwert lim,_,o K1 (n) ist alerdings nicht unbeschrankt, sondern ergibt | ™5™

sich zu

. . pA\"
K, = lim Ki(n)=Kj lim (1—{——)

n—00 n—00 n

"
= K[)llm (1+—> :K[)-ep,
a

a— 00

wie sich durch die Ersetzung a := % ergibt.

Fuhrt man die stetige Verzinsung tber & Jahre hinweg fort, so wird das Endkapital
durch
K() . ekp

gegeben.

3.5.5 Aufgaben

Aufgabe 3.16 : Zeichnen Sie je einen Binarbaum, der

e mehr Blatter hat al's Knoten, die keine Blétter sind (Nicht-Blétter),
e genau so viele Blatter wie nicht Nicht-Blatter hat,
o mehr Nicht-Blatter als Blatter hat.

Aufgabe 3.17 : Welchesist die minimale, mittlere, maximale Anzahl von notigen
Vergleichen bei der binaren Suche in einer n = 2™ — 1 Zahlen langen Zahlenli-
ste, wenn die gesuchte Zahl nicht in der Liste enthalten ist? Bestimmen Sie diese
Zahlen auch fur den Fall, dass die Zahl in der Listeist.

Aufgabe 3.18 : Um wieviel unterscheidet sich der Ertrag von €10000 bei einem
Zinssatz von 6.5% und taglicher Verzinsung vom Ertrag bei stetiger Verzinsung
mit demselben Zinssatz (Laufzeit 1 Jahr)?
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Kapitel 4

Differenzialrechnung

Ausgangspunkt der Differenzialrechnung ist der Versuch, die Geschwindigkeit, mit
der sich Funktionswerte f () andern, wenn das Argument x wachst, zu definieren.
Einen Ansatz dazu bietet der Differenzenquotient:

y
f(zo + Ax)
Ay
f (o)
X
To + Az

Tangente

Abbildung 4.1: Zur Definition der Ableitung

Definition 4.0.3 Sai f : A — R eineFunktionund zy € A. Flr eineZahl Az # 0
hei 3t
Az T Az YT AL

59
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der Differenzenquotient von f in .

Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante zwischen den Punkten
(o, f(20)) und (zo + Az, f(zo + Az)) des Graphen von f, er gibt die durch-
schnittliche Anderungsgeschwindigkeit von f(z) auf [z, o + A] an.

4.1 Differenzierbarkeit

Wenn man sich fiir die momentane Anderungsgeschwindigkeit von f () im Punkt
xo interessiert, dann betrachtet man einfach ein Intervall [x, zo 4+ dz] mit infinite-
simalem dx und dazu den Differenzialquotienten

dy _df f (o + dz) — f (@)

dx = dx (wo) := dz '

Definition 4.1.1 Fallseseinereelle Zahl a gibt mit
9
dx

fur jedesinfinitessmale dx, so heildt f in xy differenzierbar, a heift Ableitung von
finxo.

(xg) ~a

Esist unmittelbar klar, dass a nur existieren kann, wenn f(xy + dz) — f(z) ~ 0
ist, dasonst der Differenzia quotient unbeschrankt ist. Man hat damit den

Satz4.1.2 Ist f in x, differenzierbar, soist f in xy Stetig.

Die Ableitung ist die Steigung der Tangente im Kurvenpunkt (a, f(z)), Sie exi-
stiert genau dann, wenn es in diesem Punkt eine und genau eine Tangente gibt, die
auRerdem nicht senkrecht stehen darf.

Beispiel: Der Differenzialquotient von f(z) = 2? berechnet sich so:

dy _ flzo+dz) = f(xo) _ (w0 +dw)® —ap _ 2wodr + da”
dr dx N dx N dx

= 2xp+dx

~ 2.%‘0

fur jedesinfinitesimale dzx.
Gegenbeispiele: Die Funktion f(z) = |z| istin 2y = 0 nicht differenzierbar:

f(0+dx)f(o){§§ fir dz > 0 {1 fir dz > 0

dzx =T fiy gy <0 | —1firde<0

dr
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Damit ist |z| in O nicht differenzierbar. Graphisch zeigt sich dies darin, dass die
Funktion bei 0 einen Knick und damit zwei Halb-Tangenten hat.

Die Funktion f(z) = &z hat in 2y = 0 keinen Knick und ist dennoch dort nicht
differenzierbar:

Wl

dz

dz dz

’

F0+dz) — f(0) da (1>

und das ist unbeschrankt fur infinitessimales dz .

Definition 4.1.3 Ist f : A — R injedem Punkt aus A differenzierbar, so ist durch

ffiA=R o~ <ﬁ(x)>
dz ot

eine neue Funktion f’ gegeben, die erste Ableitungsfunktion® von f.

Ublicherweise 14t man den Standardteil weg und schreibt einfach f(z) = % (x).

Aus der Definition der Ableitung folgt unmittelbar:
f(z +dx) = f(x) + f'(x)dz + edz, mit e infinitesimal .
Deshalb gilt auch fur kleine Az € R
flz+ Az) = f(z) + f'(z)Az.

Beispiel: Wie oben berechnet, hat f(z) = 22 die erste Ableitung f'(z) = 2z.

Fir eine kompliziertere differenzierbare Funktion f(x) sind in Abb.4.2 f(z) und
f'(x) einander gegeniibergestel It.

Satz 4.1.4 Die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen entnehme
man folgender Tabelle (c ist eine von z unabhangige Konstante, a € R beliebig,

kurz: erste Ableitung
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y

Abbildung 4.2: Vergleich von Funktion und erster Ableitung

aber so, dass die Funktion definiert ist):

Funktion | Ableitung

c 0

¢ ar® !
# —a xa1+1
e’ e’

a” a®lna

Inz %

log, = xl—}na
z” z¥(Inz + 1)
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Die folgenden Ableitungen sind Folgerungen aus der Kettenregel im Satz4.1.5:

Funktion Ableitung
. + f'(x)
f:A— R, f(x) N4
fiA=Rsg, Inf(x) J}’((:f))
f:A—=R, ef(@) f’($)ef($)

f: A= R @ a0 >0 f(z)al/® Ina

Satz4.1.5 Sen f,g: A — R z2wel differenzierbare Funktionen. Dann gilt (sofern
die Ausdriicke existieren)

(a-f) = a-f fura e R
(f£9) = f'£¢
(f-9 = flr9g+fdg (Produktregel)
(%)I _ 7f’-gg—2f'g' (Quotientenregel)
(fog)(z) = fog(z) g (Kettenregel)
“1Y(p) — 1
(f )( ) f,Ofil(I)
Beweis der Produktregel (zur Abkiirzung wird 2* := 2 + dz gesetzt):
dif-9) = (f-9@")—(f 9)(z)
= flz")g(z") — f(z)g(z)
= (f@@") = f(z)) - 9(z") + f(z) - (9(z") — g(2))
= df-g(z") + f(z) - dy,
aso
Wy = Tiapge) + 1) 2 (w)

1

f'(z) - g(x) + () - g'(2).

Beweisder Kettenregel: zuerst wird dg := g(x*)—g(x) gesetzt. dg ist infinitesimal,
well g stetig ist.

d(f o g)

dx (z) g(z*) —

1R

<
s
&
Q\
&
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Definition 4.1.6 (hohere Ableitungen) Wenn die Ableitung f’ einer differenzier-
baren Funktion f : A — R selbst wieder differenzierbar ist, so kann man die zwei-
te Ableitung f” von f als Ableitung von f’ bilden. Entsprechend werden hohere
Ableitungen 7, fUV) f(V) .. gebildet.

Beispiel: Die folgende Funktion f : R — R hat keine zweite Ableitung:

22 firz >0
f(z) 3{

—z2furz <0

Esist namlich f'(x) = 2|z| im Nullpunkt nicht differenzierbar.

411 Aufgaben

Aufgabe 4.1 : Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

T+ 2 .
=_- = mit der Produktregel
a) y @137 ( egel)
223 — 62 — 10
b e —— mit der Quotientenregel
T N v ( Q egel)
1 1
Q) y= o Vs
d) y=az2e? + Fe*r + %6*2“"*3

_l—Inz
8) Y= 1T+Inz
@h) yzln(m—{— x2+1>
@i) y= vz

Aufgabe 4.2 : Beweisen Sie, dass
z2 firz >0
flz) = )
—x2furz <0

Uberall differenzierbar ist.
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Aufgabe 4.3 : Berechnen Siedie erste bis dritte Ableitung der folgenden Funktio-
nen:

a) y=Inx?
1
b) y=u3

c) y=uzxe"

4.2 Kurvendiskussion

Definition 4.21 Sei f : A — R eine Funktion, I = [a,b] C A ein Intervall,
Te, Ty € A.

1. f heist monoton wachsend (fallend) auf T
= 11 <z = f(z1) < f(72) (b2W. f(21) > f(72))

fir z1, 29 € 1.

2. f heild konvex (konkav) auf I, wenn fir alle 1, zo € I die Sekante durch
die Punkte (z1, f(x1)) und (z2, f(x2)) nicht unterhalb (nicht oberhalb) des
Graphen G(f) verlauft, d.h.

f(z1) + f(z2)

$1+$2)§ .

A

bzw.

Wird in 1. und 2. jeweils < und > durch < bzw. > ersetzt, so spricht man
von streng monoton bzw. von streng konvex (konkav).

3. z. heil’t lokales Maximum, wenn sich der Verlauf von G ( f) fur wachsende
x2-Werte beim Durchgang durch . von streng monoton wachsend in streng
monoton fallend andert.

4. x. heifdt lokales Minimum, wenn sich der Verlauf von G(f) fur wachsen-
de z-Werte beim Durchgang durch z. von streng monoton fallend in streng
monoton wachsend andert.

5. z,, heifdt Wendepunkt, wenn sich in z,, der Verlauf von G(f) von streng
konvex zu streng konkav oder von streng konkav zu streng konvexandert.

Lokale Minima und |okale Maxima heif3en auch lokale Extrema.
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y
konkav
y = f(x)
konvex

o)
| 1\ X
I

wachsend fallend wachsend
T Zs3

Abbildung 4.3: Minimum in x5, Maximum in x 1, Wendepunkt in -

Satz4.2.2 S f : A — R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist monoton fallend auf I — fl(z) <0aufI,
f ist monoton wachsend auf 7 <~ f(z)>0aufI,
f ist streng monoton fallend auf I <~ f'(z) <0aufI,
f ist streng monoton wachsend auf I <= f'(z) > 0 auf I,

b) fist konkav auf I — f'(z) <0aufI,
f ist konvex auf I — f'(z)>0aufI,
f ist streng konkav auf T — f"(z)<0aufI,
f ist streng konvex auf T <~  f"(z)>0aufI,

c) . ist lokales Extremum = f(z.) =0,

d) z, ist Wendepunkt = f"(z.) =0.

Satz 4.2.3 Fur eine geniigend oft differenzierbare Funktion f : A — R und ein
x9 € A

F™ (z0) # 0fir einn > 2, aber f*)(zg) = 0fir 2 < k < n.
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Dannist zg

e eine Extremstelle, wenn n gerade ist und f'(z¢) = 0;
es handelt sich um

— einlokales Minimum fur f(™ (z4) > 0,
— ein lokales Maximum fir f(")(zy) < 0;

e ein Sattelpunkt, wenn n ungerade ist und f'(zo) = 0,

e ein \endepunkt, wenn n ungerade ist und f'(x) # 0.

Sattelpunkte sind Wendepunkte, in denen die Tangente an die Funktion waagerecht
ist.

Der Satz fihrt nicht immer zu einer Entscheidung, so ist

1
e 2 furz #0
flz) =
0 furz=0

beliebig oft differenzierbar und £ (0) = 0 fur jedesn € N. Wegen e* > 0 fir
jedes z € R ist aber klar, dass 0 ein (absolutes) Minimum der Funktion ist.

y

N W b

4 -3 -2 -1 2
1

2t

Abbildung 4.4: Kurvendiskussionvone®(z? — 1).

Beispiel: Kurvendiskussion von f(z) = ¢*(z? — 1)
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Nullstellen: Zu losen ist die Gleichung
(2’ —1)=0=¢e"=0Vz?—-1=0.
Da die Exponentialfunktion den Wert Null nicht annimmt, bleibt die Glei-

chung
22 —1 = 0 mit den Nullstellen z; = —1 und z» = 1.

Extremstellen: Die erste Ableitung ist = 0 zu setzen:

fllx) =e®(@® —1) + e -2z = e%(2° + 20 — 1) =

a*+2c—-1) = 0 =
(> +22—1) = 0,

daraus nach 2, Seite 46
Tep, = —1 % V2
Te, = 0.41421, Lo, = —2.41421,

sind Kandidaten fur Extremstellen.
Prufung der hinreichenden Bedingungen aus Satz4.2.3:

f'(x) = €"(2® +27—1) +e" (20 +2) = (2> + 4z + 1)
f(ze,) = 4.2799 > 0= Minimum
f(ze,) = —0.25297 < 0 = Maximum

Wendepunkte: Die zweite Ableitung ist = 0 zu setzen:

ez +dr+1) = 0 =
44z +1 = 0,

daraus
Ty, =2 V3

Ty, = —0.26790, Ty = —3.73200,

sind Kandidaten fur Wendepunkte.
Prifung der hinreichenden Bedingungen aus Satz4.2.3:

"(x) = e*(x? + 6z 4+ 5)
[ (xw,) = 2.65019 > 0= Wendepunkt
f"(zw,) = —0.08294 < 0 = Wendepunkt

n
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Intervalle fallend/wachsend:

Zu betrachten sind dieIntervalle, indie D( f) durch die Extremstellen zerlegt
wird: die Funktion ist auf

(—o0,ze,] wachsend, daz., ein Maximum ist,
[Ty, xe,]  fallend, daz., ein Maximum ist,
[ze,,00)  wachsend, daz., en Minimum ist.

I ntervalle konkav/konvex:

Zu betrachten sind die Intervalle, indie D( f) durch die Wendepunkte zerlegt
wird: die Funktion ist auf

(—o0, xy,] konvex, dasieim Folgeintervall konkav ist,
[Tw,, Tyw,] konkav, dadas Maximum z., darin liegt,

[Zw,,00)  konvex, dadas Minimum z., darin liegt.

(Siehe Abb. 4.4.)

y

40
y = Tt
20 ¢
I / I X
6 -4 -2 2 4 6

_20 |
_40 |

Abbildung 4.5: Kurvendiskussion einer rationalen Funktion

3 2
Beispiel: Kurvendiskussion von f(z) = %Jr—llmi

Definitionsbereich: Die Nullstelle desNennersistz, =1 = D(f) =R\ {1}.

Polstellen: z, ist keine Nullstelle des Zahlers, daher ist 2, eine Polstelle.
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Nullstellen: Die Nullstellen von f sind die Nullstellen z; = 0, z5 = 3 — v/5 und
x5 = 3 + /b des Zahlers.

Asymptote: Mittels des Hornerschemas oder durch Polynomdivision findet man

1
flz) = 2> —br—1— ——, (4.1)
z—1
dsor(r) = 2% — 5z — 1.
Extremstellen: Aus4.1 erhat man

1 223 — 922 4 122 — 4

! =9 — = .

fle) =22 =5+ 55 @17

Aus der Gleichung 223 — 922 4 12z — 4 = 0 erhdlt man die Kandidaten
Te, = 2, = 2 Und z., = 1/2. Die weiteren Ableitungen von f sind

2 _2x3—6x2+6x—4
(z—1)3 (z —1)3

" _ 6
f (ZE) - ($—1)4

@) = 2-

f”(xm) = f”(xeg) = 0?
f"(xe)) = f"(xe,) =6 #0= Sattelpunkt
f"(xe;) = 18 >0= Minimum

Wendepunkte: DieGleichung f”(x) = 0, also 223 — 622 + 62 — 4 = 0 hat aulRer
T, = 2 (siehe oben) keine weiteren reellen Losungen. x, ist, wie schon
gesehen, ein Wendepunkt.

Intervalle: die Funktion ist auf
(—o0, 1/2] fallend, da 1/2 €in Minimum ist,
[1/2,1)  wachsend, aus dem gleichen Grund,

(1,00)  wachsend, Polstellein 1 hat ungerade Ordnung,

(—o00,1)  konvex, enthalt Minimum bei 1/2.
(1,2] konkav, siehe Folgeintervall,

[2,00) konvex, dadie Asymptote r(x) konvex ist.

(Siehe Abb. 4.5.)
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4.2.1 Aufgaben

Aufgabe 4.4 : Jemand hat neben seinem regularen, von Jahr zu Jahr gleichen Ge-
halt g eine Sondereinnahme d zu versteuern. Die Steuern berechnen sich dabei aus
dem Gesamteinkommen e eines Jahres durch Anwendung der Steuerfunktion s(e).
Es stellt sich heraus, dass es steuerlich glinstiger ist, d auf zwei Jahre zu verteilen
und in zwei Jahren jeweils g + % zu versteuern, asin einem Jahr g + d und im
nachsten g. Auf welche Eigenschaft der Steuerfunktion ist das zurtickzufihren? Ist
diese Eigenschaft fir die wirkliche Steuerfunktion erfullt?

Aufgabe 4.5: Bestimmen Sie Nullstellen und Extremstellen fur die Funktionen:

a) y= (2> -3z +2) (z—1)3
b) y=e*"2. (922 — 10z + 1)

Aufgabe 4.6 : Bestimmen Sie Nullstellen, Extremstellen und Wendepunkte fir die
Funktion
y=2>—22% -9z + 18

Aufgabe 4.7 : Das Polynom p(x) mit deg(p) > 2 habe in z, eine doppelte Null-
stelle. Entscheiden Sie, ob p(z) in z ein Extremum oder einen Wendepunkt hat.

Hinweis: Zeigen Sie, dass p(z) = (z — z0)”p1(z) geschrieben werden kann mit
p1(zo) # 0 und wenden Sie die Produktregel an.

Aufgabe 4.8 : Eine Funktion f(z) heifdt ertragsgesetzliche Produktionsfunktion,
wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. f(0) =0,
2. fistauf dem Intervall (0, x;) streng monoton wachsend und konvex,
3. fistauf dem Interval (z,x5) streng monoton wachsend und konkav,
4. fistauf dem Intervall (z, 00) streng monoton fallend und konkav,
5. f hatin z3 eine Nullstelle.
0 < x1 < x9 < x3 sSind dabei 3 fur die Funktion charakteristische Stellen. Wenn f

die Gestalt
f(z) = az® + ba® + cx +d

hat, welche Bedingungen missen die Koeffizienten a, b, ¢ und d dann erfullen?

Aufgabe 4.9 : Fuhren Sie fur die folgenden Funktionen eine Kurvendiskussion
durch:

Ay )=
D @)=

_ 2r+3
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Aufgabe 4.10 : Weisen Sie nach, dass die Funktion

die folgenden Eigenschaften hat:

1. Fir sehr grolRe z ist f(z) ~ 1.

2. Fursehrkleinez ist f(z) = x.

3. f(z) ist monoton wachsend.

4. DasInterval [0, c0] wird durch f auf [0, 1] abgebildet.
Aufgabe 4.11 : Finden Sie eine Funktion, die ahnlich gebaut ist, wie die in Auf-
gabe 4.10 gegebene, fur die gilt:

1. Fir sehr grof3e z ist f(z) ~ 6.

2. Fursehrkleine z ist f(z) ~ 2z.

Aufgabe 4.12 : Zeigen Sie, dass die Funktion

fl@) = ——
V1+z?
die folgenden Eigenschaften hat:
1
lim f(z) =1,
2.

3. f(=) ist monoton wachsend,
4. f(x)ist konvex fur z < 0, und konkav fur = > 0.

Aufgabe 4.13 : Betrachten Sie die Funktion

wobel ¢ > 0 enefestereelle Zahl ist.

1. Welche Symmetrieeigenschaften hat der Graph von f?
2. Finden Sie die Extremstellen und die Wendepunkte.

3. Wieverhdlt sich die Funktion fir z — +00?

4. Weasist anders, wenna < 0 ist?
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5. Wasist anders fur die Funktion
q,1_2
fl@)=€""a, (a>0),
wobel C eine beliebige reelle Zahl ist?

6. Andern Sie die Funktion geringfiigig so ab, dass eine Extremstelle bei z = 1
liegt.

Aufgabe 4.14 . Betrachten Sie die Funktion

C

a+ x?’

flz) =
wobel a, C' € R beliebig, aber fest gewahlt sind.

1. Sieht der Graph fir a < 0 wesentlich anders aus alsfur a > 0?
2. Bestimmen Sie Extremstellen und Wendepunkte.
3. Wieverhdt sich die Funktion fir z — +00?

Aufgabe 4.15 : Aus einem quadratischen Stiick Pappe der Seitenlange 45 cm soll
eine Schachtel gefaltet werden, indem am Rand vier kleine Quadrate der Sei-
tenlange h herausgeschnitten und die Seitenwande hochgeklappt werden. Wenn
die Seitenlange des inneren Quadrates mit b bezeichnet wird, dann gilt

2h +b =45 cm

T T
I h,

b

h
| h, b
| |
Das Volumen der Schachtel,
V =0b%-h,

soll maximiert werden, wie sind b und A zu wahlen?

Aufgabe 4.16 : Aus dem abgebildeten Stiick Abfallblech ist ein Rechteck so aus-
zuschneiden, dass die Flache desselben moglichst grof wird.
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‘ ‘ X
0.5 1 1.5 2

Das Blechstiick ist begrenzt durch die y-Achse, die z-Achse, die Paralele zur y-
Achse durch z = 2, und durch den Graphen der Funktion y = 22 — 4z + 5. Die
Rechteckflache ist F' = bh, wenn b die Breite und h die Hohe ist.

Aufgabe 4.17 : Losen Siedie Aufgabe5.21 von Seite 119.

4.3 Elastizitat

Die Ableitung einer Funktion erlaubt Aussagen dartiber, um wieviel sich der Funk-
tionswert y = f(x) andert, wenn sich die unabhangige Grofe = um einen bestimm-
ten Betrag andert:

Ay =~ f'(x) - Awz.

Hierbel sind Ay und Az im algemeinen mit Mal3einheiten versehen. Die Ablei-
tung f'(x) ist daher auch ein Verhdtnis absoluter Werte und ebenfalls mit einer
Maleinheit versehen.

Haufig sind aber nicht so sehr die absoluten, sondern mehr die relativen Grofen
relevant, d.h. es stellt sich die Frage, um wieviel Prozent sich y = f(x) andert,
wenn sich die unabhangige Grof3e z um einen bestimmten Prozentsatz andert. Die
relative Anderung von z bei einer absoluten Anderung um Az ist

Az

’
T

die relative Anderung von y ist dann
Ay

Y
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Setzt man die relativen Anderungen zueinander ins Verhaltnis und geht zu einer
infinitesimalen Anderung dx von z Uber, so definiert man:

Definition 4.3.1 ((Punkt-)Elastizitat) Sei f : I — R differenzierbar in 2y €

I, f(zo) #0.

cpaton) = T/ o) = LW a0

heil3t Elastizitét von f beziglich z im Punkt z,. Se ist dimensionslos, d.h. tragt
keine Maleinheit.

Beispiel: Die Nachfrage nach einer Ware NV, gemessen in kg, hangt vom Preis p,
gemessen in DM, ab. Esgilt
N (p) = —40p + 560 fur p € [0, 14].
Damit ist
N N'(p) B —40
Ne = NP T Za0p + 5607

Definition 4.3.2 Eine Funktion f(z) heil3t an der Selle 2y € D(f) elastisch,
wenn |e 7, (xo)| > 1 ist. Se heil’dt unelastisch fur |e s, (zo)| < 1.

Firp = 10 DM ist ey, = —0.25, d.h. eine Zunahme des Preises um 1% ergibt
eine Abnahme der Nachfrage um i%. Sieist damit geringer, a's die Preisanderung.
Die Nachfrage ist unelastisch.

Firp = 13,50 DM ist e, = —2, d.h. eine Zunahme des Preises um 1% ergibt
eine Abnahme der Nachfrage um 2%. Sie ist damit grofer, als die Preisanderung.
Die Nachfrage ist elastisch.

Fiurp = 13 DM ist en, = —1, d.h. eine Zunahme des Preises um 1% ergibt eine

Abnahme der Nachfrage um 1%. Sie ist damit genauso grof3, wie die Preisande-
rung.

Powerpoint
33

4.3.1 Aufgaben

Aufgabe 4.18 : Der Gewinn G(p) beim Verkauf einer Ware hangt vom Preis p ab.
Esist G(p) = —1p3 + 4p? und p € (0, 8).
1. Bestimmen Sieeg ,(po)-

2. Um wieviel Prozent andert sich der Gewinn naherungsweise, wenn sich der
Preisvon 4 DM um 2% erhoht?

3. Fur welche Preiseist der Gewinn elastisch, fur welche unelastisch?

Aufgabe 4.19 : Zeigen Sie, dass fur eine Potenzfunktion f(x) = ¢ - 2 die Elasti-
zitét fur alle z konstant ist.
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4.4 Newtonverfahren

y

X3 T2 Xy

ta(x) t1(z)
Abbildung 4.6: Das Newtonverfahren

Das Newtonverfahren ist ein iteratives Naherungsverfahren zur Bestimmung der
reellen Nullstellen von Funktionen, bei dem ausgehend von einer ungefahren
Losung z; der Gleichung f(z) = 0 eine bessere gefunden wird:

1. Setzen =1.

2. Die Gleichung der Tangente an f(z) in x, wird aufgestellt:
tn(z) = f(z0) + f'(@0) (2 — 24).

3. Der Schnittpunkt xz,, 41 von ¢, (z) mit der z-Achse ist eine bessere Annahe-
rung an die gesuchte Nullstelle als z;,:

Tp+1 = Tn — f’(IL" )
n

4. Wenn die gewiinschte Stellenzahl der Nullstelle erreicht ist, Ende des Ver-
fahrens, ansonsten n < n + 1 und weiter bei 2.
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Beispiel: Gesucht eine Nullstelle von f(z) = 2% — 2.
1. Suche nach einer Naherungsldsung mittels Wertetabelle:

| o] 12

fla) | 2| -1]2

daraus als Startwert 1 = 1.5.

2. Aufstellen der Iterationsvorschrift:

f(mn) :E% —2 Tn 1
X = X, — = X, — —_ —
ntl " f'(zn) n 2z, 2 Tn
3. Anwenden der lterationsvorschrift:
w2 | s | 4 |

Tn

1.5 ‘ 1.417 ‘ 1.414216 ‘ 1.414213562 ‘ 1.414213562

Bereits nach 4 Iterationsschritten ist 9-stellige Genauigkeit erreicht.

Beispiel: Bei ungeschickter Wahl des Startwertes kann das Newtonverfahren ver-
sagen und wie in folgendem Fall in einen Zyklus geraten. Fir f(z) = 52 — x
erhdlt man as Iterationsvorschrift

1023
1522 — 1’
und mit dem Startwert zp = 0.2 erchdt manz; = —0.2, 20 = 0.2, ...

ITp+1 =

Das Newtonverfahren konvergiert sehr rasch, sofern man nahe genug an der Nullstelle
startet. Esist stabil gegen Rundungsfehler.

44.1 Aufgaben

Aufgabe 4.20 : Bestimmen Sie mit dem Newtonschen Naherungsverfahren eine
Losung der Gleichung fir ¢

E-(1+q+¢+¢%) =K, k=1000, K =4506;

auf drei Nachkommastellen genau. (Das beantwortet die Frage, wie hoch der Zins-
satz sein muss, damit jemand, der jedes Jahr am 1.1. 1000€ auf sein Sparkonto
einzahlt, am 1.1. des vierten Jahres Uber 4506 € verfugen kann.)

Aufgabe 4.21 : Fir eine Zahl ¢ > 0ist s = 1/ Nullstelle der Funktion f(z) =
1/, — c. Stellen Sie die Iterationsformeln firr das Newtonverfahren zur Berechnung
von s = /¢ auf. Was fallt Ihnen bei diesen Formeln auf?

Aufgabe 4.22 : Starten Sie das Newtonverfahren fur 22 — 48z + 30 mit z; = —3,
was passiert?
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y
15

y =513 —x

0.0

| | | X
0.4_Q.52\3\FK 0.2 o.

-0.1
-0. 15

Abbildung 4.7: Das Newtonverfahren gerét fiir v, = —1 in einen Zyklus
4.5 |I'Hospital’sche Regel?

Die Regel von I'Hospital ermoglicht die Berechnung von unbestimmten Aus-
driicken folgender Art:

0 oo
-, —,00—00, 000, ....
0" oo
Dabei werden ale Ausdriicke auf die Behandlung von% oder 22 zurtickgefuhrt.

Satz 4.5.1 Seen f,g : A — R zwei differenzierbare Funktionen. Fir eéina € A
gelte

g(z)#£0furz~a, z#a

und
f(a) =g(a) =0, oder f(a) = g(a) = <.

Dann gilt
=) )
@)~ 2% o)

)

wenn einer der beiden Grenzwerte existiert. Ist einer der beiden Grenzwerte = oo,
dann auch der andere.

2gesprochen: , lopital®
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Beweis: (nur fur den Fall f(a) = g(a) = 0) Sei ¢ eine beliebige infinitesimale
Zahl, dr = 6/2,und z = a + dz. Dannist

fle+dz) — f(z) [z +dz)

fl(zx) dz . dr  _fletdz)  fla+9)
g'(x) — g(x+d§)—g(w) - g(wj dr)  g(z+dzr) gla+0)’

denn wegen der Stetigkeit von f und g ist f(z) ~ 0 ~ g(z).m
Bemerkung: Die Aussage des Satzes gilt auch noch fur a = oc.

Fir von % bzw. % verschiedene Ausdriicke sind diese zunachst nach einem der
folgendem Muster umzuformen:

Typ Funktion | wird umgeformt zu

o0 — oo | f(x) — g(=) In (S;E:;)

1/g(z) —1/f(=
00 — oo | f(z) —g(x) 1//gg((:16))'1//ff((35))

000 | f)ole) e
0, o0 | flape | e

Der umgeformte Ausdruck ist dann von der Gestalt% bzw. 52 oder in einen solchen
nach einem anderen Eintrag umformbar.

Beispiele: Gesucht ist

lim L(l i x)
z—0 xT
Satz 4.5.1 liefert
hmM:limMZEZL
r—0 x z—0 1

Die Regel von I"Hospital darf auch mehrfach angewendet werden:

et —e Tt - 22 Lo t+e =2 .ot —e " . ef e ®
lim —— = lim — 5 = lim —— = lim
z—0 :E3 z—0 3x x—0 61 x—0 6

1

3

Die Wachstumsei genschaften des L ogarithmus lassen sich auch mit I’ Hospital zei-
gen:
Inx 1

Iim — = lim =lim — =0
T—00 I z—00 1 T—00 I

1
z
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Die Verwendung der Tabelle ist im folgenden Fall notig:

lim 2% = lim exlnx — 61im$_,0:vlnac
z—0 z—0

wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion,

1 1
limzlnx = limﬂ = irni = lim —x =0,
x—0 x—0 l/x z—0 —1/.%‘2 r—0
also
limz® =€’ =1
r—0

45.1 Aufgaben

Aufgabe 4.23 . Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von I’ Hospital

2l 3zt — 622 + 3
im-——
-1 423 — 622 + 2
T -z _9
b) lim e te —2
z—0 z — In(z + 1)
m_1
c) lim z , m,néeN
=1 " — 1
Q) lim In(1 + 4x)
z—0 X
e) lim —

z—=0e® — 1

f) lim (In(1 — vz) — In(1 — z))

rz—1

4.6 Taylorpolynome

Das Newtonverfahren zeigte, dass man eine differenzierbare Funktion f(x) sinn-
voll in der Nahe einer Stelle xy durch ein lineares Polynom

f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — o) =: Ti(z)
approximieren kann, das erste Taylorpolynom. Eine Verallgemeinerung sind die
Definition 4.6.1 (Taylorpolynome) Sei f(x) eine in xy n-mal differenzierbare
Funktion. Dann gibt es genau ein Polynom 7;, () mit deg(7},,) = n und den Ei-

genschaften®
FE (z0) = TV (29), 0<k <n.

350 () steht fir f(z)
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Es hat die Gestalt
Ty (x) =
k=0

%f(k)(ﬁﬁo) -z — z0)F.

Beispiel: Essoll T;(x) berechnet werden fir f(z) = Inz und an der Stellexy = 1:

k| f® (@) | f®)(m) = F®I(1)
0 Inz 0
1| z7! 1
2| —x72 -1
3| 2273 2
4| -6z 4 —6
51| 24z° 24
Damit wird
0 1 -1 2
T5(:17) == @ + ﬁ(fl? — 1) + 7((17 — 1)2 + 5(33 - 1)3
—6 24
+ ?(33 — 1)+ a(a: —1)°
B (z—1)?% (z-13 (z—1)* (z—-1)°
= (z—-1) 5 + 3 1 + 3 .

Man erkennt, dass fr diese Funktion allgemein

_ ~ 1 ($ — 1)k
To(a) = -0

gilt.
Satz 4.6.2 Wenn T, (z) das Taylorpolynom n-ter Ordnung zu f(z) an der Selle
x ist, dann gilt
f(z) = Tn(7) + Rpt1(w),

Dabei steht R, 1 () fur die Abweichung des Taylorpolynoms vom wahren Funk-
tionswert und heifét Restglied der Ordnung n + 1:

1
(n+1)!

mit einem bestimmten — wohldefinierten, aber i.a. unbekannten —

[z, x0] fUr x < z¢
A .
[o, z] fUr z >z

Rpi1(z) = FD ) - (@ = o)™,
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Beispiel (Fortsetzung):

(z—1? (@-1)° (36—1)4+(:16—1)5

Inz=(x—1)— 5 + s T2 3 + Rg(x),

daraus folgt mit z = 2

11 1 1
I2=1-3+5—7+z+Rs2),
1 (6) 6 1 .

Einsetzen des groftmdglichen und des kleinstmdglichen Wertes von z in R;(2)
ergibt

1 1
S R(2) > —-.
384_R6()_ 6
Folglich ist
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
> >1— -4+ - __ 1 -_=
l=9t3- 15 g2z l-5+3-1+5 ¢

0.78073 > In2 > 0.61667.

Das ist nicht sehr beeindruckend. Falls Sie einmal einen Logarithmus In a brauchen
und nur einen einfachen Taschenrechner mit Wurzelfunktion zur Hand haben, hilft
folgender Trick:

1. Ziehen Sieso oft dieWurzel ausa, bissieeinenWerth = 1/+/- - - \/a erhalten
haben, der zwischen 0.99 und 1.01 liegt,

2. merken Sie sich die Anzahl n gezogener Wurzeln,
3. berechnen Semitc=b—-1

Das Ergebnisist auf ca. 4 Dezimalstellen genau. Man erhdt so fira = 2 mitn =7
statt In 2 = 0.693147818 den Wert 0.693140378 .

In der folgenden Abbildung sind zum Vergleich die ersten 5 Taylorpolynome zu
f(z) = Inz dargestellt.
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y
0.1,

0. 05 |

-0.05 |

Ty(x) —Inx

-0.1"

Abbildung 4.8: Abweichungen der Taylorpolynome vom L ogarithmus

4.6.1 Aufgaben
Aufgabe 4.24 : Das Polynom p(z) = z* — 3z° + 2z — 1 soll in der Gestalt
4 .
plx) = ai(z —3)'
=0

geschrieben werden. Bestimmen Sie die Koeffizienten ay, a1, . . . , a4.

Aufgabe 4.25: Stellen Siefur f(z) = /= das zweite Taylorpolynom 75 (z) auf
fur zy = 1, und fuhren Sie eine Restgliedabschatzung fir f(2) durch.

Aufgabe 4.26 . Begrunden Sie das Verfahren zur Berechnung von Logarithmen
auf Seite 82.
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4.7 Differenzialrechnung mehrerer Veranderlicher

Dieses Kapitel behandelt Funktionen f : A — R mit A C R*, wobei
R :=Rx-.--xR.
~————
n—mal

Wir beschranken unsauf n =2, A C R x R und schreiben

fA=R (z,y)— 2= f(z,y) e R

Abbildung 4.9: Graph einer Funktion zweier Veranderlicher

Abb. 4.9 zeigt den Graphen einer solchen Funktion als Flache Uber der z-y-Ebene.

Fir jedes feste i1y € R erhdt man aus f eine Funktion einer Veranderlichen = —
f(z,yp), analog fur festes zy € R ebenso y — f(zg,y). Wenn diese Funktionen
differenzierbar sind, dann definiert man

Definition 4.7.1 Fur eine Funktion zweier Veranderlicher z = f(z,y) sind die
partiellen Ableitungen an der Selle (xg, yo) definiert durch

0z <f($0+d96,y0) —f($0,y0)>
st

8_$($0’ Yyo) = I und
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%(xo Yo) = <f(960,y0 +dy) — f($0,y0)>
oy ' dy o

sofern diese Standardteile existieren und von dx bzw. dy unabhangig sind.

Schreibwei sen:
0: _0I _
or  or 7
0z _0f _
gy oy 7
Hohere partielle Ableitungen werden analog definiert:
0% f 0 o (0
92 %(fx) = 9z (@f) ;
0’ f 0 o (0
usw, und geschrieben
0’ f 0% f 0’ f 0% f
W—fmma 89583/ —fzya m—fyma a—yQ—fyy-
Beispiel:
flzy) = 2% +5zy> — 6y
fo = 2u+5y°
fy = 15zy°—6
fmm = 2
fzy = 151/2
fym = 15y2
fyy = 30zy

Satz 4.7.2 Wenn die partiellen Ableitungen f, und f,, beide stetig sind, dann gilt
fzy = fyz
Die Funktion

3
ijj_ ” far (z,y) # (0,0)

0 fur (z,y) = (0,0)

z:f(a:,y) =
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Abbildung 4.10: Beispiel fiir unstetiges f,

hat die Ableitungen

a3 (2 — a2 2(352 1 g2

beidein (0,0) stetig erganzbar durch O und differenzierbar. Man erhalt aber

RO =y = o) ==L
fy(z,0) =0 = fyu(z,0) =0,
folglich
1= fmy(oao) 7é fym(oao) = 0.
In der Tat ist auRBerhalb (0, 0)
—y2(3x4 o 6m2y2 o y4)
(ZIZ2 +y2)3 )

fxy(iEaQ) = fyx(xay) =
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und diese Funktion ist im Nullpunkt unstetig. Abb.4.10 gibt eine Anschauung von
der komplizierten Unstetigkeit.

Op y =5~

Y 1‘2 +y2

2 1 0 1
y

Abbildung 4.11: Graph von f,,,

Satz4.7.3 1. Eine notwendige Bedingung fur ein lokales Extremum einer
Funktion z = f(z,y) an der Selle (x, o) ist

fe(w0,90) = fy(20,y0) = 0.

2. Wenn die notwendige Bedingung fur ein Extremum erflllt ist, dann ist eine
hinreichende Bedingung fur ein Extremum

(f:l::l:,fyy - fﬂ%y)(xmyO) > 0.
Weiter gilt dann:
fao(zo,0) <0 = £ hat einlokales Maximumin (zo, yo),

foz(xo,y0) >0 = f hat einlokales Minimumin (zy, yo).

3. Wenn die notwendige Bedingung fur ein Extremum erflllt ist, und weiterhin
gilt
(f(l?.’l:fyy - f:l%y) (1705 yO) < 05
dann liegt ein Sattelpunkt vor.

Mathematica
Satz4.7.3
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Esist nicht leicht, notwendige und hinreichende Bedingungen fur Extremstellen an-
zugeben. Insbesondere muss offenbleiben, wie der Fall (foz fyy — f2,)(z0,y0) = 0
zu behandeln ist.

Ein Beispiel fur einen Sattelpunkt zeigt die Abb. 4.12:

Abbildung 4.12: Sattelpunkt der Funktionz = x2 — 3>

Hier ist
far: = 2xafy = —2% faf:(oao) = fy(0,0) = 01
aber esliegt offenbar kein Extremum vor.

Beispiel: Extremstellen der Funktion z = 23 — 3z + 3 — 12y
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Partielle Ableitungen:
fe=322-3,  f,=3y*—12,
daraus die notwendige Bedingung
372 =3, 3y =12,
— g, ==+, Yo = +2.
Prifung der hinreichenden Bedingung:
fow =62, foy =0, fyy =6y,

fxxfyy - fa%y = 36xy.
Fur die 4 moglichen Punkte erhalt man:

Punkt | foefyy — fay frz Ergebnis
(1,2) | 72 >0 | 6 >0|Minimum
(1,-2) | =72 <0 Sattelpunkt
(-1,2) | =72 <0 Sattelpunkt

(-1,-2)| 72 >0 | -6 <0 |Maximum

Die Abb. 4.13 verdeutlicht die Situation.

4.7.1 Aufgaben

Aufgabe 4.27 . Berechnen Sie die partiellen Ableitungen f;, fy, fzz, foy, fyy TUr
die Funktion

2 2
fwy) =@ F Y )y,
Bestimmen Sie die lokalen Extremavon f(x).
Aufgabe 4.28 : Bestimmen Sie die relativen Extremavon
f(z,y) = 223 + 4oy — 2% + 5.

4.7.2 Anwendungen

partielle Elastizitdten werden analog zu den Elastizitaten bei einer Veranderli-
chen definiert. Beispielsweise kann die Nachfrage nach einem Produkt auf3er vom
Produktpreis noch vom Preis alternativer Produkte abhangen. Fir die Nachfrage
nach Produkt z;, 1 < i < n, sei die Nachfragefunktion

Ni(pla e apn)a
wobei p; fur den Preis von Produkt z; steht. Man erhalt dann die



Preisdlastizitat von Produkt z;

Kreuzpreiselastizitaten

Im Gegensatz zu den Preiselastizitaten sind Kreuzpreiselastizitaten meist positiv
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Produktionsfunktionen beschreiben die Produktion einer Produktionsanlage in
Abhangigkeit von eingesetzten Faktoren:

f(?"l, e ,’I"n).
Die partielle Ableitung 2—7{ heil3 Grenzprodukt des i-ten Faktors. Aus dkonomi-
schen Griinden gilt '
1
af
- >
or; — 0
und ab einem bestimmten Faktoreinsatz r;
2.
0’ f
8—7’7:2 <0
(Ertragsgesetz).

Eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion hat die Gestalt

flri,..oor) =c-r{*t-ooorgm,

mit positiven Konstanten ¢, «; ..., ;. Sie hat glinstige Eigenschaften:
1. fist homogenvom Grad o = oy + ... + ay, d.h.
FOrL, o Arn) = A (r, ..o r);

2. die Grenzproduktivitét des i-ten Faktors ist immer das o;-fache seiner
Durchschnittsproduktivitét:

3. jede Faktorelastizitat ist konstant:
o Ofri _
orm f "
Ist insbesondere oy + ... + o, = 1, o gilt

FOry, o Ar) = Af(re,...om),

d.h. wenn man den Einsatz aler Faktoren im gleichen Mal3e erhoht (z.B. um 10%),
dann erhoht sich auch die Produktion im gleichen Mal3e (um 10%). Diesist einer-
seits eine sehr plausible Eigenschaft, widerspricht aber andererseits dem Ertrags-
gesetz.
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4.7.3 Aufgaben

Aufgabe 4.29: Zeigen Sie, dass eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion die be-
haupteten Eigenschaften hat.

Aufgabe 4.30 : Ein Unternehmen produziert aus zwei substituierbaren Faktoren x
und y ein Produkt. Die Produktionsfunktion ist

fa,y) =22y, 2,y > 0.

Die Kosten fir den Faktoreinsatz berechnen sich nach der Kostenfunktion
K (z,y) = 20z + 5y. Es sollen 64 Mengeneinheiten des Produktes hergestel It wer-
den. Welche Mengen der Faktoren miissen eingesetzt werden, damit die Kosten
minimal werden?

Wie grol3 sind im Kostenminimum die Grenzproduktivitdten der Faktoren? Die
Durchschnittsproduktivitaten?



Kapitel 5

Lineare Algebra

5.1 Matrizen und Vektoren

Matrizen sind mit Tabellen eng verwandt. Tabellen sind ein wichtiges Hilfsmittel,
um okonomische Sachverhalte in kompakter Form auszudriicken.

Beispiel:

1. 2 Maschinen M; und M, stellen 3 Produkte P, P, P3; her. Die Bearbei-
tungszeiten (in ZE, z.B. Std.) von Maschine M; (¢ = 1, 2) fur eine Mengen-
einheit (ME, z.B. Liter, Stiick) von Produkt P; (j = 1,2,3) lassen sich in
einer Tabelle darstellen.

Diesist eine Kurzform fur:

Die Bearbeitungszeit von M, fur eine ME von P, betragt 2 ZE.
Die Bearbeitungszeit von M; fir eine ME von P, betragt 3 ZE.

Die Bearbeitungszeit von M, fur eine ME von P betragt 1 ZE.

2. Ein Wirtschaftsgut soll von Absendeorten A;, Ay, A3 zu Empfangsorten
E1, Es transportiert werden. Die Kosten (in GE, z.B. DM) fr den Transport
einer ME des Gutesvon A4; (: = 1,2,3) nach E; (j = 1,2) seien gegeben
durch

93
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E, B
A | 5 4
Ay | 3 6
Az | 2 2

Diesist eine Kurzform fur:

Die Transportkosten einer ME des Wirtschaftsgutes A; nach E;
betragen 5 GE.
Die Transportkosten einer ME des Wirtschaftsgutes A; nach Fs
betragen 4 GE.

Die Transportkosten einer ME des Wirtschaftsgutes A; nach E»
betragen 2 GE.

Definition 5.1.1 1. Einrechteckiges Zahlenschema (aus reellen Zahlen)

ail aip - Q1n
a1 a2 - a2n,
A= : .
am1 Am2 *°° Oamp

heif3t Matrix vom Typ m x n.

Diea;; € R heif’®en Elemente (Komponenten) der Matrix.
Senkrecht untereinander stehende Elemente der Matrix

alj

G,Qj

anj

heif3en Spalte und j Spaltenindex.
Waagerecht nebeneinander stehende Elemente der Matrix

Aj1Q42 * - Qi
heilRen Zeile und 7 heil Zeilenindex.
Andere Schreibweisen fur A sind:

A= A(m,n) = (al])(m,n) = (aij)a i=1...,m;j=1,...,n.

m = Zeilenzahl, n = Spaltenzahl.
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2. Zwei Matrizen A = (a;;)(m, n,) UNd B = (bk1) (m.,n.) hEilRen gleich, wenn
sievom selben Typ sind, d.h. m; = mg, n1 = ne, und wenn a;; = b;;, @ =
1,...,m1; j: 1,...,’)’1,1.

Beispiel:

1. Matrix der Bearbeitungszeiten

P P, P
. M, (2 3 5
2 x 3 Matrix M2<6 9 1)
2. Matrix der Transportkosten
E, FE,
A1 /b 4
3x2Matrix As| 3 6
Az \ 2 2
Vektoren sind spezielle Matrizen:
a1l
a
Definition 5.1.2 1. Eine (m x 1)-Matrix A = 21: heil%t Spaltenvektor.
am1

2. Eine(1 x n)-Matrix B = (b11, b12,. .., b1,) heildt Zeilenvektor.
In beiden Fallen ist die doppelte Indizierung Uberfliissig. Man schreibt

aj
i=|
Gm,

g:(bla"'abn)

fur einen Spaltenvektor, und

fur einen Zeilenvektor.

Beispiel:
1. DieBearbeitungszeiten der Maschinen M; und M, fir eine ME des Produk-
tes P, lassen sich als Spaltenvektor @ = (2) schreiben.
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2. Dievon M, bendtigten Arbeitszeiten fur je eine ME von P, P,, P3 lassen
sich als Zeilenvektor b = (2, 3, 5) schreiben.

Bemerkung:

e Ein Zeilenvektor b = (by, ..., b,) ist ein Element des

R'=RxRx...xR={(z1,...,2,) |z €ER, i =1,...,n}

-~

n—mal
ai
e Ein Spaltenvektor @ = . | 183t sich auffassen a's ein Element des R™,
am
indem man @ mit (a4, ... ,a,,) identifiziert.

Haufig unterscheidet man nicht zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren und
spricht einfach von einem Vektor.

Geometrisch:
8_
7 7 T
7 | 7 |
6+-——-——-——-—--—- 6 _ e |
5 | 57 - -7 |
| |
4_ | 4_ I 6
: |1 5:
3 | 37 L
2 - ' 2 }———/—J
| 2' 7
_ I _| I s
1 | 1 7 | /,/
O I I I ] O I {’ I I
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
@=(2,6) b=(2,3,5)

Fur Vektoren lassen sich eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen
definieren.

Definition 5.1.3 Seien & = (x1,...,x,) und ¥ = (y1,...,y,) Vektoren aus R”
und A € R.

Die Vektoraddition ( Subtraktion) ist definiert durch
TEy= (21, ...,2n) = W1,y yn) == (1 £ Y1, .-, T £ Yn),
Die Skalarmultiplikation mit dem Skalar A durch

ANZ=X (21, .,zp) = (A1, A xp).
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Bemerkungen:

e Bei der Vektoraddition missen sowohl # as auch i aus R* sein.

e Die Vektoraddition und die Skalarmultiplikation werden zurtickgefihrt auf
die Operationen + und - in R.

e [R"™ mit den Operationen + und - heil3t Vektorraum.

Beispiel:
1
= (2,3 42)6]R4 A =2
7 = (~1,1,-5,2) € R,
T4y = (—13+14 5,24 2) = (1,4,—1,4),
f—gj = ( ( ) 14 ( 5)72_2):(3727970)7
M o= 2(2,3,4,2) =(2-2,2-3,2-4,2-2) = (4,6,8,4).
2.
T (1,3), 7=1(-2,2), A=—
r+y = (1_2a3+2):(_155)a
A\ = (—2,-6)
8_
i+y 67
z
g 2
l l l l l |
—4 -3 —2 -1 1 2
—9
—4
AT —6 -
_8_

Z + ¢ ist der Vektor, der sich ergibt, wenn ¢ durch Parallelverschiebung an die
Spitze von ¥ gesetzt wird.

AT ist der Vektor der Lange || - |Z] und der gleichen Richtung fir A > 0, und der
entgegengesetzten fur A < 0. |#| bezeichnet dabei die Lange des Vektors Z.
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Satz5.1.4 Sdenz, i, 7 € R*, A\, u € R. Dann gilt

3 T+y=y+a Kommutativgesetz

b) (F+9)+Z7=%+ (j+7) N

C) A-p) - =X (p-2) Assoziativgesetze
d A+wp)-Z=X-F+pu-2

O N(F+P=AT+A7 Distributivgesetze

Beispiel: 7 = (1,2), ¥ = (—1,1), Z=(0,2); A=5, pu = 2.
1. Assoziativgesetz:
Z+9)+2 = [(1,2) +(-1,1)] +(0,2) = (0,3) + (0,2) = (0,5)
Z+(G+2) = (1,2)+[(-1,1)+(0,2)] =(1,2) + (—1,3) = (0,5)

2. Distributivgesetz:

A+p)-& = 7-2=(7,14)
NF+p-@ o= 5-(1,2) +2-(1,2) = (5,10) + (2,4) = (7, 14)

Fur Beispiel 5.1 auf Seite 93 gilt:
by = (2,3,5) gibt die Bearbeitungszeiten von M, fir die Herstellung einer ME

von Py, P, P3an,
by = (6,2, 1) gibt die entsprechenden Bearbeitungszeiten von M an.

Die insgesamt bendtigten Bearbeitungszeiten von x; ME von Py, 2o ME von Py,
sowie 3 ME von P; betragen:

2r1 + 329 + a3 fur My,
6z + 220 + 1z fUr Mo,

Dieses Ergebnis &3t sich schreiben a's
P P P

My(203 5\ (U1 (221430, + Bay
My\6 2 1 ; 621 + 229 + 123
3
Definition 5.1.5
aiy o Qlp T a11r1+ 0 +a1pTn
Aml *°° Qmn Tn amiTi+ -+ +ampTn
~ —— ~ ~ .

(mxmn)— Matrix ERT ER™

n= Anzahl der = Anzahl der Zeilen
Spalten "
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n

§ :aljxj

j=1

: :
> amjj
j=1

Summation
Uber Spalten-
index

Beispiele:
1. Transportkosten:
E, Es

Ay 5 4 " 51 + 4o
Ay | 3 6 (;) = | 3z, + 6z
As\ 2 2 2 271 + 229

21 = Anzahl von ME des Wirtschaftsgutes, die von jedem Absendeort
Ay, Ay, Az nach E, transportiert werden.

xo = Anzahl von ME des Wirtschaftsgutes, die von jedem Absendeort
Ay, Ay, Az nach E, transportiert werden.

1-te Komponente des Ergebnisvektors. Kosten fur den Transport, die fir den
Absendeort A; anfallen (A, muss fur den Transport von z; ME nach E; und
9 ME nach E, insgesamt 3x; + 6x2 GE bezahlen).

2.
1 2 -1\ [(1-(-1)+2-2\ [3
3 4 2) \3-(-1)+4-2)  \5
3.
1 3 4
(2 0 1 nicht definiert
4
1 3 1
( 5 0 1 9 nicht definiert
3
4,
1 3 1 44+3-14+2-2 11
2 0 2 4+0-1+1-2 10
5.

1
(123) (2) =1-142-2+3-3=14
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Satz5.1.6 Sei A eine (m x n)-Matrix, Z, 5 € R*, XA € R. Esgilt

AZ+79) = AZ+ Ay
ANT) = MAD)

Die Eigenschaften aus Satz 5.1.6 werden unter der Bezeichnung Linearitat zusam-

mengefalit.
Beispiele:
12\ ., [1\ ., (-1 B
= 0) =) =) 2
1
S 0 2
i = a(0)- ()
weear = (3) ()= (0)
2.
o 1 2 2 2
a0 = (3 5) (0) = ()
o 1 2 1 1 2
o =235 ()-+(3)-()
Y1
Die Zuordnung AZ = ¢ = . | &3t sich as Abbildungsvorschrift interpretie-
ren: Ym

Eine (m x n)-Matrix definiert eine lineare Abbildung von R* — R™,

A:R" — R

n
> aijz;
=1

i .
> amj;
j=1

Es gilt auch umgekehrt: jede lineare Abbildung ist durch eine Matrix beschreibar.
Beispiele zu linearen Abbildungen:
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1. Die Abbildung A : R?> — R, (z,y) — (y,2z,y) soll mit einer Matrix A
asA: R? — R? geschrieben werden.

() () asoa (%)= At

)
und A ist eine (3 x 2)-Matrix:

ail
a1 = =
asi
ail

(a21 A(0,1) = (101);
asi

6y o

2. Istdie Abbildung A : R? — R3, (z,9) — (2y,y, ), linear?
Nein, ein Ansatz wie oben scheitert:

N

(1,0) = (020),

_ O = \_/
||
A
\_/
I

E6-()()

Genauso wie fur Abbildungen f, ¢ : R — R definiert man:
Definition 5.1.7 Seien A, B (m x n)-Matrizenund X € R.
1L (A A)Z:=\A-7)furVE e R,
2. —A:=(-1)-A,

3. (A+B)f:=A-7+B-1.

Satz5.1.8 Seien A = (aij)(m,n)a B = (bz])(m,n) (m X n)-Matrizen und A € R,
dann gilt
1

M = (Aaij)(m’n)
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2.
A+ B= (aij + bij)(m,n)
Beispiele:
2 1 0 121
A= (1 4 3>’B_<3 0 7>’A__1’
2 1 0 -2 —1 0
M= (_1)'<1 4 3)‘(—1 —4 —3)
3 0 1 2 1\ [(2+1 1+2 0+1
AvB = 3>+(3 0 7>_<1+3 440 3+7>

oy (1 2 1\_ (2-1 1-2 0-1
3 30 7) \1-3 4-0 3-7

Auch die Hintereinanderschaltung (Verkettung) von Matrizen |&f3t sich definieren:
Sei A:R" — R™ eine (m x n)-Matrix und B : R¥ — R” eine (n x k)-Matrix.
Die Hintereinanderschaltung von A und B ist dann eine Abbildung von B nach
R™:

AoB: R Zy g A, gm
A o B &l sich wieder alseine (m x k)-Matrix schreiben. Es gilt
Satz 5.1.9 Seien A = (aij) (m,n) UNd B = (bij)(nk) Matrizen. Dannist Ao B eine
(m X k)-Matrix (Cij)(m,k) mit

b1 n

cij:(ail...am) :Zailblj,iZl,...,m,jZI,...,k.
=1

bn

Man bezeichnet Ao B auch als Produkt (Multiplikation) von A und B und schreibt
dafur A - B.

Beispiele:

2 1 9 3 2-24+1-1 2-3+1-4 5 10
0 1 (1 4> = 0-2+1-1 0-34+1-4) =11 4
0 1 0-2+1-1 0-3+1-4 1 4

2 1
(2 3) 0 1] = nicht definiert!
0 1
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(3 %)
(3 w)

1 2 1 2 _ 1-1+2-3 1-2+42-4
0 1 3 4 N 0-1+1-3 0-24+1-4
1 2 1 2 _ 1-1+2-0 1-2+2-1
3 4 0 1 N 3:-1+4-0 3-244-1

d.h.imallgemeinenist A- B # B - A.

() ()=o)

d.h. esist moglich, dass A # 0 und B # 0 ist und dennoch A - B = 0.

Satz5.1.10 1. Sden A, B, C Matrizen gleichen Typs, A, 1 € R. Dann gilt

a) A+B=B+A Kommutativgesetz
b) (A+B)+C=A+(B+C0C)

C) Aep)-A=X-(u-A) } Assoziativgesetze

d) A+p)-A=X-A+p-A

€) A-(A+B)=X-A+)-B } Distributivgesetze

2. Sden A, B, C vertragliche Matrizen, d.h. nachfolgende Summen und Pro-
dukte seien definiert, so gilt
b) (AB)C = A(BC)
O AAB)= (AM)B = A(\B) [ 1Ssoaalivgescize
d AB+C)=AB+ AC
& (A+B)C = AC + BC Distributivgesetze
Das Kommutativgesetz gilt fur die Matrizenmultiplikation nicht!

Beispiele:

N W

S NN
N——

N W

S NN
N——
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(3 4 4
— \7 8 10

(21 14
— \47 30

5.1.1 Aufgaben

Aufgabe5.1: Seien@ = (1,2), b = (4,3) Vektoren aus R?. Berechnen Sie und
ermitteln Sie graphisch:
@+b, @a—b, 2d—b.

Aufgabe5.2: Sei @ = (1,2,0) undb = (0,0,1). Bestimmen Sie # € R® 50, dass
24 4+ d = —3b.

Aufgabe 5.3 : Berechnen Sie fiir folgende Vektoren und Matrizen

—1 2
= 2 7g: ]' ?
3 2
2 3 4 01 0 2 1
A(l 2 3>,B(1 1 1>,C(0 2)
1 4 2 -1 0 2 1 2

1. AZ, BZ, A7 — 2B, (A - 2B)T, A(2T) + A, A(2% + 7)

81

2 A-C,B-C,A-C+B-C, (A+B)-C
Aufgabe 5.4 : Ein Produktionsprozess setze sich aus zwei Stufen zusammen:

1. Stufe: Rohstoffe R; (¢ = 1,2,3) werden zu Zwischenprodukten Z; (j =
1,2) verarbeitet.

2. Stufe: Aus den Zwischenprodukten Z; werden Endprodukte P, (K =
1,2,3,4) gewonnen.

Die bendtigten Mengeneinheiten (ME) von R; zur Herstellung einer ME von 7,
und die bendtigten ME von Z; zur Herstellung einer ME von B, gehen aus den
folgenden Tabellen hervor:
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Stufel | 77 | 2
Stufe2 | P | P P | Py

Ry 2| 4
Z 4 | 2| 3] 5

Ry 6 | 5
Zo 6|4 ]| 2| 4

Rs 3| 2

Ermitteln Siedie Matrix, die angibt, wieviele ME von R; zur Herstellung einer ME
von P, bendtigt werden.

Aufgabe 5.5: In einem Produktionsprozess werden 3 Rohstoffe R, zu 3 Endpro-
dukten P; verarbeitet. Die bendtigten ME von R; zur Herstellung einer ME von P;
seien durch folgende Tabelle gegeben:

P | PP
Ri|3|6]3
Ry| 2| 4] -
Ry| 1] 1]3

Wel che Rohstoffmengen werden insgesamt bendtigt, um 1 ME von B, 2 ME von
P, und 3 ME von P; herzustellen?

Aufgabe 5.6 : Aus 2 Rohstoffen R; (i = 1,2) werden 2 Zwischenprodukte Z;
(7 = 1,2) hergestellt, und aus diesen Halbfertigprodukte H;. (k = 1,2). Daraus
werden schliefdlich die Endprodukte F (I = 1, 2) gefertigt. Der Materialverbrauch
(in ME) pro ME der herzustellenden Zwischen-, Halbfertig- und Endprodukte sei
durch folgende Tabellen gegeben:

Stufel R; Rs Stufe2 77 7y Stufed3 H; Hy
A 2 1 H, - 2 Py 1 1
Zy - 3 H, 4 3 P 2 1

1. Welche Rohstoffmengen werden insgesamt bendtigt, um 20 ME von B und
30 ME von P, zu fertigen?

2. Welche Rohstoffmengen sind bereitzuhalten, wenn zusétzlich 2 ME von H
und 5 ME von H; als Lagerbestand produziert werden sollen?
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5.2 Spezielle Matrizen

Definition 5.2.1 Eine Matrix (a;j)(m,,) heiflt Nullmatrix, geschrieben 0, falls
Gjj = 0 V’L,]

Esgilt0+ A = A + 0 fur jede (m x n)-Matrix A.

Bemerkung: Esgibt Matrizen A, B # 0 mit A - B = 0, siehe Seite 103.

Definition 5.2.2 Eine Matrix, deren Zeilen- und Spaltenzahl gleich sind, heif3
quadratische Matrix.

Definition 5.2.3 Eine quadratische Matrix (a;;) n,,) mit

1furi=j
aij:
0fir i #

heif3 Einheitsmatrix, geschrieben E:

100 0 0
0100 0
L]0 0 1o 0
“lo o001 0
0000 1

FUr jede quadratische Ordnung gibt es eine eigene Einheitsmatrix, es werden aber
meistens alle gleich bezeichnet.

Esqgilt F- A= Abzw. A- E = Afir jede vertragliche Matrix A.
Beispiel:

1 0 0 alr a12 air a12 air a12
1 0

0 10 a1 ax | = | axn  ax = | an ax
0 1

0 0 1 azr  asz azr  aso azr  aso

Definition 5.2.4 Sei A eine quadratische Matrix. Eine Matrix B vom gleichen Typ
mit

A-B=B-A=F
heikt zu A inverse Matrix. Man schreibt B = A~!. Falls A~! existiert, heilt A
regulér oder invertierbar, sonst singular.
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Bemerkung: Eine inverse Matrix ist nur fUr quadratische Matrizen definiert. Aber
nicht alle quadratischen Matrizen sind regul ar!

1

2.

6.

Die Nullmatrix O ist nicht regul &r.

Sind A, B # 0 zwei Matrizen mit A - B = 0, dann ist keine von beiden
regular:

A-

A"Y(A-B
(A7 4)

Sy
|

0 =

A7l 0o=0,

= E-B=B =
= 0, Widerspruch .

bjbd\_/
o

Wird A a's Abbildung aufgefasst, soist A~ die Umkehrabbildung:

(Ao A2 = EZ = Zfur Vi

AZ = b 1} sich als lineares Gleichungssystem mit Unbekannten a; auffas-

sen.
<a11 a12 > (.%‘1 ) . <b1 ) a11T1 + a12r2=by
a a T by )’
2 e 2 2 a21%1 + a2T2=by

by

Alist invertierbar = fUr jede rechte Seite ( b
2

) gibt es eine Losung des
Gleichungssystems, namlich 7 = A~ 1b.

Die Inverse zu A ist eindeutig bestimmt, sofern sie existiert. Sei namlich X
neben A~! eine zweite Matrix mit X - A = A- X = E, dann gilt

X=X-E=XA-AYH=(X-AA'=E.-A1=4"1

Esgilt offensichtlich (A~!)~! = A.

5.2.1 Aufgaben

Aufgabe5.7 : Seien A, B regulare Matrizen gleichen Typsund ¢ € R\{0}. Zeigen

Sie

1
2.

(A-B)"'=pB7!.A"!
(cA)~' =1471
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Aufgabe 5.8: Seien A und B regulare Matrizen gleichen Typs. Zeigen Sie:
A-B=B-A=A"'".B7'=p7!1. 47!
Aufgabe 5.9 :

1. Schreiben Siedie linearen Abbildungen

R o R, A,y 2) = (z,y + 2)
R — R, B(z,y) = (y,27)

%

mit Matrizen A bzw. B, d.h. bestimmen Sie A und B so, dass

Alrg,2) = 4 (2) wa o)~ ()

z

gilt.
2. Zeigen Sie explizit

z

T
pedtens -5 3)

5.3 Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Definition 5.3.1 Seien  ay,do,...,a, Vektoren vom gleichen Typ, und
AiyeoosAp ER

L

n
= Aay + -+ Apay = Z)\lc_il
=1

heil% eine Linearkombination der \ektoren a;.

\ektoren a1, do, ..., d, vom gleichen Typ heil3en linear unabhangig, wenn die
Gleichung

> Nid; =0 (%)

i=1
nur durch Ay = Ao = --- = X\, = 0 erflllt wird. Lart sich die Gleichung () noch

mit anderen Werten fur die \; erfullen, so heif3en die Veektoren linear abhangig.

Beispiel: Seiend; = (2,1), @ = (1,2), d3 = (—3, —1) Vektoren aus R?. Dann
gilt

1. dy,ds,ds Sind linear abhangig
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2. dy,ds sind linear unabhangig
3. d1,as sind linear unabhangig
4. ds,d3 sind linear abhangig

ZuL: A (2, 1)+ A2 (1,2) + Ag(—1, —1) = (0,0) 138t sich exfillen mit g = —1 #

A3 = —1=d3 = \d1 + Xody =
201+ Ag+3=0 AN1+2X94+1=0
A+2X+1=0 A +2X+1=0

=3\ =0, A\ =0, Ay = —3
Zu2:A(2,1) + Xo(1,2) =0 =

2A1+ Ao=0 4N +2X0=0

A1+2X2=0 A1+2X2=0

— 30 =0, A\ =0, Ay =0

Definition 5.3.2 Eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren {a,...,d,} C
R" heif3 Basis des Viektorraums R .

Fur siegilt
{Z Aid; | N\ € R} =R"
i=1
Man sagt auch, die Basisvektoren a1, . . . , d@,, spannen den Raum R™ auf.
Die Standardbasis des R™ besteht aus den Einheitsvektoren
1 0 0
. 0 . 1 . 0
1= . y €2 = . y cee s Ep = : )
0 0 1
Offenbar ist
Ty
. x2 o
Z= | =mer + - F ey,
In
die Einheitsvektoren spannen also den R* auf, und sie sind auch linear unabhangig
A1 0
. A2 0
Z)\iei: . = . = A =X=...= )\, =0.
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Satz5.3.3 1. Jede Menge mit n linear unabhangigen Vektoren aus R* bildet
eine Basisdes R".

2. Jede Basis des IR besteht aus genau n Basisvektoren.

3. Die Darstellung eines Vektors aus R* als Linearkombination der Basisvek-
toren ist eindeutig.

Daraus ergibt sich eine Aussage Uber die Losungen von linearen Gleichungssyste-
men:

21+ z9=3

bedeutet (f) + 3 (;) _ <§>
T1+2x9=3

a1 a2

Da{d,d»} eine Basis von R? ist, gibt es genau eine Losung fir jede rechte Seite
des Gleichungssystems. (Man deutedie z; als \;.)

201+ 9+ x3=3
T1 +2x0 +2x3=3

|afkt sich schreiben als

2 n Ly _(3)\ 1
T 1) TR 2) T \3) T\ 2
Daher gibt es fur jedes x3 € R eine eindeutige Losung. Eine entsprechende Aus-

sage gilt flr x5, nicht aber flr z;.

5.3.1 Aufgaben

Aufgabe 5.10 : Fir welche Werte von  wird der Vektor ¢ = (1, —2,z) € R eine
Linearkombination der Vektoren @ = (3,0, —2) undb = (2,—1,—-5)?

Aufgabe5.11: Seien @, = (2,1) und @ = (1,2) Vektoren aus R?. Stellen Sie
(z1,z2) € R? asLinearkombination von @; und a, dar.

Aufgabe 5.12 : Im Vektorraum R? seien folgende Vektoren gegeben:
7= (6’ 2, _7)a a= (23 L, _3)a g: (33 2, _5)a c= (13 -1, 1)

1. Untersuchen Sie, ob A = {@,b, ¢} eine Basisist.
2. Stellen Sie 7 a's Linearkombination von 6,5, c dar.
3. Ist (A\ {@}) U {¥} eine Basisvon R*?
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5.4 Lineare Gleichungssysteme

Mit Hilfe von Matrizen lassen sich Gleichungssysteme kompakt aufschreiben.

Beispiel:
T1+ 32+ 23 =06 (1 1 1> o1 (6>
< 9 =
201 —To +x3 =3 2 -1 1 T3 3
Definition 5.4.1
a11x + a12X9 + -+ a1ny — b1
+ + + =
Am1T1 + Q2T + - + App Ty = by
bzw.
T b1
AZ=bmit A = (i), = | 1], 0=
Tn, bim

heildt lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen
x1,...,2I,. A heildt die Koeffizientenmatrix.

Sndalleb; =0, 1 = 1,...,m, d.h. b = 0, so heif}t das System homogen, an-
dernfalls inhomogen.

Satz 5.4.2 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b andert
sich nicht bei folgenden elementaren Zeilenumformungen:

1. \ertauschen zweier Zeilen
2. Multiplikation einer Zeilemit A € R\ {0}

3. Ersetzen einer Zeile durch die Summe oder Differenz aus dieser Zeile und
einer anderen Zeile

Beispiel:
r1 + dxo = 20
3(171 + T9o = 18
1 5120

hat die erweiterte Koeffizientenmatrix
3 118
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Elementare Zeilenumformungen fihren zur Losung des Gleichungssystems.

Lza [ 1 5120

15020\ gosm [ 1 5] 20\ 2
— =

3 1|18 0 —14|—42 0 1| 3

z1-5z72 [ 1 09
—
0 1(3

Dieresultierende erweiterte Koeffizientenmatrix steht fir das Gleichungssystem

121 +0-29=21=25
O-z14+1-29=29=3
mit der offensichtlichen Losung z; = 5, z9 = 3.

Auf gleichem Wege kann man die Inverse einer Matrix bestimmen. Sei dazu A z.B.
eine (3 x 3)-Matrix. Wenn man drei Vektoren Z, ¢/, 2 kennt mit

T U1 21
A=A I :gl, Ag:A Y2 = _'2, AZ=A z2 253,
T3 Y3 Z3
dann gilt
T Y1 21 1 0 0
A(f, g, 5) = A o Y2 22 = 0O 1 0 =F.
r3 Y3 23 0 0 1

Daraus ergibt sich das folgende Verfahren zur Bestimmung der Inversen einer Ma-
trix A:

1. Losedielinearen Gleichungsysteme Ax = ¢, Ay = e, AZ = é3.
2. A~ = (%,7, 7) gebildet aus den Losungen al's Spalten.

Dazu ist die Koeffizientenmatrix A wie folgt zu erweitern und durch Zeilenumfor-
mungen zu verandern;

N
—
l
(e
(e

Y2
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0 1 0 0~
A0 | — | 0 1 0=
1 0 0 1|z

Dies kann auch in einem Schritt geschehen:

1 0 0 1 0 0 1 Y1 2
A0 1T O [—]1 0 10|zt y1 2
0 01 00 1|z y1 =23

Fir andere Ordnungen der Matrix verfahrt man entsprechend.

Beispiel:

15010\ gogm (1 5| 1 0Y-Lz[15
— -
3 1|0 1 0 —14|-3 1 0 1

_ 1
Also ist fir A = (1 5) die Inverse A1 = < 11
14

1 /-1 )
14 3 —1)°

113

Definition 5.4.3 Die maximale Zahl linear unabhangiger Zeilen (bzw. Spalten) ei-
ner Matrix A hei3t Zeilenrang (bzw. Spaltenrang) von A und wird mit rg A

bezeichnet.

Bemerkung:

e Die Definition setzt offenbar voraus, dass Zeilenrang und Spaltenrang Uber-

einstimmen. Das |al} sich tatsachlich beweisen.

e Eine(n x n)-Matrix A istinvertiethar <= rgA =n

Satz 5.4.4 Sei A eine (m x n)-Matrix, und A, die erweiterte Koeffizientenmatrix

zum linearen Gleichungssystem AZ = b. Dann ist das Gleichungssystem

1. losbar < rg A =rg A,
2. eindeutig losbar <= rg A = rg A, = n (Spaltenzahl),
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3. eindeutig losbar fur beliebigesg ER" «— rgA=n=m.
Satz 5.4.5 Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems AZ = b

lant sich darstellen als Summe einer speziellen Losung 7, des inhomogenen Sy-
stems, und einer allgemeinen Losung i des homogenen Systems AZ = 0:

T=Zo+y
Beispiel:
31 + 229 = 12
—%331 - o = —6

Geometrisch handelt es sich um zwei identische Geraden. Durch Umformung der
erweiterten Koeffizientenmatrix erhalt man

4

0

3 2|12 1
—
3 1| -6 0

Eine spezielle Losung des inhomogenen Systemsiist also i) = (g)

S Wi

Das homogene System endet nach Umformungen mit

[

Wahlt man y, asfreien Parameter (y; ware genauso geeignet), so ist die allgemei-
ne Losung des homogenen Systems

2
o —3Y2
Y2

Setzt man A\ = —y», S0 erhdt man eine Form, die sich direkt aus der erweiterten
Koeffizientenmatrix ablesen |&3t:
AE R}

= (1)

Damit ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

4 2
i=2y+i= <0>+>\(_i>,>\eﬂ%

Satz 5.4.6 Sd A% = b ein lineares Gleichungssystem und rg A = k, k < m, n.
Dann gilt

o wiv

0 2
=1yt o =0
0 3
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1. A, laft sich durch elementare Zeilenumformungen und Vertauschungen von
Spalten auf folgende Gestalt bringen:

1 0 all,lc+1 all,n bll
0 1| @k ki A | B
D41
0 0 :
b
2. DasGleichungssystemist losbar <= b}, =... =0}, =0.

3. Die allgemeine Losung lautet (bis auf Vertauschungen von Koordinaten we-
gen der vorgenommenen Spaltenvertauschungen)

Beispiel:

bl
by
0
0
1
7
2 —1
1 0
1 -1
1 2

+ XM\

2:132

+ 2:132

all,k+1
’
Ok k+1
3
-1
0
> n—k
0 Y,
2:E3 —
+ T3
+ ry —
r3 -+
1
Z2+ 71 0
=
-1
0

o N
Ty = 10
= 5

x4y = O
2%4 = 5
-2 1 0
0 2 -1
2 1 -1
0 1 2

> n—k
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1 -2 1 0] 5 1 -2 1 0| 5
Z2—2-Z4
0 0 2 —1(10 | 23221 0 0 2 —1]10 24022
-
0 0 2 —1]10 0 00 0] O
0 01 2|5 0 01 2|5
1 -2 1 0]5 1 -2 1 015
0 01 2|5 [-tzs| 0 0 1 2|5 | z2.923
- —
0 0 0 =510 0O 00 110
0O 0 0 0]0 0O 0 0 010
1 =2 1 0|5 1 =2 0 010
0010521;@001053@3
0 00 10 0O 00 1]0
0 0 0 010 0 0 0 010
1 00 =20
01 0 015
001 010
00 0 010
Daraus folgt wegen der Spaltenvertauschungen
i 0 -2
I3 o 5 0
o | Lol o
9 0 -1
aso
i 0 -2
i) . 0 —1
P Il I Il I
T4 0 0

54.1 Input-Output-Analyse

Ein Unternehmen produziert in n. Sektoren, wobei jeder Sektor genau ein Gut her-
stellt. Die Sektoren beliefern sich aber auch gegenseitig, d.h. die Gitter stellen auch
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Faktoren fur die Produktion dar. Es sei

z; = die Gesamtproduktion von Sektor 7,
zi; = dieLieferung von Sektor i an Sektor 7,
y; = dieLieferung von Sektor i an den Verkauf ,

wobel 1 < 4,5 < n.Esgiltaso
n
Tr; = Zmij + y;.
i=1

Man nimmt an, dass die Input-Output-Koeffizienten a;; := ﬁ—’j konstant sind und
die Produktionsprozesse charakterisieren. Es soll nun bei vorgegebenen Werten
y; fur die verkauften Mengen bestimmt werden, wieviel die Sektoren insgesamt
produzieren mussen, d.h. wie grof3 die z; zu wahlen sind. Mit den Abkiirzungen

T aiy ... A1n Y1
r=\...|,A= ; sy =

In anl  --- Gpp Yn

erhalt man die Gleichung

I =AT+7.
Diese kann man aufldsen:
y = I—AT
= EIi-— AT
= (E-A)7ZF
aso
i = (E-A)"l3

5.4.2 Aufgaben

Aufgabe 5.13 : Losen Sie folgendes Gleichungssystem:

3(171 + 4(172 = 11

4(171 - xT9 = 2

Aufgabe 5.14 : Ermitteln Sie die inversen Matrizen von

- 01 0 2 3 4
A:<2 0>,B— 10 -1],c=(1 2 3],
-1 0 2 1 4 2
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Aufgabe 5.15: Mit Maschinen M; und M, werden Produkte P, P, P; und
Py hergestellt. Folgende Tabelle gibt die pro Woche verfiigbaren Maschinenkapa-
zitéten (in Minuten) sowie die benotigten Maschinenzeiten (in Minuten) zur Her-
stellung je einer Mengeneinheit (ME) der Produkte an:

P, P, P Py KapaZ|tat
M, 2 1 2 1 2400
My 1 3 5 2 4900

Die Summe der produzierten ME aller Produkte soll 1800 betragen. Die Produkti-
onsmenge von P; soll die von 3 um 200 Ubersteigen. Die Maschinenkapazitaten
sollen voll ausgelastet werden.

Wievidle MEvon P, (i = 1,...,4) mussen produziert werden?

@ Aufgabe 5.16: Zeigen Sie

A= (Z 2) ist invertierbar <= ad —bc # 0
Aufgabe 5.17 : Ermitteln Sie den Rang von

111
A=|[1 2 3
2 3 4

[ L

Aufgabe 5.18 : Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Gleichungssyste-

me:
1
201 +4x0+23 = 5
r1 —T9 — 4:333 =
2.
2331 + 4332 + 2333 + 6334 = 10
6z +3xz3 + 924 = 27

Aufgabe 5.19 : Gegeben sei das Gleichungssystem

201 —3x0 +2x3 =
T1 4+ 2x0 — 223 =

3:E1—$2—:E3 =
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1. Finden Sie alle Losungen.

2. Welche lineare(n) Abhangigkeit(en) bestehen zwischen den Spaltenvektoren
der dem Gleichungssystem zugeordneten Matrix?

3. Welche Losungen hat das Gleichungssystem, wenn die 8 rechts unten durch
7 ersetzt wird?

@ Aufgabe 5.20 : Gegeben sei das Gleichungssystem

1 +2x9—x3 = c—1
2r1 — g$2+3$3 = ¢c+8
To+2x3 = c+6

1. Welche Bedingung muss fir ¢ gelten, damit das Gleichungssystem genau eine
bzw. keine Losung besitzt?

2. Kann das Gleichungssystem mehr al's eine Losung besitzen?

3. Bestimmen Sie die Losung fur c=5.

Aufgabe 5.21 : Die Produktionskosten K fir ein Produkt hangen von der produ-
zierten Menge x in Form eines Polynoms dritten Grades ab,

K(z) = ar® + bz? + cz + d.

Bestimmen Sie die Funktion, d.h. a, b, ¢ und d, wenn folgendes bekannt ist:

Die Fixkosten betragen 13000<,

die Grenzkosten sind fur z = 400 minimal,

sie betragen dort 50€/Stiick, und

die variablen Kosten sind dann 36 000 €.

Aufgabe 5.22 . Zeigen Sie, dass bei der Input-Output-Analyse das entstehende
Gleichungssystem stets|osbar ist, wenn man die verninftige Annahme macht, dass
aley; > 0sind.

Aufgabe5.23: Ein Unternehmen hat drei Produktionssektoren. Jeder Sektor | PP

34
benttigt zur Produktion einer Mengeneinheit (1 ME) seines Produktes eine gewis-

se Anzahl von Mengeneinheiten der Produkte der anderen Sektoren (er verbraucht

auch seine eigenen Produkte fir seine Produktion) nach der folgenden Tabelle:
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jeME Verbrauch aus
bendtigt Sektor (ME)
vonSektor | 1 2 3

1 03 01 01
2 01 02 0.2
3 02 0 06

Es sollen in den Sektoren folgende Produktmengen verkauft werden: 10 ME in
Sektor 1, 20 ME in Sektor 2 und 40 ME in Sektor 3. Welche Mengen mussen die
Sektoren produzieren?



Anhang A

L 6sungen zu ausgewahlten
Aufgaben

11 b -2 (2o L

12 472 —4m-1 4,

13 a) > 2(i+1)%

14 4 -— o2

15 a?—2ab+b%, a4+ 7a%b+ 21a°b% 4 35010 + 35a3b* + 21a2b° + Tabs + b7
1.6 Hinweis: Betrachten Sie (1 + 1)™.

1.7 220.

1.8 m

1.9 5005, 1000 000.

111 1,4,10,1.

112 27.3%2.5.7,3%.7-11-13-37,2% . 2543,

1.13 1,40, 11

115 4,8,6.

121



122

1.16

121

123

124

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

31

32

3.3

35

3.6

3.7

3.8

3.9

ANHANGA. LOSUNGEN ZU AUSGEWAHLTEN AUFGABEN

{1,2,4,7,8,11,13,14}.

r<lc<o

b), d) unbeschrankt, c) beschrankt, a), ) infinitesimal, f) € R
8 0,b)1,0)4,€0,f)1

a) Grenzwert ist 1

b) Grenzwert ist -1

c) Grenzwert ist 0.371 928 3225.. .

d) Es gibt zwei Haufungspunkte bei 0.4794270198... und bei
0.8236032832...

3,11

e,

1
i

—

Do

125
%

29 2 2401 41
)

9907 99 9900° 333"

[-3,3], R\ (-3,3), (1,00), (1,4), R, R,

a) nichtinjektiv ,

b) f(z) = Vo -4,

nicht injektiv ,

fliz) =—(z—1)* -4,
@) = Ve 17— 4,
fHz) = H5(V24e” —1+1).

a=b=1.

D o
&Vv

=
SN—

hebbare Unstetigkeit mit Wert 1/2

stetig; a = —1.

(x—1)(z+5), 3z(x—5)(zx—3), z(x—4)(z—2)(z+1)(z+3),
(. —2)(x +2)32%2+1), (z—1)(z+1)(2®+2*+22+1).
Warum hat der letzte Faktor von €) keine Nullstellen?

[—%, %],j&



3.10

311

3.12

3.13

3.14

3.17

3.18

4.1

4.3

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

411

123

D(f) Pole  Nullst. hebb. Unstet. Asymptote

a) R\ {32} : 1,3 F2)=~3 £- 3

b) R\{-2,1 3 0,2 f(=2)=-1% 34— 922 -3 2L

c) R\{2,-2} keine keine f(2)=f(-2)= % 0

=2 = 1.442695In z, 1 = 3.321928 In z.

2.

1.

In2

In(1+p/100)

m, m, m bzw. 1, m — 1 + 55, m.

6 Ct.

z+1 42434822 4102—10 1,—-2 4, -+ 2 -4
e ) 6-% (";‘sz §m+5)m , 3T 34+ 3T 3 —3x 3,
e%( —|—2:17)—|—62x(33+ ) _2’”"‘3(%—1—%), e’”(lnx—i—%), —%I—EI,
xT
2 o/m 1
— T \/m2+1’ Yr— (1 —Inx).
a‘) %a _%a %a
2 5 8
b) éxiE, —%xiE, s

a Nullstellen 1,2; 2 Minimum, 1 Maximum,
b)  Nullstellen 1,51), £ Minimum, — £ Maximum.

Nullstellen 2, 3, —3, Minimum (2 + v/31), Maximum % (2 — v/31), Wende-
punkt 2.

Extremstelle.
d=0,a<0,b>0,c>0.

a) D(f) = R\ {—4}, Nullstelle bei —%, Polstelle bei —4, r(z) = 3, keine
Extrem- oder Wendepunkte, Uberall wachsend, konkav bis —4, danach kon-
Vex.

b) D(f) = R\ {—4}, Nullstelle bei —%, Polstelle bei —4, r(z) = 0, Maxi-
mum bei §, Wendepunkt bei 6, wachsend auf (—4, 3], sonst fallend, konvex
auf [6, 00), sonst konkav.

¢) D(f) = (—1,00), keine Nullstelle (!), Minimum bei —, Wendepunkt
bei % links vom Minimum fallend, sonst wachsend, links vom Wendepunkt
konvex, sonst konkav.

HOEE
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413 1. symmetrisch um die y-Achse, 2. Maximum bei x = 0, Wendepunkte
bel r = i\/@, 3. geht gegen Null, 4. nur ein Minimum bei z = 0, geht

gegen oo, 5. ale Funktionswerte werden mit ¢¢ multipliziert, sonst alles
2—1)2
wievorher, 6. ¢~ e

414 1. nur fir ¢ < 0 hat er Polstellen, nur fir ¢ > 0 hat er Wendepunkte, 2.
Extremstelle bei z = 0, ist Minimum fir ¢ < 0, Maximum fir a > 0,
Wendepunkte bei 2 = +,/%, 3. geht gegen Null.

415 h =7.5cm,b =30 cm.
416 h=1,b=20derh=2b=11

418 1) 1g=20 2) —1% 3)) dastisch fir p € (0,4) U (6,8), unelastisch fir

p € (4,6)
420 zy = 1.0799.

423 2,2, 4,1, —In2.

424 5,29,27,9, 1.

425 Ty(z)=1+i(z—1)— Z(z—1)?

1.12689 < v/2 < 1.168.
2 2 2, .2
427 (" +y )(y—Zyx2), e (" +y )(x—ny2),
2, .2 2 2
e~ (" +y )(4m3y — bxy), e (@ +y )(4:152y2 — 222 — 2% + 1),
2, .2
e (" +y )(4xy3 — 6zy),

Maxima bei (75, 75) und (=5, ——5), Minima bei (75, ——5) und
(=5, %), Sattelpunkt bei (0,0).

4.28 relatives Minimum bei (%, —2), Sattelpunkt bei (0,0).
430 8MEvonz, 16 MEvony; 8, 2; 8, 4.

55 24,10, 12

5.6 1)) 400, 1130 2.) zusatzlich 40, 77

1 0 0 0 1
59 A‘(o 1 1>’B_(2 0)

510 x=-8
512 1)ja2)Z=a+b+e3)ja

1Es gibt noch eine dritte Lésung, namlich das Rechteck, dass von der Tangente an die Kurve in
x = 1, der Strecke zwischen den Punkten (1,0) und (0,2) und den Loten von diesen Punkten auf die
Tangente begrenzt wird.
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5.14

5.15
5.17

5.18

5.19

5.20

521
5.23

125

0 1 0 -2 -1 8 —10 -1
( §>,§ 3 0 o), i[-1 0 2
1 —3 0 -1 1 2 5 -1

2)

21
7

1.)( 1) +A
0

2.) 4dy + bdo + Tds
3.) keine

+ A

O =R N |

N = Nl oot
—_— O Bw W

S O BRI o

[
[| = ot~
Ou

1) 2¢ + 65 # 0 <= genau eine Losung, 2¢ + 65 = 0 <= keine Losung
2)nen3)x; =2, 10 =3, x3=4

K(x) = 0.000252 — 0.322 + 1702 + 13000.
56 in Sektor 1, 32 in Sektor 2 und 130 in Sektor 3.
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