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2 1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln

Das vorliegende Skript dient als begleitende Unterlage fir die Veranstaltung Mathematik 1
am Fachbereich Wirtschaft der Fachhochschule Nordostniedersachsen. Die Durcharbeitung
des Skripts ersetzt nicht den Besuch der Veranstaltung, da dort zusétzlich wichtige
Zusammenhange und Beispiele reldutert und mathematische Beweise, die dem Verstandnis
der mathematischen Sétze dienen, und erganzende Sachverhalte dargestellt werden.

Die Ubungsaufgaben sind so konzipiert, dald sie nach Behandlung des zugehorigen Stoffs in
der Vorlesung selbstandig bearbeitet werden kénnen und sollen. Einige der Ubungsaufgaben
werden in der Vorlesung besprochen.
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1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln aus ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik zusammengestellt. Dabei wird eine gewisse Vertrautheit
mit der grundlegenden Symbolik der Mathematik vorausgesetzt, z.B. mit Schreibweisen wie
al A, Al B, Al BAEB, ACB, A\B fiir Mengen A und B.

Mit P(M) wird die Potenzmenge der Menge M bezeichnet, d.h. P(M)={L|Li M} .

Esqilt fur alle Mengen A, B und C:

ACBIi A, ACBI B, Al AEB, Bi AEB,

AE B=BE A, AC B=BC A (Kommutativgesetze),

AE B=(A\B)E (ACB)E (B\A), die rechte Seiteist eine disunkte Zerlegung! von AE B,
AC (BEC)=(ACB)E(ACC), AE (BCC)=(AE B)C (AE C) (Distributivgesetze).

Fur Mengen A, A, ..., A, wird das kartesische Produkt definiert als
AA A =aa ) el AaT ALLLa T AL

Fur eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die M &chtigkeit) von A.

Unter einer mathematisch logische Aussage versteht man einen Satz (in einem logischen Sy-
stem), der entweder WAHR oder FALSCH ist (den Wahrheitswert WAHR oder FALSCH besitzt,
umgangssprachlich: wahr oder falsch ist). Beispielsweise ist

,13ist eine Primzahl“ eine Aussage mit Wahrheitswert WAHR (,, eine wahre Aussage')
,+/2 ist eine rationale Zahl“ eine Aussage mit Wahrheitswert FALSCH (, eine falsche
Aussage")

»Jede gerade natirliche Zahl, die grol3er als 2 ist, 183t sich als Summe zweier Prim-
zahlen darstellen® eine Aussage, deren Wahrheitswert man noch nicht kennt, die aber
sicherlich einen der beiden Wahrheitswerte WAHR oder FALSCH besitzt.

1Eine Zerlegung M = M, E M, der Menge M heift disiunkt, wenn M, C M, = A ist.
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Der Satz ,Dieser Satz hat den Wahrheitswert FALSCH* ist keine mathematische Aussage, da
er weder den Wahrheitswert WAHR noch FAL SCH haben kann.

Sind p und g Aussagen, so kann man sie mit Hilfe der logischen Junktoren U (,und”), U
(,oder*) bzw. w (,nicht“) zu neuen Aussagen (pUq), (pUq) bzw. (@p) zusammensetzen.
Dabei kann man haufig auf die Klammern verzichten, wenn man annimmt, daf3 der Junktor w
starker als der Junktor U und dieser stérker as der Junktor U bindet. Die Wahrheitswerte der
zusammengesetzten Aussagen ergeben sich aus folgenden Wahrheitstafeln:

(pUqg) |p=FALSCH | p=WAHR (pUqg) [g=FALSCH | gq=WAHR
p = FALSCH FALSCH FALSCH p = FALSCH FALSCH WAHR
p= WAHR FALSCH WAHR p= TRUE WAHR WAHR
p 9p
FALSCH WAHR
WAHR FALSCH

Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus durch Junktoren ver-
bundenen Teilaussagen besteht, wird ein mathematischer Beweis angefiihrt. Dieser besteht
aus einer Aneinanderreihung logischer Schliisse, die genau spezifizierten Schluf3regeln folgen
und jederzeit eindeutig nachvollziehbar sind (zumindest sein sollten). Die Grundlage aler
Beweise in einem theoretischen System ist eine Menge von Axiomen, die als wahr angenom-
men werden und eine ,, verninftige® Basierung der zugrundeliegenden Theorie bilden. Aul3er-
dem gibt es eine endliche Menge von Schlufl¥regeln, die es erlauben, aus Aussagen, die bereits
als wahr erkannt wurden (dazu gehéren die Axiome, deren Wahrheitswert als wahr ange-
nommen wird), neue wahre Aussagen herzuleiten. Ohne an dieser Stelle genauer auf den for-
malen Vorgang des Beweisens in der Mathematik einzugehen, werden einige mogliche Vor-
gehensweisen bel Beweisfiihrung von Aussagen beschrieben.

Es seien A und B mathematisch logische Aussagen, die wahr oder falsch sein kdnnen. In den
nachfolgenden Kapiteln werden héaufig daraus Aussagen der Form

~Aus A folgt B* bzw.

»Aimpliziert B* bzw.

»Wenn A gilt, dann gilt auch B“, gelegentlich auch geschrieben

» AP B"

gebildet und bewiesen. Die Aussage , Ab B* steht firr die logische Verknipfung ,, GAUB*
der beiden Aussagen A und B. Eine Aussage dieser Form heif3t I mplikation.
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Fur einen Beweis der Aussage AP B kann man folgendermal3en vorgehen:

Man nimmt an, dal3 A wahr ist (dann ist @A falsch). Durch eine ,geeignete” Argumen-
tation (Anwendung logischer Schliisse) zeigt man, dal? dann auch B wahr ist. Daher ist
dann insgesamt GAUB wahr bzw. Ab B wahr. Diese Form des Beweises heif’t di-
rekter Beweis. Die bel diesem Vorgang angewendete wichtigste Schlul3regel ist der
modus ponens. Besitzen die Aussagen pund (pP q), wobei (pb q) as Abkirzung

fur (@pUq) steht, beide den Wahrheitswert WAHR, so hat auch die Aussage q den
Wahrheitswert WAHR.

Alternativ kann man auch folgendermal3en argumentieren:

Man nimmt an, dal3 B nicht wahr ist. Durch eine ,geeignete’ Argumentation (Anwen-
dung logischer Schliisse) zeigt man, dal3 dann auch A nicht wahr ist. Diese Argumenta-
tion beruht auf der Tatsache, dal3 Ap B stets denselben Wahrheitswert wie @B b @GA
besitzt. Diese Form des Beweises heif3t indirekter Beweis.

Die Aussage ,, AU B* steht fir Ap B und Bb A. Eine Aussage dieser Form heif}t Aqui-
valenz. Um die Aussage AU B zu beweisen, sind also zwei ,,Richtungen® zu zeigen, d.h.
jeweils ein Beweisfir Ab B und ein Beweisfir Bb A zu erbringen. Alternativ kann man
auch Abp B und @AP @B beweisen. Die Gilltigkeit von AU B bedeutet, da? A und B
beide wahr oder beide falsch sind.

Statt AU B sagt man auch
»Aist (logisch) aquivalent zu B bzw.
»A gilt genau dann, wenn B gilt“.

Haufig sind auch Aussagen A zu beweisen, die nicht direkt in der Form einer Implikation oder
Aquivalenz dargestellt sind. Zum Beweis einer derartigen Aussage kann man auch folgen-
dermal3en argumentieren:

Unter der Voraussetzung von @A zeigt man durch eine , geeignete” Argumentation
(Anwendung logischer Schliisse) von einer Aussage B, deren Wahrheitswert vorher be-
reits als WAHR erkannt wurde, dal3 sie den Wahrheitswert FALSCH besitzen muf3. Man
zeigt also die Giltigkeit von JAP (B UﬁB). Diese Aussage kann jedoch aufgrund des
Wahrheitswerts einer Implikation nur dann giltig sein, wenn @A den Wahrheitswert
FALSCH bzw. A den Wahrheitswert WAHR besitzt. Diese Form des Beweises heildt Be-
weis durch Wider spruch.
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Die Elemente einer Menge A seien durch eine Eigenschaft E, beschrieben, die allen Ele-
menten von A zukommt: A:{ a|a hat die Eigenschaft E A}. Entsprechend werde die Menge B
durch eine Eigenschaft E, bestimmt: B={b|bhat die Eigenschaft E,}. Um zu beweisen,
dal3 die Teilmengenbeziehung Al B gilt, geht man folgendermalien vor:

Man nehme xI A. Dann weil? man, dai? x die Eigenschaft E, besitzt. Durch eine , ge-
eignete” Argumentation unter Ausnutzung der Eigenschaft E, weist man nach, daf3 x
auch die Eigenschaft E; besitzt, d.h. xT B. Man zeigt also xi Apb x1 B.

Logisch aquivalent ist folgende Argumentation:

Man nehme fur ein Element x an, da3 es nichtin B liegt: xI B, d.h. x hat nicht die Ei-
genschaft E;. Durch eine ,geeignete” Argumentation unter Ausnutzung der Tatsache,

daf3 fir x die Eigenschaft E; nicht zutrifft, weist man nach, daf3 x auch nicht die Eigen-
schaft E, besitzt, d.h. dal3 x| A ist.

Um die Gleichheit zweier Mengen A und B nachzuweisen, d.h. A= B, hat man die beiden In-
klusionen Al B und Bi A nachzuweisen, d.h. xI AU xI B.

1.1 Zahlensysteme

Im folgenden werden Zahlensysteme benannt. Die hier angegebenen Bezeichnungen stellen
keine Definitionen im mathematischen Sinne dar. Selbstverstandlich definiert die Mathematik
diese Zahlensysteme Uber eindeutige Regeln (Axiome).

Die Menge der natirlichen Zahlen wird definiert durch
N={0,1234,..}
Bemerkung: Ein Axiomensystem fir die Menge der natiirlichen Zahlen, d.h. ein Regelsy-
stem, das die Menge der natirrlichen Zahlen eindeutig durch ihre Eigenschaften definiert,
lautet:
Axiom 1. O N

Axiom 2: Jedes nl N hat einen Nachfolger n'T N.



8 1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln

Axiom 3: 0 ist das erste Element in N, d.h. es gibt kein n1 N mit n'=0 bzw. O
hat keinen Vorganger.

Axiom 4: Unterschiedliche Elemente n und m haben unterschiedliche Nachfol-
ger. Gleichbedeutend damit ist: Sind die Nachfolger n' und m' zweier
nattrlicher Zahlen gleich, so sind die Zahlen n und m ebenfalls gleich.

Axiom 5: Eine Menge M naturlicher Zahlen, die die Zahl 0 und mit jeder Zahl n
auch ihren Nachfolger n' enthalt, ist mit N identisch.

N ist das einzige ,Modell* dieses Axiomensystems. Statt n' schreibt man ge-
wohnlich n+1.

Aufbauend auf den so definierten Grundeigenschaften der nattirlichen Zahlen werden arith-
metische Operationen eingefuhrt. Als Erweiterungen der natirlichen Zahlen werden die ge-
samte Arithmetik und die dabel vorkommenden Zahlensysteme definiert.

Die Menge der ganzen Zahlen wird definiert durch
Z2={0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4, ... }
=NE{-n|nl N}

Die wichtigsten arithmetischen Operationen auf den ganzen Zahlen sind Addition, Subtrakti-
on und Multiplikation. Die Division auf den ganzen Zahlen wird durch den DIV-Operator
definiert:

Fur ganze Zahlen nund mmit m® 0 ist
imin{ x| xT Zund x£nundmx{x+1)>n} firn3 oundm>0
nDIV m:%max{x| x1 Zund- xEnundmxx3 n}  firns Oundm<o .
L(-n)DIV (- m) firn<o0

Der DIV-Operator liefert den ganzzahligen Anteil eines Divisionsergebnisses bzw. den auf die
néchstkleinere ganze Zahl abgerundeten Quotienten n/m. Man schreibt auch
n DIV m=gy/m(.

Beispielsweise ist
21DIV 7=3,
21DIV 4=5,
21DIV (-4) =-6,
(-21) DIV 4=-86,
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(-21) DIV (- 4) =5.

Eng verbunden mit dem DIV-Operator ist der MOD-Oper ator:

Fur ganze Zahlen nund mmit m* 0 ist
nMoDbm=n- mxn DIV m)=n- mxg/m.

Der MOD-Operator liefert den ganzzahligen Rest einer Division n/m.
Beispiele:

21MmoD7=0,
21lMmoD4=1,
21MOD(-4) =-3,
(-2)moD4 =3,
(-2)mMoD(-4) =-1.

DieZahl min,nmMobm* heif3t Modul, und in den meisten Anwendungsféllenist m>0. In
jedem Fall liegt nMoD m zwischen 0 und dem Modul:

O£ (nMODmM) <m fur m>0,
m<(nmMobm)£0 fur m<O.

Man sagt, die ganze Zahl m teilt die ganze Zahl n, wenn die Teilung n/m ohne Rest aufgeht,
d.h. wenn n MOD m= 0 gilt. In diesem Fall ist n ein ganzzahliges Vielfaches von m bzw. es
gibt eine ganze Zahl k mit n=k>m. Man nennt meinen Teiler von n.

Der MOD- und der DIV-Operator spielen eine wichtige Rolle bei der Ermittlung des grofiten
gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen a und b, der hier nur fir natirliche Zahlen defi-
niert werden soll.

Die Zahl d heil3t grofter gemeinsamer Teiler der natiirlichen Zahlen a und b, geschrieben
d =ggT(a,b), wenn d beide Zahlen a und b teilt und fir jeden Teiler d¢ von a und b die Be-

ziehung d(£d gilt.

Das folgende Rechenverfahren, formuliert als PASCAL-Funktion, heildt Euklidischer Algo-
rithmus und ermittelt bel Eingabe von a und b den grofdten gemeinsamen Teiler beider Zah-
len.
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FUNCTI ON ggT (a : INTEGER, b : INTEGER) : | NTEGER
VAR | NTEGER
| NTEGER
. | NTEGER,
m : | NTEGER

- N =

BEGA N { goT }
r .= b;
s 1= a;

VWHLE r <> 0 DO

BEG N
{ t und s aus der vorherigen Iteration neu besetzen }
t 1= s;
s =7,
{ bildet = m* s +r, d.h. berechne mund r }
m:=1t DV s;
r .= mmMD s

END;

{ der groBlte geneinsane Teiler ist der letzte von O
ver schi edene Rest }

ggT :=s

END  { ggoT };

Beispiele:
a 28 a: 198 a 84
b: 15 b: 84 b: 198
t = m * s + r t = m * s + r t = m * s + r
28 = 1* 15 + 13 198 = 2* 84 + 30 84 = 0 * 198 + 84
15 = 1* 13 + 2 84 = 2* 30+ 24 198 = 2 * 84 + 30
13 = 6 * 2 + 1 30 = 1* 24 + 6 84 = 2* 30+ 24
2 = 2 * 1+ 0 24 = 4 * 6 + 0 30 = 1* 24 + 6
24 = 4 * 6 + 0
ggT ( 28, 15 ) = 1 ggT (198, 84 ) = 6
ggT ( 84, 198 ) = 6
28 = 1* 15 + 13 198 = 2* 84 + 30 84 = 0 * 198 + 84
15 = 1* 13 + 2 84 = 2* 30+ 24 198 = 2 * 84 + 30
13 = 6 * 2 + 1 30 = 1* 24 + 6 84 = 2* 30+ 24
2 = 2 * 1+ 0 24 = 4 * 6 + 0 30 = 1* 24 + 6
24 = 4 * 6 + 0
ggT ( 28, 15 ) = 1 ggT (198, 84 ) = 6
ggT ( 84, 198 ) = 6
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a: -198 a: 4096
b: 84 b: 16
t = m * s + r t = m * s + r

-198 = -2 * 84 + -30| 4096 = 256 * 16 + 0
84 = -2* -30+ 24
-30 = -1* 24+ -6 ggT (4096, 16 ) = 16
24 = -4 * -6 + 0
ggT (-198, 84 ) = -6
-198 = -2 * 84 + -30| 4096 = 256 * 16 + 0
84 = -2* -30+ 24
-30 = -1* 24+ -6 ggT (4096, 16 ) = 16
24 = -4* -6+ 0
ggT (-198, 84 ) = -6

Eine wichtige Tellmenge der natirlichen Zahlen ist die Menge P der Primzahlen:

P={ p| pT N, p® 2,und die einzigen Teiler von psind 1und p }
={2,3,5,7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... }.

Jede natiirliche Zahl n [&3 sich in ein Produkt aus Primzahlpotenzen zerlegen, d.h.

= Pt Xpy: X0

mit Primzahlen p,, p,, ..., p,. Diese Zerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Primzahlpo-
tenzen) eindeutig.

Beispielsweiseist 600 = 2 3 52

Der folgende Satz fal3t einige wichtige Eigenschaften von Primzahlen zusammen:

Satz 1.1-1:

(i) Esgibt unendlich viele Primzahlen.

(i) Esgibt beliebig grofe Abstdnde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen.

(iii) Esist keine ,einfache” Formel bekannt, um die n-te Primzahl zu ermitteln.
(iv) Ist 2" +1 eine Primzahl, so ist n eine Zweierpotenz.

(v) Ist 2" -1 eine Primzahl, so ist n eine Primzahl.
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Wegen Satz 1.1-1 (iv) kann man die Suche nach sehr gro3en Primzahlen der Form 2" +1 auf
digenigen n beschrénken, die die Form n=2" haben, d.h. auf Zahlen der Form

2" +1=2%" +1. Zahlen der Form 2% +1 heien Fermat-Zahlen. Nicht jede Fermat-Zah! ist
Primzahl.

Satz 1.1-1(v) sagt nicht, daf3 jede Zahl der Form 2P - 1 mit einer Primzahl p selbst Primzahl

ist. Die Zahlen der Form 2P - 1 mit einer Primzahl p heiRen Mersenne-Zahlen. Nicht jede
Mersenne-Zahl ist Primzahl. Die bisher bekannten grofdten Primzahlen haben diese Form

(1998 stand der Rekord bei 2%%%" - 1, 2001 bei 2% - 1, eine Zahl mit 4.053.946 Dezi-
malstellen).

Die Menge der rationalen Zahlen wird definiert durch

ml Zundnl Zundnt Og.

Die Menge der ganzen Zahlen ist in der Menge der rationalen Zahlen eingebettet:

‘mlzgl Qundiz‘mlzg»z.
|

Daher schreiben wir Z 1 Q (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).

Die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch zweier ganzer Zahlen ist nicht eindeutig. So
ist etwa 3/1 = 6/2 = 2712/904. Es gilt jedoch fiir %T Q und gT Q:

%— genau dann, wenn a>xd = cXo.

<
d
1

Zu jeder rationalen Zahl r :% mita® O gibt es eine (multiplikativ) inverse Zahl r™~ mit

1 }
r>rt=1l:esistr 1:?9 :g@g.
0% ag

Die arithmetischen Operationen +, - und - auf rationalen Zahlen %T Qund %T Q sind defi-

niert durch
a,c_ ad +ch
b d bd
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_ac

d

olo
oo

Die Division zweier rationaler Zahlen %T Qund gT Q wird auf die Multiplikation zuriick-

gefuhrt:
a -1
b/ -390 :Exgza_d_
c b $d5 b c bc
d

Die Menge der reellen Zahlen wird als Erweiterung der Menge der rationalen Zahlen um die

Menge der irrationalen Zahlen wie /2, p , e usw. definiert und mit R bezeichnet. Auch hier
|a3t sich zeigen, dal3 die Menge der rationalen Zahlen in die Menge der reellen Zahlen einge-
bettet werden kann, so daRd die (hier mathematisch nicht korrekte) Aussage Q1 R gilt.

Eine Menge A heildt abzahlbar, wenn sie entweder endlich ist oder wenn sie unendlich viele
Elemente enthalt, die man eindeutig mit den natiirlichen Zahlen durchnumerieren kann.

Eine endliche abzahlbare Menge A mit n vielen Elementen kann man ds A={a,,a,,....a }
schreiben, eine unendlich abzahlbare Menge kann man als A:{ ail N} notieren. In beiden

Félen gilt
ata Uilj.

Satz 1.1-2:

DieMengen N, Z und Q sind abzahlbar, die Menge R ist nicht abzahlbar.

Im folgenden ist R., :{ x| xT Rundx3 0} . Entsprechende Definitionen gelten fiir R,

R.,, R, usw.

Dieimaginare Zahl i wird durch die Eigenschaft i* =- 1 definiert. Dann ist die Menge der
komplexen Zahlen definiert durch

C={ a+bi| al Rundbl R }.
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Bel der Zahl z= at+bi heil%t ader Realteil und b der Imaginérteil von z

Die Menge der reellen Zahlen ist in der Menge der komplexen Zahlen eingebettet:
{r+0i|rTR}I Cund{ r+0i|rTR}»R.
Daher schreiben wir R1 C (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).

Die komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligem Koordina-
tensystem, der komplexen Ebene, darstellen. Dabel wird fir eine komplexe Zahl z= atbi ihr
Redlteil a auf der horizontalen Achse abgetragen, ihr Imagindarteil b auf der vertikalen Achse.
Die folgende Abbildung zeigt die komplexen Zahlen z=a+bi,- 1+ 2i,- 2- iund2- 2i.

3

-1+ 2i 2i

Der Betrag |7 der komplexen Zahl z= a + bi ist geometrisch durch die Lange der Verbin-
dungslinie des Punkts (0, 0) der komplexen Ebene mit dem Punkt (a, b) definiert:

|Z4=] a+bi [=va®+b”.

Die arithmetischen Operationen +, - und - werden definiert durch
(a+bi)x(c+di)=(axc)+(bxd)iund
(a+bi)>(c+di)=(ac- bd)+(ad+ bc)i.

Die zu einer komplexen Zahl a+bi (multiplikativ) inverse Zahl (a+bi) ™ lautet

. a -b .
(a+bi) 1=a2+b2+a2+b2|'
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Die Division zweier komplexer Zahlen a+bi und c+di wird auf die Multiplikation zuriickge-
fahrt:
(a+bi)/(c+di)=(a+bi)qc+di) *
C -d 9
C2+d2 +C2+d2 IE
_ac+bd  bc- ad .
S c2+d? c?+d’

=(a+hi)

Insgesamt gilt (mathematisch nicht korrekt): N1 Z1 QI RI C.

1.2 Endliche Summen

Haufig hat man es mit Summen mit einer endlichen Anzahl von Summanden zu tun, die
alle jeweils nach einem &hnlichen Schema aufgebaut sind, etwa
S=a +a,+ta,+ ..a,,+a,.

Fir diese Summe schreibt man abkiirzend:

S=3 a,.

i=1

In die ,,Formel” a wird nacheinander i =1,i=2,...,i=n-1und i = n eingesetzt, und die so
erhaltenen Summanden werden aufsummiert.

Beispid:

Essa a =32+1. Dannist

4 4
Aa =3 (3%+1) =3 +1) +(3R% +1) + (38 +1) + (34> +1) =4+13+28+49 = 94,

i=1 i=1

Haufig beginnt eine Summe nicht mit dem kleinsten Index i = 1, sondern mit einer anderen
ganzen Zahl (auch negative Zahlen sind zugelassen), so dal3 man es algemein mit einer endli-

chen Summe der Form S= é_ a, zu tun hat. Hierin heil3t i der Summationsindex, die Zahl k
i=k

die Summationsunter grenze und die Zahl n die Summationsober grenze.
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Die Summe S= g a, enthalt n- k +1 viele Summanden.

i=k

In der Darstellung der Summe S = é_ a, wird deutlich, wie die einzelnen Summanden aufge-
i=k

baut sind, ndmlich gemal einer Formel a, = a(i) . Die Summe Sist nicht nur von den einzel-
nen Summanden, sondern auch von der Summationsuntergrenze und —obergrenze abhangig,

d.h. S=S(k,n). Die Darstellung S(k,n) = Q a, zeigt nicht den Wert der Summe in Abhan-

i=k
gigkeit von der Summationsuntergrenze k und der Summationsobergrenze n. Eine Aufgabe
besteht daher in der Berechnung des Werts der Summe in Abhangigkeit von den Summati-
onsgrenzen (Berechnung der Summe S(k, n) in geschlossener Form).

Beispid:

Die Summe (L n):én_ (32 +1) hat den Wert S(1,n)= n(2+(2n+1)(n+1))

. Bei n =4 ergibt
i=1 2

sich (1, 4) = 94.

Eine endliche Summe &% sich in Teilsummen zerlegen, die ihrerseits wieder mit jewells -
nem Summenzei chen zusammengefaldt werden konnen, z.B.
a+ta,+ .. +a  ta, +a,+ta.,,+ ... +3,,+a, +a,,+q,,+ ... +a,,+4q,

& 0
=g +a,+ .. +ak_l+ga aig+aj+l+aj+2+ .. +a, ,+a
i=k

n

Anstellevon § a, schreibt manauch g a, .
i=k kEIEn
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Ist | eine beliebige Menge (Indexmenge), so ist é_ a, die Summe, die man dadurch enthdlt,

dal3 man nacheinander a; fiir jedes i 1 | bildet und die einzelnen Summanden aufaddiert. Auf
die Reihenfolge, in der man die einzelnen Indizes i1 | betrachtet, kommt es nicht an.
Beispid:

Die Summe der Quadrate aller geraden Zahlen zwischen 4 und 12 ist
Qi? =4%+62+82 +10% +12°

i1{4,6,8,10,12}

=(22)" +(2>9)" +(294)" +(2>9)° +(2>6)°

I
Qoo
~—
S
N—r
N

T
N

4i? = 402 +43% + 4542 + 455% + 46>

I
Qoo

I
EAN
. N
Do

N
Il
w
o))
o

T
N

Vereinbarungsgemal’ ist die Summe Uber eine leere Anzahl von Summanden gleich O:

éai =0 undé_ai = 0fur k> n.

oy i=k
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Satz 1.2-1:

(i) IstceneKonstante, die vom Summationsindex nicht abhangt, so ist
a(cxa)=ch a.

(i) & (a+b)=GAa A b:.

(i) 1st c eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhangt, so ist

Qc=nxund § c=(n- k+1)xc.
i=1 i=k

(iv) Essei kT Nmit 1£k £n. Dannist

n n+k-1

A a = Q a. ., (Indexverschiebung).

i=1 i=k
W)gaa+§am:=@ﬁmadiq+mm)

€=l @geisl g

=a Hb +..b )+..a, b +..b )

& 0 2 0
axgbi+..+axXab:
= g = g

0
a o

1
=

11
fWos

4

1
=

11
Qo
38
o
=

1
=

oS} 0 & 0 o
a - b+= ai>b .
gd a @ b= 4 (a0)
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Satz 1.2-2:

(i) Die Summe dler nattrlichen Zahlen bis zur Zahl nist gleich

n +
2 i=1+2+ ... (n-D+n= n(n2 v
i=0

Die Summe aller geraden nattirlichen Zahlen bis zur Zahl nist gleich

&1 =iy
iM(glgdZZO

Die Summe aller ungeraden natirlichen Zahlen bis zur Zahl nist gleich

A ,2
o . én+1(
ai = o
Of£ifEn 8 2 H
und
i MOD 2=1

(i) Esseé gl R eine Konstante. Dann ist

énl q =1+q+g’+q’+..+q"* +q"

i=0

,}n+1 furg=1
—tq_ 4l n+l _
Spezialfal: q = 2: Q2 =1+2+4+ .. 2" =2"1.1

=0

aig =q+2g°+3¢°+...+(n- Dg" ' +nq"

i=0

n(n+1)

i L
i furg=1
| _ n+l n+2
id (n+Bq 2+ Mt qll
t (1- 9)
Speziafall: q=2: Qi2 =(n- 2" +2.

0
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g 1 1 1 1 1
(i) g ——==+=+—+ =1- =

2 1(i-1) 2 6 12 n(n- 1) n

g 1 1 1 1 1 1

a =ttt -—

o 1(1+) 2 6 12 n(n+1) n+1
(iv) Qi°=1+4+9+ ... +(n- 1)2+n2:n(n+1)6(2n+1)

i=0

(v) Fir al R, bl R und nl N gilt

(a+b)" = 2 g‘ga b™! (binomische Formel).

Hierbei sind die Binomialkoeffizienten 8 = fur iT N, nT Nmiti£n definiert
ig

durch
wg a0 n>(n 1)>< _>(n- i_+1)=_ n! _ fir 1EiEn.
80@ 8|ra oo H{i- DX iXn-i)!

1 furi=0 .

i
=1
(Zur Erinnerung: ! i 1w tiriso’ TN

Bemerkung:  Fir die Binomialkoeffizienten g‘g gelten die Rekursionsformeln
a

S ——1

glo gmllz g‘ —fur1£|£n

Die Binomialkoeffizienten lassen sich schematisch in Dreicksform anordnen (Pascal’ sche
Dreieck). Dabei steht in der n-ten Zeile und der i-ten Spalte den Wert ?‘8 fur n3 0,i % 0.
i

Der Anfang lautet:




ZeileO

Zeilen=8
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Spalte 0 Spatei =5
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
Beispiel:
?;2: 56.
2

Aus dem Pascal’ schen Dreieck lassen sich weitere Eigenschaften der Binomiakoeffizienten
ablesen, die man nattirlich auch mathematisch exakt beweisen kann, etwa

88 % =(+x),
=08l g
é”‘aég_é”‘aég_aeng
i=0 kE i=k kE k+1g
éﬂ‘a@- ig_ék‘am- |9_é'<‘aa;-1- k+|9_@1+19
i=0 k-'B |:ogk'|a izog [ Ei gk 5’
280_n on- 16
Ky k@k-lg’
amd awm-10
(n- k) ;—n>§ =
Kg K g
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1.3 Ungleichungen, Absolutbetrag, Intervalle

Esseien aund b reelle Zahlen. Dann gilt einer der drei Félle:

() a=Db(Gleichung)
(i) a<b(Ungleichung)
(iii) a> b (Ungleichung).

Wir schreiben a £ b, fallsa = b oder a < b zutrifft. Wir schreiben a3 b, falsa=bodera>Db
zutrifft.

Satz 1.3-1:

Esseien a, b und c reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

() a<bist gleichbedeutend mit b > a.

(i) a<bist gleichbedeutend mit b- a>0.

(i) Ausa<bfolgt atc<bzc.

(iv) Ausa<bundc>0folgt a>c <b>c.

(v) AusO<a<bfolgt O<1<1,
b a

1

ausa<0<Dbfolgt 1<0<_,
a b

ausa<b<0fo|gt1<1<0.
b a

(vi) Fir jederedlle Zahl a gilt a* 3 0.

Essel aeinereelle Zahl. Der Absolutbetrag |a| von a wird definiert durch:
ja fura®o
a=| y
1-a fir a<o0

= max{ a - a}.
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Satz 1.3-2:

Esseien a, b und c reelle Zahlen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) [-4=l4.
(i) [a- b=|o- 4.
(ifi) [a>0 =|a] b und %‘:% fir c1 0.

(iv) Dreiecksungleichungen:
[a+ bl £]a +[b],
la- b £]a- ¢/ +|c- b.

(v) Essai x1 R.Fiur el R sei e>0. Dann gilt:
|x- a £ e ist gleichbedeutend mit a- e£ x£ a+e,
(x- a)® £ e it gleichbedeutend mit a- Ve £ x £ a++/e bzw. mit |x- a £e.

Esseien aund b reelle Zahlen mit a£ b. Die Menge

[a,b]={ x| xT Runda£ x£b} heil}t abgeschlossenes Intervall von a bisb,
Ja,bf ={ } heift offenes Intervall von a bis b,

[a b ={ x| xT Runda£ x<b} heil}t halboffenes Intervall von a bisb,
Jaub]= }

x| xI Runda<x<b

x| x1 Runda<x£b} heif}t halboffenes Intervall von a bisb.

Unter einem Intervall wird ein abgeschlossenes oder offenes oder halboffenes Intervall ver-
standen. Zusétzlich zu den Intervallen mit reellwertigen Begrenzungspunkten werden folgen-
de Intervalle definiert:

]-¥,a]={ x| xT Rundx£a},
]-¥,4 ={ x| xT Rundx<a},
[a¥[={ x| xT RundaEx },
Ja¥[={ x| xT Runda<x} und
J-¥.¥[=R .
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1.4 Exkursuber Zahlendar stellungen

A. Natlrliche Zahlen

Die gebrauchliche Darstellung einer natiirlichen Zahl nT N verwendet die Dezimaldar stel-
lung, d.h. eine m-stellige natiirliche Zahl n wird sie as eine Folge von m Dezimalziffern no-
tiert:
n=[d, d,,-ddo],

=d., 20" +d_,x0™*+...+d,¥0" +d,

m-1
=a.d, 20 mit d.1{01234,5,6,7,8,9.

i=0

Man nennt diese Art der Zahlendarstellung Stellenwertsystem, da sich der Wert einer Ziffer
durch ihre Stellung innerhalb der Ziffernfolge ergibt. Die Zahl 10 dient hier als Basis der
Zahlendar stellung. Andere in der Informatik gebrauchliche Zahlendarstellungen verwenden
als Basis die Zahl 2 bzw. 16. Je nach gewahlter Basis B variiert die Anzahl der Ziffern, die
bendtigt werden, um eine naturliche Zahl im System zur Basis B darzustellen (Kapitel 4.3).
Im folgenden werden parallel die Darstellungen zur Basis B = 10 (Dezimalsystem), B = 2
(Binarsystem) und B = 16 (Sedezimalsystem) betrachtet.

Gegeben sei dieZahl nT N mit n> 0. Ihre Darstellung im Zahlensystem zur Basis B lautet

m-1
n=3 a8 mita {0,1,..,B-Junda, * 0. Eskommen also B verschiedene Ziffern vor.
i=0

m-1
Angtellevon n=§ a,*B' wirdauch n=[a,,,a,,, ... a,a,], geschrieben.
i=0
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Dezimalsystem Binarsystem Sedezimalsystem
BasisB 10 2 16
N=[dy 0y, .. didg],, | N=[besb, .. Bib], N=[S.,S., - S5,
Ziffern 0123456789 |01 0,12345,6,7, 8,09,
A,B,CD,EF
Die Ziffern
A,B,C,D,Ebzw. F
haben die Werte
1010, 1110, 1210, 1310, 1410
bzw. 1510
Beispiel 2139,0= 100001011011, = 85B16 =
2X0° +1x0° + 340" 12" +0%° +0x2° 8516° +5516" +B»16° =
+9x0° + .. +1R+10° 8x6° +546" +11,, 46"

Um die Ziffernfolge einer Zahl nT N mit n> 0 im Zahlensystem zur Basis B zu erhalten, di-
vidiert man nacheinander durch den Basiswert B und betrachtet die ganzzahligen Reste: Die
folgende (Pascal-) Prozedur zi f f er nf ol ge liefert die gewiinschte Ziffernfolge einer natirli-
che Zahl:

PROCEDURE ziffernfolge (n : | NTECGER
B : | NTECGER; { Basis });
VAR x : | NTEGER
i : | NTEGER

BEG N { ziffernfol ge }
IFn=0THEN Witeln('a[0] = 0");

X 1= n;
i 1= 0;
WH LE x <> 0 DO BEGA N
Witeln ("a[', i, '] ="', x MDD B);
i =10 + 1;
X :=x DV B;
END;

END { ziffernfolge };
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Beispid:
Zi ffernfol ge zi ffernfol ge zi ffernfol ge
(2139, 10); (2139, 2); (2139, 16);

x = 2139 a[0] =9 x = 2139 a[0] =1 x = 2139 a[0] = B
x = 213 a[1] =3 x = 1069 a[1] =1 x = 133 a[1] =5
x =21 a[2] =1 x = 534 a[2] =0 x =8 a[2] =8
X = 2 a[3] =2 X = 267 a[3] =1 x =0
x =0 x = 133 a[4] =1

X = 66 a[5] =0

x = 33 a[6] =1

x = 16 a[7] =0

x = 8 a[8] =0

X =4 a[9] =0

X =2 a[10] = O

x =1 a[11] =1

x =0
21390 =[2139]10 2139;p=[100001011011], 2139;0=[85B]16

Die Umwandlung einer natirlichen Zahl von Dezimal- in Binar- bzw. Sedezimaldar-
stellung kann man mit Hilfe des angegebenen Rechenschemas durchfihren.

Aus der Binar- bzw. Sedezimaldarstellung in Dezimaldar stellung kommt man durch Aus-
wertung der Formeln

n:[bk-lbk-z blb0]2
=b_, R +b_, X%+ ... +b R+Dh,

m-1
=8 d 0 mitd;1{0,12 34,5678, 9.

i=0
bzw.
N=[S.1S5 - S
=5.,%6" +5 ,46" %+ ... +546+5,
m-1
=8 d 0 mitd1{0,12 34,5678, 9.
i=0
im Dezimalsystem.




1.4 Exkurs Uber Zahlendarstellungen 27

Die Umwandlung einer natlrlichen Zahl von Binér- in Sedezimaldarstellung erfolgt da-
durch, dal3 man von rechts jewells 4 Binarziffern zu einer Sedezimalziffer zusammenfaly;
eventuell missen dann links fuhrende Nullen erganzt werden.

Beispid:

n = 2139 = [2139]4 = [1000 0101 1011], = [8 5 B] 16

Die Umwandlung einer natiirlichen Zahl von Sedezimal- in Binardar stellung erfolgt da-
durch, dal3 man jede Sedezimalziffer als Ziffernfolge der 4 Binarziffern mit dem entsprechen-
den Wert schreibt.

B. Binar- und Sedezimaldar stellung positiver und negativer ganzer Zahlen

Zunéchst wird eine Stellenzahl k festgelegt, mit der Zahlen in Bindrdarstellung notiert wer-
den. Ubliche GréRen in IT-Systemen sind k = 16, k = 32 und k = 64. Jede Zahl n hat dann die
Form

n=[b..b., - bby],.

Fur die absolute Grofde des Zahlenwerts von n sind nur die rechten k-1 Stellen
b, ..., b, b, ausschlaggebend. Die am weitesten links stehende Stelle b, , bestimmt, ob n
als positive oder als negative Zahl interpretiert wird: Fur b, , =0 ist n positiv, fur b, , =1 ist
n negativ. Auf diese Weise wird die Binérziffernfolge

[Ob, ... bby], mith T {0, 1

as

ks 2 '

a b2

i=0

interpretiert. Entsprechend reprasentiert die Binérziffernfolge

[, ... bb], mith 1 {0, 3

den Wert

ks 2 '

a bl >QI _ 2k-l

i=0

k-2 k-2
und somit eine negative Zahl, da § b @' £ 2' =2"!- 1 ist.

i=0 i=0

Auch hier werden wieder Ublicherweise vier aufeinanderfolgende Binéarziffern zu einer Sede-
zimalziffer zusammengefaldt. Bel k vorgesehenen Binérstellen wird damit ein (asymmetri-

scher) Zahlenbereich von - 2%* bis + 2%'- 1 erméglicht, z.B. reicht der Zahlenbereich bei
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k =32 vorgesehenen Binarstellen von - 2 147 483 648,, = - 2*' bis + 2 147 483 647y =
+2%-1:

Binérdarstellung Sedezimal darstellung Dezimalwert
0000 0000 ... 0000 0000 00 00 00 00 0
0000 0000 ... 0000 0001 00 00 00 01 1
0000 0000 ... 0000 0010 00 00 00 02 2
0000 0000 ... 0000 0011 00 00 00 03 3
0111 1111 ... 1111 1111 7F FF FF FF + 2 147 483 647
1000 0000 ... 0000 0000 80 00 00 00 - 2 147 483 648
1000 0000 ... 0000 0001 80 00 00 01 - 2 147 483 647
1000 0000 ... 0000 0010 80 00 00 02 - 2 147 483 646
1111 1111 ... 1111 1110 FF FF FF FE -2
1111 1111 ... 1111 1111 FF FF FF FF -1

Der Ubergang von einer Zahl n zu der betragsméaRig gleichen Zahl mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen -n erfolgt durch Komplementbildung im 2er -K omplement:

1. Man ersetzt in der Binardarstellung von n jede Binérziffer O durch die Binarziffer 1 bzw.
jede Binérziffer 1 durch die Binarziffer 0.

2. Man addiert eine 1 auf die niedrigstwertige Stelle. Ein eventueller Ubertrag wird auf die
benachbarte linke Stelle addiert. Die Rechenregeln lauten aso binérstellenweise
0+0=0
0+1=1+0=1
1+ 1 =0und Ubertrag auf die links benachbarte Stelle.

Das entsprechende Verfahren kann man auch mit der Sedezimaldarstellung einer Zahl n
durchfihren:

1. Man ersetzt in der Sedezimaldarstellung von n jede Sedezimalziffer s durch die Sedezi-
malziffer s , die s auf den Wert 15, = Fic ergénzt, d.h. firr die s +s = F gilt.

2. Man addiert eine 1 auf die niedrigstwertige Stelle. Ein eventueller Ubertrag wird auf die
benachbarte linke Stelle addiert.

Beispiele:
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2139, = 0000 0000 ... 0000 1000 0101 1011, = 00 00 08 5B16
- 2139;0=1111 1111 ... 1111 0111 1010 0101, = FF FF F7 A516

110 = 0000 0000 ... 0000 0000 0000 0001, = 00 00 00 0146
- 150=11111111... 1111 1111 1111 1111, = FF FF FF FF6

128, = 0000 0000 ... 0000 0000 1000 0000, = 00 00 00 8016
- 128,0=1111 1111 ... 1111 1111 1000 0000, = FF FF FF 8016

C. Rechnen im Binar- und Sedezimalsystem

Die Addition im Binérsystem erfolgt binérstellenweise von rechts nach links unter Beach-
tung der arithmetischen Regeln 0+ 0=0,0+1=1+0=1, 1+ 1 = 0 und Ubertrag auf die
links benachbarte Stelle. Die Subtraktion einer Zahl n erfolgt durch Addition der betragsmé-
Big gleichen Zahl -n mit umgekehrtem Vorzeichen. Entsprechendes gilt fir das Sedezimal sy-
stem.

Beispiele:

21390 + 12849 0000 0000 ... 0000 1000 0101 1011, 00 00 08 5Bie
+ 0000 0000 ... 0000 0000 1000 0000, | + 00 00 00 8046

= (0000 0000 ... 0000 1000 1101 1011, | =00 00 08 DBie

213910 — 12849 0000 0000 ... 0000 1000 0101 1011, 00 00 08 5Bie
+ 1111 1111 .. 1111 1111 1000 0000, + FF FF FF 806

= (0000 0000 ... 0000 1000 1101 1011, | = 00 00 07 DBie

12810 — 2139 0000 0000 ... 0000 0000 1000 0000, 00 00 00 8016
+ 1111 1111 .. 11110111 1010 0101, | + FF FF F7 A5
1111 1111 ... 1111 1000 0010 0101, | = FF FF F8 253

Ergebnis: - 2011;0= FF FF F8 25;6=- 00 00 07 DB1s

Die Multiplikation im Binérsystem erfolgt im wesentlichen durch sukzessive Addition des
Multiplikanten gem&3 dem , Binaziffernmuster” des Multiplikators mit getrennter Vorzei-
chenrechnung. Entsprechend erfolgt die (ganzzahlige) Division im Binarsystem durch suk-
zessive Subtraktion.

Beispid:
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13110 * 1140 0000 1000 0011, * 1011,
000010000011
(000000000000
000010000011
000010000011

000010110100001,

1441,

D. Zahlenber eichstiber lauf

Da fir die Darstellung der Zahlen nur jeweils eine maximale Stellenzahl k vorgesehen ist,
kann es vorkommen, dal3 das Ergebnis einer arithmetischen Operation mehr als k Stellen be-
noétigt, und zwar moglicherweise bei der Addition zweier positiver oder zweier negativer
Zahlen. In diesem Fall spricht man von einem Zahlenber eichiiberlauf. Dieser kann nicht bel
der Addition einer positiven zu einer negativen Zahl entstehen.

Beispiele:

k = 32 Binérstellen

+ 2130 706 43219 0111 1111 0000 ... 0000, 7F 00 00 0046

+ 1677721610 0000 0001 0000 ... 0000, 01 00 00 0046

= 2 147 483 648, 1000 0000 0000 ... 0000 80 00 00 0046
=- 2147 483 648y

- 2147 483 64519 1000 0000 0000 ... 0011, 80 00 00 0346

- 910 111111171 1117 ... 1011, FF FF FF FB16

=- 2 147 483 650,09 0111 11111111 ... 1110, 7F FF FF FE16
= + 2 147 483 6461

Zur leichteren Feststellung eines Festpunktiberlaufs wird der Bindrdarstellung einer Zahl eine
zusétzliche Bindrstelle (,, Schutzstelle®) vorangestellt, die den gleichen Wert wie die Vorzei-
chenstelle hat. Eine gliltige positive Zahl beginnt so in der Schutz- und Vorzeichenstelle mit
der Ziffernkombination 00, eine gultige negative Zahl mit 11,. Bei der Addition wird diese
zusitzliche Stelle in die Rechnung mit einbezogen. Ein moglicherweise auftretender Ubertrag
in die nicht mehr vorhandene Stelle links der Schutzstelle wird ignoriert. Einen Fest-
punkttberlauf erkennt man daran, dal3 das Ergebnis der Addition in der Schutz- und Vorzei-
chenstelle die Binérziffernkombination 01, oder 10, enthalt.
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E. Zur Darstellung redller Zahlen

EineZahl xT R kannim Zahlensystem zur Basis B in der Form
x=#[a a,, ... a,a ,a ,a 5.,
:i(am_lem'l+am_2me'2+ .. +aB'+a,+a B '+a , B *+a B+ )

-1 .
:i(}“é a B + éa_iXB'igmit al{o1.. ,6B-1

€i=0 81 a

m-1
mit ganzzahligem Anteil § a *B', gebrochenem Anteil § a, B mit 0£§ a,, X8 <1

i=0 i°1 i°1
und Vorzeichen + geschrieben werden. Durch die explizite Angabe des Vorzeichens wird
fr negative Zahlen keine Komplementdarstellung gewahit.

Zur Umwandlung der Zahlendarstellung von einer Zahlenbasis B auf eine andere Zahlenbasis
B( werden ganzzahliger und gebrochener Anteil getrennt behandelt:

m-1

Die Ziffernfolge des ganzzahligen Antells é a, B erhdlt man durch sukzessive Division
i=0

durch den Basiswert B und Betrachten der ganzzahligen Reste (siehe Abschnitt A.).

Die Ziffernfolge des gebrochenen Anteils é a_ B erhalt man durch sukzessive Division
i3l

durch den Wert B™*, also durch Multiplikation mit B, und Betrachten der ganzzahligen Uber-
laufe, deren Werte in {0, 1, ..., B- 1} liegen. Da die Ziffernfolge des gebrochenen Anteils
unendlich periodisch oder nichtperiodisch sein kann, wird vorher die Anzahl an Stellen fest-
gelegt, die zur Darstellung des gebrochenen Anteils verwendet werden sollen. Die Zahl
x1 R wird also durch eine rationale Zahl angenahert.

Die folgende (Pascal-) Prozedur zi f f er nf ol ge_gebrochener _Antei |l liefert die ge-
wiinschte Ziffernfolge des gebrochenen Anteils einer reellen Zahl xT R mit 0£ x <1:
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PROCEDURE zi f f er nf ol ge_gebrochener _Ant ei |
(x : REAL;
B : | NTECGER; { Basis }
k : | NTEGER; { Stellenzahl });
VAR y : REAL;
i : | NTEGER

BEG N { ziffernfol ge_gebrochener_Anteil }
y 1= X;
IF (0 <=y) AND (y < 1)
THEN FORi := 1 TO k DO
BEG N
y :=y* B
Witeln ("a[-", i, "] =", Trunc(y));
y 1= Frac(y);
END;
END { ziffernfol ge_gebrochener_Anteil };

Beispid:
zi ff ernfol ge_gebrochener _Antei l zi ff ernf ol ge_gebrochener _Antei |
(0.415, 10, 8); (0.415, 16, 8);
y = 0.415 y = 0.415
y 4.15 a[-1] =4 y = 6.64 a[-1] =6
y 0.15 y = 0.64
y = 1.5 a[-2] =1 y = 10. 24 a[-2] = 10 = A
y 0.5 y = 0.24
y 5.0 a[-3] =5 y = 3.84 a[-3] =3
y 0.0 y = 0.84
y =0.0 a[-4] =0 y = 13.44 a[-4] = 13 = Dy
y = 0.44
y = 7.04 a[-5] =7
y = 0.04
a[-8] =0 y = 0.64 a[-6] =0
y = 0.64
y = 10. 24 a[-7] = 10 = A
y = 0.24
y = 3.84 a[-8] =3

0,41510 = 0,6A3D70...;4
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In IT-Systemen erfolgt in der Zahlendarstellung eine Normierung: Je nach verwendeter
Zahlenbasis B wird das Kommain der Darstellung x =#[a,,,a,, , ... 3,,a. ;8 ,a 5 .., S0

verschoben, daf?

a,,=a,,= .. =a,=a,=0unda_,* 0 beiB=16
bzw.
a,,=a,,= .. =3 =0unda, =1be B=2

gilt. Die Kommaverschiebung muf3 dann natiirlich durch eine Multiplikation mit einem ent-
sprechenden potenzierten Basiswert kompensiert werden.

Beispiele:

415,250 = 0,41525%0° - 0,0003125; = - 0,312540 °
2E,6A3D70...,, = 0,2EA3D70...,, X6
213,0410= D5,0A3D...;6 = 0, D50A3D..., X167

= 1101 0101,0000 1010 0011 1101..., = 1,1010101000010100011101. .., 2"

Auf diese Weise wird eineredlle Zahl xT R im Zahlensystem zur Basis B in der Form
x=¢[a0,a_ LA, 4 ...]B><Bs mit 8, 1{0, 1, ..., B-1

dargestellt. Fir den Exponenten s sind sowohl positive als auch negative Werte moglich.
Auch hier erfolgt noch einmal eine Normierung (mit einem sog. Bias), so dal fur die Dar-
stellung des Exponenten nur positive Werte vorkommen.
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2 Folgen und Reihen

In diesem Kapitel werden unendliche Folgen und als Speziafall unendliche Reihen betrachtet.

2.1 Unendliche Folgen

Wird jedem nT N nach einer bestimmten Vorschrift eine reelle Zahl a, 1 R zugeordnet, so
entsteht eine reellwertige Zahlenfolge a,, a,, a,, .... Sie wird mit

(aﬂ)nT N
bezeichnet. a, heif}t auch n-tes Folgenglied von (a,) .

niN -~

In der Regel stellt a, eine von n abhangige Formel dar. Beispielsweise ist fur

a, =+J/n+1-/n:

(an)nTN :(\/m_ \/ﬁ)nTN'

Eine Zahl al R heit Grenzwert (Limes) der Folge (a,)
gilt:

wenn folgender Sachverhalt

niN'’

Fur jede positive reelle Zahl e >0 gibt es eine (eventuell von e abhangige) nattrliche Zahl
n, = Nny(e) mit der Eigenschaft:
Fir jedes nT N mit n3 n, gilt|a, - g <e.

Die Folge heil3t dann gegen a konver gent (sie konvergiert gegen a), und man schreibt

a=|£@ann bzw. a, ® aflir n® ¥ .

Es bezeichne U (a,e) eine e -Umgebung von a, d.h. das offene Intervall

Ula.e)={x|a-e< x<a+e}:{x\ |a-x|<e}.
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Die Konvergenz der Folge (a,)., gegen den Wert al R bedeutet anschaulich, da bel

|
Vorgabe eines beliebig kleinen Werts e >0 alle Folgenglieder a,, bis auf hochstens endlich
viele Ausnahmen (,fast alle” Folgenglieder), dicht bei a, genauer in der e -Umgebung von a
liegen. Verkleinert man e auf den Wert e(<e, so steigt eventuell die Anzahl der Ausnah-
men, die in der so verkleinerten e (-Umgebung von a liegen; es bleiben aber weiterhin hoch-
stens endlich viele Ausnahmen.

Eine Folge, die nicht konvergent ist, also keinen Grenzwert hat, heil3t diver gent.

Fur eine divergente Folge gilt

entweder:

(i) es gibt mindestens zwei reelle Zahlen al R und bT R mit a! b, so daR es sowohl
beliebig dicht bei a als auch beliebig dicht bei b unendlich viele Folgenglieder gibt

oder:

(i) die Werte a, werden mit wachsendem n beliebig grof3 bzw. beliebig klein (Schreibwei-

sedann a, ® ¥, lima, =¥ ,bzw. a,® -¥, lima, =-¥).
n® ¥ n® ¥

Im Fall (i) sagt man, die Folge habe mindestens zwei verschiedene (reelle) Haufungspunkte.

Eine gegen eine reelle Zahl a konvergente Folge besitzt nur den einzigen Haufungspunkt a,
der dann auch Grenzwert der Folge ist.

Satz 2.1-1:

(i) Jede Folge (a,)
gibt eine Konstante C1 Rmit [a,|< C firalle nT N.

1 » die gegen einen Grenzwert konvergiert, ist beschrankt, d.h. es

(i) Konvergiert dieFolge (a,) ., gegen al R, soista eindeutig bestimmt.

Die Limeshildung und das Rechnen mit arithmetischen Ausdriicken ist haufig miteinander
vertauschbar. So kann man den Grenzwert einer Folge, deren Folgenglieder sich a's arithmeti-
scher Ausdruck (gebildet mit den Operatoren +, - , * und /) von Folgenglieder konvergenter
Folgen darstellen lassen, dadurch berechnen, dal3 man die Limesbildung in den arithmetischen
Ausdruck hineinzieht: Man berechnet die Grenzwerte der einzelnen Teile und verknlpft diese
dann gemé&ld dem arithmetischen Ausdruck. Konstante Faktoren, die nicht von n abhangen,
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kann man jeweils vor den Limes ziehen. Die Grundlage dieses Kalkiils liefert der folgende
Satz:

Satz 2.1-2:

Esseien (a,) ., bzw. (b

PN n)nT N zwel konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.

Dann gilt:

() lim(a, +b)=axb,

Ll(rDrQ(an>bn):a>b.

i ar r 1 i i ) =71l =r>
(i) Farrl R ist !1'®r9(r a)=r L|®rgan rsa.

n® ¥

(i) Gilt b O und b, O firrdle nT N, soist Iimg—”8=
(%)

(iv) Aus lima, =a kann man limja,| =|al schliefen.
n® ¥ n® ¥

Fur a= 0 gilt auch die Umkehrung: Ii®rg|an| =0 impliziert lima, = 0.

(v) Jede (fast Uberall) konstante Folge (a,) . konvergiert, genauer:
Ist a, =a fur (fast) ale nT N, soist

lima, =a.
n® ¥

Haufig ist das Konvergenzverhalten einer Folge (a,) . zu untersuchen. Ist eine Zahl al R

,verdchtig, Grenzwert der Folge (a,) . zu sein, so 18Rt sich durch Ruckgriff auf die Defi-

ni N
nition des Limesbegriffs nachprifen, ob die Folge tatschlich konvergiert, und zwar gegen a,

d.h. ob Igg a, =a gilt. Kann man einer Folge, ohne von ihrem moglichen Grenzwert etwas zu

wissen, ansehen, dal3 sie konvergiert? Die folgenden Sétze liefern einige Konver genzkriteri-
en:
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Satz 2.1-3:

Essden (a,) ., bzw. (b,) . zwe konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.

Dann gilt:

1y 2Zwei konvergente Folgen mit demselben Grenzwert

() Essden (a,).. und (b,)
al R. Fur fast alle? Folgenglieder c, der Folge (c,) ., gdte a, £c, £b,. Dann

konvergiert auch die Folge (c,) ., und zwar zum selben Grenzwert a.

niN’

(i) Jede beschrénkte und monoton wachsende Folge konvergiert, und ihr Limes ist
gleich der kleinsten oberen Schranke (Supremum) ihrer Wertemenge.

Jede beschrénkte und monoton fallende Folge konvergiert, und ihr Limes ist gleich
der grof3ten unteren Schranke (Infimum) ihrer Wertemenge.

Eine unbeschrankte, monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge strebt gegen
¥ bzw. -¥.

Bemerkung: Nicht jede beschrénkte Folge ist konvergent.
(iii) Jede Umordnung und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist ebenfalls konver-

gent mit demselben Grenzwert. Dasselbe gilt, wenn man endlich viele Folgenglie-
der einer konvergenten Folge abéndert.

Das folgende Konver genzkriterium von Cauchy gibt eine notwendige und hinreichende Ei-
genschaft der Konvergenz einer Folge an:

Satz 2.1-4:

Eine Folge (a,) ., ist genau dann® konvergent, wenn es zu jedem e >0 eine natiirliche

ni N

Zahl n, =n,(e) gibt, so dal3 gilt:

|a, - a,|<e furalenl Nundmil Nmitn3 n, undms3 nj.

n

2 d.h. alle bis auf héchstens endlich viele Ausnahmen
3 das bedeutet; dann und nur dann
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Satz 2.1-5:

(i) Essd ql R.Danngilt

i divergent firq£-1

I 0 fir- 1<g<1

| " :
i 1 furq=1

f ¥ fiurg>1

Ist ki N und |¢ <1, soist Ii®m¥(n"q”):0.

(i) Essei al R.Dannigt
i0 fir a<oO
limn®={1 fir a=0
n® ¥ .
ly  fur a>0

(iii) Fir jedes al R it

n

lim& =o:

n®¥ nl

L I 1 fir n=0 )
hierbel ist n! ={ (n! =,,n Fakultat")

11%... Xn-)n furn>0

.n

(iv) lim +1% = e=2.7182818284590. ..

n® ¥ n

e heifdt Euler sche K onstante.

(v) ,Ahnlich* aussehende Folgen verhalten sich beziiglich der Konvergenz haufig sehr
unterschiedlich: So ist die durch

a = 2"+(-2)

2n
definierte Folge (a, ) . nicht konvergent. Dagegen konvergiert die durch
bn — 2" + (_ 2)

3n

definierte Folge (b, ) ., gegen 0.
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(vi) Die Folge (\/ﬁ)nTN divergiert: mit wachsendem n werden die Folgenglieder belie-

big grof3. Hingegen werden die Zuwéachse von einem Folgenglied zum néchsten mit
wachsendem n beliebig klein; denn die Folge

(\/n +1- \/ﬁ)
konvergiert gegen 0.

ni N

(vi)DieFolge &+1+14  +10
& 2 3

divergiert.
Ngin

2.2 Unendliche Reihen

Zur Zahlenfolge (a,) ., wird eine neue Zahlenfolge (s, ) ., durch
Sn = é. a'i

i=0
definiert. Der Wert s, heifit n-te Partialsumme von (a,)

So = @y,
S, =8, +a,

niN-’

s, =g, ta, +...a,=5,.,ta,.

Der Grenzwert lims, = Iimgaa" a 2heift unendliche Reihe der Folge CHI.
n® ¥ ne¥eZ, @ n

Falls der Grenzwert existiert, d.h. einen Wert <¥ annimmt, wird er mit
S

aa

i=0

bezeichnet. Gelegentlich schreibt man auch

Ada=a+a+a,+ ..
i=0
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Satz 2.2-1:

¥
Existiert der Grenzwert g a;, so konvergiert die Folge (a,) ., gegen 0, d.h. aus
i=0

¥
Q a <¥ folgt lima, =0.
i=0 :

Bemerkung: Die Umkehrung dieser Aussage gilt i.a. nicht, d.h. aus der Konvergenz der Folge

¥
(a,) ., gegen Ofolgti.a nicht die Existenz von § a .

i=0

Satz 2.2-2:

¥ ¥
Essden § a und § b konvergent. Dann gilt:
i=0 i=0

¥
o

¥
() A(ca)=cA a firjedescl R.

i=0 i=0

b.

Qo

(ii) é(aiih)zéaii

i=0

i=0

¥
Zur Berechnung von § a, sind folgende Schritte erforderlich:
i=0

1. Schritt:

Man bildet die n-te Partialsumme s, = a . Fals moglich, findet man hierfir einen ge-
i=0
schlossenen Ausdruck, der von n abhangt.

2. Shritt:

Man vollzieht den Grenzibergang n® ¥ und erhélt Ii®rgsn = Iim?a" aig
" i=0

y
[o]

il =a g .
i=0
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¥ n ..
Essei mi N.Unter § a versteht man den Grenzwert der Folge geé a%‘

i=m ni N,nm

Satz 2.2-3:

¥ ¥
Falls § a existiert, so existiert auch § a, fur jedes mi N, und esgilt

i=0 i=m
¥ ¥ m1

[o] _ [o] [o]

aai—aai' aai-

i=m i=0 i=0

Der folgende Satz liefert einige Beispiele:

Satz 2.2-4:

() Fur gl Rmit- 1<qg<1ligt

gqi—l
o 1-q
¥
 _q
q=—,
a971 g
¥

o . q
aigq =

s (1)

¥ , ¥
(ii) DieReihen & (- 1)’ und & T existieren nicht (sind divergent).

i=0 i=1 |
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(iv)

a i1 1 1 1 1 1 1
)T e =1-Z+S- S+ L+ ()" L =In2
‘E‘l( ) i 2 3 4 (-9 n
» 0,6931471805599
¥ )
Y G S T U | L S L
- 2i-1 3 5 7 2n- 1 4
» 0,7853981633974
¥ 2
g logeli ity 1y =P 1644934066848
o | 4 9 16 n 6
3 1 $ 1
a: a-

1 3 Lt o
= 1 X(1+D)  Sixi-1

1

a

<¥ firjedesal R mita >1.

Qyox

l I

Es seien n und | natiirliche Zahlen, und es bezeichne <n>, die Ziffernfolge, die
aus | hintereinanderstehenden Ziffern n besteht®. Die Ziffernfolgen <n>, und
<m>_ werden durch Hintereinanderschreiben zur Ziffernfolge
<n>_ <m>_ zusammengesetzt, dieaus |, vielen Ziffern nund |, vielen Ziffern m
besteht.

In der Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl r mit 0<r <1, etwa
r=0d.,d,..d d. . .d d
wiederholt sich die Ziffernfolge d_,. ,d

codd,.d, dody,..d
<1>1<0>m <9>k<0>m

m2 mk

d_,. . beliebig oft. Der Wert vonrr ist

m2

m k

Die rationalen Zahlen lassen sich mit diesen Bezeichnungen definieren as
Q:{% |ml Zundnl Zundnt O}

:{z+r |21 Zund (r=0,d.,d_, .. d._ oderr=0,d.,d,..d d _.d .. d_mk...)} ,

d.h. Q besteht aus alen Zahlen, deren gebrochener Anteil in Dezimaldarstellung entweder
nach endlich vielen Dezimalziffern abbricht (es folgen nur noch Nullen) oder unendlich peri-
odisch endet. Irrationalen Zahlen haben demzufolge einen gebrochenen Anteil in Dezimaldar-
stellung, der unendlich nichtperiodisch ist.

4Z.B.ist <9>,=999; <>und <9 > bezeichnet jeweils die leere Folge.
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3 Redlle Funktionen einer Veranderlichen

Funktionen stellen Beziehungen zwischen Mengen A und B her. Sie kdnnen als Spezialisie-
rung des Konzepts der Relationen zwischen Mengen definiert werden. Im vorliegenden Ka-
pitel werden Funktionen ohne Bezug auf den Begriff Relation eingefuhrt. Auf3erdem sind alle
beteiligten Mengen Teillmengen der reellen Zahlen.

3.1 Allgemeines

Es seien A und B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element al A genau ein Element
b1 B zuordnet, heif}t Abbildung (Funktion) von A nach B. Zur Definition einer Abbildung
mussen also die Mengen A und B und die Abbildungsvorschrift angegeben werden; meist
wird eine Abbildung auch noch mit einem Bezeichner (Namen) versehen. Die Abbildung mit
dem Bezeichner f, die dem Element al A das Element b= f(a) zuordnet, wird meist ge-
schrieben als:

JA® B

1a® f(a) '
héufig auch in der Form
f:A® B, f(a)= ..

Die Menge A heil3 Definitionsbereich von f, die Menge
W(f)={b|bl B,undesgibtal Amit f(a)=bh}
heif}t Wertebereich vonf. Esist W(f)I B.

Anstellevon W( f) schreibt man auch f(A). Fur eine Funktion f:A® B istaso
f(A) ={b|bl B,undesgibtal Amit f(a)="h}.

Die Angabe f:A® B legt fest, dal’ einem Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch®
far A ist, jeweils ein Element vom (Daten-) Typ, der , charakteristisch* fur B ist, zugeordnet
wird. Beispielsweise konnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die Menge B
aus naturlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:A® B fest, dal? jedem Objekt vom
Objekttyp T in der Menge A durch f eine nattrrliche Zahl, die beispielsweise als Priméarschllis-
selwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt, wie diese Zu-
ordnung fiir jedes Element al A geschieht.
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Die Bedingung, dal3 durch eine Abbildung f jedem Element des Definitionsbereichs genau ein
Element des Wertebereichs zugeordnet wird, kann man durch folgende Aussage ausdriicken:
f(a)=b undf(a)=b, impliziert b, = b,.

Andererseits kann es durchaus Werte a, und a, mit a, * a, und f(a,)= f(a,) geben; bei-

spielsweise ist fir die durch f (x)=x2 fir x1 R definierte Abbildung f (- 1) = f (1).

Eine Abbildung f:A® B mit Al R und W(f)i R heifl} redlle Funktion einer Veran-
derlichen.

Beispiele:
iR ® R
fii )
iX ® x
iR\{0} ® R
Qi 3
pox @ 3
h.|[O,¥[ ® R
1T x ® 1-¢”
1A ® A
id,:f | dentitat auf A
iX ® Xx
iR ® R
para:% Par abel
IX ® ax(x-1
i]-10,¥[ ® R
1 ix? fur - 10<x£2
Tlox @ ix-x fir2<x£20
i 12x+8 firrx>20
IN ® N
f1 n® 11 firn=0 Fakultatsfunktion

{ %an!(n-l)fUrn>O
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Die hier aufgefiihrte Definition der Fakultétsfunktion zeigt die Form einer rekursiven Defini-
tion. Rekursive Funktionsdefinitionen werden haufig angewandt, wenn der Definitionsbereich
der Funktion die natiirlichen Zahlen oder eine Tellmenge der natiirlichen Zahlen ist. Fur den
kleinsten Wert n des Definitionsbereich bzw. fir mehrere der kleinsten Werte wird f(n) di-
rekt angegeben. Fur grofiere Werte nwird f (n) als arithmetischer Ausdruck, der n, eventuell

kleinere Werte m und Funktionswerte f(m) mit m<n enthalt.

Die Fakultatsfunktion kann auch nicht-rekursiv definiert werden:

IN ® N
gl i1 firn=0

ln ® )
0 T1x.4n-1)x furn>0

Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Funktion mit der zugehdrigen nicht-rekursiven Defini-
tion ist die Fibonnacci-Funktion, die einen nichttrivialen Zusammenhang zwischen beiden
Formen der Definition zeigt:

IN ® N
fib: | in fiorn=0undn=1 paxy.

Lfib(n- 1)+ fib(n- 2) firn3 2

fib(n) = —— 250 @500 Lo
B2 5 k2 5

Im folgenden werden ausschliefdich reelle Funktionen betrachtet. Gelegentlich wird auf die
Angabe des Definitionsbereichs einer Abbildung verzichtet; dann wird implizit immer die
grofde Teilmenge von R genommen, fir die die Abbildungsvorschrift definiert ist.

Fir eine Abbildung f: A® B heif die Menge {(a, f (a))|al A} Graph der Abbildung f.

Sind f:A® B und gB® C zwei Abbildungen, dann heild die Abbildung h: A® C mit
h(a) = g(f(a)) die Komposition (Zusammensetzung) der Abbildungen f und g, geschrieben
h=gof

Esist W(go f)I W(g)l C,undiagilt gof?t fog.

Beispid:
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IR\{-} ® R

|
N gi
i X ® 1+ X T

Ry @ R
ge } X ® %1_'_)()2

3.2 Eigenschaften von Funktionen

Die Funktion f:X® Y besitze die Eigenschaft f(X) =Y, d.h. der Wertebereich von f um-
falt ganz Y. Zu jedem y1 Y gibt es also mindestensein xT X mit f(x) =y (eventuell gibt
es mehrere Werte xI X, die auf y abgebildet werden). Dann heif}t f surjektive Funktion
(Surjektion).

Beispid:

Die Funktion
iR ® R
X ® X

ist nicht surjektiv, da es zu keiner negativen Zahl yl R einen Wert xT R gibt mit

f(x) =x* = y<0. Durch Einschrankung der Zielmenge kann man jedoch die Surjektivitat
erzwingen. Beispielsweise ist

iR ® R,
forl )

iX ® X
surjektiv.

Die Funktion f: X® Y besitze die folgende Eigenschaft:
Firr jedes x, T X undjedes x, T X mit x, * x, ist f(x,)t f(x,).

Dann heif3 f injektive Funktion (I njektion).
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Beispid:

Die Funktion
iR ® R
X ® X

ist nicht injektiv, da for x,=-1 und x,=1 offensichtlich x,* x, ist, aber
f(x)=f(-)=(-D*=1=f(1) = f(x,) ist.

Die Injektivitdt kann man durch Einschrankung des Definitionsbereichs erzwingen. Bei-
spielsweise ist die Funktion

(IR, ® R
Hx @ X
injektiv.

Die Injektivitat einer Funktion kann an ihrem Graphen abgelesen werden: Jede Parallele zur
x-Achse schneidet den Graphen einer injektiven Funktion in hdchstens einem Punki.

Die Begriffe , Funktion“, , Surjektivitdt“ und , Injektivitét“ lassen sich in en einheitliches
Konzept einordnen:

Formal ist eine Funktion f:A® B eine Abbildungsvorschrift (genauer: eine zweistellige
Relation), die folgenden beiden Bedingungen (a) und (b) genlgt:

(@ Sieistlinkstotal: fir jedes al A gibtes bl B mit f(a)=b
(b) Seistrechtseindeutig: f(a)=b, undf(a)=Db, implizieren b, =b,.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B ist surjektiv, wenn sie rechtstotal ist, d.h. wenn
f (A) =B gilt bzw. wenn esfir jedes bl B ein al A mit f(a)=b gibt.

Eine Abbildungsvorschrift f:A® B istinjektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn gilt:

fir jedes a,1 A undjedes a,1 A gilt: Aus f(a,) = f(a,) folgt a, =a,.

Eine Funktion, die sowohl surjektiv as auch injektiv ist, wird als bijektive Funktion (Bijek-
tion) bezeichnet.
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Satz 3.2-1:

Essa f:X® Y eine bijektive Funktion. Dann gilt:
(i) Furjedes yl Y gibtesgenauein x, T X mit y= f(x,).

(i) Esgibt eine eindeutig bestimmte Funktion g:Y ® X mit g(y) = X, .

Ist f:X® Y eine hijektive Funktion, so heif¥ die gemdal Satz 3.2-1 existierende Funktion

g Y® X die Umkehrfunktion von f und wird mit -fl bezeichnet. Es gilt:

o1 -1 -1 -1
fof =id, und fof =id,,dh fof(x)=x und fof(y)=y.

Beim Graph einer bijektiven Funktion f vollzieht sich der Ubergang zur Umkehrfunktion -fl
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (45°-Linie).

Beispiele:

Die Funktion

iR ® R

F:i
iX ® ax+b

ist fir festes al R mit a® 0 undfestem b1 R bijektiv und hat die Umkehrfunktion

ajR © R
F: :
Py @y o

a a

Im allgemeinen ist eine Funktion der Form

(IR © R
1x ® ax®+bx®+cx+d

mit festen rellen Werten a, b, ¢ und d nicht bijektiv.

Die Funktion
iR ® R

f,:
ix ® X
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ist weder injektiv noch surjektiv. Jedoch sind die Funktionen
1R, ® Ry,

jewels bijektiv mit den durch f,(y)=+Jy baw. f,(y)=-./y definierten Umkehrfunktio-
nen.

Haufig wird bereits fir eine injektive Funktion f: X® Y, die nicht notwendigerweise sur-

-1 .
jektiv ist, die Umkehrfunktion f definiert, und zwar nur fir digjenigen Werte yl Y aus dem
Wertebereich von f:

-1
fif(X)® X.

Satz 1.1-2 a3 sich mathematisch korrekt wie folgt formulieren:

Satz 3.2-3:

(i) Esgibt eine bijektive Abbildung h, :N® Z, und es gibt eine bijektive Abbildung
h, :N® Q. DieMengen N, Z und Q sind daher gleichmachtig.

(i) Die Menge N der naturlichen Zahlen 183 sich nicht auf die Menge R der reellen
Zahlen bijektiv abbilden.

Die bijektive Abbildung h, : N® Z wird definiert durch

IN ® Z
h - | i -n/2 fdlsngeradeist |

z:In ®
§ Hn+1)/2 falsnungeradeist

Die bijektive Abbildung h, :N® Q wird in zwei Schritten konstruiert. Zunachst wird eine
bijektive Abbildung f,:N® Q., angegeben, die dann zu einer bijektiven Abbildung
ho :N® Q erweitert wird:

f,(0)=0.
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Fir n>0 gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl mi N_, mit (- 1)2(m_ Aene (m-zl)m.

Eswird

r=n- (m- Lm- 2) und
2

t=m-r

gesetzt. Sowohl r asauch t sind positive natirliche Zahlen. Eswird f,,(n) durch

foln)=
definiert. Man kann zeigen, da3 f,:N® Q., bhijektiv ist. Die gesuchte Bijektion
ho :N® Q ergibt sich zu

(in dieser ungeklrzten Darstellung)

- | =

i - fo(n/2)  falsngeradeist
1fo((n+1)/2) falsnungeradeist

Imfolgendensei f:X® R, Xi R,und | | R sai einIntervall.

f heif’t auf | monoton steigend (bzw. monoton fallend), wenn fiir x, T | und x, T I gilt:

Ist X, <X,,s0ist f(x,) £ f(x,)
(bzw.
ist X, <X,,s0ist f(x;)3 f(x,)).

Der Graph einer monoton steigenden Funktion fallt also mit wachsenden x-Werten nicht ab;
der Graph einer monoton fallenden Funktion steigt also mit wachsenden x-Werten nicht.

f hei}t auf | streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend), wenn fiur x, T 1 und
x, 11 gilt:

Ist X, <X,,s0ist f(x,) < f(x,)
(bzw.
ist X, <X,,s0ist f(x;)>f(x,)).

f heil}t auf | beschrankt, wennesein ¢ R,, mit folgender Eigenschaft gibt:
Fur jedes x1 | ist |f(x) £c.
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Der Graph einer beschrankten Funktion verlduft also weder oberhalb von ¢ noch unterhalb
von - C.

f heil’t auf | nach oben beschrankt (bzw. nach unten beschrankt), wenn es ein ¢ R mit
folgender Eigenschaft gibt:
Fir jedes xT 1 ist f(x)£c bzw. f(x)3 c.

f heift konvex tiber I, wenn fir x, T 1 und x, 1T 1 mit x, * x,und fir jedes IT R mit
0<l<1qgilt:
F(1ox, +(1- 1)o%,) £ 1> F(x,) +(L- 1)>F(x,).

f(x)
f(X2)

f(x) + 1 (f(x2) - f(x0)) = 1(xg) + (1 - 1) f(x

f(lxo+ (1 -1) xp)
konvex

f(x1)

Y

X1 IxXo+(@1-Nx; X
=X+ 1 (X2 - X9)

Nimmt man also zwei beliebige verschiedene Werte x, 1 1 und x, 1 | und verbindet die
Punkte (x,, f(x;)) und (X,, f(Xx,)) des Graphen einer Uber | konvexen Funktion durch eine
gerade Linie, so verlauft der Graph zwischen (x,, f(x;)) und (X,, f(X,)) unterhalb dieser
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Verbindungslinie. Betrachtet man diese Verbindungslinie a's Annéherung an den Graphen der
Funktion zwischen (x,, f(Xx,)) und (X,, f(X,)), SO macht man man einen Approximations-
fehler in Richtung grol3erer Werte, d.h. die Approximation liefert zu grof3e Werte.

f heift konkav Gber I, wenn fir x, T 1 und x,T 1 mit x, * x,und fur jedes IT R mit
0<l<1qgilt:
Flox, +(1-1)>x)3 1> F(x;) +(1- 1)>f(xy).

Bel einer konkaven Funktion verlauft der Graph oberhalb der entsprechenden Verbindungsli-
nie. Betrachtet man auch hier wieder die Verbindungslinie zwischen den Punkten (x,, f(x,))

und (X,, f(x,)) as Anndherung an den Graphen der Funktion, so liefert sie hier zu kleine
Werte.

f heilt streng konvex tber |, wenn fir x, T 1 und x, T 1 mit x, * x,und fir jedes I T R
mit 0<| <1 gilt:
fox, +(@-1)ox) <> (%) + (@3- 1)>F(x,).

f heilkt streng konkav tber |, wenn fur x, T 1 und x, T | mit x, * x,und fir jedes I T R
mit 0<| <1 gilt:
fox, +(@-1)x) > (%) + (@3- 1)> F(x,).

Eine Funktion kann in Teilintervallen ihres Definitionsbereichs (streng) konvex und in ande-
ren Tellintervallen (streng) konkav sein.

Die Funktion f:X® R, XI R heif’t stetigim Punkt x, T X, wenn gilt:

Fir jedes e >0 gibt esein d >0, dasvon e und X, abhangen kann (d.h. d =d(e, x,)), mit
folgender Eigenschaft:

Fur jedes xT X mit |x- x| <d ist|f(x)- f(x,)<e.

Die Funktion f:X® R heif’t stetigin DI X, wenn f injedem Punkt x, T D stetig ist.

Die Stetigkeit einer Funktion f: X® R ineinem Punkt x,T X bedeutet:
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Zu jeder e-Umgebung U(f(x,).e) von f(x,) gibt es eine (von e und x, abhangige) d -
Umgebung U (x,,d) von x,, diedurch f ganz nach U(f (x, ),e) abgebildet wird, d.h. fir die
U, d))T U(f(x)e)

gilt. Anschaulich heif3t dieses, daf3 fir ein Argument X, das sich ,nahe bei* x, befindet (in der
d -Umgebung U(xo,d) von X,), der Funktionswert f(x) ,nahe bei* f(x,)liegt (in der e-
Umgebung U(f (x,).e) von f(x,)). Eine ,sehr kleine Anderung* des Arguments, d.h. der
Ubergang von X, zu x mit [x- X,| <d, fihrt zu einer ,sehr kleinen Anderung* von f(x,),

d.h. der Funktionswert f(x) erfillt |f(x)- f(x,)| <e.

Meistens kann die Stetigkeit einer Funktion an deren Graphen abgelesen werden: Graphen
stetiger Funktionen lassen sich in einem Zuge zeichnen, ohne den Zeichenstift abzusetzen.
Der Graph einerin x, 1 X stetigen Funktion weist in (x,, f(X,)) keine Sprungstelle auf.

Andert sich die Funktion f in der Nahe von x, langsam, so wird man keine Mihe haben, zu

vorgegebenem e >0 ein passendes d >0 zu finden; andert sie sich rasch, so wird man d ent-
sprechend klein wahlen missen.

Beispiele:

Die Funktion
| R

2

ist stetig in jedem Punkt x, T R.,.Zu >0 und x, >0 kann man d =d(e, x,) = €%
1+exx,
nehmen.
Die Funktion
f:Rao ® R
i x ® Jx

ist stetig in jedem Punkt x, T R.,.Zu e>0 und x, 3 O wahle man z.B. d =d(e, x,) =€’.
Man beachte, dal3 d hier nur von e und nicht von X, abhangt.

Die Funktion
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JR ® R
Ix ® X

ist in jedem Punkt x,T R stetig. Zu e>0 und x,1 R setzt man beispielsweise

d=d(e, %) =+|%|" +e-[x,.

Die Funktion f:X® R heif}t gleichmaRig stetig in DI X, wenn es fir jedes e >0 ein
d >0 gibt, das hochstensvon e abhéngt (d.h. d =d(e) ), mit folgender Eigenschaft:
Firjedes x T D, yI D mit|x- yj<d ist|f(x)- f(y)<e.

Jedein DI X gleichmaRig stetige Funktion ist dort natiirlich auch stetig. Es gibt jedoch ste-
tige Funktionen, die nicht gleichmédig stetig sind.

Es |8/ sich zeigen, dal3 eine auf R gleichméldig stetige Funktion , nicht zu schnell wéchst*,
namlich héchstens wie eine lineare Funktion (genauer: Ist f:R® R gleichmaldig stetig, so

gibt es eine Konstante C >0 mit | f(x)| £ CX1+|X))).

Satz 3.2-4:

Sind f:X® R und g X® R mit Xi R stetig, so auch die folgenden Abbildungen:

O f+ y ® R
Hx @ f(0+gx
I X ® R
i) fxgq
W DL o )
LglX @ R
(i) | |‘}x ® |f(x)
(iv) fo.IX ® R mit cT R
'%x ® cxf(x)
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iX ® R
(V) Istg(x,) 0,0ist f/Qfy @ [1(X)inx, TR setig.
t 9(x)

(vi) Mitfund gistauch go f stetig.

Satz 3.2-5:
Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(@ f:X® R istander Stelle x, 1 X stetig.
und

(b) Fir jede Folge (x,). ., mit limx, =x, gilt lim f(x,) = f(x,).

Mit Hilfe des Satzes 3.2-5 1483t sich haufig nachweisen, dal3 eine Funktion in einem Punkt
X, 1 X nicht stetig ist. Dazu braucht man nur eine einzige Folge (x,), ., anzugeben, die ge-

gen x, 1 X konvergiert, deren Bildwerte unter f aber nicht gegen f(x,) gehen.

Beispid:
Die Funktion
iR ® R
fol i x firx<1

Ix+1 furxe 1
istin x, =1 nicht stetig. Dazu betrachte man die Folge (x, ) ., mit X, =1- I/(n+1). Es gilt

limx, =1. Andererseits it  f(x,)=1-1(n+1) und f(x,)=f()=2, dso

n® ¥

limf(x,)* T(x)-

Essden X1 R und f:X® R eine Funktion. Das Element xOT X heifdt Nullstelle von f,
wenn f(x,)=0 gilt.

An einer Nullstelle schneidet der Graph von f die x-Achse.
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Die Funktion f:X ® R besitzt im Punkt x, T R den (endlichen) Grenzwert f,T R, wenn
gilt:

Fir jedes el Rmite>0 gibt es ein (von e abhingiges) d =d(e) mit folgender Eigen-
schaft:

Fur jedes xT X mit |x- x,|<d ist|f(x)- f|<e.

Zu beachten ist, dafd der Wert x, nicht zum Definitionsbereich von f gehoren muf3.

Wahlt man eine beliebig kleine e-Umgebung von f,, so findet man immer eine d -
Umgebung von X, , die durch f komplett in diese e -Umgebung abgebildet wird. In jeder be-
liebig kleinen e -Umgebung von f findet man Bildpunkte (unter f), deren Urbilder nahe bei
X, liegen (zu beachten ist, daf3 x, nicht zu X zu gehdren braucht).

Schreibweise: lim f (x) = f,.

X® X

Die Funktion f:X ® R besitztin x, T R einen Pol, wenn gilt:

Fir jedes KT R mit K >0 gibt es ein (von K abhangiges) d =d(K) mit folgender Eigen-
schaft:
Fur jedes xT X mit |x- x| <d ist|f(x)|>K.

Die Funktionswerte wachsen Uber jede Grenze, wenn man sich dem Wert x, ndhert. Dabel ist
zu beachten , dal3 X, nicht zu X gehort.

Schreibweise: lim f(x) = +¥ .

X® Xp

Satz 3.2-6:
Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

@ I(i@m f(x)=0
und

(b) Diedurch ge% g(x) = % (x) definierte Funktion besitzt bei x, einen Pol.
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DieFunktion f:X ® R hatfur x® ¥ die Asymptote s X ® R, wenn gilt:

Fir jedes eT Rmite >0 gibt es eine von e abhéngige Konstante C = C(e) > 0 mit folgen-
der Eigenschaft:

Fur jedes xT X mit x> C(e) ist|f(x)- (x)|<e.

Der Funktionsverlauf von f nahert sich beliebig dicht dem Funktionsverlauf von s an, wenn
man x nur geniigend grof3 wahit.

Schreibweise: 1imf (x)- ()| = 0 bzw. lim f (x) = s(x)..
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4 Wichtige Funktionen

In diesem Kapitel werden einige in praktischen Anwendungen haufig vorkommende Typen
von Funktionen vorgestellt.

4.1 Polynome

Ein Polynom ist eine Funktion p:R ® R, zu deren Berechnung man mit den Rechenopera-
tionen Addition, Subtraktion und Multiplikation auskommt.

Beispielsweise wird durch p(x) = (x- 1)><(x2 +5)- V2" =- 2% +x3- x?+5x- 5 @in
Polynom definiert.

Polynome lassen sich immer auf eine ,standardisierte® Form bringen:

Eine Funktion

iR® R
5 i
pTx® ax"+a, X"+ .. ax+a,

mit reellen Konstanten a,,, a, ,, ... ,a,,8, unda, * 0 heil& Polynom vom Grad n.

n?!>n-17

Fur p(x)=a,x"+a, ,x"'+ ... +ax+a, schreibt man wie tiblich p(x)= é ax .
i=0

Beispiele:

Die durch p(x) =(x- 1)><(x2 +5)- V2xx" =- 2% +x3- x? +5x- 5 definierte Funktion ist
ein Polynom vom Grad 7.

Diedurch p(x) =5(x* - x)x* ++/2,5 definierte Funktion ist ein Polynom vom Grad 4.

Diedurch p(x) =3x?- +/x +9 definierte Funktion ist kein Polynom.
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Polynome vom Grad O:

p(x) = a, = condt.

Der Graph eines Polynoms vom Grad 0 ist eine Gerade, die im (x, y)-Koordinatensystem par-
allel zur x-Achse verlauft und die y-Achse im Punkt (0,a,) schneidet.

Polynome vom Grad 1.

p(x)=ax+a, mta, * 0
Die einzige Nullstelle ist x, =- 2.
2,

Der Graph eines Polynoms 1. Grades ist eine Gerade und schneidet im (X, Y)-
K oordinatensystem die y-Achse im Punkt (0,a,).

Polynome vom Grad 2

p(x) =a,x*+ax+a, mita,* 0

Es gibt zwel oder eine oder keine reelle Nullstelle. Die Nullstellen berechnen sich zu

2
_ a &
X01,02 =-—t= 2 -
2a, 4a,” a,

Diese sind nur dann regllwertig, wenn a,” 3 4a,a, ist.

Ein héaufig auftretender Spezialfall ist das Polynom der Form p(x) = x* + px+q mit pl R
und g1 R. Dieses Polynom hat die Nullstellen
= - £+ p_z_

2 V2 %

X01,02

Die Bedingung firr die Reellwertigkeit der Nullstellen lautet p® - 4q3 0.
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Der Graph eines Polynoms 2.Grades ist eine Parabel, die fur a, >0 nach oben und fur
a, <0 nach unten gedffnet ist.

Ist a,>0 (bzw. a, <0), so wird der minimale (bzw. maximale) Wert des Polynoms

p(x) = a,x* +a,x+a, an der Stelle

—. &
Ke = - ——
° 2a,
312
angenommen; der Funktionswert lautet dabel p(xg) = a, - 1
a2

Im Spezialfal p(x)= x>+ px+q lauten die entsprechenden Werte

xs =~ P4 und p(xs)=g- g%gz

Polynomevom Grad 3 3:

Fur Polynome 3. und 4. Grades gibt es noch eine geschlossene Formel zur Nullstellenbestim-
mung, fur Polynome htheren Gradesi.a. nicht.

Satz 4.1-1:;

n
(i) p(x)=ax"+a x"'+ .. +ax+a,= g ax se einPolynom vom Grad n und
i=0

X, eine Nullstelle von p (d.h. p(x,) = 0). Dann gibt es ein Polynom p, vom Grad
n- 1 mit
PO) = (X- %,)> ().

Man kann aso den Linearfaktor x- x, aus p(x) ausklammern.

Im Speziafall p(x)=x"- a" mit at O lautet eine Nullstelle x, = a. Esist

n-1
p(x)=x"- a" =(x- a)xq a" X' .
i=0

(i) Ein Polynom vom Grad n hat h6chstens n viele reelle Nullstellen.

(iii) Ein Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle.
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Satz 4.1-2:

st p(x):é_ ax' en Polynom vom Grad n mit ganzzahligen Koeffizienten, d.h.

i=0

a, 1 Z,s0ist jede ganzzahlige Nullstelle ein Teiler von a,.

Satz 4.1-3:

Das Polynom p(x):é_ ax' vom Grad n habe die redlen Nullstellen x,, ... ,X

i=0

om
hierbei werden mehrfache reelle Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgefiihrt. Dann
gilt

P(X) = (X= Xo1) - (X= Xom) > Pg (X)

mit einem Polynom p, (x) von geradem Grad 2k, das keine reellen Nullstellen hat. Au-
Rerdemist n=m+ 2k.

4.2 Gebrochen rationale Funktionen

Eine Funktion der Form
| X ® R

fiiy @ PO mit XI R, p)=8ax,qx)=8q bx undb, *0
i a(x) =0 =0

hei 3 gebrochen rationale Funktion.

An den Nullstellen von q ist f nicht definiert, d.h. der Definitionsbereich von f lautet
D(f) =R\ {x, | a(x,) =0}

Skizzierung einer gebrochen rationalen Funktion f:

1. Schritt;

Bestimmung aller Nullstellen von p und aller Nullstellen von g. Alle diese Nullstellen seien
Xogs -+ » Xgf -
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Die Nullstellen von g gehoren nicht zum Definitionsbereich von f.

Fur jede dieser Nullstellen x,, von pund q wird der 2. Schritt durchgefuhrt.

2. Schritt:

Es werden 3 mdgliche Félle unterschieden:

1. Fl:

2. Fal:

3. Fl:

X,; 1st eine Nullstelle von p, aber nicht von qg:
P(Xo) =0undg(xy)* O

Esqilt

f(XOi) = p(XOI) — 0 —
A(Xe)  aA(Xq)

d.h. x,; ist eine Nullstelle von f.

X, 1st keine Nullstelle von p, aber eine Nullstelle von g:
P(Xo )t Oundg(xy) =0

Zu beachten ist, dal3 f fir x,; nicht definiert ist.
Esqilt

| Jdmax) g
i = im P00 POG)

d.h.f besitzt bei X, einen Pol.

X,; 1st sowohl eine Nullstelle von p, als auch eine Nullstelle von g:
P(Xo) =0 und g(xy) =0

Zu beachten ist, dal3 f fir x,; nicht definiert ist.

Ist x,; einer-fache Nullstelle von p und eine s-fache Nullstelle von g, dann gilt

= Xoi )r P, (X)

(X' Xoi )s >q, (X)

mit p; (X, ) * 0 und g,(X,;)* O.

Fal 3a r>s



4.2 Gebrochen rationale Funktionen 63

lim f(x) = lim(x- Xol)r-s:;pl(xm) o
X® Xo; X® Xoj ql (XOi )

Fal 3b: r=s

I|m f(X) — pl(XOi) 1 O
X® X 0, (Xoi

In beiden Fallen nennt man X, eine behebbare Unstetigkeitsstelle von f, da man f

stetig nach x,,; fortsetzen kann.

Fal 3c: r <s
(x- Xq)" Gy (x
Iim}/f = lim o) ):O,d.h.fhatbei X, €inen Pol.
X® Xoi (X) X® Xoi p, (X) :
3. Schrritt:

Eswird das Verhatenvon f(x) bei x® +¥ untersucht.

Esist f(x)=M : p(x):én_ ax', q(x):ém‘ b,x) und b, * 0.
a(x) i=0 i=0

Fall 4a: Der Grad von q ist grof3er als der Grad von p, d.h. m>n.
ax"+a, lx”'l .o+ aX+a,

limf(x)=Ilim
X® ¥ x@¥p x™+b  x" .. tbXx+Db,

B %(m.n an.l%(m-(n-1>+ +a1%(m.1+80%(m
=1lim
x® ¥ bm>(]_+bm_1}<(+ +b1}<(m-1+bo}<(m

dh.f hatbe x® +¥ die Asymptote S(x) =0 (x-Achse).

Fall 4b: Der Grad von q st nicht gréf3er als der Grad von p, d.h. m£n.

Durch Ausdividieren (Polynomdivision) von P(X)/ = erhalt man auf eindeutige
a(x)

Weise Polynome s(x) und r(x) mit f(x)= s(x)+;E )) Hierbei hat §(x) den Grad

n- m und r(x) einen kleineren Grad as q(x), und es gilt:
IGiDrE f(X)=s(x),d.h.f hatbel x® +¥ die Asymptote 5(X).
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4.3 Exponential- und Logarithmusfunktion

Essai a> 0 eneredle Konstante. Die Funktion

heil3t Exponentialfunktion zur Basis a.

Wichtige Speziafélle sind exp,(x) =2*und exp,(x) = e* (e-Funktion)

Jede so definierte Exponentialfunktion exp, ist bijektiv und besitzt daher eine Umkehrfunk-

-1
tion exp, , die Logarithmusfunktion zur Basis a heift und mit log, bezeichnet wird:

iR,, ® R
log,:j
i X ® log,(x)

Wichtige Speziafalle sind log, (x) und log,(x) =In(x) (natdrlicher Logarithmus).

Esist also log,(x) digenige reelle Zahl, mit der man a potenzieren muf3, um x zu erhalten.
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Exponentialfunktionen

LP

10

Logarithmusfunktionen

In(X)=

[/

-4

7

6 65

55

5

4 45

3,5

3

2,5

2

1 15

0,1 0,5
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Satz 4.3-1:

. - . . iR ® R, .
(i) Fur die Exponentialfunktion exp,:j ~ gt
iX ® a
Bel a>1ist ngrgexpa(x):lxl(@nga =¥ und Xl(r!)r_rlexpa(x):xl(!)rga =0.
Be O<a<list limexp,(x)=lima* =0 und limexp,(x)=Ilima*=¥.
X® ¥ X® ¥ X® - ¥ X® - ¥
R, ®

X ® log,(x)
Ixi®rgloga(x):¥ und le®ngloga(x):-¥.

(i) Fur die Logarithmusfunktion Ioga:i giltbe a>1:
|

Aufgrund der Definitionen gelten folgende Zusammenhange zwischen Exponential- und Lo-
garithmusfunktionen:

Satz 4.3-2:
Im folgenden seien al R, a>0, bI R, b>0, xI Rund yI R.

(i) Esgilt:
exp,(0)=a° =1,
exp,()=a' =a,
exp, (X +y) = exp, (X)exp, (y) bzw. a*’ =a*x’,

eXpa(X) bzw a.x-y_a_

exp,(Y) ' a’

exp, (x- y) =

(@) =av,

exp, (log, (X) = x bzw. a"*%® =x.
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(i) Essai zusdtzlich x>0 und y>0. Esqgilt:

log, (1) =0,
log,(a) =1,
log, (x>y) =log, (x) +log,(y),

l0g, %) = 109,09~ 10g, ).
log,,(x) = y»0g,(x),

log, (a*) = x.
Satz 4.3-3:

(i) Den Zusammenhang zwischen verschiedenen Exponentialfunktionen stellt die
Gleichung
exp, (X) = (exp, () @ bzw. a* = (b*)™"
her. Verschiedene Exponentiafunktionen unterscheiden sich also durch potenzierte
Werte.

(i) Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Logarithmusfunktionen wird durch

die Gleichung

log, (x) = Hog, (x)

1
log, (a)
beschrieben. Verschiedene Logarithmusfunktionen unterscheiden sich also durch
konstante Faktoren.

Im folgenden sei a >1. Die Exponentiafunktion zur Basis a steigt bei wachsendem x schnell
an. Es gilt namlich exp, (x+1) = axexp,(x) bzw. a*** =axa*, d.h. bei VergroRerung des
Argumentwerts um 1 vergrofert sich der Funktionswert um den Faktor a.

Hingegen wachsen die entsprechenden Logarithmusfunktionen sehr langsam. Es gilt ndmlich
Ii®rQ(Ioga(x+1)- Ioga(x)) =0, d.h. obwohl die Logarithmusfunktion bel wachsendem Argu-

mentwert gegen ¥ strebt, nehmen die Funktionswerte letztlich nur noch geringfigig zus.

5 Ein dhnliches Verhalten hatten wir bereits bei der Wurzelfunktion gesehen.
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Das Wachstumsverhalten der Exponential- und Logarithmusfunktionen im Vergleich mit Po-
lynomen und Wurzelfunktioonen zeigt der folgende Satz, dessen Beweis sich aus Uberlegun-
gen ergibt, die in Kapitel 6 angestellt werden.

Satz 4.3-4:
Essa al R,a>1.

(i) Essa p(x) ein Polynom. Dann gilt:
Iimwzo,

X®¥
d.h. die Exponentialfunktionen wachsen schneller als ale Polynome.

(i) Furjedes mi N ist
|im(loga‘ﬂ:0.

X® ¥ X
Man sieht, dal? selbst Potenzen von Logarithmusfunktionen im Verhéltnis zu Poly-
nomen (sogar zu Polynomen 1. Grades) langsamer wachsen.

(iii) Fur jedes mI N ist
lim1%9%(9) _ ¢
x®¥ 1y
Man sieht, dal? Logarithmusfunktionen im Verhdltnis zu Wurzelfunktionen langsa-
mer wachsen.

Die folgende Tabelle zeigt funf Funktionen h:R,, ® R, i =1, ..., 5 und einige ausgewahlte
(gerundete) Funktionswerte.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h. (x) h. (10) h. (100) h. (1000)
1 log, (X) 3,3219 6,6439 9,9658
2 JX 3,1623 10 31,6228
3 X 10 100 1000
4 NG 100 10.000 1.000.000
5 2 1024 1,2676506 X10% >10%
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Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die funf Funktionen h:R_, ® R, i=1, ..., 5. Essai
Y, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fur jede der funf Funktionen x-Werte x; mit
h(x)=y,. In der vierten Spalte sind digenigen x-Werte x,  aufgefiihrt, fir die
h, (x_,) =10xy, qilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man x. vergrofdern muf3, damit

der Funktionswert auf den 10-fachen Wert wachst. Wie man sieht, muf3 bel der Logartihmus-
funktion wegen ihres langsamen Wachstums der x-Wert stark vergrof3ert werden, wahrend bel
der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Steigerung um ca.
3,3 erforderlichist.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
i h, (x) X mit h(x) =y, % mit h(x ) =10%y,
1 log, (X) X, (Xl)lo
2 JIx X, 100>x,
3 X X, 10>x,
4 X2 X, »3162>X,
5 2% Xg » X +3,322

Die Logarithmusfunktion zu einer Basis B>1 gibt u.a. ndherungsweise an, wieviele Ziffern
bendtigt werden, um eine nattrliche Zahl im Zahlensystem zur Basis B darzustellen:

Gegeben sei die Zahl nT N mit n> 0. Sie benétige m= m(n, B) signifikante Stellen zur Dar-
stellung im Zahlensystem zur Basis B, d.h.

m-1
n=8 a8 mita 1{0 1, .., B-3 unda,, ! 0.

i=0

Esist B™* £n<B" und folglich m- 1£ log, (n) < m. Daraus ergibt sich fir die Anzahl der
bendtigten Stellen, um eine Zahl nim Zahlensystem zur Basis B darzustellen,

m(n, B) = dogg (N)(r+1= dogg (N +1)u.

Die Anzahl an Dezimalziffern zur Darstellung einer Zahl n betrégt demnach @og,, (n)(j+1,

an Binarziffern dog, (n)(j+1 und an Sedezimalziffern gdog,, (n){j+ 1.
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Die folgende Tabelle zeigt die Zusammenhéange an bendtigten Stellen zur Darstellung einer
Zahl nin denin der Informatik Ublichen Zahlensystemen.

Stellenzahl im
Dezimal system Binarsystem Sedezimal system
m zwischen Zwischen

éclo,z mf' 3 und éClO,Z ><mL éC10,16 ><mf - 1 und éC10,16 ><mL
mit mit
Cop = %0910 (2) > 33219281 | ¢y, = %0910 (16) > 0830482

Zwischen m éemq

€Co10 XM - 1 und ¢c, o XM g4t

mit ¢, ,, =log,,(2) » 0,30103

zwischen 4m m

€Ci10 XM( - 1 und {cy o XM
mit
Cis10 =100y, (16) » 1,20412

Hierbei ist éx(; der nach oben auf die néchstgrofi3ere ganze Zahl aufgerundete Wert von x und
&x() der auf die ndchstkleinere ganze Zahl abgerundete Wert von x.

Eine der wichtigsten Datenstrukturen, die in der Informatik vorkommen, sind Bindrbaume.
Dazu einige einflihrende Definitionen:

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V ={v,, ... ,v,} von

''n

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge E :{el, ,ek} IV~ V von Kanten (edges).

Die Kante e=(v;,v;) lauft von v, nach v; (verbindet v, mit v;). Der Knoten v; heil3t An-

fangsknoten der Kante e=(v;,v;), der Knoten v, Endknoten von e=(v;,v;). Zu einem

Knoten vi V heift pred(v) ={v¢| (v¢v)T E} die Menge der direkten Vorganger von v,
succ(v) ={v¢| (v,v9T E} die Mengeder direkten Nachfolger von v.

Ein Binarbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften 1. — 4. charakte-
risiert:

1. Entwederist n3 1 und [V|=n2 lund|E/=n- 1,
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oder esist n=0 und V = E = & (leerer Baum)

2. Bei n3 1 gibt es genau einen Knoten r 1 V, dessen Menge direkter VVorganger leer it;

dieser Knoten heif3t Wur zel von B,

3. Bal n3 1 besteht die Menge der direkten Vorganger eines jeden Knotens, der nicht die

Wurzel ist, aus genau einem Element.

4. Be n3 1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem Ele-
ment oder zwel Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nachfol-

ger leer ist, heil’t Blatt.

Beispiele:

oU0

120 70U

100 SUU

110 220

200

210

400

Rang 0

Rang 1

Rang 2

Rang 3

Rang 4

Rang 5

Hohe 6
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13

i 1]

In einem Binédrbaum B = (V, E) gibt es fur jeden Knoten vi V genau einen Pfad von der
Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ((ao,al),(al,az), (am_l,am)) mit r=a,, v=a,
und (a.,, &)1 E furi=1, .., m Der Wert mgibt die L &nge des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus Uber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.

Der Rang eines Knotens |&3 sich auch folgendermal3en definieren:

1. Die Wurzel hat den Rang 0.
2. Ist v ein Knoten im Baum mit Rang r - 1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w
den Rangr.

Unter der Hohe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthélt genau einen Knoten, namlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthdlt hdchstens doppelt soviele
Knoten wie das Niveau j - 1. Daher gilt:
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Satz 4.3-5:

(i) Das Niveau j3 0 eines Bindrbaums enthélt mindestens einen und héchstens 2!
Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau O bis zum Niveau j (einschliefdich)

betragt mindestens j +1 Knoten und héchstens 5_ 20 =21 1 Knoten.

i=0

(i) Ein Bindrbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
halt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten
enthalt. Also gilt fur die Hohe h(B,) eines Bindrbaums mit n Knoten:

dog,(n)+1=4dog,(n+1)uE h(B,) £n.

(iii) Die Anzahl (strukturell) verschiedener Bindrbdaume mit n Knoten betréagt
1 86 _ 4" c.4n
n+1&na ndpn  Jns

mit einer reellen Konstanten C >0.

(iv) Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines
beliebigen Knotens eines Bindrbaums mit n Knoten (gemittelt Gber ale n Knoten)
besucht werden mul3, d.h. der mittlere ,, Abstand“ eines Knotens von der Wurzel, ist
Jpn +C mit einer redllen Konstanten C>0. Im giinstigsten Fall (wenn also alle
Niveaus voll besetzt sind) ist der grofte Abstand eines Knotens von der Wurzel in
einem Bindrbaum mit n Knoten gleich dog,(n)(j+1=dog,(n+(»log,(n), im
ungunstigsten Fall ist dieser Abstand gleich n.

Ein wichtiges Suchverfahren in der Informatik ist die Binérsuche:

Gegeben sal einFeld t [ 1], ..., t [ n] mit ganzzahligen Eintrégen (allgemeiner: mit beziglich
einer Ordnungsrelation vergleichbaren Eintrégen), die nach aufsteigender Gréf3e sortiert sind,
dh.esqgiltt[1] £t[2] £ .. £t[ n-1] £ t[n].Die Aufgabe besteht darin festzustellen,
ob ein vorgegebener Wert aunter t[ 1], ..., t [ n] vorkommt und in diesem Fall den Index i
zu ermitteln, fir den a = t[i] gilt. Anstelle das Feld linear von Anfang bis eventuell zum Ende
zu durchsuchen, kann man folgendermal3en vorgehen:

Zunéchst wird das mittlere Element t [ mi ddl e] gepruft (bei einer geraden Anzahl von Ele-
menten ist das mittlere Element das erste Element der zweiten Feldhdlfte). Ist es gleich a, so
ist der gesuchte Feldindex gefunden, und die Suche ist beendet. Andernfalls liegt a, wenn es
Uberhaupt im Feld vorkommt, im vorderen Feldabschnitt, fallsa < t [ mi ddl e] ist, oder im
hinteren Feldabschnitt, fallsa >t [ m ddl e] ist. Die Entscheidung, in welchem Feldabschnitt
weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden. Gleichzeitig wird durch diese Entscheidung
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die andere Hélfte aler potentiell auf Ubereinstimmung mit a zu tiberpriifenden Feldelement
ausgeschlossen. Im Feldabschnitt, der weiter zu Uberprifen ist, wird nach dem gleichen Prin-
zip (also rekursiv) verfahren. Unter Umsténden mul3 die Suche fortgesetzt werden, bis ein
noch zu tUberprifender Feldabschnitt nur noch ein Feldelement enthélt.

Die Suche nach einem bestimmten Element in einem sortierten Feld mit n3 1 vielen Ele-
menten mit Bindrsuche bendtigt hochstens dog, (n)(+1=dog,(n+1)y»log,(n) viele Ele-
mentvergleiche. Diese Grof3enordnung ist optimal.



4.3 Exponentia- und Logarithmusfunktion 75

5 Einfuhrung in die Differentialrechnung

Bel der Untersuchung des Kurvenverlaufs einer Funktion f ist es haufig notwendig zu wissen,
wie sich der Wert von f(x) andert, wenn man sich von einem festen Wert x, ,um einen
kleinen Betrag” bis zum Wert x > x, entfernt. Man vergleicht dabei die Anderung von

Dy = f(x)- (x,)

mit der Anderung von

Dx=Xx- X,

und bildet den Differ enzenquotienten

Dy _ F(0- F(%) _ f(x+DX)- f(x)

Dx X- X Dx

Geht man ,,nahe genug” an x, heran, so wird bei vielen Funktionen der Differenzenquotient
unabhangig von Dx und beschreibt dann eine charakteristische quantitative Eigenschaft der
Funktion f im Punkt x,: die Steigung der Funktion f im Punkt X, .

A

f(Xo+Dx)

f(fo+Dx)-f(xo)

ngente in (Xo, f(Xo))

'
v

f(Xo)

Y

Xo Xo+Dx
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5.1 Differenzierbarkeit
Im folgenden seien wieder X1 R und f:X ® R eine Funktion.

Die Funktion f:X ® R heilt an der Stelle x, 1 X differenzierbar, wenn der Grenzwert
i f O +DX) - (%)

Dx® 0 Dx

existiert. Dieser Grenzwert heil3t Ableitung von f an der Stelle X, .

Ubliche Schreibweisen fr die Ableitung von f an der Stelle x, sind:
i £ O+ D9~ f(x,)

Dx® 0 Dx
lim f(X)_ f(XO)’
x® X X= Xq
df (x)

dx x:xo’
f(x,)-

Existiert dieser Grenzwert firr jedes x, 1 X, so heifit f (nach x) differenzierbar. f (x) ist &-
ne Funktion von X.

Der Differenzenquotient
f(%o +Dx)- f(X)
Dx

gibt die durchschnittliche Veranderung im Intervall [X,, X, + Dx] an und ist von x, und Dx
abhangig. Er ist gleich der Steigung der Sekante zwischen den Punkten (x,, f(x,)) und
(%, +Dx, f (X, + Dx)) des Graphen von f. Nach dem Grenzilbergang Dx® 0 ist der Quoti-
ent gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,, f (X)) und ist nur
von X, abhangig.

Die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,, f (x,)) hat die Geradengleichung
yr (%) = FUX)>(X- X) + f(X,).

Im Punkt x, + Dx hat die Tangente also den Wert

Yr (X +Dx) = (%) Dx+ f(X,).
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Der Wert f (x,)>Dx gibt aso eine gute Naherung fur die Veranderung von f von f(x,)

biszu f(x,+Dx), wennsich x, um einen kleinen Wert Dx &ndert; diese Anderung ist pro-
portional zu Dx (mit dem Proportionalitétsfaktor f (x,)).

f(Xo+Dx)

f(xo) |

f(x)

Tangente in
(Xo, f(x0))

If'(xo)' Dx

'
v

Xo X0+DX

Satz 5.1-1:

Ist f:X® R inx,T X differenzierbar, soistfin x, stetig.

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, d.h. aus der Stetigkeit einer Funktion in ei-
nem Punkt x, folgti.a nicht die Differenzierbarkeit in X, .

Ein Beispiel fur eine Funktion, die Uberall stetig, aber nicht Uberall differenzierbar ist, ist die

Betragsfunktion
; 1R®R
Ix® |y

Esqilt
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n’fH(X+h)- fH(X)| o ( i+1 farh>0
o h heo h % 1 furh<O

h® 0 h

x=0

Der Grenzwert existiert also nicht, d.h. fistin x, = 0 nicht differenzierbar (aber stetig).

Satz 5.1-2:

Die Funktionen f:X® R und g: X ® R seen differenzierbar. Dann gilt:

y df d
(i) &(af(x) + bg(x)) = d(XX) +b ?j(xx) ’

(af (x) +bg(x))" = af €x) +bgdx).

Hierbel sind a und b Konstanten, die insbesondere nicht von x abhéngig sind.

dg(X)

xg(x) + f(x)

.. d df (x)
(i) &(f(X)xg(X)) >
(f() Xg(X))( = £ &x)xg(x) + F(x)>*g&x)
(Produktregel)

(iii) Fur g(x)* O gilt
dat 005 g 9007 100D
dx 8 g(x)@ (g(x))

dg(X)

ae'f(><)§5 _ f&x)g(x)- f(x)>xg%kx)
&9(0)z (9(x))*
(Quotientenregel)

di(y)  _dg(x)
dy |y=g(><) dx

(f(g0) = T €g(x))*g¢x)
(Kettenregel)

. d _
(iv) &(f (9(x))) =
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-1 N
(v) Hatfdie Umkehrfunktion f undist f«(x,)* O fur x, 1 X, soistfir y, = f(x,):

d 1

&0 e
dx X=Xq

&l =1

g (10l =Ty

Die folgende Tabelle fuhrt einige wichtige Funktionen und ihre Ableitungen auf.

f(X) f(Xx)
x?, pI R pxPt
c = const. 0
8 ax & iax?
i=0 i=0
}/n - ym-l
X X
Jh(x) h(x)
2./h(x)
In(x) = Iog, (x) %
In(h(x)) h((x)
h(x)
log, (x) log,(6) _ 1
X x¥n(a)
e e
a“,a>0,a= const. a*A{n(a)
e he x) "™
a"™ a>0,a= const. hx)>xa"* ¥n(a)
x*, x>0 x* {In(x) +1)

Die Funktion f:X® R sa differenzierbar (und damit auch stetig). Dann ist f¢X® R

ebenfalls eine Funktion, die aber nicht unbedingt differenzierbar oder stetig sein mul. Ist sie
jedoch differenzierbar, so kann man

df (x)
dx
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bilden und nennt dieses die 2. Ableitung von f.

Allgemein werden Ableitungen héherer Ordnung wie folgt definiert:
Esist
FO0)=1(x);
ist die (n- 1)-te Ableitung der Funktion f:X® R imInterval 11 X differenzierbar, so ist
die n-te Ableitung von f gegeben durch

f<“>(x):di FO-D (),
X

Existieren fir f ale Ableitungen bis zur n-ten Ableitung, so heif¥ f n-mal differenzierbar.

5.2 Kurvendiskussion

Die Funktion f:X ® R hat an der Stelle x, T X ein (lokales) Maximum, wenn es eine e -
Umgebung U(xo,e):{xHx- x0|<e}:{x| X, - €< X< X, +€ } von X, gibt, so daB fiir alle
X1 U(x,,e) mit xt x, gilt: f(x) < f(x,).

Die Funktion f: X ® R hat an der Stelle XOT X ein (lokales) Minimum, wenn es eine e -
Umgebung U(xo,e):{xHx- x0|<e}:{x| X, - €< X< X,+€ } von X, gibt, so daB fiir alle
X1 U(x,,e) mit xt x, gilt: f(x)> f(x,).

Unter einem (lokalen) Extremwert versteht man ein lokales Maximum oder ein lokales Mi-
nimum.

Die Funktion f:X® R hat an der Stelle x,, €einen Wendepunkt, wenn es ein el R mit
e >0 gibt, sodal f fur jedes xT X mit x,, - e <x <X, streng konvex und fur jedes x1 X
mit x,, <X<Xx,, +e streng konkav ist bzw. fir jedes xT X mit x,, - € <x<Xx,, streng kon-
kav und fur jedes xT X mit x,, <x<X,, +€& streng konvex ist.
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Satz 5.2-1:

Die Funktion f:X ® R sei ander Stelle x, I X mindestens n-mal differenzierbar.

st

f®(x,)=0 fur k=1, ..., n-1und

f(ﬂ)(XO)l 0,

und ist n gerade,

S0 hat f an der Stelle x, einen Extremwert, und zwar ein (lokales) Maximum, wenn

f™(x,) <0 ist bzw. €in (Iokales) Minimum, wenn f ™ (x,)>0 ist.

Ist

f®(x,)=0 fir k=2, ..., n- 1 und

F0(x,)2 0

und ist n ungerade,

so hat f an der Stelle einen Wendepunkt; die Krimmung wechselt von konvex nach

konkav, wenn f™(x,)<0 ist; sie wechselt von konkav nach konvex, wenn
f™(x,)>0 ist. Gilt zusétzlich f(x,) =0, so liegt eéin Wendepunkt mit waagerechter
Tangente (Sattelpunkt) vor.

Satz 5.2-2:

Ist die Funktion f:X ® R imIntervall |1 X differenzierbar, so sind folgende Aussa-
gen (a) und (b) quivalent (gleichbedeutend):

(& fistinl monoton fallend (bzw. steigend).
und
(b) Furjedes xT 1 gilt f(x)£0 (bzw. f(x)3 0).
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Satz 5.2-3:

Ist die Funktion f:X ® R imIntervall || X zweimal differenzierbar, so sind folgen-
de Aussagen (@) bis (d) aquivalent (gleichbedeutend):

(@ fistinl konvex (bzw. konkav).

und
(b) Fir Werte x, 11 und x, 11 mit x <x, gilt ~02= "Dty (o,
2" X
f(x, - f(x
( 2 ( l)Ef«X]_))
X, = X
und

(c) DieAbleitung f (x) istin| monoton steigend (bzw. monoton fallend).
und
(d) Furjedes xT | ist fe(x)3 0 (bzw. f«(x)£0).
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6 Einige Anwendungen der Differentialrechnung

6.1 DieRegel von del‘Hospital

Haufig sind Grenzwerte der Form

I(i@m f(x)
zu berechnen, wobei
f(x)= % und lg@rg g(x)= lg@rg h(x)=0

gelten. In diesem Fall ist der folgende Satz von Bedeutung (Regel von de I'Hospital, 1661-
1704):

Satz 6.1-1:

Gegeben seien die Funktionen g:X® R und hhX® R, XI R. Dabei seien gund h
(n+ 1)-mal differenzierbar und ihre (n + 1)-te Ableitungen stetig. Firr x, 1 X gelte

() 9(%)=9%x,)= ... =g (x)=0,
h(x,)=h&x,)= ... = h(")(XO) =0 und h™? (X,)* 0.
Dann gilt:
(n) (n+1) (n+1)
jim 9 = i 989 o 9Ty 0700 07 (X)
x® Xo h(X) x® %o h(KX) x® Xq h(n)(x) x®x, ("D (X) h(n+l)(X0)

Es werden also Zahler- und Nennerfunktion getrennt abgel eitet.

Beispiele:
X" -

lim =n
x®1 x- 1
im& - t=q

x® 0 X
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Der hier zitierte Satz steht fir den ,Fall 0/0“. Der Satz gilt auch, wenn eventuell x, 1 X (as
einzelner Wert) ist und die Bedingung (+) durch
(=) 9(%o) = 9&xo)= ... =gV (%)) =¥,
h(x,) =h&x,)= ... =h™(x,)=¥ und h™?(x) Ofir jedesx] X.
ersetzt wird (, Fall ¥ /¥ ).

Die Regel von de I'Hospital ermdglicht auch die Berechnung unbestimmter Ausdriicke der Art
¥-¥, 0%, 1%, ¥°% 0° Diese werden zunichst so umgeformt, dal? der , Fall 0/0* oder der
.Fal ¥ /¥ * entsteht. Die folgende Tabelle gibt die Umformungen auf den ,,Fall 0/0* an:

Typ Funktion Umformung Fall 00"
¥- ¥ g(x)- h(x) - Vh()- Vg0
Yh(x)*/ g(x)
¥-¥ g(x)- h(x) Exponentieren Ve
1/e9)
0>¥ g(x)>h(x) - 9
Vh(x)
1¥ g(x)"® L ogarithmieren In(g(x))
Vh(x)
¥° g(x)"™ Logarithmieren h(x)
YIn(g(x))
0° g(x)"® L ogarithmieren h(x)
YIn(g(x))
Beispiele:
lim1+x)% =e

x® 0

Fir jedes al R mit at 0 gilt
|imM:O’
x®¥ @

d.h. die Logarithmusfunktionen wachsen langsamer als alle Potenzfunktionen, insbesondere

1
langsamer als alle Wurzelfunktionen f, (x) = xk =&/x mit kT N_,.
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Fir jedes al R gilt

lim> =0,

x®¥ gX

d.h. die Exponentialfunktionen wachsen schneller als alle Potenzfunktionen, insbesondere

schneller as alle Polynome p_ (x)=x" mit nT N.

6.2 DasNewtonverfahren

Bel der L6sung von Gleichungen kommt es haufig vor, dal? eine explizite Auflésung nach der
unbekannten Grof3e nicht moglich ist. Man ist dann an einer numerischen LAsung interessiert.
Ahnliche Probleme ergeben sich bei der numerischen Bestimmung von Nullstellen von Funk-
tionen.

Gegeben sei eine Funktion f:X® R, die auf einem Intervall | =[a,b], I I X mindestens

zweimal differenzierbar mit stetiger 2. Ableitung ist. Aul3erdem seien folgende Bedingungen
1. bis4. erfullt:

1. f(a)>f(b)<O0,dh. f hat im Interval | eine Nullstelle (das ergibt sich aus der Stetigkeit
von f und der Tatsache, dal3f im Intervall | das Vorzeichen wechselt).

2. fdx)* O fir jedes x1 |, d.h. die Nullstelle ist eindeutig (da in | kein Extremwert von f
existiert).

3. fd&x)£0oderfd(x)3 Ofir jedes x1 |, d.h. fist entweder konkav oder konvex auf |.

4. Bezeichnet ¢ denjenigen Endpunkt von [a,b], fir den |f &x) kleiner ist als am anderen
Endpunkt, so gilt

f(c)

f&c)

d.h. die Tangente an den Graph von f in demjenigen Endpunkt des Intervalls I, fir den

|f €x)| am kleinsten ist, schneidet die x-Achseim Intervall 1.

£b- a,

Gesucht wird eine Losung der Gleichung
f(x)=0 mitxl I.



86 6 Einige Anwendungen der Differentialrechnung

Bel diesen Voraussetzungen Uber f approximiert das folgende Verfahren die gesucht Ldsung
X, 1 1 (fur diedann f(x,) =0 gilt):

Man wahlt einen beliebigen Punkt a, 1 | .
Man berechnet furn=0, 1, 2, ...
ey = Ay - H(a,) d
f&a,)
bis sich aufeinanderfolgende Werte von a,,, und a, nur noch ,wenig“ unterscheiden (weni-
ger as eine vorgegebene Genauigkeitsschranke).

Die so definierte Folge (an)nTN approximiert die gesuchte Losung x, 1 | der Gleichung
f(x)=0.

Beispiele:

Zur Bestimmung der Quadratwurzel +/c einer reellen Zahl ¢ > 0 wahlt man
f(x)=x*- c.

DieFolge (a,) ., lautet hierbei:

a, =¢/2,

lee cd -
A =—gan +—=, nl N.
2 a,o

Zur Bestimmung der beliebigen Wurzel ¥/c = ¢k mit ki N., ener reellen Zahl ¢ > 0 wahit
man

f(x)=x*- c.

DieFolge (a,) ., lautet hierbei:

a, >0 beliebig,

., :gL- 1Qan +E(:anl'k , ni N.
kg k

Zur Berechnung des inversen Werts % einer reellen Zahl ¢ > 0 sind keine Divisionen erfor-
derlich: Man wahlt

f(x)z%-c.
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DieFolge (a,) ., lautet hierbei:

a, = beliebigmit 0<a, < 2c”* (Scha tzury),
a,,=a(2-ca), ni N.

Das Newton-Verfahren ist robust gegen Rundungsfehler. Ein Iterationsschritt im Verfahren,
d.h. die Berechnung eines weiteren Werts a,,,, verwendet nur den Wert a, und nicht vorhe-

rige Werte, etwa a,_,, a,_,, ..., 8,. Der Wert a_,, hangt also nur von a, ab. Derartige ,, ein-

stellige” Iterationsverfahren haben den Vorteil, dal? sich Rundungsfehler nicht akkumulieren
konnen.

Aul¥erdem zeigt das Newton-Verfahren ein gutes Konvergenzverhalten (, quadratische Kon-
vergenz“), d.h. nach wenigen Iterationsschritten bekommt man bereits eine gute Naherung an
die gesuchte Lésung.

Beispid:

Es wird eine Nullstelle der durch f(x) = x®- x* +2x+5 gegebenen Funktion gesucht. Es ist
fgx)=3x*- 2x+2 und fd(x)=6x- 2. Als ,Suchintervall* fur eine Nullstelle kann
| =[- 2, - 1] genommen werden. Hierfiir sind alle obigen Bedingungen 1. bis 4. erfiillt. Als

Startwert der Iteration wird a, = - 15 gewahlt. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis nach

dem Newton-Verfahren nach 6 Iterationsschritten (ermittelt mit einem Tabellenkalkulations-
programm). Zusétzlich ist das Ergebnis angegeben, das das Tabellenkalkulationsprogramm
mit der eingebauten ,,Berechne-fur-Funktion bei 100 Iterationen liefert. Offensichtlich ist
hier das Newton-Verfahren bei weitem tberlegen.

a, f(a,) fda,)
(1,5 13,625 11,75
11,1914893617021 |-0,49411980004431 8,6419194205523
11,1343122722156  |-0,014768016090808 8,1286175371279

-1,1324954791357  |-1,4526940122457 - 10 [8,1126289890596
-1,1324936884782  |-1,4100025400726 - 10 [8,1126132402848
-1,1324936884764  |-7,6501305290577 - 10™°  [8,1126132402696
-1,1324936884764  |-7,6501305290577 - 10™°  [8,1126132402696

O Ol | W[N] | O| S

Ergebnis der eingebauten ,, Berechne-fir“-Funktion bei 100 Iterationen:
X, =-1,1324940415747 f (x,)=-2,8645504939842 - 10
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6.3 Taylorpolynome

Im folgenden sei f:X® R mit Xi R eine ,geniigend oft* differenzierbare Funktion. Der
Wert x, 1 X sai ein festgewshlter Punkt. Der Funktionsverlauf von f soll durch eine Folge

(T, ()., ~einfacherer* Funktionen angenshert werden, die mit f im Punkt (x,, f(x,)) tber-
einstimmen und folgenden Bedingungen gentigen:

T.(x) fur n3 0O ist dagenige Polynom n-ten Grades, das mit f an der Stelle x,, Ubereinstimmt
und dessen sdmtliche Ableitungen bis zur n-ten Ableitung mit den entsprechenden Ableitun-
genvon fbe x, Ubereinstimmen, d.h.

T.(X)=ax"+a, ,x"'+ ... +ax+a, mit
T, (%) = F(X,),

T.90x) = T 4x,),

Tn(n)(xo) =f (n)(xo)-

Esailt:

To(X) = f(x%,),

T,00=T,.00+ ) oy
S8 1000 oy farnso

i=0 I!

Zur Erinnerung: Der Ausdruck m! ist definiert durch
or=1,
n'=(n- Dn=1x... Xn-1)x firn>0, nT N.

Insbesondere ist also T, die konstante Funktion T,(x) = f(X,).

T, ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,, f(x,)), d.h.
T.(3) = f (%) + FAx)(X- X,)-
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T,ist das Polynom 2. Grades, das mit f im Punkt (x,, f(X,)) Ubereinstimmt, dort dieselbe
Steigung wie die Tangente an den Graphen von f und dieselbe ,, Krimmung“ wie f hat:

T,00 = (%) + F€x,)(X- %)+ fm(zXO)

(X- Xy)°.

Taylorpolynome
e-Funktion

25

20

- . Xj/ T5(x)
” | T4
10

/ T2(%)

T1(x)

Taylorpolynome
In-Funktion

T5(x)

S |T3K)

; 7 T4(x)
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Satz 6.3-1:
e):{xHx- x0|<e}i X von

Die Funktion f:X ® R sei ineiner e -Umgebung U (x,,
x,1 X (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt fir ale x1 U(x,,e)

8 1209 ey 4R,

fx)=a

i=0

Die Summe
J (')
T00=8 % (x- x,)
i= 0 .
heil3t Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle x,; R, (X) heil3t Restglied

des Taylorpolynoms n-ter Ordnung von f an der Stelle x

Fur das Restglied gilt:
f (n+l)(z)(X_ Xo)n+l.

Rn( )_m

Dabei ist zein Wert mit x, <z<Xx, fals x, <Xist, bzw. mit x<z<Xx,, falls x <X, ist

Fir x=x, ist R,(x)=0.

Beispiele:
. & X
e :a_—
izo I
2 3 4 5 n ¥ i
sl e+ e X X X v 8% furxd R
2 6 24 120 n' i gl!
insbesondere:
3 1 1 1 1 1
+ o+ —+—+ ... +—+a—
n! i:n+1|!

e=§ 1-141414
2 6 24 120

|0II

y i
aHé@ furxT R.
i=0 .

Inl+x)=Q X

i=0

s (- _1)”l |
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X2 X3 X4 X5 (_ 1)n+l . 34 (_ 1)i+l ,
=X-—+—- —+—- .+ x"+ a X
2 3 4 5 n ioney
fir xT Rmit - 1<x£1
insbesondere:
¥ o oayi+l
n@=8 &2
i=0
_ 1\l ¥ [ i+l
oyttt EY 8 CYT b e0s1art
3 4 5 n imneg
¥ o oayi+l '
In(x) = Q &(x- 1)
i=0 I
_ 12 _1\3 _ 14 _ 1\l
g XD (-7 (k-7 +&(X_l)n
2 3 4 n
¥ [ i+l '
40y
i=n+1 |
fur xT RmitO<x£ 2.
Fir mi N ist
Axx)m = § (¢ 1 WM M- 14D 8 @00 e ¢ R
i=0 i =0 Slg
Diese Formel ist ein Spezialfall der allgemeineren Formel
@sh)"=g ey T I g 2 § @ T e fur
i=0 - i=0

al R, bl R.

Fur mT R\N mitm> 0Oist
¥ ) . |
Axx)"=§ (= )’ mxm- x... xm- i+1) ,

i=0 I

=1+ mx+

aEl

i=4

- 1£x£1.

Fir mT R\ N mitm>0ist
;i mx(m- 1) x... x(m- i+1)xi
il

Ltx) "= 5 (*)

n(n;- 1) 24 m(m- 1é(m- 2) o 4 S PN m(m- Dx.¥m- i+1) o

fur xT R mit
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i mim- Dx.fm- i +1)
il

¥
+a (7)) x' fur xT R mit

i=4

=17F mx+wx2 F m(m- Jé(m' 2) NG

- 1<x<1.
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7 Matrizen und Vektoren

Ein rechteckiges Zahlenschema aus (reellen) Zahlen

éa;;, &, .. 8 .. &,U
é u
81 B, e By e Ay
A é . . u A
=é u= (m,n):[ai,j]»z i
1 @, . &5 .. 3. =L =L
é . C e . u
5 u
m,1 a'm,2 am,j amx“ o]

heil3t (reellwertige) Matrix vom Typ (m, n). Im Schnittpunkt der Zeile i und der Spalte |
steht das Matrixelement a, ;1 R. Der erste Index gibt die Zeilennummer, der zweite Index

die Spaltennummer an. Im folgenden werden Matrizen durch fett gedruckte Buchstaben be-
zeichnet.

Zwei Matrizen A, =|a ] und B, , =|by,] sind gleich, wenn sie vom selben Typ sind,

(m.n)

d.h. m=r und n=¢, und sie elementweise gleich sind, d.h.wenn a,; = ; firi=1...,m

und j=1,...,n gilt.
Eine Matrix vom Typ (n, n) hei3 quadratische Matrix.
Eine Matrix, deren sdmtliche Elemente O sind, heif% Nullmatrix; sie wird mit O bezeichnet.

Die quadratische Matrix

& 0 0 000 .. 0O}
& a
2010 0 00 . 00
e G
(n,n) — (8]
gooo 100 .. 0 0
00 . 000. 014

vom Typ (n, n), die in der Diagonalen die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthélt, heil3t Ein-
heitsmatrix vom Typ (n, n). Esist
il firi=]
I(nn)zldiijitdij:% J
’ ’ ©10 farit
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7 Matrizen und Vektoren

Beispiele fir Anwendungen von Matrizen:

Merkmale A und
B

Bezeichnung der | Menge der Zeilenindizes | Menge der Spaltenindizes | Bedeutung eines Eintrags
Matrix I k
Transportmatrix |Absendeorte der transpor-|Ankunftsorte der trans-|Kosten fir den Transport
tierten Mengen portierten Mengen einer Mengeneinheit vom
Orti zum Ort
Transportmatrix |Absendeorte der transpor-|Ankunftsorte der trans-|Kosten fir den Transport
tierten Mengen portierten Mengen einer Mengeneinheit vom
Orti zum Ort
Betriebsabrech- |Menge der Kostenstellen|Menge der Kostenarten|Bel Kostenstelle i anfallen-
nungsbogen eines Betriebs eines Betriebs de Kostenart |
Materiaver- Menge der Rohstoffarten [Menge der Zwischenpro-|Bedarf des Rohstoffs i in
pflechtungsma- duktarten Mengeneinheiten far 1
trix Mengeneinheit des Zwi-
schenprodukts
Volkswirschaftli- [Menge der Industriezwei-|Menge der Industriezwei-|Verbrauch des Industrie-
che Verpflech-|ge ge zweigs i am Output des In-
tungsmatrix dustriezweigs
Ubergangsmatrix [Menge der Konkurrenz-|Menge der Konkurrenz-|Anteil der Kaufer, die vom
der Marktfor- |produkte produkte Produkt i zum Produkt j
schung Ubergehen
Haufigkeitsma- |Menge der Auspragungen|Menge der Auspragungen|Anzahl der Merkmalswer-
trix zweier [des Merkmals A des Merkmals B te, die die i-te Auspragung

von A und die -te Auspra-
gung von B zeigen

Entfernungsma
trix

Orte (auf einer Landkarte)

Orte (auf einer Landkarte)

Entfernung der direkten
Verbindung vom Ort i zum
Ortj

Adjazenzmatrix

Knoten eines Graphen

Knoten eines Graphen

=1, falls es eine Kante von
i nach j gibt;

= 0, falls es keine Kante
von i nach j gibt

Eine Matrix vom Typ (1, n) heil%t Zeilenvektor der Lange n. Eine Matrix vom Typ (m, 1)
heil3t Spaltenvektor der Lénge m. In beiden Fallen verzichtet man meist auf die doppelte In-

dizierung:

Ein Zeilenvektor wird geschrieben als

é=|_a1 a,

a, .. a.
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Ein Spaltenvektor wird geschrieben als

@
i)
c

[ el e e ey e ey e o e ey o]

('E)) D D D D D D D D D MDD D

3

Rechenoperationen mit Matrizen

Esseien A und B zwei Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n). Die Summevon A und B ist die
Matrix C=[ci,jJ=A+B mit ¢,; =a ; +b ;. Die Differenz von A und B ist die Matrix
C=[ci,jJ=A- B mit ¢, =a ;- by ;. Die Summe (Differenz) zweier Matrizen vom Typ (m,

n) ist wieder vom Typ (m, n). Man erhélt sie also, indem man die Elemente an den sich ent-
sprechenden Positionen addiert (subtrahiert).

Es s ki R. Das Skalarprodukt der Matrix A mit (dem Skalar) k ist die Matrix
D=[di,jj=k><A =AX mit d;; =k>a ; =, ; Xk . Das Skalarprodukt einer Matrix A vom Typ

(m, n) mit einer reellen Zahl ist wieder eine Matrix vom Typ (m, n). Bel der Bildung des
Skalarprodukts einer Matrix mit einer Zahl werden aso alle Matrixelemente mit dieser Zahl
multipliziert.

Esseien A, B und C Matrizen gleichen Typs, ki R und hi R. Dann gilt:

A+B=B+A, kA +B)=k»A +k>B,
A+(B+C)=(A+B)+C, (k+h):A =ksA+h:A,
A+0=0+A=A, (k>h):A =k>(h3A),
Mit-A:(-l)>A ist A- A=0, 1A =A .

Das Produkt der beiden Matrizen A, und B, ist nur dann definiert, wenn der erste
Faktor A, genausoviele Spalten wie der zweite Faktor B, ,, Zeilen hat. Das Produkt ist
eine Matrix C,, = [cr,sj =A>B vom Typ (m, k) mit
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n
o] .

C.=aa; X, firr=1..,m,s=1..n.
i=1

Esailt:

A:(BxC)=A:BxA:C,
(A£B):C=A:CxB:C.

Im allgemeinenist A:B! B>A.

Eine Matrix
éa, B, . @ . a,U
é a
A Y
A é. .U A
=é u= (m,n):[ai,j]»z =
1 &, . &5 .. 3. =L M1,
é . . u
é U
B A, o Ay o 80
kann alsMenge {4,,4,,...,4,...,a_} ihrer Zeilenvektoren mit
a=la, a, a, .. a,|fori=1..,m
bzw.aIsMenge{61,52,...,61.,...,5”}ihrerSpaItenvektorenmit
e
&%
. U
&
. e u
b,=¢€a ;Ufur j=1,..,n
e u
é-
e . U
é
é - u
u
m,j U
aufgefaldt werden.

EineMenge {4,,...,d } von Vektoren heifk linear unabhangig, wenn gilt:
Ausder Gleichung k, >d, +...+k >3 =0 mit k T R furi=1..,r folgt k, =...=k, =0.

r

Andernfalls heit {4,,...,d } linear abhangig.
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Um zu Uberprifen, ob eine Menge von Vektoren linear unabhangig ist, stellt man also die
,Vektorgleichung® k, >a, +...+k >3 =0 auf, wobel die reellen Zahlen ki,...,k, zunédchst
»Unbekannte" sind, und zeigt dann, dal3 diese Gleichung nur glltig sein kann, wenn alle Un-
bekannten k,, ...,k. gleich 0 sind. Kann man andererseits die Gleichung k, >a, +...+k >a, =0

aufstellen, wobei mindestens eine der Zahlen ki,...,k, von O verschieden ist, so sind die
Vektoren linear abhangig.

Sind die Vektoren &,,...,a, jeweils Spatenvektoren mit m Komponenten, so ist die Vek-
torgleichung k, >a, +...+k, >&@ =0 ein Gleichungssystem mit m Zeilen.

Ein Vektor & ist eine Linearkombination der Vektoren &,,...,d_, wenn es Zahlen k, 1 R,
., k. T R gibt mit

A=Kk @, +..+k @ .

Satz 7-1:

Essai n3 2. Die Vektoren &,,...,8, sind genau dann linear abhangig, wenn sich we-

nigstens ein Vektor dieser Menge as Linearkombination der anderen Vektoren dieser
Menge darstellen 183,

Unter dem Zeilenrang r,(A) einer Matrix A=A, verstent man die Maximalzahl linear
unabhangiger Zeilen (-vektoren). Unter dem Spaltenrang rg(A) einer Matrix A=A,
versteht man die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (-vektoren).

Offensichtlich gilt r, (A) £mund rg(A) £n.
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Satz 7-2:

Gegeben sei die Matrix

D
D
c

>
1]
>
|
[ e e ey e ey o]

1]

=

:Ul

~

E
S

=

('E?l) D D> D> D D> D~

(Die Vektoren &,,...,a, sind die Zeilen der Matrix A, die Vektoren by, ...,b, sind die

Spaltenvon A.)
Dann gilt:

Zeilenrang und Spaltenrang von A andern sich nicht, wenn man die Matrix A einer der
folgenden elementar en Umfor mungen unterwirft:

(z1) Zwei Zeilen von A werden vertauscht.

(z2) Eine Zeile & von A wird ersetzt durch & +k>a;, wobel ki R\ {O}, 1£i£m,
1£jEmundi?® | gilt.
(Auf & wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.)

(z3) Eine Zeile & von A wird ersetzt durch k>@ , wobei k1 R\{0} und 1£i £ m gilt.
(a wird um ein Vielfaches verandert.)

(s1) Zwei Spalten von A werden vertauscht.

(s2) Eine Spalte b von A wird ersetzt durch b +k>b,, wobel ki R\ {0}, 1£i£n,
1£jEnundi?t j gilt.
(Auf b wird ein Vielfaches einer anderen Spalte addiert.)

(s3) Eine Spalte b von A wird ersetzt durch kb , wobei ki R\{0} und 1£i £ n gilt.

(b wird um ein Vielfaches verandert.)
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Satz 7-3:

Fur jede Matrix A gilt:
r,(A) =rs(A).

Wegen Satz 7-3 kann man Rang r(A) einer Matrix A durch r(A) =r,(A) =rs(A) definie-

ren.Ist A=A

(m,n)

7.1 Lineare Gleichungssysteme

Eine Menge von m Gleichungen in n Variablen der Form

a X toa,cX, t o+ oa X oL+ oa X
B X F @K, fo. @y Xt L+ a8, X
a, % +toa,X, t* .. ot oa % ot .+ a X
A, % oA, f o oAy X+ oL+ A X,

heil® lineares Gleichungssystem (in den Variablen x,...,
schreiben als
A mm Finy = Bmy -

d.h. A besitzt m Zeilen und n Spalten, dann ist r(A) £ min{ n, m}.

= b
X,). Abgekurzt |&% es sich
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éa, @, - a; . a,
Sy, By, e By .. B,

D

Die Matrix A =A =

(mn)

a, .. ai,j e G5

D> D> D> D> D> CDQ>)CD> D> D> D> D> D

u
1
1
1
1
1
1
U heif¥ Koeffizientenmatrix.
1
1
1
1
1
@
§)

N

#
o

o}

m,2 . m,j . m,n

Die Elemente der Koeffizientenmatrix und des Vektors b=bh,, sind vorgegebene relle
Zahlen.

> (D
X

N
[ent] eniy eny el en el en ¥ en§ enid

Jeder Vektor X=X, = mit A, Xny =By, heift Losung des linearen Glei-

('gé(D) D D> D> D> D

5

chungssystems.

Ein lineares Gleichungssystem A .., X1 =Bmy heift homogen, wenn b, =b, =...=b, =0

m

ist. Andernfalls heif3 es inhomogen.

Im linearen Gleichungssystem A, . %Xy = Dy heiRt die Matrix

éa, a, .. a; . a, | b

21 By o B o B, | by

e . .0

é a

é - "0
NUTMEAER] -@
= =é a

(mm]=my g1 &, &, | an. | By
é . .0

é a

é - a

& G

é a

@'m 1 a'm,2 a'm,j a'm n I bm Q
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die erweiterte K oeffizientenmatrix.

Es stellt sich die Frage nach der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems (existiert
Uberhaupt eine Losung? Ist die LAsung eindeutig bestimmt?)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A, XX,y = B(m,l) . Gesucht wird eine Losung

> (D
=

nN
ooooo oo oo

X= X(n,l) =

('gé(D) D D> D> D> D

5

Im folgenden wird die Typangabe zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen, so dal3

das Gleichungssystem A >x =b lautet.
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Satz 7.1-1:

Das lineare Gleichungssystem AxX=b ist genau dann losbar, wenn der Rang der
K oeffizientenmatrix gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist, d.h. wenn

r(A):r([A‘ BJ) gilt. Ist r(A)< r([A‘ BJ), s0 heil das Gleichungssystem inkonsistent
(und ist nicht |6sbar).

Fiir das lineare Gleichungssystem A XX =b mit einer m-zeiligen und n-spaltigen Koeffizien-
tenmatrix A=A ., gelte r(A)= r([A‘ BJ): r, so dafi? das Gleichungssystem losbar ist. Esist

rEmundr £n.

Folgende Félle werden unterscheiden:

r<m
(m = Anzahl der Zeilen
bzw. Gleichungen)

Das Gleichungssystem ist |6sbar, aber m- r Gleichungen sind ,, tiber-
flissig®, genauer: redundant, da sie Linearkombinationen der Gbrigen
Gleichungen sind.

Die Anzahl der Losungen des Gleichungssystems hangt davon ab, wie sich der Rang r zu der

Anzahl n der Variablen

verhdlt:

r<n
(n = Anzahl der Spalten

n- r Spatenvektoren sind Linearkombinationen der anderen Spalten-
vektoren. Das System ist |6sbar, jedoch mit n- r freien Variablen,

bzw. Variablen) denen beliebige reelle Werte zugeordnet werden konnen. Es gibt also
unendlich viele Losungen. Die Werte, die den Ubrigen r Variablen
zugeordnet werden, hangen von den zugeordneten Werten der freien
Variablen ab.

r=n Esist n£Em (m- n Gleichungen sind redundant). Das System ist ein-

(n = Anzahl der Spalten|deutig Iésbar, d.h. es gibt genau eine Ldsung.

bzw. Variablen)

r=n Esist n£Em (m- n Gleichungen sind redundant). Das System ist ein-

(n = Anzahl der Spalten|deutig lésbar, d.h. es gibt genau eine Ldsung.

bzw. Variablen)

Ist die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems quadratisch, d.h. n=m, d.h.
es gibt soviele Gleichungen wie Variablen, dann gilt:

Firr r(A)<r{A|b]

Fir r(A)=r(A| b

-Ul [

Fir r(A)=r{A

£ n gibt eskeine Ldsung.
=n gibt es genau eine LAsung.

<n gibt es unendlich viele Losungen.

In einem homogenen linearen Gleichungssystem ist immer r(A)= r([A‘ BJ). Es gibt dann we-

nigstens eine Losung (namlich dietriviale Losung X, = X, =... X, =0).

st zudem r(A)=n, dann gibt es nur diese L ésung.

Ist r(A)=r <n, dann gibt es weitere Lésungen mit n- r freien Variablen.
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Ist m<n, d.h. es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte, dann ist auch r(A)<n.
Fir m=n gibt es nur dann mehr asdie triviale Lésung, wenn r(A)<n ist,

Methode zur L 6sung eineslinearen Gleichungssystems (Gaul3scher Algorithmus),
zur Bestimmung des Rangs einer Matrix,
zur Invertierung einer Matrix

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

apX A% o F oA X o X = b
a'2,1xX1 + az,zxxz o F aZ,j XXJ’ +

+

P
2
I

K=

8., o, +t ..o+ g ;X + ..+ g, X = b

a,, X + a
bzw.

AxX=b.
Hierbel sei mindestens einer der Werte a, , in der ersten Spalte von O verschieden; denn sonst

kame x,; im Gleichungssystem gar nicht vor. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei wieder

€, Q, - B; .. A, | bll) éa, | bll)

.1 By o B o 8, | by gd, | by

é . - .

é ua é a

é - 0 é- U

[A B ][A‘B]é' .0 e, . u

= =é u=6._ ua -

(mn)| ~(m.1) g6ai, &, a ; a, I b| 0 é% I bl 1
é - -

é ua é a

é - a é- - U

é a e a

é a é’ U

B, QAnp - @y - @nn | bmg &, | b.g

Sie wird durch elementare Umformungen in eine , Treppenmatrix“ (siehe unten) umgewan-
delt, aus der man dann die Losung des Gleichungssystems ablesen kann. Bei diesem Umfor-
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mungsvorgang wird schrittweise eine Folge von Matrizen A® ..., A" erzeugt, die alle den-
selben Rang wie [A‘ BJ haben. Hierbei ist A" das Ergebnis der Umformung von A% Y nach
dem i-ten Schritt (i =1,...,r).

Um die Eintrage von A" von den Eintragen der Gibrigen Matrizen unterscheiden zu kénnen,
wird

An (i) (i) (i) () Oy gz (i)

L L Y | bu &P | bPu

0) 0) 0) 0) HU €5 mu

&1 A, - Ay . A | by &Y | by

é . 0 é u

é u é u

é - -u é- u

o _&. . .0 e .G

Al =@ ) ) . u=e ua

< (i) (i) (i) @) OO (i) o

eai,l i2 ottt a'i,j a'i,n | b. u eai(l | bll u

é . u é ~u

é u é u

é . u é. a

é u é u

é’ 0 é- u

A (i) (i) 0) (i) D asi) ) &

?’m,l a'm,2 a’mj a'm,n | bm H @n: | brr: G
gesetzt.

Zusdtzlich wird eine Folge von Spaltennummern |, ..., j, erzeugt, deren Bedeutung aus dem
Zusammenhang klar wird.

Die Matrix A", die nach dem r-ten Umformungsvorgang entstanden ist, hat die Form
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o
e
*

* = Element, ungleich 0

1. Schritt;

In der 1. Spalte von [A‘ BJ wird von oben nach unten das erste von O verschiedene Element,

d.h. ein Element der Form a, * 0, gesucht.

Eswird p:=ag, gesetzt. Man nennt p das Pivot-Element (im 1. Schritt).

Ist s>1, sowird die erste Zeile [él| bl] von [A‘ BJ mit der s-ten Zeile ausgetauscht; ist bereits
a,, * 0 (d.h. s=1), so findet kein Austausch statt. Die erste Zeile der durch den eventuellen

Zeilenaustausch entstandenen Matrix werde wieder mit [él| bl] bezeichnet; entsprechend er-
halt die urspringlich erste und nun an der s-ten Position stehende Zeile wieder die Bezeich-
nung [és| bs]. Insbesondere ist mit dieser Numerierung p=a,;.

Fir k =2,...,m wird anschlieRend die Zeile [4,| b, | durch

- ak,l >‘{51| b1]+ p"{ék| bk]
ersetzt.
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AW st die so aus [A‘ BJ entstandene Matrix. Eswird j, :=1 gesetzt.

Ergebnis. Alle Zeilen von A® ab Zeile 2 enthalten mindestens in der ersten Spalte den
Wert 0; es gilt auRerdem af) * 0. Eventuell sind auch in der zweiten und einigen

folgenden Spalten von Zeile 2 abwarts ausschliefdlich die Werte 0 entstanden.

Eswird i :=2 gesetzt und im i-ten Schritt fortgefahren.

i-ter Schritt fur 1<i £ m:

Die Matrix A"? sai bereits bestimmt. Sie hat die Form

An (i-1) (i-1) (i-1) (GEVRY
gam A, e : oo : : .a,” | b7u
(i-1) (i-1) (i-1) (i- 1)
e 0 0 .. 0 & a.u - - : : oA | b
é o T
é . . . U
~ (i-1) (i-1) (i-1 (i-1) %Y
NG - 0 o .. . : : .0 al; e | bIl G
go 0 .. . . . .0 o a&a%h, ..oalt | " l>u
~ (i-1) (i-1) (i 1)
a0 o .. . : : . 0 0 i - A, | BL7Q
é | U
A (i-1) (i-1) (i-1) -
go o .. . : : . 0 0 Ani s - @mn | bm g
4 (i-1) (-
e, | bru
- (i-1) (@-nu
éaz I bz U
&y |y
~5(-1) (-1 7
_é | by
"-'('-1) (i-1) (]
L
—'(I 1) (i-1) 7
(S I b|+1 u
SR
== (i-1) (i-1) %
e, | bhUg

Esgilt fur jede Zeilekmit 1EK £i- 1
alle Elemente bis zur Spalte j, - 1 (einschliefdich) sind gleich O

a.IEIJZI. 1 O
ale Elemente in der Teillmatrix, die durch die Zeilen i und mund die Spalten 1und j; ,
(einschlief3lich) begrenzt wird, sind gleich O.

In der Tallmatrix
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éal-v (i-1) (-1
a'l i+l a'i,n | bl U
(i-1) (i-1) (. yu
ea1+1 jiog¥l ottt a'i+1,n | 1+1 u
é . .| .
é i a
(i-1) (i-1) (i-1) Y
@ m, ji.,+1 a'm,n | b g

(das ist der untere rechte Teil) wird von links nach rechts gehend digjenige Spalte bestimmt,
die zum ersten Ma Eintrage enthalt, die nicht sdmtlich gleich O sind (hierbei wird die Zeilen-
und Spaltennumerierung aus der Matrix Ubernommen):

Eswirdaso j:= ] ,+1 gesetzt und die Bedingung

alM =gV = =al?=0

gepriift. Gilt diese Bedingung und ist j <n (= Anzahl der Spalten von A), sowird j um 1 &-
hoht und die Bedingung erneut gepriift; gilt die Bedingung und ist bereits j =n, so ist das
Verfahren beendet.

Im folgenden sei j der kleinste Wert, fir den die Bedingung nicht gilt, d.h. die Teilmatrix

é (i-1) (i-1) (-1
a'l i+l a'i,n | b U
(i-1) (i-1) @-pu
ea'l+l jiogtl a'i+1,n | b|+1 u
e . .. . | .a
€ 4 » a
Xali-1) (i-1) (i- 1)
88mj a1 - am,n | b

enthalt in der Spalte ein Element, das ungleich O ist. Die kleinste Zeilennummer, fir die das
zutrifft, laute s, d.h.

(i-1) (i-1) — (i-1)
airji-1+l a"+1 jioatl Tt m, i +1
(I 1) — - — (-1
a'|+1] 1= amj 1

_(|1)_(|1)_ (i-1)
a1] a'|+1] _"'as-l,j

=0
undal"? 1 0,

Eswird p:=al;? gesetzt. Der Wert p heifdt Pivot-Element (im i-ten Schritt).

Die i-te Zeile von AY" wird mit der sten Zeile ausgetauscht (und die Numerierungen der
Zeilen wie im ersten Schritt angepalt).
Eswird j, = | gesetzt.

Fur k=i +1,...,m wird nun Zeile [é,ﬁ"l)‘ bS'l)J durch

-3 ’{éi(i'l)‘ b|(i-1)J+ p>{ééi-l)‘ b,ii'l)J
ersetzt.
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Die so entstandene Matrix ist A" .

Eswird i:=i+1 gesetzt und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fir i wiederholt.

Nach dem r-ten Schritt hat die Matrix A" die oben dargestellte Form

An (1) (r) (OGN
e, ... - . . . - u
(r) (r)

0 .. 0 &; . A - P
0

A(f) - .
o . 0

D> D> D> D> D> D> (D> (D> (D
o O -
o
—?'),\
m’\

O .

|

|
a1 By

|

o . O |
mit 1= j, <j,<..<j und a®) * O furi=1,..,r.

st b =...b¢ =0, soist r(A)=r(A|B)}=r(a)=r, und das Gleichungssystem ist Isbar.
Andernfallsist das Gleichungssystem nicht |6sbar.

Im folgenden sei r(A)= r([A‘ BD: r(a®)=r.
Esailt:

Das urspriingliche Gleichungssystem Axx=b und das r-zeilige Gleichungssystem

A®xx =p® haben dieselbe Lésung X (da nur elementare Umformungen durchgefiihrt wur-
den). In ausgeschriebener Form (ohne die Zeilen, die nur Nullen enthalten) lautet

AD R =0

(r) (r) — (r)
al,l ><Xl + + al,n ><Xn - bl
(r) (r) — (r)
a, X, + + X, = b
(r) (r) — (r)
aj, XX, a, X, = b

Die Zeilen dieser Matrix (es sind die ersten r Zeilen von A®) werden von unten nach oben
bearbeitet, und dabei werden den Variablen x,, X, ,, ..., X, Werte zugeordnet:

n! *n-17

(r) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer r:
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Den Variablen X; ;. X; ., ..., X, Werden beliebige Werte aus R zugewiesen (freie Va-
riablen):
Xjr+l = ujr+]_l Xjr+2 :=ujr+2’ ,X

X; wird aus der |etzten Gleichung berechnet:

3 0
(r) _ (r) = n_ & 50 =
Xj, - (r) %b a. ar ><Xk _— (r) ’gb aa .

rJr k=j,+1 rJr k=j,+1 4]
(i) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer i mit 1£i <r:

Die Zeilen i +1,...,r selen bereits bearbeitet. Die Variablen, die bisher entweder as
freie oder berechnete Variablen ermittelt wurden, seien in aufsteigender Numerierung
Xy Xiags weer X -

Den Variablen x;.,,..., X, werden wieder beliebige Werte aus R zugewiesen (freie
Variablen):

Xivg T U e s X = Uy

X;, wird berechnet zu:

(r) _ 2 (r) 0
r r —_—
X - (r) %b a & KT

k=j;+1 [}

Beispid:

Das Gleichungssystem

>
2
N DN wWw P aoaoNvdDDDND WD

@ D D D D D P

XX + 4 %X - 8 X3 - 24 X, - 44 x5 + 4 X5 - 56 X, - 44 %X, = - 24
X - 3 X 6 x; + 18 x, + 30 X5 - 9 Xg * 42 X, + 24 X, = 15
X - 2 X 4 X 10 x, + 16 x5 - 4 X3 + 20 x, + 12 X, = 8
XX + 2 X, - 4 x3 - 12 x, - 18 x5 + 10 X, - 28 x, - 10 %X = - 8
X - 2 %X + 4 x3 + 10 x, + 18 X, + 20 X, + 18 X, = 10
ie erweiterte Koeffizientenmatrix

4 -8 -24 -4 4 -56 -44 | - 24

-3 6 18 30 -9 42 24| 15

-2 4 10 16 -4 20 12 | 8l;|

2 -4 -12 -18 10 -28 -10 | -8

-2 4 10 18 0 20 18 | 10g
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1. Schritt:

p=a,, =-41 0;diek-te Zeillefur k =2,3,4,5 wird ersetzt durch
- a, (1. Zelle) - 4xk-teZelle) . Das ergibt:

&4 4 -8 -24 -44 4 -56 -44 | - 240
oo o o0 12 24 0 36| 12
€00 0 8 24 8 32 40| 160
€00 0 0 -16 -32 0 -48 | -16;
00 0O 8 16 -8 32 16 | 8§

Um die GrofRen der Zahlen zu reduzieren, werden die einzelnen Zeilen jewells durch einen
geeigneten Faktor dividiert, z.B. wird die 1. Zeile durch -4, die 2. Zeile durch 12, die 3. Zeile
durch 8, die 4. Zeile durch -16 und die 5. Zeile durch 8 dividiert, und es entsteht:

6l -1 2 6 11 -1 14 11 | 6y

& U

© 000 1 2 0 3| 1

A= 001 3 1 4 5] 20

u

© 000 1 2 0 3] 1

0 001 2 -1 4 2| 1§
=1

i-ter Schritt fur i = 2:
Esist j,=4, s=3, p=1. Die 2. Zeilevon ?  wird mit der 3. Zeile ausgetauscht, und es

ergibt sich

6l -1 2 6 11 -1 14 11 | 60
© 0013 14 52
@ 000 1 2 0 3| 1
300001203|13
@ 001 2 -1 4 2| 1

Fur k =3,4,5 wird die k-te Zeile ersetzt durch
- a,, 2. Zeile) +14k-teZelile) .
Damit ergibt sich

6l -1 2 6 11 -1 14 11 | 60
0 0 1 3 1 4 5| 2
AP=g0 000 1 2 0 3| 1
u

200001203|1q
@ 000 -1-2 0-3]|-1§

i-ter Schritt furi = 3;
Esist j;=5,s=3, p=1.
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Fur k =4,5 wird die k-te Zeile ersetzt durch
- a5 N3. Zeile) +1Xk - te Zelle)
Damit ergibt sich

6l -1 2 6 11 -1 14 11 | 6
© 0013 14 52
A9=& 000 1 2 0 3| W
© 000 0 0 0 0] Of
@ 000 O O O O | Of

i-ter Schritt far i = 4:
Fir j=j,+1 (=6),..,8 (=n) giltjeweils a{’ =af? =0, so da das Verfahren abbricht. Es
ist r =3.

Eswird daher gesetzt:
Xg:=Ug, X,:=U,, Xg:=Ug,

X :=%>(1- (23¢ + 0%, +3%%,)) =1- 23U, - 3,

X, ;=%>(2- (330 +150¢ + 45K, +5x%,)) = - 1+ 55 - 4>, +45,,
X, = Uy, X;:=Ug,

X, ::%>(6- (- 20, + 250 + 63K, +11, - Lk +145x, +11%K, )

=1+u,- 2xU, - 73Uy +10>U, - 22, .

Die (unendlich grof3e) L ésungsmenge des Gleichungssystems ist also

1 élu  élu é20 é&70  élou &2
| 8ol &U E, U  EyoU  éy U @&,
i % &u &% &% &% &%y
I éou é0u élu éou éou eou
' é .a (E:‘Ol'J énu é-u é .U é, u
v DA | y S0 S5 S 4 45
[ Xy | X =€ Utu, €Uty & “Usy @™ Usy € ey 2 U
L= élu “eu “eou "ezu " egu © & 3y
i ¥ Y Gy e u e U e
i % da e%a ela % &%
i éou U eéou eou ei1u  eqQu
i e ¥ G €q Y €4 Y €q Y e u
i e0a  &@da 0o e0a  e0g elg
} mit beliebigen reellen Zahlen u,, u,, U, U, und u, b
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7.2 Invertieren von Matrizen

Eine quadratische Matrix A , , vom Typ (n, n) heil regular, wenn r(A(,m))= n ist. Sie hell3t

(n,n

singular, wenn r(A(n]n))< n gilt.

Essel A,
(n,n) mit A B =

, €ine quadratische Matrix vom Typ (n, n). Gibt es eine Matrix B
dann heil3t B, ., diezu A

y vom Typ

(n,n

) inverse Matrix und wird mit

(n,n) (n,n

Ay, bezeichnet.

Zur Erinnerung: Mit | ., wird die quadratische Matrix bezeichnet, diein der Diagonaen

(n,n

die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthalt (Einheitsmatrix).

Satz 7.2-1:

A und B seien quadratische Matrizen, zu denen jeweils die inversen Matrizen A™* und
B existieren. Dann gilt:

(a) =,
(A>B)'=B1xat,
(kxA)* =1kxA fir kT R,

Satz 7.2-2:
Fur eine quadratische Matrix A sind folgende Aussagen (a) und (b) aquivalent:
(&) A isteinereguldre Matrix.

(b) Zu A existiert dieinverse Matrix A™*.

Satz 7.2-3:

Die Losung der Matrixgleichung A >X =B mit einer reguléren Matrix A lautet
X=A"B.
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Die Berechnung der inversen Matrix zu einer gegebenen quadratischen reguléren Matrix A
heifd Invertieren der Matrix A.

Die quadratische Matrix A, =|a, | =~ séi regular. Man kann zeigen, dal3 man die Zeilen

)
einer reguléren Matrix so vertauschen kann, dal3 nach dem Austausch ale Elemente der Dia-

gonalen von O verschieden sind. Daher kann man gleich fur a;; * O fir i =1,...,n vorausset-
zen.

DieMatrix X, =|x ] sei in Spaltenschreibweise:

(n,n

X =%, . %]

Der Vektor & fir i =1,...,nsel der Spaltenvektor, der in der i-ten Zeile eine 1 und sonst nur
Nullen hat.

Zur Invertierung der Matrix A sind simultan die n linearen Gleichungssysteme
AXX =8, .., AXX =&

zu l6sen. Diese Gleichungssysteme kann man zu einem Gleichungssystem

A X om =1
zusammenfassen und mit einer Variante des Gaul3schen Verfahrens |0sen (anstelle des Vek-
tors b, steht jetzt die Einheitsmatrix |, ):

(n,n) (n,n)

Die zu A gehtrende erweiterte Matrix hat die Form

éy, a, . &, |1 00 .. 0 Ou
[A I]_gaZ,l a, ... &, | 010 .0 03
=s | . . . ... .
@, 2, - a, | 000 .. 0 1j

é, | 100 .. 000

& 0

&. | . . . . . .0

&, | 000 .0 1f

Sie wird schrittweise durch elementare Umformungen in eine , erweiterte Diagonalmatrix”
umgewandelt. Dabei wird eine Folge von Matrizen A® ..., A™ erzeugt; A" ist das Ergeb-
nis nach dem i-ten Schritt:

1. Schritt:
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Esist a,, * 0. Die 1. Zeile der erweiterten Matrix wird durch a,, geteilt. Anschlieend wird
fr k=2,...,n diemit - a,, multiplizierte 1. Zeile zur k-ten Zeile addiert. Das Ergebnis ist
A®  DasElement in der 1. Spalte und der 1. Zeile ist gleich 1; alle Elemente der 1. Spalte ab
Zeile 2 sind gleich 0.

Anschlief3end wird i := 2 gesetzt.

i-ter Schritt fir 1<i £n:

Die Matrix A"? sai bereits ermittelt. Sie hat die Form

A (i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
gl 0 0 .. 00 a] iy e A | ougy ug, 3
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
O 10 .00 a; Ay - A, | Uy Uy
& .o e .
é . . . . N
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)%
A(i-l)_éo 00 ..01 .y Qg - Qiiqp | UiZq11 UZin
_é) 00 00 (i-1) (i-1) (i-1) (i-1) i-0Q
& a;; &g - | Uiy o Uy Q
i-1 i-1 (i-1) (i-1) (i-1) 7
@ 00 ..00 &y ayy, .. al) | ul Uian G
é | u
e (i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-l)lﬁl
@ 0 0 .. 00 a iy - 8o | U Unn @
2= (i-1) —(i-1)
S | G
.- —i-pu
éaz I U 74
e. | .
é N
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Man kann a{¥1 0 annehmen; ansonsten gibt es wegen der Regularitd von A en
st {i,i+1,...,n} mit a;? + 0, und die s-te Zeile wird mit der i-ten Zeile ausgetauscht.
Diei-te Zeile wird durch & ¥ geteilt, so da sie in der i-ten Spalte (im Diagonalelement) den
Wert 1 hat. Anschlieend wird fur k=1,...,i - Li+1,...,n die mit - al;? multiplizierte i-te
Zeile zur k-ten Zeile addiert. Zu beachten ist, daf3 hierbei sowohl Zeilen behandelt werden, die
oberhalb der i-ten Zeile stehen (k =1,...,i- 1), als auch Zeilen, die unterhalb der i-ten Zeile
stehen (k =i +1,...,n).

A® ist die so entstandene Matrix.

Eswird i:=i+1 gesetzt und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fir i wiederholt.
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A™ hat die Form
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- inversen Matrix:

Die folgenden Matrizen sind die Ergebnisse nach den Schritten :
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