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2 Ubungsaufgaben zu Kapitel 1

Die folgenden Ubungsaufgaben erfordern gelegentlich einige eigene Gedanken. Bitte lassen
Sie sich nicht entmutigen, wenn Sie nicht immer sofort auf die Lésung kommen. Bitte versu-
chen Sie, die Aufgaben selbstandig zu |6sen. Zu alen Ubungsaufgaben werden Muster|6-
sungen bereitgestellt. Die Ubungsaufgaben sind nach den einzelnen Kapiteln der Vorlesung
gruppiert. Weitere Ubungsaufgaben finden sich in der angegebenen Literatur.

Die Ubungsaufgaben sind geméaR ihrem Schwierigkeitsgrad durch Sterne an den Aufgaben-
nummern mit folgender Bedeutung klassifiziert:

ohne Sterne Die Aufgabe ist leicht und sollte selbstandig gel6st werden, nachdem der
entsprechende Stoff in der Vorlesung behandelt wurde und ohne die
Musterl6sung zu Hilfe zu nehmen.

ein Stern [+] Die Aufgabe ist etwas schwieriger und erfordert eventuell einige eigene
Uberlegungen. Sie sollte jedoch trotzdem selbstandig geldst werden, oh-
ne die Musterl6sung zu Hilfe zu nehmen. Eventuell hilft auch ein inten-
siverer Blick in das Vorlesungsskript oder die Fachliteratur.

zwei Sterne [+«] | Sie sollten sich zunachst ohne Zuhilfenahme der Musterlosung an der
Aufgabe versuchen, auch wenn sie |hnen als schwierig erscheint.
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1 Ubungsaufgaben zu K apitel 1

Aufgabe 1.1:

Berechnen Sie

(& 10moD 3 (b) 127 mM0OD 10 (c0 25moD5
(d) (127 moD 10) MOD 4 (e) 127 moD (10 MOD 4)
Aufgabe 1.2:

(a) Zeigen Sie, daR fiir jedes al Z entweder a>MoD 4 = 1 oder a>MOD 4 = 0 gilt.
(b) Zeigen SiedaR fir jedes al Z, b1 Z und m1 Z die Aussage
aMobm =bmMOD M
gleichbedeutend mit der Aussage
mteilt (a- b)
ist.

(©) [+] Zeigen Sie, daBeskein al Z gibt mit a* MOD 100 = 45.

Aufgabe 1.3:

Berechnen Sie die folgenden Summen:

@ & — () 8 k-D* © 412
i§1i+2 22 |a:1 3
d@ ayp © a1l

pist Primzahl kI'N

und p£19 24 MOD k=0
Aufgabe 1.4

Erganzen Sie in den folgenden Gleichungen die durch ? markierten Stellen:
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S .o o s 1 g 1
@ azz“"=a? (b)a— a—
i=1 k=0 =213 =N
S
(C) a a.2m+’7 —- a a2n+7
m=? n=1
Aufgabe 1.5:

Vereinfachen Sie die folgenden Summen, soweit es geht:

52 . s 1

a 22I _ 4|+l -
@ a i=n i:an:z ®) alm"'l maz.zm
Aufgabe 1.6:
Berechnen Sie

1

———— mit Hilfe der Partialbruchzerlegun
@ 4 30es o
b)) a 3 ﬁ durch Indexverschiebung (wahlen Sie dabel k = 2 als Summationsuntergren-
i=1

ze)
Aufgabe 1.7 [+]:

100 n .
Die endliche Summe é x' wird quadriert und in die Form é a,x' gebracht. Bestimmen Sie

i=0 i=0
nund a,.

Aufgabe 1.8 [+]:

Gemél der Dreiecksungleichung gilt fur alle reellen Zahlen a, bund c: |a- B £|a- ¢ +|c- H.

Welche zusétzlichen Bedingungen mussen fir die Zahlen a, b und ¢ gelten, damit in dieser
Ungleichung ,,=* gilt?
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Aufgabe 1.9:

2X+3

(8) Bestimmen Sieale Werte xT R\{- 1} mit )
X

<1l

2X+3<1.
[x+

(b) Bestimmen Sieale Werte xT R\{- 1 mit

Aufgabe 1.10 [+]:

Zeigen Sie mit Hilfe der binomischen Formel die Gultigkeit der Bernoullischen Unglei-
chung:

Fur jedes nT N undjedes xT R mit x2 0 gilt (1+x)" 2 1+nx.

Bemerkung: Die Bernoullischen Ungleichung gilt sogar fir alle xT R mit x3 - 1 (Beweis?

[++]).

Aufgabe 1.11:

() Schreibe Sie die Zahl 733130 in Sedezimal- und Binérdarstellung. Es muf3 deutlich wer-
den, wie Sie auf das Ergebnis kommen.

(b) Schreiben Sie die Zahl ABCDE;s in Dezimaldarstellung. Es muf3 deutlich werden, wie
Sie auf das Ergebnis kommen.

(c) Schreiben Sie die Zahl 111 1111 1111 1111, in Dezimaldarstellung. Es muf3 deutlich
werden, wie Sie auf das Ergebnis kommen. Welchen Dezimalwert hat die Zahl, die in Bi-
nardarstellung aus k (bindren) 1’ en besteht?.

(d) Die Binardarstellung einer Zahl nT N wird um t Stellen nach links verschoben. Von
rechts werden Binarziffern O aufgefillt. Die so entstandene Zahl heil3e m. Welcher Zu-
sammenhang besteht zwischen der n und m?

(e) Die Binardarstellung einer Zahl nT N wird um t Stellen nach rechts verschoben. Die
herausgeschobenen Ziffern gehen verloren. Die so entstandene Zahl heif3e m. Welcher

Zusammenhang besteht zwischen der n und m?

(f) Schreiben Sie die Zahl 29,7891, in Sedezimal darstellung mit 8 Nachkommastellen.
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2 Ubungsaufgaben zu K apitel 2

Aufgabe 2.1:

Versuchen Sie durch numerische Rechnungen festzustellen, welchen Grenzwert, wenn Uber-
hauipt, die jeweiligen Folgen (a,) . haben:

nl N

@ a, =0 a n+3- farns3 1

yn+1- \/ﬁ

(b) a,=007 a,=007>* flirn31

© [++] a, :%, a, =334, ,%1- a,,) furn31

Aufgabe 2.2

Bestimmen Sie die Grenzwerte (falls sie Uberhaupt existieren) der nachstehenden Folgen fir
n® ¥:

2" - 16 A1+ Zn)>(3n+4/n)
Sk O
&, 1 1 00
© %n >%n+1 n+2ﬂra
Aufgabe 2.3 [+]:

Zeigen Sie durch Anwendung der Definition der Konvergenz, dal3 fur die Folge (an) - omit

nl N

a :% die Aussage Ii@rgan =1 gilt. Mit welchem ni N beginnendist |a, - 1 £10 *?
n n

n
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Aufgabe 2.4:
Berechnen Sie
a 1 a 1
S b
@3 i+ ®a i
©§ 2 @ & (+282
a5 a1 %0
Aufgabe 2.5:

Wandeln Sie die folgenden periodischen Dezimalbriiche in echte Briiche um:

(a) 0,029... (b) 0,02.. (c) 0,2425... (d) 0,123..
Aufgabe 2.6 [+]:
. . - 11 1 .
Die Folge (a,) ., S definiert durch a, =1+ MRt Versuchen Sie festzustellen,

wiegroR nT N sein muR, damit 3<a, £ 4 bzw. a, > 20 gilt.
Hinweis: Versuchen Sie, in der Fachliteratur eine Formel zu finden, mit der sich a, abschét-
zen &% (Stichwort: Harmonische Zahl).

3 Ubungsaufgaben zu K apitel 3

Aufgabe 3.1:

Geben Sie fir die folgenden Funktionen f:X® R mit X1 R den jeweiligen maximalen
Definitionsbereich an:

@ f(x)=+9- x2 () F(x)=x?- 9
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2

© f(x)= X; (d) f(x)=

x(x2 - 1)
(© f(x) =X~ x (f) F(x)=/x- |

Aufgabe 3.2:

Gegeben sei die Funktion
f:‘%[a,¥[ ® 2[b,¥[
T X ® x°-2x+2

Bestimmen Sie die Zahlen a und b so, dal3 f bijektiv ist, d.h. eine Umkehrfunktion besitzt.

Aufgabe 3.3:

Welche Monotonieeigenschaften hat die durch f(x)=+v4- x definierte Funktion im Intervall
[0, 4]? Zeigen Sie, dal3 sie in diesem Intervall nicht konvex ist.
Aufgabe 3.4

Skizzieren Sie die folgenden Funktionen f:R® R mit

@ f(x)=[x (b) f(x)=x%x

(© f()=exq (d) f(x)=x- e&xq
Zur Erinnerung: Fir xT R ist gx{j die grolte ganze Zahl £ x.

Aufgabe 3.5:

Fur Die Zahl n! ist definiert durch 0! =1 und n!=(n- 1)»n fir n> 0.

() Berechnen Sien! fir n =1, 2, 3, ..., 10. Versuchen Sie aus diesen Ergebnissen auf die
Anzahl der Nullen zu schlief3en, mit denen 20! endet.

(b) [+] Zeigen Siedie Gliltigkeit von

@ =13x6x%... (2n- 1).
2'n!



Ubungsaufgaben zu K apitel 4 9

Aufgabe 3.6:
Ein Wert ¢ X heif}t Fixpunkt einer Funktion f:X ® Y, fals f(c)=c gilt.

() Bestimmen Sie ale Fixpunkte der Funktion
JR® R
1X® 3x+8

(b) Bestimmen Sie ale Fixpunkte der Funktion
JR® R
%@ |X

(c) Der Definitionsbereich X von f bestehe aus allen Zeichenketten, die mit Hilfe des Alpha-
betsA ={A,B,C, .., Z,a Db, c, ..., zZ} gebildet werden kénnen (man schreibt dafir auch
X = A*). Die Abbildung f bildet Zeichenketten aus A* auf andere Zeichenketten aus A*
ab, und zwar wird durch f eine Zeichenkette z,z, ... z,_,z, indieinihrer Buchstabenfolge
umgekehrte Zeichenkette abgebildet:
(22, ... 2,12,) = 2,2, - 2,2,
Die Lange einer Zeichenkette ist als die Anzahl ihrer Buchstaben definiert.
Bestimmen Sie einen Fixpunkt der Lange 3 und einen Fixpunkt der Lange 4. Beschreiben
Sie die Fixpunkte der Lange 2k und der Lange 2k+1 (k1 N).

4 Ubungsaufgaben zu K apitel 4

Aufgabe 4.1:

Bestimmen Sie alle reellwertigen Nullstellen der durch folgende Gleichungen p(x) mit
x1 R definierten Polynome:

(@ p(x)=x°-13x>3+36x
Hinweis: Eine Nullstelle liegt zwischen 2,5 und 3,5.

(b) p(x)=3x*- 24x* + 45x (©) p(x)=3x*- 11x%- 4

(d) p(x)=x"-1 mitnT N
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Hinweis. Unterscheiden Sie die beiden Félle, dal3 n gerade bzw. ungerade ist.

Aufgabe 4.2:

Bestimmen Sie Definitionsbereich, Nullstellen, Pole, behebbare Unstetigkeitsstellen und
Asymptoten fir x ® +¥ der folgenden durch f(x) definierten gebrochen rationalen Funk-
tionen, und skizzieren Sie den jewelligen Kurvenverlauf.

x%- 3x?- x+3 3x° - 11x° - 4x
a f(x)= b) f(x)=
@ 1) X2 +x- 2 (b) T(x) 2x*+3x- 2
2
-4
© 0= v
Aufgabe 4.3:
Berechnen Sie
@ lim—>— (b) lim & D¥2- X
x®171- X x® 1 X“-1
x"-1 . . R
(©) I|m mitml Nundnl N.
x®1x -1
Aufgabe 4.4:

In der Definition der folgenden Funktion f:R® R kommt eine Konstante al R vor:

- x-3 fir XT]- ¥ - }é]

X2
11 .. N

" for xI ] %1]
- 2x+a fur xT [L¥]

[
|

I
f(x)=i-
X
[
Ist f an der Stelle - }é stetig? Welchen Wert mul3 man fir a einsetzen, damit f an der Stelle
X, =1 stetig wird?

Aufgabe 4.5:

Die Funktionen f und g seien durch f (x) =x? und g(x) = 2* fur x1 R definiert.
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D) 129
f(x) f(x)

(a) Bestimmen Sie

gx+D . 9(2x)

(b) Bestimmen Sie :
a(x) 9(x)

(c) Wie kann man die Ergebnisse in (a) und (b) interpretieren?

Aufgabe 4.6 [+]:

Im folgenden sind jeweils vier Funktionen f.:N ® R gegeben, die bei wachsendem Argu-

mentwert verschieden schnell anwachsen. Welche von ihnen wéchst am schnellsten, welche
am zweitschnellsten, welche am drittschnellsten und welche am langsamsten?

4

—n3 —n2 —_ 5 . n
@ fi(n=n f,(n)=n f3(n) = (log, () fa(n) = 00, (n)
(b) fi(n)=(log,()) fo(n) = 100, (n) fa(n)=n

f,(n) =nxlog,(n))’

Aufgabe 4.7:

Ein Bindrbaum heif¥ vollstandiger Binarbaum, wenn jedes Niveau, bis auf das héchste Ni-
veau, mit der maximalen Anzahl an Knoten belegt ist. Auf dem hdchsten Niveau stehen alle
Knoten mdglichst weit links.

Die Knoten eines vollstdndigen Bindrbaums mit n Knoten werden beginnend bel der Wurzel
nach aufsteigenden Niveaus und auf jedem Niveau von links nach rechts mit den Nummern 1,
2, ..., nnumeriert.

(a) Welche Nummer bekommt dabei jeweils der Knoten eines Niveaus, der ganz links steht?

(b) Ein Knoten, der zwel Nachfolger hat, habe in dieser Numerierung die Nummer i. Welche
Nummern haben die beiden Nachfolger?
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5 Ubungsaufgaben zu K apitel 5

Aufgabe 5.1:

Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen f: X ® R mit:

(@ f(x)=ﬁ b 109=2 010
(@) f(0=e"An(x) @ 100= (Ve - 2
CRIGEES ::x (0 f () =2

Aufgabe 5.2:

n

R
X X

®@ ®

o= . . . : . i
Essai nl N. Bestimmen Sie sdmtliche Ableitungen der Funktion f:j
7

Aufgabe 5.3:

Das Polynom p(x) vom Grad > 2 besitze bei X, eine doppelte Nullstelle. Entscheiden Sie, ob
p(x) be X, einen Extremwert oder einen Wendepunkt hat.

Hinweis: Man kann p(x) = (x- X,)” xp,(x) mitp,(x,)* O schreiben. Wenden Sie zur Ab-
leitung auf diese Gleichung die Produktregel an.

Aufgabe 5.4 [+]:
Gegeben sei das Polynom p(x) = x™ >(x2- 1) mit mi N mit m3 3. Fir welche mi N hat

p(x) bei x =0 einen Wendepunkt, und fir welche mi N einen Extremwert? Entscheiden
Sie, ob es sich um ein Minimum oder ein Maximum handelt.
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Aufgabe 5.5:

Der Absatzverlauf eines Produkts sei in jedem Zeitpunkt t durch die Funktion

iR, ® R _
:it ® (2l (Produktlebenszyklusfunktion)
|

beschreibbar.

() Wann ist der Absatz maximal?

(b) Wann nimmt der Absatz zu, und wann nimmt er ab?

(c) Wann steigt der Absatz am schnellsten?

(d) Bestimmen Sie (maximale) Bereiche, in denen die Funktion f konvex bzw. konkav ist.

(e) Skizzieren Sie den Kurvenverlauf von f.

Aufgabe 5.6 [+]:

Eine Grolie x wird Uber einen gewissen Zeitraum beobachtet. Dabei wird festgestellt, dal? x
die Werte x,,X,, ... ,X, und keine anderen Werte annimmt. Gesucht wird eine fur ale Be-

obachtungen , reprasentative” GroRe s. Es erscheint verniinftig, s so zu wéhlen, dai? s die
mittler e quadratische Abweichnung

18 2
ma(§ =—a (x - 9

minimiert, d.h. s ist gerade der Wert unter allen moglichen Werten von S, der zur minimalen
mittleren quadratischen Abweichnung fiihrt. Bestimmen Sie s.

6 Ubungsaufgaben zu K apitel 6

Aufgabe 6.1:

Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von de I'Hospital
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. 3X*-6x*+3 . et +e -2
@ lim———— (b) lim——=

x®1 4X° - 6X° +2 x®0 x- In(x+1)
(©) lim=—— L mitmi Nundni N (d) lim

x®1 x" - x®0e* -1

© [+] |Xi(gq(|n(1- Jx)- In(1- x))

Aufgabe 6.2

Bestimmen Sie die einzige positive Nullstelle des durch
p(x) = x* - x* - x- 1 definierten Polynoms mit Hilfe des Newtonverfahrens,

Aufgabe 6.3:

Bestimmen Sie +/p auf 14 Dezimalstellen genaul.

Aufgabe 6.4:

Bestimmen Sie die Taylorentwicklung 3-ter Ordnung an der Stelle x, =0 fir die Funktion
|- L¥| ® R
(1l ¥

: . Berechnen Sie damit eine Naherung fur )
R ® J1+Xx J \/%

Aufgabe 6.5:

Das Polynom p werde durch p(x)=x*- 3x®+2x-1 definiert. Betimmen Sie Zahlen

4
a,,a,,a,,a, unda, so, dalk p(x) = § a (x- 3)' gilt.

i=0

Aufgabe 6.6 [++]:

s n?
BerechnenSe g — -
n=1
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Hinweis: Entwickeln Sie dazu die durch f(x)= -~ * definierte Funktion um x, =0 in

(1- x)
eine Taylorreihe.
Aufgabe 6.7 [+]:

Berechnen Sie das Taylorpolynom 5-ter Ordnung T, (x) fur die durch

f(x) = x* »*

definierte Funktion um den Punkt x, =0. Kénnen Sie eine einheitliche Formel fir f ™ (x)
angeben, die fur jedes nT N gilt? Gibt es noch einen einfacheren Weg, um T,(x) zu berech-

nen?

7 Ubungsaufgaben zu K apitel 7

Aufgabe 7.1:

Gegeben seien die Matrizen

€ -1 3

4 -5 @8 -1 4 0 & o -2U
A=a EZA EudC=§' U
& -7 % % -1 -5 %8 a4 s
e u

& -4 3

Berechnen Sie (A>B)>C und AXB>C).

Aufgabe 7.2

(8 Esseien A und B Matrizen. Unter welchen Bedingungen gilt der binomische Lehrsatz
(A+B)* =A% +2xA>8 +B2?Wahlen Sie als Beispiele fiir A und B die Matrizen

, 3 10
A=§‘1 EundB=93 Ebzw.
2 1Y Sy
& 1u él 3u

A=a 2und B = a 4
ey & 4
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.....

.....

also Zeilen von A zu Spalten von AT und umgekehrt.
Zeigen Sie:

B[] (AT)" =A, dh. zweimalige Transposition hebt sich auf;

(AxB)" =BT AT, d.h. Transposition kehrt die Reihenfolge der Multiplikation
um.

(©) [] Welche Eigenschaften haben die Matrizen (A ><AT) und (AT ><A) 2 Sind diese Ma-

trizen immer definiert?

Aufgabe 7.3:

Sind folgende Mengen von Vektoren jeweils linear-unabhangig oder linear-abhéngig?

1élu é0u é Ouw ¢ 20 é Ouw
160 &u é .U 1é U é ,U
@18 &y & b ®1e % & 4y
1BlH €04 & 1 &1 & 3

ofs -3 % 4)

(d) [] Die Menge {a, b, é} bestehend aus drei Vektoren sei linear-unabhangig. Gilt dieses

dann auch fir die Mengen {é+5, b +¢, é+6} und {é- b, b+¢, é+é}?

Aufgabe 7.4:

Losen Sie die linearen Gleichungssysteme

@ 2 + x, - %X = 0 by 3 - x, + % = 7
XX - X, + %, = 17 X, + 2, = -2
-X, +t 2%, + X3 = -9 -X, + 5%, + 4x, = 7
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© 2x - X Xy + 2%, = 5
-2 - X, t X - X, = -9
ax, -  2X, X3 - 2%, = -7
X + X, - 2 + X, = 14
d 2x - X, - Xy = 4 e x + X, + X3 = 3
-2, + 2%, = 0 XX + 22X, + X, = 5
ax, + X, - X, = 8 X, + X, + 4, = 10
(f) Xy + X, - X3 = 3
2Xl + X2 X3 =
- X, -2 =1
Aufgabe 7.5:

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

X, + X, - X, = 1
2, + X, + axx; = 3
X, + axx, + 3, = 2

mit al R. Fiir welche Werte von a hat das Gleichungssystem eine eindeutige Lésung, keine
Ldsung bzw. unendlich viele Losungen?

Aufgabe 7.6:

Bestimmen Sie den jeweiligen Rang der folgenden Matrizen:

@ & 1 o b e1 0 2 -1
é G é G
8 -1 44 € 2 0 -1
é 1
éo 1 1 - 1u
# 1 1-14
Aufgabe 7.7:

Bestimmen Sie zu den folgenden Matrizen jeweils die inverse Matrix:
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@ ¢ 4 - 50
§1 2

Aufgabe 7.8:

Zeigen Sie, dal3 fur die Matrix A

(A7) "=(a")"

(b)

1

> (D

= A

('B)('D

é 1 0 24
é a
g 0 1 O
0 -1
U rs.
1-309I|t.
-1 2§
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L 6sungen der Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1:
(& 10mobp3=1 (b) 127mMOD10=7 (0 25mMoOD5=0

(d) (127mMop10)MOD4=3 (e) 127MoD(10MoD4) =1

Aufgabe 1.2:
(8 Wir beschranken uns auf positive Zahlen, da a immer nichtnegativ ist.

1. Fall: aist eine gerade Zahl, d.h. a = 2k.
a’ =4k?, dsoista’ MoD 4 = 0.

2. Fall: aist eine ungerade Zahl, d.h. a = 2k+1.
a? = 4k? + 4k + 1= 4k(k + 1) + 1. Bei Teilung von a’ durch 4 ergibt sich der Rest 1, d.h.
a’mMoD 4 = 1.

(b) Nach DefinitionistamMob m = a- m>(ablv m) und b MOD m = b- m>(bDIv m). Ist
also a- mx(abiv m) = b- mx(bDIv m), so folgt
a- b=m>(abpiv m)- mx(bbiv m)
=mxaDIV m- bDIV m).
Also teilt mdie Zahl a - b.

(©)  Wieder werden nur die nichtnegativen al Z untersucht, da a3 0 ist.
1. Fall: aist einstellig, d.n. al Nmit 0£a£9.

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a 0 1 4 9 16 25 36 49 64 o1

Man sieht: Fiir diese Werte gilt a®> MOD 1001 45,

2. Fall: Ist azweistellig, d.h. 10£ a £ 99.
a hat die Form a=a,»10+a, mit a,71{1 ..., 9 und a,1{0 1 .., 9. Es it
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a?=100a,” + 20a,a, + a,”, d.n. & MOD 100 = (20a0al + aoz) MOD 100. Die zu unter-

suchende Behauptung reduziert sich also auf die Frage, ob es eine Zahlenkombination
a, und a, gibt, so daR 20a,a, +a,” =100k + 45 fur ein k1 N ist. Die letzte Ziffer
ist dabei eine 5. Der Anteil 20a,a, liefert eine Zahl mit Endziffer O, d.h. der einzige

Kandidat, der 5 bzw. 45 liefern kénnte, ist a,”. Obige Tabelle zeigt, daR nur a, =5 in
Frage kommt. In diesem Fal ist 20a,a, +a,” =100x, +25, dh.
(208,2, +2,") MoD 100= 25 45.

3 Fal: aist mehr als zweistellig, d.h. a3 100.

Dannist a=a, ,X0™" '+ ... +a,x00+a, ®0+a,.

Wir setzen x=a,,, 0™+ ... +a,%00 und y=a,>10+a,,d.h.a=x+y. Eswird a-
so x durch 100 geteilt, und fur y gilt O£ y £ 99. Nun ist

a? MOD 100 = (x+y)® MOD 100=x? + 2xy + y*) MOD 100 = y* MOD 100,

da x und damit x* + 2xy durch 100 geteilt werden. Aufgrund der Uberlegungen zum 1.
und 2. Fall ergibt y*> MoD 100 mit O£ y £ 99 aber nicht den Wert 45.

Aufgabe 1.3:
(@ -16 (b) 2

1+ 2I o 0 clt( &?OI _ =+ (]/3)k+l 1- (Zg)kwLl é-o k+2 0
© al "8 T8 T o3 0 13 C 2@'832;(“2 )g

[ =

(d) a]/p_}"'l"'l"'1+i+i+i+i—],4554778
pigpimzan 2 3 5 7 11 13 17 19

und p£19

(e In é 1 wird fir jedes k, durch das 24 teilbar ist, eine 1 aufgeschrieben, und anschlie-
kI'N
24 MOD k=0

end werden alle 1'en addiert. Mogliche Wertefur ksindk=1, k=2, k=3, k=4, k=6, k=
8,k=12undk=24,dh. 1 =8.

kI N
24 MOD k=0
Aufgabe 1.4
o o 1
@ a 2k+1)° b) a - (c) a a®™t
k=0 n=1 N m=- 1
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Aufgabe 1.5:

@ & a0 B u_8 oy B & 2 B g e B
a 22|-4_ a 4|+l:a22(|-2)_ a 4|+1:a 4|-2_ a 4|+1:a 4|-2_ a 4|-2
i=n i=n-2 i=n i=n-2 i=n i=n-2 i=n i=n+1

:4n-2_4m-1
o S s m 1 o m+1

b +a—= =4

(b) §1m+1 r?_‘zm ma_‘1m+1 ma_‘1m+1 a ,m+1

Aufgabe 1.6:

@ _A +_B :A(|_+5)+_B(|+3):(A+_B)|+_5A+BB: _ 1_ dso A+B=0 und
i+3 1+5 (i+3)(i +5) (i+3)(i +5) (i+3)(i+5)

5A+3B =1. Daraus folgt A=% und B=- %

Q 1 18 1 149 1 lae9 a1 1 g6
A oo 54 T4 —a———g—'g .
o (1+3)(i+5) 2 51+3 25i1+5 2820 €n+4 n+599
b g _m . _
(b) aa=aa....He:a =- _1 CFurk=2ist ai_kﬂ:ai_l—i Alsoist
i=1 i=k i(i+1) (i- i
¢ 1 o1 1 , : .
a — =a =1- (die letzte Gleichung wurde in der Vorlesung herge-
= 1 +D) 5 (- D 1
leitet).
Aufgabe 1.7:
& o

ga x'g —(x1°°+(x99+ +x°))2

0 4 2x10°(x99 + ...+ x°) +(x99 + ...+ x")2
In der mittleren Summe ist die hdchste Potenz 199, in der rechten Summe ist die hdchste Po-
tenz 299 = 198. Also ist n = 200.

Zur Berechnung von a., wird die quadrierte Ausgangssumme anders aufgeteilt:
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.2 100 .2

00 0 50 0
géa’_ X2 :?é_ x'+g X2 =(a+b)*=a?+2ab+b®> mit a=§ x' und b=g x'. Alle

iz=o 9 i=0 i=s1 @ i=0 i=51
Potenzen in b und b? sind groRer als 50, also auch alle Potenzen in 2ab. Man braucht also nur
a® zu untersuchen:

az—aeg xi¢><a
&5
=(1+x+x2+ +x“9+x5°)><a

—a+xa+x%a+ ... +x®a+x®a
_agxi@_'_xeéaoxi@_'_xz Eéaoxi¢+ + %% Eegxi@_'_xso Eéaoxié
8i=0 ﬂ >gi=0 ﬂ >gi=0 ﬂ >Ei:O ﬂ >gi:O ﬂ

Im ersten Summand ist der Koeffizient von x*° gleich 1, im zweiten Summand entsteht der
K oeffizent von x*° aus xx* und ist gleich 1, im dritten Summand entsteht der Koeffizent von
x*° aus x*x* und ist gleich 1 usw. Insgesamt kommt x*° 51-mal vor, d.h. a,,= 51.

Aufgabe 1.8:

Esqilt fur alle reellen Zahlen a, b und ¢ immer

la- £ |a- ¢+|c- b Gleichung (x)

Je nachdem, wie a, b und ¢ zueinander liegen, kann Gleichheit auftreten. Es werden 7 maogli-
che Félle unterschieden:

1. Fal: aEcEb.
Auf der linken Seite von (+) steht |a- b =b- a.
Rechts steht |a- ¢ +|c- B =c- a+b- c=b- a. Alsoliegt Gleichheit vor.

2.Fdl: c<afhb.

Auf der linken Seite von (+) steht [a- b =b- a.

Rechts steht

la- d+|c- H=a- c+b- c=b+2a- 2c- a=b- a+2(a- c)=|a- §+2(a- c).
Dader letzte Summand > 0 i, liegt hier keine Gleichheit vor.

3.Fal: afb<c.

Auf der linken Seite von (+) steht |a- b =b- a.

Rechts steht |a- ¢/+|c- §=c- a+c- b=b- a+2c- 2b=|a- §+2(c- b). Da der letzte
Summand > 0 i, liegt hier keine Gleichheit vor.

4. Fal: b£c<a.
Auf der linken Seite von (+) steht [a- b =a- b.
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Rechts steht |a- ¢ +|c- H=a- c+c- b=|a- I, also liegt Gleichheit vor.

5. Fal: b<cfa.
Auf der linken Seite von (+) steht [a- b =a- b.
Rechts steht |a- ¢ +|c- H=a- c+c- b=]|a- I, also liegt Gleichheit vor.

6. Fdl: c<b<a.

Auf der linken Seite von (+) steht [a- b =a- b.

Rechts steht |a- ¢/ +|c- §=a- c+b- c=a- b- 2c+2b=a- b+2(b- c)>|a- b, also liegt
keine Gleichheit vor.

7.Fdl: b<a<c.

Auf der linken Seite von (+) steht [a- b =a- b.

Rechts steht |a- ¢/ +|c- B =c- a+c- b=a- b- 2a+2c=a- b+2(c- a)>|a- I, aso liegt
keine Gleichheit vor.

Insgesamt liegt Gleichheit genau dann vor, wenn ¢ zwischen a und b (einschliefdich der
Grenzen) liegt.
Aufgabe 1.9:

@ LlFal:x+1<0,dh x<-1
Dann gilt 2x + 3> x + 1 (weil mit einem negativen Wert multipliziert wird), d.h. x > -2.

2. Fl: x+1>0,d.h. x>-1.
Danngilt 2x+ 3<x+ 1 bzw. x<- 2. Dasist eén Widerspruch, aso tritt nur der 1. Fall

an.

2x3

Insgesamt: ix| x1 R\{- ]}und
|

\r; =] 2- 1.
(b) 1 Fal:x+1<0,dh |[x+1=-(x+1), |x+1>0.
2x+3 2X+3 4

Aus <lfolgt(da|x+1>0ist)2x+3< -x-1,d.h. x<-—.
Ix+1 T (x+1) gt (da x+ ) 3

2.Fal: x+1>0,dh. [x+1=x+1.

2x+3 2Xx+3

| +Jl ) <lfolgt2x+3<x+1,dh. x<- 2. Dasist ein Widerspruch, also
X X
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tritt nur der 1. Fall ein.

Insgesamt: ix| xT R\{- 3} und

Aufgabe 1.10:

(1+x)" =(x+1)" =é‘0§]9xi " =1+§gx+§gx2+ +§?lgx

312: n gilt und die Gbrigen Summanden wegen x3 0 ale 3 0 sind.
a

n

(%]

Aufgabe 1.11:

@

(b)
(©)

(d)

(€)

7331 DIV 16 = 458 mit Rest 3
458 DIV 16 = 28 mit Rest 10
28 DIV 16 = 1 mit Rest 12

1 DIV 16 = 0 mit Rest 1,

n-1

o
+8 =x" 3 1+nx, da
ng

also 733130 = 1CA3;s = 1 1100 1010 0011,. Die Bindrdarstellung ergibt sich durch

schreiben der einzelnen Sedezimalziffern in Binarform.

ABCDE;¢ = 10:916" + 11;016° + 12,016 + 13,916 + 14,016° = 7037104o.

& i 2®-1

1111111 1111 1111, = g 1’ = o1 - 3276710.
i=0 -

k-1 . 2k _ 1

ale = =2-1.

i=0 2-1

Die Ausgangszahl laute

k-1
N=[b.;b, .. Bb], =b R +h , R+ .+ R+ =g b R

Dieum t Stellen nach links verschobene Zahl ist
m=[b,_,b,_, ... bb,0... 0],

=bk_1>Qk'1+t+bk_2>Qk'2+t+ +bl>Q1+t+b0 >Qt+O>Qt'l+

=2'5n

Die Ausgangszahl laute

i=0

+0%2+0
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(f)

k-1
N=[b.;b, .. bBb], =b R +h , R+ .+ R+ =g b .

i=0
Dieum t Stellen nach rechts verschobene Zahl ist
m=[b,_,b,_, ... b,,b],
=b_, X" +b_, X% + .. +b,, R+Db
=nplv 2'

29,7891, = 1D,CA02752546

Aufgabe 2.1:

(a) Grenzwert 1

(b) Grenzwert 0,3719283225

(c) Kein Greznwert, sondern zwei Haufungspunkte bei 0,479427 bzw.0,823603

Aufgabe 2.2

@

(b)

(©

lim 2" 1-y2°
n®¥2“+1 n®¥1+]/2“_

Der Ausdruck wird durch n gekirzt und ergibt

m(1+1n)>(3n+4/n im (1+%)(3+/)

[ =3
ne ¥ n+1n ne ¥ 1+}/
n?

n+l n+29 n® >ié(n+1)(n+2)121
1 0
>ié(n+1)(n+2)rz;

1+/qy

5 + +
“mnzgl 1 6_,. 23&12(n Do

11
3=
+~<3

11
+~<3

I
=
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Aufgabe 2.3:

é2

Es se e>0. Wir wéhlen n,T N so, da3 n,3 __1§+1 gilt. Dann ist insbesondere

ge

é2 .U é2 .U, 2
N3 & - 15+1> % - 1,3 = - 1. Firjedes nl Nmitn3 n,giltnun |a, - 1 <e, denn
g 1H G W o U ogiitnn fa, -
]‘ n-1- (n+1) 2| _ 2 2
la, - 1= = = £ =e.
n+1 n+l | n+1| n+l" n,+1 y 1+1
Abn=19999ist |a, - 1£10 *.
Aufgabe 2.4:
@ & 1 J 1
a—: |ma—
i (T +3) (I +5) ¥, (i +3)X(i +9)
1ae9 el 1 1 ¢0
= + + ~ (nach Aufgabe 1.6(a
“W02820 &n+3 T ned nesmy gebe 1.6(3)
=3=0,225
40
b & 1 |
a- - —~=limg —
iz 11 +1) ¥ T ix(i+]1)
. 106
= - —x h Auf 1.
n!@l‘g? —> (nach Aufgabe 1.6 (b)
Cc ¥ i n i n i
© 4 2+3d =lim& 2+3d =lims, mit 5, =§ 2434 74 beachten i, da hier
i=1 ¥ in i=1
der Summationsindex an der Untergrenze bel i = 1 beginnt. Es gilt
0o L dao 1@ Ay
=25 &= + —2 =2 e ———al lims, =125.
% %%5@ 3>s<:3.1 &5 XZ %5@ gl &5 A
© | : 5

é(+2)g—— —Ilma ('+2)8__ —I|ma|>§i+ +I|maZ EB =2+4=6

i=0 n® ¥
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Aufgabe 2.5:
@ 00%..= L+ 20 =20 (b) 0,02..= 2 (0)02425..= 22, 2 2401
10 990 990 99 100 9900 9900
(d) 0123..=23 -4
999 333
Aufgabe 2.6:

Fur a, =1+%+é+ +£ giltbein=11,n=12, ..., n=30die Abschétzung 3<a, £ 4.
n

In der Literatur findet man fur a, die Abschdtzung In(n)<a, <In(n)+1, d.h. a, » In(n).
Fur n>e® » 4,85165210° gilt a, > 20.

Aufgabe 3.1: Der gesuchte maximalen Definitionsbereich werde jeweils mit X bezeichnet.

(@ EsmuB 9- x* 3 0 gelten. Das ergibt X :{x| - 3£x£3} :

(b) EsmuB x? - 93 0 gelten. Dasergibt X =]- ¥ - 3E[3¥].

2

(© f(x)=2" ist fir x = O nicht definiert, also X = R\{0} .
X

(d) EsmuR x(x* - 1) 0 gelten. Daher ist X = R\{0, -1, 1}.

(6) Es muB |X- x3 0 geten. Fir xI R, ist |- x=x- x=03 0. Fur xI R, it
X - x=-x- x=- 2x>0. Daher gilt X =R.

(f) Es muR x- |[{3 0 gelten. Fur x1 R,, ist x-|{=x-x=030. Fir xI R, ist
X- [X =x+x=2x<0. Daher gilt X =R.,.
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Aufgabe 3.2:
Esist f(x)=x?- 2x+2=(x- 1) +1. Der Graph der Funktion ist die um 1 nach oben und um

1 nch rechts verschobene Normal parabel. Die Funktion besitzt genau dann eine Umkehrfunk-
tion, wenna=1und b =1 gilt.

Aufgabe 3.3:

Es seien x, 1[0, 4] und x,7[0 4] mit x, <x,. Damn ist 4- x, >4- x, und damit

f(x,)=44- X, >,/4- x, = f(x,). Die Funktion ist aso im Intervall [0, 4] streng monoton
fallend.

Ware f in [0, 4] konvex, so miikte fur ale x, T [0, 4 und x,T[0, 4] mit x,* x, und alle
IT R mit0<I| <1 gelten:

£(1x, +(1- 1)x,) £1F (x,) +(@- DF(x,) baw.

V4= (1% + (1 1)x,) £14- %, +(@- 1)/4- x,
Firx; =0, x=4und | =1/2 ist aber
JA- 1254 =2 und Y2x/4+12x/4- 4=1, J2>1, d.h.fistin [0, 4] nicht konvex.

Aufgabe 3.4

@

firx3 0O

I X
f(x)=|x|= x furx<O0

—_ ——
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(b)
A
i x* furx3 o
f(X)=xXx| =
(=04 }-xz firx<0
(©) A 3
;|
1
f (X) = gx() ist der ganzzahlige ( L
Anteil von x. F:
-2 1
_3 _IZ
(d) f(x)=x- gx{j ist der gebro- \
chene Anteil von Xx. 1 . L .
L] [
3 2 1 0 2 3
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Aufgabe 3.5: Fur Die Zahl n! ist definiert durch 0! =1 und n!=(n- )n far n>0.

@ [n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n! 1 2 6 24 120 720 5040 40.320 362.880 | 3.628.800
Vermutung: ab 15! eine Null mehr, ab 20! eine weitere Null mehr.
Bemerkung: Die Anzahl der Nullen am Ende von n! gilt lautet
énu, énu ,énau énu
At a—ota—ot+ L it L
gst E2sH &125H &'t
(b) (2n)! _1:28x... mxn+1)x... X2n- 1)X2n)
2"n! 2X%... RAXRKEX... M
Im Zahler ist jede zweite Zahl gerade, also von der Form 2i:
Der Zahler lautet:
1>2:334> ... sn3(n+1)> ... 3(2n- 1)3(2n) =15(2°1)>3>(2>°2) ... >n3(n+1)> ... >(2n- 1)>(2n)

= (1B6x... (2n- 1))q2x2x... 2){1Rx... »n)

(In der letzten Zeile stehen in der ersten Klammer die ungeraden Faktoren von (2n)!. In
der zweiten Klammer stehen die ausgeklammerten 2’'en aus den geraden Faktoren von
(2n)!. In der dritten Klammer stehen die , Reste” aus den geraden faktoren von (2n)!,

nachdem die 2" en ausgeklammert wurden. Durch Kiirzen ergibt sich also

@ =13x6x%... (2n- 1).
2'n!

Aufgabe 3.6: In dieser Aufgabe bezeichne F(f) die Fixpunktmenge der Funktion f, d.h.

cl F(f), wennf(c) = cgilt.

(@ f(c)=3c+8=c ist gleichbedeutend mit c=-4, d.h. F(f)={- 4}

®) F(f)={d|d=¢ ={d c2 0}.
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(c) Ein Fixpunkt der Lénge 3 hat die Form c=z2z,z, mit f(c)=z,z,z, = z,z,z,. Daher ist

die Menge der Fixpunkte der Lange 3 gleich {c| c=xax mitxT Aundal A} :
Entsprechend ist die Menge der Fixpunkte der Lange 4 gleich
{c| C = XX, XgX, = X, XX, X, Mmitx 1 A}, d.h. c=xX,%X;X, ist Fixpunkt der Lange 4,

wenn X, = X, und X, = X, gilt, zB. OTTO und ANNA sind Fixpunkte der Lange 4.

Die Menge der Fixpunkte der Lange 2k ist gleich der Menge der Zeichenketten der Lan-
ge 2k, die vorwaérts und rickwarts gelesen gleichlauten.
Die Menge der Fixpunkte der Lange 2k+1 ist gleich

{c| c=uau®undal Aundul A" und Léngevonu = k} .

Hierbei bezeichnet u® das Wort, das aus der umgekehrten Buchstabenfolge von u be-
steht.

Aufgabe 4.1:

@

(b)

(©)

p(x) = X° - 13x° +36x = x(x* - 13x* +36), d.h. eine Nullstelle ist x;, = 0.
Esist x*- 13x* +36=12°- 13z+36 mit z=x*. Aus z°- 132+36=0 folgt

2o = /1%9- 36, dh. 7, =9und z,, = 4. Die Nullstellen von p sind dso

5t
X =0, Xp, =3, X3 =-3, Xy =2, Xp5 =-2.

Eine andere L6sungsmoglichkeit versucht zun&chst durch Probieren eine Nullstelle von
x* - 13x* +36 zu ermitteln. Man findet leicht x,, =2. Dann wird x* - 13x* +36 durch

x- 2 dividiert: (x“ - 13x? +36):(x- 2)=x%+2x”- 9x- 18.

Der Lésungshinwels in der Aufgabenstellung [&f3 eine Nullstelle bei x,, =3 vermuten.
Also kann man x° +2x” - 9x - 18 durch x- 3 dividieren:

(x3 +2x% - 9x - 18):(x- 3) = x> +5x+6.

Offensichtlich ist x*+5x+6=(x+3)(x+2). Das liefert die restlichen Nullstellen

Xgg =-3 Und X, =-2.
Die Nullstellen lauten x,, =0, X, =5 und X ; =3.

Wir setzen z=x? und erhalten p(x) =3x*- 11x?- 4=3z?- 11z- 4. Die Nullstellen in
p

2 laten 2y, =1—§¢ /%M, dh. 7, =%¢§’. In x lauten die Nullstellen daher
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Xoroz = i‘/2_64 =+2. Weitere reelle Nullstellen gibt es nicht, da z,, = - %< 0 ist.

(d) Aus x"-1=0 folgt firr die Nullstellen x, =%/1. Als reelle Nullstellen kommen héch-
stensdie Zahlen +1 und -1 in Frage. Esist

x" - 1=(x- 1)(x”'1+x”'2 +x"% 4+ . +X? +x+1).

1. Fal: nist ungerade.
Dannist n - 1 gerade. Setzt man -1in

X"TEX"2EX" L+ X+ x+1:(x”'l + x”'z) +(x”'3 + x”"‘)+ +(x2 + x)+1
ein, so sieht man, dai3 sich jeweils zwel aufeinanderfolgende Potenzen aufheben und dal3
der Summand 1 Ubrig bleibt (die Summe enthdlt n - 1 +1 = n viele Summanden). Daher

ist -1 keine Nullstelle von x™'+x™?+x"*+ .. +x*+x+1: Es gibt nur die redlle
Nullstelle 1.

2. Fal: nist gerade.
Dannist n - 1 ungerade. Setzt man -1in

X"EEXTE X L XX+ (x”'l +x”'2)+(x”'3 +x”"‘)+ o (x4
ein, so sieht man, dai sich jeweils zwei aufeinanderfolgende Potenzen aufheben. Daher

ist -1 Nullstelle von x™*+x"?+x" %+ .. +x*+x+1: Es gibt die regllen Nullstellen
+1 und -1.

Aufgabe 4.2:

(@ Man findet eine Nullstelle des Z&hlerpolynoms x®- 3x? - x+3 (z.B. durch Probieren)
bei X, =3. Man dividiert das Zahlerpolynom durch x- 3 und erhélt

(x3 - 3% - x+3):(x- 3 =x-1=(x- D(x+1).

Die Nullstellen des Zahlerpolynoms sind also X, =3, X, =1 und X,; =- 1.
Das Nennerpolynom x* +x - 2 hat die Nullstellen X, =1 und Xy =- 2.
Der Definitionsbereich von f lautet also X = R\{- 2, .

Die Nullstellen von f liegen bel x,; =3 und X, =- 1.Bel X, =- 2 hat f eine Polstelle.
Bei x,, =1 liegt eine behebbare Unstetigkeitsstelle mit

|imf(x):|imw::- ﬂ'
x® 1 x®1 X+ 2 3
Die Polynomdivision (x3 - 3x% - x+3):(x2 +X- 2) ergibt

B5x -

2

. Fir x® +¥ hat f aso die Asym-
X“+Xx-2

(xs- 3x? - x+3):(x2+x- 2)=x- 4+
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ptote §(x) = x- 4.
Skizze:

x=-1 Xx=3

o s
-4 -33-26-19-12-050,2 09 16 23 3 37

(b) Daszahlerpolynom 3x° - 11x* - 4x hat die Nullstellen x,, =0, X, =2 und X, =- 2,
denn 3x° - 11x% - 4x = x(3x“ - 11x% - 4) = x(3z2 - 11z- 4) mit z=x2 liefert die Null-

. 11 13 . [11 13
selleninz z,,,, =€i€ undin X: Xg, o3 = E+E =+ 2.

Das Nennerpolynom 2x? +3x - 2 hat die Nullstellen x,, =- 2 und X, =

N

Der Definitionsbereich von f lautet dlso X = R\{- 2, }é} .

Die Nullstellen von f liegen bel x,, =0 und X, =2. Bél Xy, :}é hat f eine Polstelle.
Bei x,, =- 2 liegt eine behebbare Unstetigkeitsstelle mit

X(x- 2)(x + 2)(3x2 + 1) __. 08

fim 0= lim == e 1

Die Polynomdivision (3x5 - 11x° - 4x):(2x2 +3X - 2) ergibt

21/16x+2
(3x5-11x3‘-4x):(2x2+3x-2)=§x3-§x2-§x-2—1-M. Fir x® +¥
2 4 8 16 2x°+3x- 2
. 3 9 5 21
hat f also die Asymptote s(x) = =x3- Sx?- Sx- =,
ymp s(x) 2 4 8 16

Skizze: ...

(¢) Daszahlerpolynom x” - 4 hat die Nullstellen x,, =2 und X, =- 2. Das Nennerpoly-
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nom x*-3x*- 4=2%- 3z- 4=(z+1)(z- 4) :(x2 +1)(x- 2)(x+2) ha die reellen
Nullstellen X, =2 und X, =- 2.

Der Definitionsbereich von f lautet also X =R\{- 2, 2} .

f hat keine Nullstellen und keine Polstellen. Bei x,, =2 und X, =- 2 liegen behebbare

o L 1 . 1 L _
Unstetigkeitsstellen mit IX|®rr21 f(x) Tz bzw. J(émz f(x)—g. Esgilt XI®|rin¥ f(x)=0.

Skizze: ...
Aufgabe 4.3:
@ Die Funktion f(x) =1L hat bei 1 einen Pol, da 1 Nullstelle des Nennerpolynoms,
- X
aber nicht des Z&hlerpolynoms ist. Daher gilt Iim‘i =¥, genauer: lim—>=- ¥
x®1[1- X ﬁ)ll - X

und lim—— =+ ¥ .

I ) lim =
x® 1 X -1 x®1 X+1 2

© m_oq1 x-l(xm1+xm'2+ +x+1) m
lim——=1im =—
@1 x"-1 x®1(x 1)(x” bex™2+ +x+1) n

Aufgabe 4.4:

fistbe - }é stetig, wenn der Graph an dieser Stelle keinen ,, Sprung”“ macht, d.h. wenn

[im f(x)= lim f(x)=- u gilt. Fur den ersten Limes lim f(x) gilt nach Definition von
x® -1/2 x® -1/2 4 x® - 12
xE-1/2 x>-1/2 x£-1/2
1,1 5

f: lim f(x)= !@irrj}z(-xz- x-3=- = ;

x® -1/2
XE-1/2 XE-1/2

Die Konstante a muf so gewahlt werden, dal3 auch bei x = 1 kein ,, Sprung” entsteht, d.h. dal3

. o, o1 ) _u _
mf(x)_ug](x -2x+a)—-zgllt,alsol 2+a=- " baw.a=- 175.

x>1 x>1
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Aufgabe 4.5:
@ f(x+1) _ (x+2)® _ x2+2x+1:1+a§+i9,
f(x) X2 x? & X8
f2)_(24)° _,
f(x) x? '

®  g(x+1 2 _
g(x) 2

2x X X
g(2x) _ 2> _ 2% 2 = gx).
a(x) 2% 2"

2,

c )
© Ergebnisin (a): f(x+1)= gu 2, izgf (x), d.h. bei VergroRerung des Argumentwerts
X X

x um 1 wéchst f nur langsam, insbesondere bei sehr grof3en Werten von x. Trotzdem ver-
vierfacht sich der Funktionswert bei Verdoppelung des Argumentwerts.

Ergebnisin (b): g(x+1) =2g(x) zeigt, dal3 sich der Funktionswert jedesmal verdoppelt,
wenn x um 1 wéchst (schnelles, exponentielles Wachstum der Funktion g). Das schnelle
Wachstum zeigt sich insbesondere in der Gleichung g(2x) =(g(x))*, d.h. bei Verdop-
pelung des Arguments wird der Funktionswert quadriert.

Aufgabe 4.6:

langsames Wachstum ———> schnelles Wachsstum

€) : 5 — 12 =n3 ="
fo(n)=(log,(n))” —= f,(n)=n*> —> f,(n)=n° —>f,(n)= log, (n)

(b) . 3 n"
fu(m = (l0g(m)" —> (M) =n —>,(m) =nlog,(m)"  —> (W) =1 "

Aufgabe 4.7:

(@ Der einzige Knoten auf Niveau O (die Wurzel) hat die Nummer 1. Der ganz links stehen-
de Knoten auf Niveau 1 tragt die Nummer 2. Das Niveau 2 enthélt 2 Knoten (Nummern
2 und 3), so dal? der erste Knoten auf Niveau 3 die Nummer 4 bekommt usw.
Allgemein: Essal j die Nummer eines Niveaus mit 0 < j < m, wobei m die Nummer des
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hochstens Niveaus ist. Da der Bindrbaum vollstandig ist, gibt es bis zum Niveau j- 1

einschlieRlich 2077*' - 1= 2 - 1 viele Knoten. Also tragt der ganz links stehende Kno-
ten auf Niveau j die Nummer 2’ .

(b) Der Knoten mit der Nummer i stehe auf Niveau j. Vor ihm (auf Niveau j) stehen |13 0
viele Knoten. Also ist nach (a) i =2/ +1 . Diese Knoten vor ihm haben auf Niveau j + 1
jeweils zwel Nachfolger, so dal3 vor dem linken Nachfolger des Knotens mit der Num-
mer i auf Niveau j + 1 insgesamt 2| viele Knoten stehen. Der linke Nachfolger hat also

(da er auf Niveau j + 1 steht) die Nummer 2/*'+2l =2i, der echte Nachfolger die
Nummer 2i +1.

Aufgabe 5.1:
@ Fax)=- 2X+3
(x+3)°
(b) 6(x* - 2x* +8x? - 10x - 10)
f@(x)= i
(3x2 - 3+ 5)
©

f §x) = " An(x)+e"

x T

— eX
—7(x>4n(x)+1)

(d) B el 0 1-x
f(X)_(\/;-Fl)gﬁ- a—f
1
f((x):-&-(l-X)Z\&:- !
X 2x+/X
© =2

(1+1n(x))* »x

) f(x)=2"" mith(x)=3"
f ((X) =3 ,m(B) >Q(3X) >4n(2) — |n(2)>4n(3) 3" >Q(s,X)
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Aufgabe 5.2

f €x)=nx"*

f ®x)=n(n- )x"™?

usw.

Allgemein: O (x)=nxn- Dx... Xn-i+1)xx™" firi=1 ..., n

fO(x)=0 firi>n.

Aufgabe 5.3:

P(X) = (X~ Xo)" *pu(x) mit py(x,)* O
PEX) = 2(X- Xo) P (X)+ (X~ X,)” pHX)

P&X) = 2p,(X)+ 2(X- %) PHX)+ 2(x- Xo) PIX) + (X X,)” PgX).
Esgilt pdx,)=0 und p&(x,)=2p,(X,)* 0. Also hat p an der Stelle x, einen Extremwert.

Aufgabe 5.4:

p(x) = x" >(x2 - 1) =x™% - x",
PV (x)=(m+2)(m+Dx... {m+2- i+Dx™*" - m(m- Px... {m- i+D)x™" furi=1 ... ,m

p®(0)=0 firi <m,
P™(0) = p™ (X)) yoo = (M+ 2(Mm+ 1 x... {I)x?|,., - Mm- Dx... {1)=-m!<0
(zum ersten Ma 1t 0),
p™(0)=0,
p™?(0)= p™? ()| .o = (M+2)(M+1)x... {I) =(m+2)!
p(0)=0 firi >m+2.
Fiir gerades m hat p bel x = 0 einen Extremwert; es handelt sich wegen p™ (0)<0 um ein
Maximum. Fur ungerades m hat p bei x = 0 einen Wendepunki.

Aufgabe 5.5:

(@) Der Absatz ist zu dem Zeitpunkt maximal, an dem f ein Maximum annimmt:
fat)= 206 * +t2e % (- 2)= 2% *(t- t?),

f o) =20 % (- 2t- 12)+ 20 * o(1- 21) = 2 * {27 - 4t +1).
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(b)

(©)

(d)

Die erste Ableitung wird = 0 gesetzt. Das ergibt 2xe 2t(t- tz):O undwegen e * 1 0

die beiden Lésungen t,, = 0 und t,, =1. Die erste Losung liegt nicht im Definitionsbe-
reich von f, also kommt fur ein Maximum hdchstens die zweite Lésung in Betracht.

f ®t,)=f®)=- 2% ?<0,asoliegt bei t,, =1 wirklich ein Maximum vor mit dem
Wert f(1)=¢e 2.

Der Absatz nimmt zu, wenn f ¢(t) >0 ist, und félt in dem Bereich, in dem f {t)<O
gilt. Esist f 4(t)> 0 genau dann, wenn t- t*>0 ist, d.h. wegent > 0, wenn t < 1 gilt.
Entsprechend ist f ¢t) <O fort> 1.

Der Absatz steigt am schnellsten, wenn die Absatzsteigerung f 4(t) maximal ist, d.h.
wenn fd(t)=0 und fait): O gilt. fdt)=0 liefert wegen e * * 0 die Gleichung
2t? - 4t+1=0 mit den Losungen t, ,, =1*/1- ¥2, d.h. to; = 0,293 und to, = 1,707. Es
gilt fait,)?* O, aso liegt hier tatsdchlich ein Wendepunkt von f vor. Der Absatz steigt

am schnellsten zum Zeitpunkt to; = 0,293; im Bereich t > 1 féllt der Absatz, und zwar am
schnellsten zum Zeitpunkt to, = 1,707.

fist konvex in |, wenn f d(t)3 O firalle t1 | gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

2t? - 4t+13 0 ist (hier wurde wieder e * 1 0 genutzt). Umformungen dieser Glei-

. 1
chung ergeben nacheinander t*- 2t+53 0, t?- 2t+1- 1+%3 0 und (t-1)*3 %

Daher gilt 0<t<1- /Y2 oder t >1+./1/2.
fist konvex in ]O, 1- \/J/_Z[E]1+ Jv2, ¥[ und konkav in [1- Jv2, 1+\/]/_2].



Lésungen der Ubungsaufgaben 39

(e)
0,14
0,12 //’\\
. N
0,08 / \\
0,06 / \
0,04 / \\
0,02 /
0 SHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH D
0,05 04 0,75 1,1 1,45 1,8 2,15 2,5 2,85
Aufgabe 5.6:
Beziiglich mga(9) :%é (x,- 9° sinddiezahlen x,,x,, ... ,x, Konstanten. Daher ist
i=1
moadS) = d mgg(S) %é 2(x - S)(- 1). Die Ableitung wird auf 0 gesetzt und nach S auf-
i=1
gelost und ergibt nacheinander Eé‘ 2(x - S)(- Y=0, & (x - S)=0, nS=g x und
i=1 i=1 i=1
S:%é . daher ist s gerade der Mittelwert der Beobachtungen X, X,, ... , X, . DaR tat-
s&chlich ein Minimum vorliegt, sieht man an mgad®S) = - %é (- p=2>0.

i=1

Aufgabe 6.1:

@ Fal 00"
3x*- 6x°+3 _ . 12x -12x _ 36x*-12 24

01 4x3 - 6X2+2 X®112x -12x @1 24x-12 12

(b) Fal 000"
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(©)

(d)

(€)

ef+e -2 . e -e”
x®0 X - In(x +1) x®01_ 1
X+1
e -e ) (x+1
:Iim( )( )
x® 0 X
e +e X (x+1))+(e*- e )4
i (&) e e
x® 0 1
Fall ,0/0";
oox™-1 . mx™' m
lim =lim =—
Xx® 1 X” -1 X® 1 an-l n
Fall ,0/0";
lim =Iimi=1
x®0e* -1 x®0¢*

Ii(grll(ln(l- Jx) - In(1- x))=|ig11(- h(x) + g(x)) = lim(g(x) - h(x)) mit

h(x) = - In(L- V) und g(x)= - In(1- X). Jetzt liegt der Fall , ¥ - ¥ “ vor. Exponentie-
ren fihrt auf den Fall ,,0/0":

S0 H00) eI 1/e J/e' In(1-¥x) C1- % 1 U . "X
e _]/eg‘X) - ]/e' n@x) "~ 1. x 1 1- % x®1 - 1

Alsoist

lim(In(1- Vx) - In(1- %)) = limn(e?-") = In(lim(eg‘x)' h<X>))= |n§%g=- 0,6931471

X® 1

Aufgabe 6.2

Zunéchst ist das Erfllltsein der Bedingungen im Newton-V erfahren zu Gberprifen.
Fir p(x)=x°- x*- x- 1ist p&x)=3x"- 2x*- 1 und pd(x)=6x- 2.

Wir wahlen das Intervall | =[a,b] mita=15undb=2.

Bedingung (1): In | wechselt das VVorzeichen von p: p(1,5) = -1,375 und p(2) = 1.

Bedingung (2): Die Nullstellen von pd sind x,, =1 und X, = - é liegen also nichtin .

Bedingung (3): Da pd(x) = 6x- 2 monoton steigt und pd(15) =9 und pd(2) =10 sind, gilt

pa(x) > O fiir jedes x1 I .
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Bedingung (4): pda)=p4L5 =275 und pdb)=pd2)=7. Mit ¢ = 15 qgilt

& :@:O’SE b- a.
p&c)| 275

p(an) ans- anz- an_ 1
T T o 1

Wir wahlen a, =175, a,,, =a, -

Die folgende Tabelle zeigt 18 Iterationsschritte dieses Verfahrens (mit einem Tabellenkalku-
lationsprogramm). Man sieht, dal? bereits nach 4 Iterationsschritten keine Anderung in der 13.
Dezimalstelle nach dem Komma (gerundet) auftritt. Die dritte Spalte zeigt, dal3 der Funkti-
onswert , sehr dicht* bei O liegt: die Abweichung ist kleiner als 10™. Mit der vom Tabellen-
kalkulationsprogramm bereitgestellten ,, Berechnen-fir“-Funktion erhdt man nach 100 Itera
tionen x, =1,8392859993692 und f(x,) = 4,135E- 06, also ein wesentlich schlechteres Er-

gebnis.

In la., | {EN

0 1,75 -0,453125
1 1,8466666666667  [0,0406172
2 1,8393313374055  [0,0002439
3 1,8392867568556  |8,979E-09
4 1,8392867552142 [2,828E-16
5 1,8392867552142 |2,828E-16
le 1,8392867552142 |2,828E-16
7 1,8392867552142 [2,828E-16
I 1,8392867552142 |2,828E-16
o 1,8392867552142 [2,828E-16
10 1,8392867552142 [2,828E-16
11 1,8392867552142 |2,828E-16
12 1,8392867552142 [2,828E-16
13 1,8392867552142 |2,828E-16
14 1,8392867552142 |2,828E-16
15 1,8392867552142 [2,828E-16
16 1,8392867552142 |2,828E-16
17 1,8392867552142 [2,828E-16
18 1,8392867552142 |2,828E-16
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Aufgabe 6.3:

P 0 Die folgende

Die Approximationsfolge (a,) =
N

lee
lautet aO:%»LSY, an+1:§gan+

ni N

Tabelle zeigt das Verfahren nach 6 Iterationen:

In la. If(a)

0 1,57 -0,67669265358979

1 1,785507214519 0,046443359509757

2 1,772501565723 0,00016914690060625
3 1,7724538515477 2,276642576066E-09
4 1,7724538509055 2,7170106442487E-16
|5 1,7724538509055 2,7170106442487E-16
I6 1,7724538509055 2,7170106442487E-16

Mit der vom Tabellenkalkulationsprogramm bereitgestellten ,, Berechnen-fur* -Funktion erhélt
man nach 100 Iterationen x, =1,772455878664 und f(x,)=7,188E- 06, also wieder ein
wesentlich schlechteres Ergebnis.

Aufgabe 6.4

f(x)=/1+x, X, =0 f(0)=1
fc(x)=%(1+x)']/2 fq(()):%
o) =- 5 (1+x) fao)=- 7
fcm(x)=g(1+x)"‘*2 f@(o):g

Das Taylorpolynom 3. Ordnung fir f(x) =+/1+x ander Stelle x, = 0 lautet:

0o

(i) )
Ts(X):q. f (XO)(X' Xo)I

Xo=0

= f(0)+ f €0)>x+ fd;{O) 7 + fclg(O) xx®

J05=f(-05), dso /0,5 » T,(- 0,5) = 0,7109375
Bemerkung: /0,5 = 0,7071067812, d.h. \1/ 05- T,(- 0,5)\ = 0,0038307188 < 0,004.
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Aufgabe 6.5:

Man kann die gesuchten Werte a,,a,,a,,a, unda, as Koeffizienten des Taylorpolynoms
von p an der Stelle x, = 3 bestimmen:

p(x)=x*-3x®+2x-1 p(3)=5
PEX) =4x> - 9x* +2 p(3) =29
P x) =12x* - 18x p«(3) =54
pa(x)=24x- 18 p«(3)=54
p@(x) =24 p¥ (3 =24

Daher ist T,(x) = p(3)+ p&3)(x- 3)+@(x- 3 +@(x- 3)3+%(x- 3)*. Da im

vorliegenden Fall T,(x) = p(x) gilt, ist
P(X) =5+ 29X x- 3)+27Xx- 3)* +9xx- 3)*+(x- 3)*, d.h.
a,=5a=29 a,=27,a,=9unda, =1.

Aufgabe 6.6:

e : H 1+X
Zunéchst wird die durch f(x) = 1 )3

definierte Funktion um X, =0 in eine Taylorreihe

entwickelt;

_ 1+x
=y
C(1- X7+ 31+ X)(1- x)* _ 2(2+x) _
fox)= ’ Sha Gl f(0)=4
- e |

2(1- x)* +2(2+x)4(1- x)* _ 6(3+x)

f(0)=1

= = f =
f ®x) (1_ x)8 (1_ x)5 «0)=18
f ox) = 6f1- X)° +5>6(31: X)) _ 244+ 2() f «(0)=96
(1- X) (1- x)

»vermutete® Gesetzmalligkeit (die sich z.B. durch vollstandige Induktion beweisen 1&(}):
|
fin(x)= (MEDHOHX) gy s g
(- x)"
Das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle x, =0 lautet also:
p fO) & (i +D(i ,
Tn(X): é f : (O)XI - é (I +1)-'(| +1)X|

iz ! i=0 It

n n+1l
=8 (i+1)%x = i,
i=0

i=1
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Falls man fur das Restglied R (x) nachweisen kann, dal3 esmit n® ¥ gegen O konvergiert,
. 14X 8 s
giltsogar f(x)=—5=Q I"X"".

i=1

(- x)
R, (x) = 1 y(n+2)!(n++42+z) n+1:(n+2)(n+31+z) X™. Hierbei ist z ein Wert zwi-
N+l (1- 2)" 1- 2"

schen O und x. Falls man |X ,nicht zu gro®* wahit, konvergiert R (x) mit n® ¥ gegen 0
(wir brauchen x = %):

Eswird dso R, (x) fur OEXE% untersucht:

Wegen O£x£% ist O<z<x£% und

_(n+2)(n+2+2)

Rﬂ(X) - (1_ Z)n+4 X

L(N+2)(+2+%) o
(1_ Z)n+4

B (n+2)2Xn+l+(n+2)Xn+2

- (1_ Z)n+4

Wir setzen c=1i. Dann gilt 0£ c<1 und
-z

(n+2)2Xn+l+(n+2)Xn+2
(1_ Z)n+4

(n+2)° . n+2 ..,

1- 2)° 1- 2)°

n+l

R.(x) <

2

Da die Potenzen ¢ bzw. ¢c"* schneller gegen 0 konvergieren als die Polynome (n+2)?

bzw. n+2 gegen ¥, gilt Ii@nQ|R1(x)|:O. Esist also fur OEXE% inder Tat

¥

f(x)= (11+ X)3 =Q i?x"" (men kann dies sogar fiir [ <1 zeigen).

- X i=1
¥ 2 L.
é. 2r:1-1 = fé%%: 1-'-21/23 =12.
)
Aufgabe 6.7:
f(x) = x* »* f(0)=0
fc(x):2x>ex+x2>exzex(2x+x2) f(0)=0

Fox) = e (2x+x2) +€*(2+2x) = € (x* + 4x + 2) f ((0) =2
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fax) = e"(x* +4x+2) +e*(2x +4) = (x> + 6x+ 6) f«(0)=6
FO(x) =€ (x* +6x+6) +e*(2x+6) = *(x* +8x +12) f@(0)=12
£ O(x) = e*(x* +8x +12) + &*(2x +8) = €*(x* +10x + 20) f®(0)=20

4 5
Daher ist T5(x):x2+x3+x7+%.

¥ i

Einfachere Losung: f (x) = x*>e” —XZXéX—I.
i=0 I
2 34 4 5
A|SOI$T(X) X2 Xa——x >§+X+X_+X_8: X2+X3+X_+X_.
i=0 ! 2 69 2 6

definierte Funktion um den Punkt x, =0. Kénnen Sie eine einheitliche Formel fir f ™ (x)
angeben, die fur jedes nT N gilt? Gibt es noch einen einfacheren Weg, um T,(x) zu berech-

nen?

Aufgabe 7.1:

PEPCE 1y ron e A 1)
Aufgabe 7.2

@ (A+B)*=(A+B)qA+B)=A%+(AxB)+(BxA)+B?. damit der binomische
Lehrsatz gilt, mu3 A>B =B >A sain. Im Beispidl:
€l 208 lu_é& 70_6 el 2
© 0% &7y siTh AR ™
€ 1oel 30_e7 104 el 3u &2 1u é9 100

&M% 4 4s 28"% B HT R 1Al

Damit A>B =B >A gilt, missen A und B quadratisch sein, etwa A = [a,J]I nieL

----- n

und B =]

Jli=1..n,j=1,..,n

, und es muR é_ a b = é_ a, ;b gelten. Es gentigt nicht,
k=1 k=1

dadin A bzw. B jeweils die einzelnen Zeilen gleich den einzelnen Spalten sind, wie
etwa das Beispiel



46 Lésungen der Ubungsaufgaben
éL 2 3u élL 2 4
_€ a _€ a
A—é 1 Ol;Iund B—é 1 50
g 0 1y g 5 1y
él7 19 17u él7 4 Tu
zeigt. Hierist AXB=54 5 137undBXA=8§9 5 11,
g7 11 13§ g7 13 13§
®) Essei (A7)’ =[b, ],AT:[a ] Dannistb ; =a, =a,; =4, ,.
Es s (A>B [c, J] mit C,; =c;; und c,;= Element im Schnittpunkt der Zeile |
und der Spaltei in A>B.
=c;; =a &b, = Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von (A >8)" .
k=1
Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spaltevon BT >A 7 lautet
g - _ > _
ablkakaé.bklajk_c c
k=1 k=1
() Essd A eine (n, m)-Matrix. Dann ist AT eine (m, n)-Matrix. Also ist sind die Pro-
dukte (AXAT)und (AT ><A) immer definiert: A>AT ist ene (n, n)-Matrix und
AT >A eine (m, m)-Matrix. Es gilt nach (b):
(AxAT) =AT AT =AxAT und
(A7) =ATAT =ATA dh.
(A ><AT) und (AT ><A) sind quadratische, zur Hauptdiagonalen symmetrische Matri-
zen.
Aufgabe 7.3:
@ e éu é Ou é0u
a U, & 10_¢y
klgou+ kzgzu 26 1|:|—;0l,J impliziert:
€y &8 €& 3§ e
k,=0 (L Zeile),

2k, - k; =0 (2. Zeile) und
k, +k, =0 (3. Zeile).

Daher ist k;=-k =0 und 2k, =k, =0, dso k, =0. Die Vektoren sind linear-

unabhangig.
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(b) é 20 ¢ O0u éo

kg oﬂ +k,& 23 goﬂ fihrt auf 2k, =0 (1. Zeile) und - 2k, =0 (2. Zeile), also

g W
k, =k, = 0. Die 3. Zeile wird nicht gebraucht.

>

>

TR

© W[z 1-dek]-1-% ¥|=[0 0 o impliziert k, =3 (1. Spalte). Die an-
deren beiden Zeilen fuhren auf dieselbe Gleichung. Man kann daher k, * O beliebig
wahlen; die Vektorgleichung bleibt erfillt. Daher sind die Vektoren linear-abhéngig.

(d) Die Gleichung kl(é+6)+k (b ) +k,(d+¢) =0 impliziert

(k1+k)a+(k1+k2)6+(k2+k3)6=6 und wegen der linearen Unabhéngigkeit von
{a.b.¢:
K, + kg 0 (Zelel)
k, + k, 0 (zZele2

k, + k; = 0 (Zele3)
k, =-k, (aus Zeile 3) in Zeile 1 einsetzen ergibt k; = k,. Diese Ergebnisse werden in
Zeile 2 eingesetzt, und es folgt 2k, =0, aso nacheinander k, =0, k;, =0 und k; =0,

alsoist {é +b, b+c, a+ 6} eine Menge linear-unabhangiger Vektoren.

Esgilt 4+¢= (é- 6)+(6+6), d.h. einer der Vektoren ist eine Linearkombination der

beiden anderen. Die Menge {é-B b+t, +c} ist linear-abhangig.

Aufgabe 7.4:

@ x=3,x,=-4,x,=2 (b x,=0,x,=-1, x,=3

© x=1,%x=2,%=-1,%x,=3

d x=2,%x=0,%x=0

(e) Dieerweiterte Koeffizientenmatrix wird elementaren Umformungen unterworfen, so daf3

sie moglichst auf Diagonaform kommit:
Ausgangsmatrix:
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e 1 1| 3u
& U
gfs,21|5l,J
& 3 4 | 10§

Die erste Zeile wird mit -3 multipliziert und zur zweiten Zeile addiert. Entsprechend
wird die erste Zeile mit -2 multipliziert und zur dritten Zeile addiert:
gL 1 1 | 3u

a
0 -1 -2 -44

0 1 2 | 4¢

Die zweite Zeile wird zur dritten Zeile addiert:
e 1 1 | 34y

0 -1 -2 -44

@ 0 0 | of

Die Lésung ist nicht eindeutig. Man kann x, beliebig wahlen. Aus der zweiten Zeile
folgt - x, - 2x, =-4 bzw. X, =4- 2X,. Aus der ersten Zeile ergibt sich x;, = 3- X, - X,.
Die Ldsungsmenge lautet also:

Téxu u
(6§ |
|gx2tj ul R, % =u-1 x,=4- 2uy.
1@uf b

f x=-1,%x,=4,%=0

Aufgabe 7.5:

Die erweiterte K oeffizientenmatrix lautet
gl 1 -1 ] L
& U
g 3 a | 34

g a 3 | 2

Elementare Umformungen fihren auf
gl 1 -1 | 1 0

2 a

& 1 a+2 | 1 i
g0 0 -a’*-a+6 | -a+2§

Es gibt eine eindeutige Losung, wenn der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich
dem Rang der Koeffizientenmatrix gleich 3ist, d.h. bei - a®>- a+61 0,asobei a? -3 und
at 2.

Esgibt keineLésungbei - a®>- a+6=0und - a+2* 0,d.h.bei a=-3.

Es gibt unendlich viele Lésungen bei - a®- a+6=0und - a+2=0,d.h.bei a=2.
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Aufgabe 7.6:
€) & 1 04
é 1]
él 0 21’1
8 -1 4
Elementare Umformungen fihren auf
el 12 Ou
& a
R
0 0 -6f

Daher ist der Rang gleich 3.

b)) e1 0 2 -1y
& a
& 1 -1 Ol,J
€0 2 0 -1
é a
A4 1 1 -1
Elementare Umformungen fihren auf
el 0 2 -1
& ]
0 1-7 3
€ 0 14 &0
é a
§O 0O 6 -49
g0 0 0 0y
Der Rangist 4

Aufgabe 7.7:

(@ Dieeinzelnen Zwischenschritte, die zur inversen Matrix fuhren, sind:
&4 -5 1 1 0Op
g1 210 1

e 54 | -Y4 ou
& 2| o0y

él 54 | -Y4 Oy
0 34| ya 1



50 Lésungen der Ubungsaufgaben
él 54 | -1Y4 Oy
O 1] Y3 43
61 0 | -2)3 -53 ,, &4 -51 & 23 -53
© 1 3 43 Me 1 A T8z 4
| Y /3 é a éY /30
M) 610 20" @2 -02 024y
é ua _é U
é-4 1 21’1 —éO 0 1 i
g0 104 @4 01 -0l
Aufgabe 7.8:
él 0 - 1y él 2 Oy
_6€ U T_@& u
A_gz 1 -3, AT=g§0 1 -1,
0 -1 2§ g1 -3 2§
é6-1 1 1y &1l -4 -2
1_@ u T\'1_¢é u
A—é-421u,(A)—é1 2 1
&2 1 1§ g1 1 14
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