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1 Einleitung und Themenabgrenzung

Zeitreihenprognosen versuchen die kinftige Entwicklung von interessierenden Grélien wie
bspw. Zinsen, Inflationsraten oder Aktienkursen aus Kenntnis historischer Werte zu
extrapolieren. Im univariaten Fall wird nur eine GroRRe betrachtet, im multivariaten Fall
werden Interdependenzen zwischen mehreren Grofl3en beriicksichtigt. Wahrend im univariaten
Fall kunftige Werte alleine aus den historischen Werten extrapoliert werden, kénnten im
multivariaten Fall auch kausale Modelle wie z. B. Zinstheorien Berlcksichtigung finden. Wir
beschréanken uns hier auf reine Zeitreihenmodelle, d. h., die Interdependenzen zwischen den
betrachteten GroRen werden alleine mit Hilfe historischer Werte ermittelt. Ebenso sei
angemerkt, dass Zeitreihen nicht der einzig denkbare Gegenstand einer Prognose sind.
Ebenso konnte man Prognosen von Ereignissen betrachten, wie das Eintreten eines
Ereignisses mit ungewissem Ausgang (z. B. Ausgang einer Wahl) oder den Zeitpunkt des

Eintretens eines sicheren Ereignisses (z. B. Zinsanderung).

In der Zeitreihenprognose lassen sich drei Prognosetypen unterscheiden: Punkt-, Intervall-
und Dichteprognose. Bei der Punktprognose wird nur ein einzelner Wert (in der Regel der
bedingte Erwartungswert bei gegebenen historischen Werten) geschétzt. Bei der
Intervallprognose wird ein Wertebereich geschatzt, in welchen der Prognosewert mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit liegen wird. Bei der Dichteprognose wird die gesamte
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prognosewerts geschétzt. In der vorliegenden Arbeit

werden Dichteprognosen auf der Basis von Simulationsrechnungen betrachtet.
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2 Univariate autoregressive Zeitreihenmodelle

Eine wichtige Klasse der univariaten Zeitreihenmodelle bilden die sog. autoregressiven
Modelle. Sie beschreiben die aktuelle Beobachtung als gewichtete Summe zurlickliegender
Realisationen. Ein autoregressiver Prozess der Ordnung p (AR(p)-Prozess) folgt der
Beziehung:

QO x=a+¢ x,+0, x ,+..+@, x_, +u, t=p,p+lp+2 ..

Die StorgroRen u, werden als unabhéngige Zufallsvariable angenommen, die alle dieselbe
Verteilung (independent and identically distributed (11D)) um den Mittelwert O haben:

u, ~ IID(0, o). Gleichung (1) beschreibt eine Regression der Variablen x, auf ihre eigenen

verzogerten Werte. Dies erklart die Namensgebung.

Eine wichtige Voraussetzung fur die Parameterschatzung ist die Stationaritat der Zeitreihe.
Eine Zeitreihe heillt streng stationdr, falls die gemeinsame Verteilung von
(X, 11X, 900X, ) TUr beliebig gewahlte /7, 12, ..., Ik nur von den Verschiebungen /7, 12, ...,
Ik und nicht vom Zeitpunkt 7 abhéngt. Dies ist in der Praxis selten gegeben. Daher wird in der
Zeitreihenanalyse meist nur eine schwache Stationaritdt angenommen. Eine Zeitreihe heif3t
schwach stationdr, falls gilt:

(a) E(x,)=u,

) Clx.x_)=2-

Das heil3t, der Erwartungswert (£) ist zeitunabhéngig, und die Autokovarianz (C) héngt nur

von der Verschiebung /, nicht aber vom Zeitpunkt ¢ ab.

Ein AR(1)-Modell ist gegeben durch:

2 x,=a+¢ -x_,+u,, t=1273 ...

Nehmen wir die Giltigkeit von (2) fur beliebig weit zurlick liegende Zeitpunkte ¢ = -1, -2, -3,
... an, so ergibt die sukzessive Anwendung von Gleichung (2) fir x.1, x;2, ...

B x =a+u +o(a+u,)+¢ (a+u,_,)+..

Falls |¢)1| <1, beschreibt (3) einen schwach stationdren Prozess. Fir den Erwartungswert

erhalt man:

o0

,u=E(x,):a+gola+g012a+...:a2gpli: :
i-0 1-o
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Dabei wurde E(u,) = 0 verwendet. Die Beziehung || <1 wurde fiir die Konvergenz der
Reihe benotigt. Fir die Autokovarianz erhalt man wegen E(u, -u,)=o” und E(u, ‘u;)=0
furi=j:
Cx,x,;) = El(x, — 1) (x,, — p)]

142

_ 2 / I+1 2
=E[(u, + o, s+ ofu, oy + o, o u Ao ) o o, )]

!
=@+ + @ +.)ot =L+ @ + @ +..)o7 :—1ip1(/,2 o’.
1

Im Falle von ¢, =1 spricht man von einem sog. Random-Walk-Prozess. Die sukzessive
Anwendung von (2) auf x.1, x.2, ..., x1 liefert:
t
(4) x, =x, +a-t+2ui.
i=1l
Erwartungswert und Autokovarianz sind nun zeitabhéngig:
E(x)=x,+a-t, C(x,x_)=(-1) o
Der Teilx, +a -t beschreibt ein deterministisches Wachstumsverhalten. Man spricht von

daher von einem stochastischen Trend. Charakteristisch fliir Random-Walk-Prozesse mit oder

ohne Trend (« = 0) ist ein aufgrund der kumulierten StérgroRen unbeschranktes Wachstum

mit der Zeit: Var(x,)=t-o?.

Die kumulierten StérgréRen kdnnen zu langeren Phasen wachsender und fallender Werte von
x, fuhren, die ein trendartiges Verhalten vortauschen und daher bei Regressionsanalysen zu
fehlerhaften Modellen fuhren. Bereits Granger und Newbold (1974) haben auf dieses sog.
Spurious-Regression-Problem hingewiesen. Um Random-Walk-Prozesse im Rahmen der
klassischen Zeitreihenanalyse behandeln zu konnen, werden Differenzen gebildet. Ist
beispielsweise eine Zeitreihe x, ein Random-Walk-Prozess ohne Trend, so ist die erste
Differenz Ax, = x, — x, , =u, eine Zeitreihe, die durch die Storgrofe beschrieben wird. Nun ist
denkbar, dass die ersten Differenzen ebenfalls ein Random-Walk-Verhalten aufweisen. In
diesem Fall werden zweite Differenzen gebildet: A’x, = A(x, —x, ,)=x, —2-x,, +x, ,. Dieses
Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis man kein Random-Walk-Verhalten mehr antrifft. Ein

Prozess, bei dem d Differenzen zu bilden sind, heif3t integriert von der Ordnung d oder kurz
I(d)-Prozess.
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Betrachten wir einen AR(1)-Prozess ohne Interzept o x, =¢,x,, +u,. Die gewohnliche
Kleinste-Quadrate-Schétzung (ordinary least squares (OLS)-Schétzung) liefert:
sz "X
(5 — t=1
1 n 2

zxt—l

t=1
Zum Testen der Nullhypothese ¢, = 1 bietet sich die Statistik

= ¢ -1
Std((al)

an; std(¢,) bezeichnet den Standardfehler des Schétzers ¢,. Die Verteilung von 7 héngt vom

wahren Wert ¢, ab. Fir |(p1| <1 folgt 7 der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Im Falle eines

Random Walks — also bei Zutreffen der Nullhypothese - folgt 7 nicht der t-Verteilung.
Kritische Schranken kdnnen mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen ermittelt werden. Sie
liegen unterhalb der Schranken der t-Verteilung mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Dies
zeigt, dass die Nullhypothese bei Entscheidung auf Basis einer t-Verteilung viel zu oft
verworfen wirde. Der Test auf Basis der zStatisik wird Unit-root-Test oder nach den

Entdeckern Dickey-Fuller-Test genannt.

Das Modell x, = ¢,x,_; +u, lasst sich umschreiben zu Ax, = o, , +u, mit 6 =¢, —1. Ein

Random Walk ist demnach nicht auszuschlieBen, falls die Hypothese ¢ = 0 nicht abgelehnt
werden kann. Im Fall eines AR(p)-Prozesses mit p > 1 lasst sich das von Dickey und Fuller
(1979) vorgeschlagene Testverfahren in seiner verallgemeinerten Form verwenden. Zuséatzlich
konnen noch ein Interzept und ein deterministischer Trend in die Modellgleichung
aufgenommen werden:

(G) Ax, =0k, + LA, +..+ IBp—let—p—l +u,,

(6) Ax,=a+0x,  +B A +..+f, A, +u,

(7) Ax,=a+p-t+, , +[Ax,  + ...+ﬂp_let_p_1 +u,.

Gleichung (6) geht aus Gleichung (1) hervor, indem man 6=¢, +¢, +..+¢, -1 und

P
ﬂi:—Zgoj setzt. Die Dickey-Fuller t-Statisiken zur Uberpriifung der Nullhypothese

Jj=i+l

S=¢+¢,+..+¢,-1=0, dass ein Random-Walk fir die Modelle (5), (6) bzw. (7)
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anzunehmen ist, werden mit z, 7, bzw. 7. bezeichnet. Mit Hilfe des F-Tests nach Dickey und
Fuller (1981) kann die Signifikanz der Parameter « bzw. g Gberprift werden:

_SO—S.I/I-F].—Z
S r '

F

Sy bezeichnet die Summe der quadrierten Residuen bei Zutreffen der Nullhypothese, S die
Summe der quadrierten Residuen ohne Restriktion, » die Anzahl der Parameterrestriktionen
bei Zutreffen der Nullhypothese, » + 1 den Stichprobenumfang und / die Anzahl der
Parameter. Die entsprechenden Teststatistiken nennt man &, (Modell (6), Nullhypothese: « =
0=0), @ (Modell (7), Nullhypothese: a = = 6= 0) bzw. @&; (Modell (7), Nullhypothese: g
=5=0).

Die Anzahl p der zu beriicksichtigenden Verzogerungen wird tblicherweise mit Hilfe von
sog. Informationskriterien ermittelt, die den Schatzfehler mit der Anzahl / der verwendeten
Parameter zu einer Grol3e verkniipfen. Je mehr Parameter verwendet werden, desto ,,leichter
ist es, den Schéatzfehler klein zu halten. Daher wird jede Hinzunahme von Parametern
Hbestraft”. Haufig verwendet werden die Informationskriterien von Akaike (1973) (4/C) und
Schwarz (1978) (SIC). Bis auf konstante Terme sind die Kriterien wie folgt definiert:

AIC = Iog( L ZQZJ 2y

n-p+1i= n-p+1’

SIC=log| — L Yz |4 109 =p ),
n—p+1 n—p+1

i=p
wobei u, die durch die Residuen geschétzten StorgrofRen bezeichnen. Die Ordnung p wird
nun so bestimmt, dass das gewéhlte Kriterium einen minimalen Wert annimmt. Flr »n - p+1 >
7 gilt log(n - p+1) > 2; daher flhrt die Verwendung des Schwarzschen Informationskriteriums
im  Allgemeinen zu einer niedrigeren Ordnung als die Verwendung des

Informationskriteriums von Akaike.
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3 Vektor-autoregressive Zeitreihenmodelle

Zur Berucksichtigung von kontempordren und intertemporaren Abhangigkeiten zwischen den
untersuchten Zeitreihen bieten sich Vektor-autoregressive (VAR) Modelle an. Bei k
Zeitreihen und der Berlcksichtigung von p Verzogerungen erhdlt man folgendes

Gleichungssystem:

(8) Vi, =0+ 511,1')’1,171 ot Oy Viga Tt 511,17 Npp Tt 5lk,p Vip—p T U

Vo, =0+ 0y, Vgt t Oy Vit t 521,17 Vpp Tt §2k,p Vip-p T Uz

Vi =0+ 5k1,1 VTt 5kk,1 Vet t 5k1,p Vyop tet 5kk,p Vir—p T U,

Falls einzelne Zeitreihen ein Random-Walk-Verhalten aufweisen, ist es naheliegend, diese
zundchst durch Differenzenbildung in stationdren Zeitreihen zu Gberfiihren und anschliellend
in das Gleichungssystem (8) aufzunehmen. Dadurch werden jedoch moglicherweise zu viele
Differenzen gebildet — namlich dann, wenn Kointegrationsbeziehungen zwischen einzelnen
Zeitreihen bestehen. Kointegration bedeutet, dass eine Linearkombination nicht-stationérer
Zeitreihen gefunden werden kann, die stationdr ist. Das Konzept der Kointegration geht auf
Granger (1981) und Engle und Granger (1987) zuriick. Tiao, Tsay und Wang (1993) zeigen
an einem Beispiel auf, dass es problematisch sein kann, existierende
Gleichgewichtsbeziehungen mit einem Kointegrationstest zu erkennen. Insbesondere wird
von ihnen kritisiert, dass die GrolRe der Streuung der einzelnen Zeitreihen vom
Kointegrationstest nicht beruicksichtigt wird. Die Bedeutung von Kointegrationsbeziehungen
fir langfristige Prognosen wurde u. a. von Engle und Yoo (1987) herausgestellt.
Christoffersen und Diebold (1997) bemaéngeln allerdings zu Recht, dass die Ergebnisse
schwer zu interpretieren sind, da nicht das VAR-Modell der stationdren Zeitreihen mit dem
Kointegrationsmodell verglichen wird, sondern das VAR-Modell der nicht-stationdren
Niveauwerte. In einer eigenen Untersuchung kommen sie zu dem Resultat, dass die
Berticksichtigung von Kointegrationsbeziehungen fur langfristige Prognosen zu schlechteren
Ergebnissen fuhrt als die Verwendung univariater integrierter Variablen. Im Folgenden soll
daher auf eine Betrachtung von Kointegrationsmodellen verzichtet werden. Die Bedeutung
von Unit-Root-Tests und Kointegrationstests flr die Spezifikation von VAR-Modellen ist in
der Literatur umstritten. Einen aktuelle Studie zur Modellauswahl und einen
Literaturtiberblick findet man bei Allen und Fildes (2007).
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Ein weiteres Problem von VAR-Modellen ist, dass die Anzahl der zu schatzenden Parameter
rasch mit der Dimension & und der Ordnung p anwéchst. Beispielsweise sind bei 5 Zeitreihen

und 3 Verzogerungen bereits k-(1+k-p)=5-(1+5-3)= 80 Parameter zu schatzen. Eine

hohe Anzahl von Parametern erschwert nicht nur die Interpretation des Modells, sondern fiihrt
auch zu groBen Ungenauigkeiten bei der Parameterschatzung, falls die Anzahl der
verfiigbaren historischen Zeitreihenwerte nicht erheblich groRer als die Anzahl der Parameter
ist. In der Praxis ist haufig eine groRe Anzahl der geschatzten Parameter nicht signifikant von
Null verschieden. Zur Elimination nicht signifikanter Parameter bietet sich das sequentielle
Verfahren nach Briggemann und Litkepohl (2001) an, welches nacheinander die Regressoren
eliminiert, die zur groRten Reduktion des Informationskriterium fiihren, bis keine weitere

Reduktion mehr moglich ist.

Fur eine Stichprobe mit Indexmenge 1:{0, 1 2, ...,n}ergibt sich in Matrixform folgendes
Gleichungssystem:
9) Y=06-Z+U,

wobei & die vollstandige k& x (L+ & - p) - Parametermatrix

a Oy, v Oy v 5ll,p o 51k,p

Ay Oyy 0 Oyy 521,,; 52k,p
o= .

A Oy v Oya 5k1,p 5kk,p

bezeichnet und

— 1 -
yl,t Yt ul’t
Yaou o

Y:[YpYnLY; = :Y lZ:[Zp—l“.Zn—lLZt = Yt—l ’U:[UP.“U”]’UZ - ..'. ’
Y, "
ke _Yt—p+l_ o

Die Restriktionen lassen sich mit Hilfe einer geeigneten Matrix R in der Form vec(5) = Ry

notieren, wobei y den Vektor der von Null verschiedenen Parameter bezeichnet. Der vec-
Operator Uberflihrt eine Matrix in einen Spaltenvektor, welcher — beginnend mit der ersten
Spalte — aus den untereinander geschriebenen Spalten der Matrix besteht. Sei zum Beispiel £
=2 und p =2, so wird aus dem Gleichungssystem (8):

YV, =0+ 511,1 Vit 512,1 Voia T 511,2 V2 T 512,2 * Vo T Uy,

Vo =0Q t+ 521,1 “Va Tt 522,1 “Voiat 521,2 V2t 522,2 Voo tUy,.
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Die Restriktion 8,,, = 0 lasst sich dann in der Form

a, 10 0 O 0
o, | 1001 00 - of ®
Sl 00 10 -0 ;2
vee(d)=| 0 |[=|0 0 0 O 0 5”'1
Spi| |0 0 0 1 o
Sp,) 000 0 0 ... 1 e

schreiben. Fur die nachfolgenden Umformungen werden folgende Rechenregeln fiir passende
Matrizen verwendet:

(R) (A®B)'= A'QB.

(R2) (A®B)(C®D)= AC® BD.

(R3) (A®B)'=4"®B™

(R4) vec(AB) = (B'®I)vec(A).

Hierbei bezeichnen I die Einheitsmatrix, ® das Kronecker-Produkt und 4’ die transponierte

Matrix 4. Das Kronecker-Produkt einer (mxn)-Matrix 4 =(a;) und (pxq)-Matrix

B = (b;) ergibt eine (mp x nq)-Matrix, die wie folgt definiert ist:

n

ay,B - a,B
A®B = .
B --- a B

ml mn

a

Aus (9) und vec(5) = Ry folgt:

R4)

(20) vec(Y)=vec(©-Z)+ vec(U)(: (Z'®1,)vec(0) +vec(U)=(Z'®I, )Ry + vec(U).

FUr das obige Beispiel mit £ = 2, p = 2 und der Restriktion &,,, =0 ergibt sich:
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a,
M2 1 @ U
Y11 You Y10 Y20 5
Voo 1 y y y 10 111 Uy,
vee(Y)=| : |= L2 22 t 2t ®[0 J 0 |+
Yin 512,1 Uy,
1 yl,n—l y2,n—1 yl,n—Z y2,n—2 :
y2,n - . uZ,n
0.2
a,
1 0 0 o Yoo 0 a, Uy,
01 0 Vg 0 V2o 511,1 U,
= i 0 + :
10 Yin-1 0 Yoo 0 512,1 Uy,
O 1 0 yl,n—l e 0 yZ,n—Z uZ,n
O

Zur Parameterschatzung sollte eine verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Anpassung
(generalized least squares (GLS)-Schatzung) durchgefiihrt werden, da diese bei restringierten
Modellen effizienter ist als eine OLS-Schéatzung ist (vgl. Liitkepohl (2005, S. 71, 199)). Fir
die Kovarianzmatrix von vec(U) gilt:

Cvec(U) =1 ® Cu !

n—p+1
wobei C, die zeitlich konstante Kovarianzmatrix der Stérgrofien u, bezeichnet. Nach dem
GLS-Verfahren ist

S(r) = vec(U) Croyyvec(U) = [vec(Y) = (Z'®L,)RyT' (I

n—p+1

®C,) vec(Y) - (Z'®1,)Ry]
zu minimieren. Mit obigen Rechenregeln ergeben sich folgende Vereinfachungen beim

Ausmultiplizieren von S(7):

(R3)

® Cll)_l = 1

(1 n—p+1 ® Cu_l’

n—p+1

(R1)
[(Z®I)RyT=[Ry](Z2'®1,) = y'R(Z® 1)),
R2)

(
(U, , . ®CHNZ®I) =1, ,,Z®C,'I, =Z'®C,",

n—p+1

(R2)
(Z ®]k)(1n—p+l ® Cu_l) = Zln—erl ® [kC‘u_1 = Z ® Cu_l’

(R2)

Z®IL)I, ,,CHNZ®I)=(ZRC,")®(Z'®I,) = ZZ'®C,".

n—p+1

Man erhalt:
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S() =vec(t) - (Z®I)RIT U, .. ® C;)vee(Y) ~ (Z'®1,)Ry]
=vec(Y)'({, ,,® CMyvec(Y) - vec(Y)' (I, ,,® CZ'®I,)Ry
—(Z®L)RA, 0 ® Cvec(V) +[(ZOI)RIT(, .. ® CNZ'®I,)Ry
=vec(Y)'({, ,,® CMyvec(Y) - vec(Y)' (I, ,, ® CZ'®I,)Ry
—y'R(Z®1)U,_,..®C Y vec(Y)+y'R(Z® 1)U, ., ®C, )Z'®I,)Ry
=vec(Y)'({, ,,® C.yvec(Y) —vec(Y) (Z'®C, )Ry
—7V'R'(Z®CM)vec(Y)+y' R (ZZ'®C")Ry.

2

positiv definit

Ein Minimum liegt vor, wenn %: (0,...,0) und die Hessische Matrix aa
Y4

ist. Unter Verwendung der Produktregel wzb%'a—aﬁa%a—b' erhalt man die
4

' oy oy

Gleichung:

o5 _ -vec(Y)' (Z'®C. )R ~[R'(Z ® C," )vec(Y)]+y'[R'(ZZ'®C )R] +y'[R'(ZZ'®C.)R].

Da C.* symmetrisch ist und(ZZ'Y= ZZ', gilt wegen Regel (R1):
[R'(ZZ'®C )R]'=[R'(ZZ'®C,") R] =[R'(ZZ'®C,")R],
[R'(Z® C vec(Y)]'=vec(Y) (Z'®C,)R.

Daraus folgt:

S—S =-2vec(Y)' (Z'®C." )R +2y'[R'(ZZ'®C. )R]
4

Damit gilt &= (0,....,0) , falls
oy

7'[R'(ZZ'®C,")R]'=vec(Y)' (Z'®C,")R,

y'=vec(Y) (2®CHR(R (Z2'®CMR] )",

7 =[R(ZZ'®C,)RI'R'(Z®C,")vec(Y).

Bei der letzen Gleichung wurde die Beziehung (47)'=(4')™ verwendet.

Da [R'(ZZ ®C,*)R] symmetrisch ist (s. o.: der Ausdruck ist gleich dem transponierten

2
Ausdruck), folgt a(j/aS' =2-[R'(ZZ'®C,")R] . Diese Matrix ist positiv definit, falls die Zeilen
v

von Z linear unabhéngig sind:

Zunachst ist C.* positiv definit, da C, positiv definitist. ZZ'=2zI,_ 7" ist positiv definit, da

n—p+1

I,_,,, positiv definit ist und ein voller Spaltenrang von Z vorausgesetzt wird. Damit ist auch
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ZZ'®C.* positiv definit. SchlieBlich ist R'(ZZ'®C;')R positiv definit, da R den vollen

Spaltenrang hat.

Damit ist der GLS-Schatzer fur ydurch
7=[R(ZZ' ® C;H)RT*R(Z ® C*)vec(Y)
gegeben. Als Schatzer fur die unbekannte Kovarianzmatrix lasst sich

1

n—p+1—m~p+nahﬂyxy_&w

C =

u

mit dem OLS-Schatzer & =YZ'(ZZ") des nicht-restringierten Gleichungssystems (8)

verwenden. Bei dem Schétzer der Kovarianzmatrix zum berechneten restringierten System ist
dagegen auf die Subtraktion von k*p+1 zu verzichten, da bei jeder der k Gleichungen deutlich

weniger als k*p+1 Parameter verwendet werden.

Wie im univariaten Fall kann die Anzahl der Verzdogerungen mit Hilfe eines
Informationskriteriums ermittelt werden. Bis auf konstante Terme sind die Kriterien wie folgt
definiert:

AIC = IOg(det(# 0[ (}'[ D +Ll,
n—p+11 n—p+1

1=p

SIC = log def| — 1 U +ML
n—p+1] n-p+1

i=p
wobei 17,. die (kx1)-Spaltenvektoren der Residuen und / die Anzahl der geschatzten
Parameter bezeichnen. Litkepohl (2005, S. 153 ff.) konnte fiir ein bivariates Modell die

Vorteilhaftigkeit ~des  Schwarzschen  Informationskriteriums  gegeniber  anderen

Informationskriterien mit Hilfe einer Simulationsrechnung nachweisen.
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4 Prognose

Mit Hilfe der geschatzten Parameter konnen kiinftige Werte durch sukzessive Anwendung der
Regressionsgleichung ermittelt werden. Im Falle von Gleichung (1) erhéalt man:
(11) x _&+¢1‘x +¢2. l+ +¢p. n— +l:l\n+1’

+u

n+2?

x a+¢1 n+1+¢2 x +.. +¢p n+l—p

Xyeh O F P X g ¥ @y Xy p F ot @ Xy, 1L, FUN RS p.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Prognosewerte lasst sich Uber eine Simulation der
stochastischen StorgrofRen u; ermitteln. Dabei werden die statistischen Eigenschaften der
unbeobachteten Storgrolen Ublicherweise mit Hilfe der Residuen geschatzt. Bei
Finanzzeitreihnen weisen die ermittelten Residuen héufig eine im Vergleich zur
Normalverteilung gréRere Kurtosis (Wo6lbung) auf. Dies bedeutet ein hdufigeres Auftreten
von kleinen Residuen in der Mitte und groflen Residuen an den Randern der Verteilung.
Kramer und Runde (2000) zeigen, dass bei der Normalisierung von leptokurtischen
Verteilungen eine Anpassung mit empirischen Interquantilbereichen wesentlich robuster ist
als eine Anpassung mit der empirischen Standardabweichung. Um diese Effekte zu
beruicksichtigen, lasst sich mit Hilfe eines Normalverteilungstests priifen, ob die einzelnen
Residuen durch eine an das Maximum aus der empirischen Standardabweichung und dem
empirischen Interdezilbereich (Streubreite der mittleren 80% der Félle) angepasste

Normalverteilung mit Mittelwert O modelliert werden kénnen:

i ~&-N(0J); 6 = _n-p+l . x(5, Iy fw
n—p+l-i 2,564

Der Quotient 2,564 ist der Interdezilbereich der Standard-Normalverteilung N(0,1). Igo
bezeichnet den empirisch ermittelten Interdezilbereich, n + 1 den Stichprobenumfang, / die

Anzahl der Parameter und s die empirische Standardabweichung.

Fur nicht normalverteilte Residuen lasst sich ein symmetrischer Kerndichteschdtzer mit

GauR-Kern der Form
1 n

- 1 - - .
fs(x)=§(f(x)+f(—x)),mltf(x)=m§,1<( . ]K(z) (212

mit der Bandbreite wird #=1,06-5-(n— p+1)"""° (vgl. Silverman (2003), S. 45) verwenden,

falls  mit einem Chi-Quadrat-Test die Nullhypothese (Ubereinstimmung des

Kerndichteschétzers mit der empirischen Verteilung) nicht abgelehnt werden kann. Alternativ
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kann ein Bootstrap-Verfahren verwendet werden, bei dem die Verteilungsfunktion der
StorgroRe durch zuféllige Ziehung der Residuen (mit Zurticklegen) simuliert wird. In diesem
Fall wird allerdings die GroRe der Stérung durch den maximalen Wert der Residuen

beschrankt.

Neben der korrekten Ermittlung der Verteilungsfunktion der StorgroRen ist fur die Prognose
wesentlich, dass keine Autokorrelationen vorliegen. Ansonsten flhrt die sukzessive
Anwendung der Regressionsgleichung geméalR (11) zu fehlerhaften Prognosewerten.
Autokorrelationen p, = Corr(u,,u, ;) bis zu einer bestimmten Ordnung m kénnen mit der O-

Statistik von Ljung und Box (1978)
m ~2
p, . oA A A
=(n-p+Y(n-p+3)) ————— mit p, =C
0,=(n-p+l)(n-p );n_p+1_l, p, = Corr(i, i,_,
uberprift werden. Die Nullhypothese besagt, dass bis zu einer vorgegebenen Verzdgerung

keine Autokorrelationen vorliegen: p, = p, =...= p,, =0.

Zum Test der Stabilitat der Zeitreihenmodelle bietet sich der Prognosetest nach Chow (1960)
an. Dazu schétzt man ein neues Regressionsmodell flr eine bis zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt verkiirzte Zeitreihe mit den selben Regressoren wie das zu prifende Modell. Die
Nullhypothese besagt, dass die Parameter beider Modelle gleich sind. Die Teststatistik hat die
Form:

S=8 nm-l
S, n+l-n’

F=

wobei n; die L&nge der verkirzten Zeitreihe, S die Summe der quadrierten Residuen, S; die
Summe der quadrierten Residuen des an die verkirzte Zeitreihe angepassten Modells und /

die Anzahl der Regressoren bezeichnen.

Bei den multivariaten Modellen sind die Prognosewerte analog zu (11) zu berechnen. Da in
die Berechnung der Prognosewerte die Storgrofien vorheriger Perioden eingehen, dirfen wie
im univariaten Fall keine Autokorrelationen und zusatzlich keine Kreuzkorrelationen mit
verzogerten StorgroRen auftreten. Die Verallgemeinerung der Q-Statistik von Ljung und Box
fir VAR-Modelle ist fir die Ordnung m durch

0, =(n+1)2i L

~n+1

tr(C', C;*C". C;Y) mit C, =
—1
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gegeben (Lutkepohl, 2004, S. 127). Allerdings sind kontemporare Abh&ngigkeitsstrukturen

der StorgroRen zu beriicksichtigen. Im Falle einer multivariaten Normalverteilung kénnen die

StorgroRen uber eine Cholesky-Faktorisierung der Kovarianzmatrix éu =GG' berechnet

werden: U, = Ge,. Dabei bezeichnen G eine untere Dreiecksmatrix und &, einen (kx1)-

Vektor mit k£ standard-normalverteilten Zufallsvariablen. Eine solche Faktorisierung existiert

fiir alle positiv definiten Matrizen, also auch fir die Kovarianzmatrix. Man Uberzeugt sich
leicht, dass 0, = Gg, die gewiinschte Kovarianzmatrix besitzt:

E(UU', )= E(Ge,(Ge,)) = E(Ge,e', G') = GE(¢,6', )G'= GI,G'= GG'=C, .

Falls keine multivariate Normalverteilung vorliegt, ist die Verwendung der Kovarianzmatrix
zur Beschreibung der Abhangigkeitsstrukturen nicht geeignet. Stattdessen bietet sich die
Copula-Methode an (Embrechts et al. 2005). Alternativ kann wie im univariaten Fall das
Bootstrap-Verfahren verwendet werden, wobei bei jeder Ziehung der Residuen derselbe

Zeitpunkt fur die verschiedenen Zeitreihen zu wéhlen ist, damit die Abhéngigkeitsstrukturen

erhalten bleiben.

Eine Verallgemeinerung des Chow-Prognosetests fiir VAR-Modelle findet man in Litkepohl
(2004, S. 136).
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5 Anwendungsbeispiel

Nachfolgend sollen univariate und multivariate autoregressive Modelle fiir die in Tabelle 1
beschriebenen Zeitreihen ermittelt werden.

Tabelle 1 Zeitreihen

Zeitreihe Bedeutung Quelle Zeitraum
cpir_de Anderungsrate pro Quartal des Eurostat bis Q11984 — Q4 2004
Verbraucherpreisindex in November 2002,
Deutschland Statistisches
Bundesamt ab
Dezember 2002
cpir_uk Anderungsrate pro Quartal des Office for Q1 1984 - Q4 2004
Verbraucherpreisindex in National Statistics
GroRbritannien (vor 1997 durch
das Office for National Statistics
geschatzt)

In Tabelle 2 sind die p-Werte der Dickey-Fuller-Tests aufgefiihrt.

Tabelle 2 p-Werte der Dickey-Fuller-Tests

Zeitreihe x 7. (x) D;(x) | 7u(x) D (x) |7(x) 7( Ax)

cpir_de 0,61 >0,1 0,29 >0,1 0,29 0,000

cpir_uk 0,49 >0,1 0,54 >0,1 0,27 0,000

Die nicht signifikanten p-Werte bezuglich 7. ( x) und @; ( x) besagen, dass die Nullhypothese
eines Random Walks mit g = 0 fur Modell (7) nicht zu verwerfen ist. Wegen der nicht
signifikanten p-Werte bezuglich z, ( x) und @, ( x) kann die Nullhypothese eines Random
Walks mit « =0 fir Modell (6) nicht abgelehnt werden. Daher bleibt Modell (5) zu prifen.
Wegen der nicht signifikanten p-Werte bezuglich z ( x) und der hoch-signifikanten p-Werte
beziiglich 7 (Ax) kdnnen alle Zeitreihen als integriert von der Ordnung 1 ohne linearen Trend
£ und ohne Interzept « modelliert werden. Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse einer OLS-

Schétzung.
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Tabelle 3 AR-Modelle (Standardabweichungen der Parameter in Klammern)

Acpir_de, =-0,729 (0,100) Acpir_de,, —0,835(0,087) Acpir_de, , —0,472 (0,099) Acpir_de, ,

Acpir_uk, =-0,925 (0,082) Acpir_uk,, —0,839 (0,092) Acpir_uk, , —0,687 (0,080) Acpir_uk, ,

Tabelle 4 fasst die Ergebnisse der Residuenanalyse zusammen. Der Ljung-Box-Test wurde
fiir bis zu 16 Verzogerungen durchgefiihrt. Der Chow-Prognosetest wurde fiir alle Zeitpunkte
ab dem 1. Quartal 1995 durchgefuhrt. Fur beide Tests sind die minimalen p-Werte angegeben.
Wie man sieht, sind auf einem Signifikanzniveau von 5 % keine Autokorrelationen fiir die
Residuen anzunehmen, und die Modelle kdnnen nach dem Chow-Prognosetest als stabil
betrachtet werden. Zur Simulation der Stortgroen konnen nach dem Anderson-Darling-Test

(Stephens, 1974) Normalverteilungen verwendet werden.

Tabelle 4 p-Werte der Residuen-Tests
Anderson- Ljung-Box- Chow- c
Darling-Test | Test Prognosetest
cpir_de 0,77 > 0,44 0,32 0,0041
cpir_uk 0,21 > 0,23 0,54 0,0060

Tabelle 5 zeigt die Ergebnisse der GLS-Schatzungen fur das VAR-Modell.

Tabelle 5 VAR-Modell (Standardabweichungen der Parameter in Klammern)

Acpir_de, =-0,776 (0,087) Acpir_de,, —0,801(0,080) Acpir_de, , —0,137 (0,045) Acpir_uk,,
—0,428 (0,090) Acpir_de, ,

Acpir_uk, =-0,908 (0,076) Acpir_uk,, —0,830 (0,088) Acpir_uk, , —0,687 (0,075) Acpir_uk,,

Tabelle 6 fasst die Ergebnisse der Residuenanalyse zusammen. Wie im univariaten Fall wurde
der Ljung-Box-Test fir bis zu 16 Verzogerungen und der Chow-Prognosetest wurde fir alle
Zeitpunkte ab dem 1. Quartal 1995 durchgefuhrt. Fir beide Tests sind die minimalen p-Werte
angegeben. Wie sieht, muss die Hypothese einer multivariaten Normalverteilung der
Residuen nach dem Test von Doornik and Hansen (1994) verworfen werden. Nach dem
multivariaten Ljung-Box-Test sind keine Auto- und Kreuzkorrelationen der Residuen fiir bis
zu 16 Verzogerungen anzunehmen, und nach dem Chow-Prognosetest kann das VAR-Modell

als stabil betrachtet werden.
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Tabelle 6 p-Werte der Residuen-Tests
Doornik-Hansen- | Ljung-Box-Test Chow-Prognosetest
Test

(cpir_de, cpir_uk) 0 >0,34 0,35

Nach 10.000 Simulationslaufen ergeben sich fir die univariaten Modelle folgende Werte
(Werte in eckigen Klammern beziehen sich auf die mit dem Bootstrap-Verfahren simulierten

StorgroRen, die Ubrigen Werte wurden mit normalverteilten StérgroRen ermittelt):

Tabelle 7 cpir_de

nach einem Quartal | nach 16 Quartalen
n 0,66 % [0,65 %] 0,58 % [0,60 %]
c 0,41 % [0,39 %] 0,68 % [0,65 %]
Tabelle 8 cpir_uk

nach einem Quartal | nach 16 Quartalen
1 0,11 % [0,10 %] 0,51 % [0,41 %]
o 0,60 % [0,56 %] 0,94 % [0,90 %]

Die Abbildungen 1 und 2 verdeutlichen die ,Verbreiterung“ der Haufigkeitsverteilung

(10.000

Simulationslaufe  mit

Prognosehorizont.

normalverteilten

StorgroRen)  mit

zunehmenden
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Haufigkeitsverteilung von cpir_de
M nach einem Guartal O nach 16 Quartalen
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Abbildung 1
Haufigkeitsverteilung von cpir_uk
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Abbildung 2

Die Abbildungen 3 und 4 zeigen den Einfluss des angewandten Verfahrens zur Simulation der
StorgroRen nach 16 Quartalen. Die Normalverteilung betont die Rénder etwas stérker als das

Bootstrap-Verfahren.
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Haufigkeitsverteilung von cpir_de
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Abbildung 4

Nach 10.000 Simulationsldufen ergeben sich fir das

(StorgroRen wurden mit dem Bootstrap-Verfahren simuliert):

VAR-Modell folgende Werte
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Tabelle 9 cpir_de

nach einem Quartal | nach 16 Quartalen
1) 0,70 % 0,56 %
o 0,36 % 0,64 %
Tabelle 10  cpir_uk

nach einem Quartal | nach 16 Quartalen
u 0,11 % 0,41 %
c 0,58 % 0,92 %

21

Beim Vergleich mit den Tabellen 7 und 8 stellt man nur kleine Abweichungen fest, was nicht

verwundert, da die Regressionsgleichungen der univariaten Modelle gemaR den Tabellen 3

und 5 eine groBe Ubereinstimmung mit dem VAR-Modell aufweisen.
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