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Vorwort

Das vorliegende Skript dient als Unterlage flir Veranstaltungen zur Mathematik fiir
Wirtschaftsinformatiker und Informatiker in den ersten Studiensemestern an der Universitét
Liineburg. Es werden Schulkenntnisse der Mathematik und der Wille, sich mit mehr oder
weniger abstrakten Sachverhalten auseinandersetzen zu wollen, vorausgesetzt.

Die Themenauswahl erfolgte mit Blick auf die Anwendungen in der Informatik und der
Wirtschaftsinformatik. Schwerpunkte dieser Anwendungen sind die in spéteren Semestern
behandelten Analyseverfahren in der Theorie der Datenstrukturen und Algorithmen, der
Theoretischen Informatik, insbesondere der Angewandten Komplexitdtstheorie und der
Kryptologie. Das fiir die Vorgehensweise und Argumentationstechnik in der Informatik
besonders wichtige Prinzip der vollstindigen Induktion wird an vielen auch nichttrivialen
Beispielen dargestellt. Dariliber hinaus werden Grundlagen vermittelt, die dem Verstindnis
wirtschaftswissenschaftlicher Zusammenhénge dienen. So wurden Themen aus verschiedenen
Gebieten der Mathematik ausgewdhlt, deren Inhalte im spdteren Studium von Belang sind:
aus der elementaren Zahlentheorie, der Kombinatorik, der Analysis und der Linearen Algebra.
Ubungsaufgaben mit Losungen zu den einzelnen Kapiteln ergiinzen das Skript.

Die Durcharbeitung des Skripts ersetzt nicht den Besuch der Veranstaltungen zur
Mathematik, da dort zusétzlich wichtige Zusammenhinge und Beispiele erldutert und
mathematische Beweise, die dem Verstindnis der mathematischen Séitze dienen, und
erginzende Sachverhalte behandelt werden. Daher kann das Skript weitgehend auf die {ibliche
Darstellung der mathematischen Beweise der zitierten Satze verzichten.

Gegeniiber der Vorgingerversion des vorliegenden Skripts (FINAL, 15:1, Oktober 2005,
ISSN 0939-8821) wurde einige Fehler beseitigt und Themen erginzt, insbesondere das
Kapitel liber die Methode der erzeugenden Funktionen zur Losung rekursiver Gleichungen.
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1 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln aus ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik zusammengestellt. Dabei wird eine gewisse Vertrautheit
mit der Symbolik der Mathematik vorausgesetzt.

Die Mathematik begriindet ihre Theorien formal jeweils durch ein System von Axiomen, d.h.
Grundaussagen, die in einem Teil der mathematischen Welt als Basisbausteine dienen, um aus
ihnen Aussagen und Erkenntnisse iiber diesen Teil der mathematischen Welt abzuleiten. Der
Ableitungsvorgang wird durch definierte logische Schlussregeln gesteuert. So wurde ver-
sucht, den Aufbau der gesamten Mathematik, insbesondere den Aufbau des Zahlensystems
und der Mengenlehre, streng axiomatisch zu begriinden. Die Entwicklung entsprechender A-
xiomensysteme bzw. die Erkenntnis {iber Grenzen der Moglichkeiten dieses Ansatzes konnen
als liberragende Ergebnisse der mathematischen Forschung des 19. und 20. Jahrhunderts an-
gesehen werden. Leider sprengt eine formale Behandlung dieser Themen den Rahmen einer
universitiren Anfiangerveranstaltung, so dass im folgenden ausgewédhlte Themen aus einzel-
nen Teilgebieten der Mathematik, die fiir die spitere Informatikausbildung von Bedeutung
sind, eher anschaulich und intuitiv beschrieben werden. Natiirlich werden auch hierbei Prizi-
sion in den Begriffen und formale Korrektheit in der Argumentation versucht.

1.1 Mengen

Die Definition des Begriffs Menge gehort zu den grundlegenden Bausteinen der Mathematik.
Die formale Behandlung ist den Grundlagen der Mathematik vorbehalten. Georg Cantor
(1845 — 1918), der Begriinder der Mengenlehre, hat den Begriff der Menge anschaulich fol-
gendermallen definiert:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.
Eine Menge A kann durch die Aufzihlung der in ihr enthaltenen Elemente beschrieben

werden, z.B.

A={a,b,c,d,e f,g,hi,jk I, mn,o,paq,rrtuVv,wxYy,z}
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als die Menge der Buchstaben unseres Alphabets in Kleinschreibung ohne Umlaute. Falls die
einzelnen Elemente der Aufzéhlung allgemein geldufig sind, beschrankt man sich hdufig auf
die Angabe der ersten und letzten Elemente:

A={a,b,c,..,xY,2},

bzw. auf die Angabe der ersten Elemente, z.B.

A={4,68,..}

als die Menge aller geraden Zahlen, die groBBer oder gleich 4 sind.

Zu beachten ist, dass es bei der Aufzdhlung auf die Reihenfolge der Elemente einer Menge

nicht ankommt und dass gleiche Elemente in der Aufzidhlung nur einmal angegeben werden.

Sehr hdufig wird eine Menge durch charakteristische Eigenschaften beschrieben, die je-
dem ihrer Elemente zukommen, und zwar in der Form

M = { x| X hat die Eigenschaften ... },

z.B.

= { z | z ist Lésung der Gleichung X* +2X—3 = 0} oder in aufzdhlender Schreibweise

{-3, 1.

L
L

Liegt ein Element a in der Menge A (ist a in der Menge A enthalten), so wird a € A geschrie-
ben; liegt @ nicht in A, so wird a ¢ A geschrieben.

Besitzen alle Elemente einer Menge A auch die Eigenschaften, durch die die Elemente einer
Menge B gekennzeichnet sind, so ist A Teilmenge von B, geschrieben A < B. Enthélt B min-

destens ein Element, das nicht in A vorkommt, so ist A echte Teilmenge von B, geschrieben
AcB.

Werden also die Elemente von B durch die Eigenschaften E;, E,, ..., E, charakterisiert, d.h.

B= {X| X hat die Eigenschaften E , ..., E, },

und werden die Elemente von A durch die Eigenschaften E/, ..., E/ charakterisiert, d.h.
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A= { X | X hat die Eigenschaften E, ..., E;, },

wobei alle Eigenschaften E;, E,, ..., Ey unter den Eigenschaften E/, ..., E, vorkommen oder
sich aus den Eigenschaften E/, ..., E/ durch logische Schliisse ableiten lassen, so ist Ac B.

Die Elemente einer Teilmenge A einer Menge B werden also in der Regel durch mehr Eigen-
schaften charakterisiert als die Elemente der Obermenge B.

Zwei Mengen A und B sind gleich, geschrieben A= B, wenn fiir jedes Element a € A auch
a € B und fiir jedes b € B auch b € A gilt, wenn also sowohl A c B als auch B — A gelten.

Die leere Menge, bezeichnet mit &, ist diejenige Menge, die kein Element enthilt.
Fiir jede Menge A gelten die beiden Teilmengenbeziehungen J < A und Ac A.

Die Vereinigung der Mengen A und B, geschrieben AU B, besteht aus den Elementen, die in
A oder in B (oder in beiden Mengen) liegen:

AUB={x|xe AoderxeB }.

Der Schnitt der Mengen A und B, geschrieben A B, besteht aus den Elementen, die sowohl
in A als auch in B liegen:

AnB={x|xeAundxeB }.

Die Differenz der Mengen B und A, geschrieben B \ A besteht aus den Elementen, die in B,
aber nicht in A liegen:

B\A ={x|xeBundxgA |.

Ist Ac B, so ist das Komplement der Menge A beziiglich der Menge B, geschricben A®,
definiert durch
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KB:{X|XeBundXeEA}.

Offensichtlich ist (fir Ac B) A® = B\A.
Fiir eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die Méchtigkeit) von A.

Mit P(A) wird die Potenzmenge der Menge A bezeichnet, die aus allen Teilmengen der
Menge A besteht, d.h. P(A)={L|L c A}.
Beispielsweise lautet fiir A = { 1,2,3 } die Potenzmenge

P(A)={@.{1}.{2}.{3}{1L2}{1.3}{2.3}{12.3}}.

In Kapitel 1.6 wird gezeigt, dass die Potenzmenge P(A) einer endlichen Menge A mit n vie-

len Elementen 2" viele Elemente enthilt, d.h. es gibt 2% viele Teilmengen einer endlichen
Menge A.

Fir Mengen A, A,, ..., A, wird das kartesische Produkt definiert als

AxAx.xA ={(a,a,,..,a,) acA,a,cA,..,a A |}

Ein Element (a,,a,,...,a,)e A x A, x...x A wird als n-Tupel bezeichnet. Bei einem 2-Tupel

spricht man auch von einem Paar.

Die grundlegenden Rechenregeln fiir Operationen mit Mengen werden in folgendem Satz zu-
sammengefasst:
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Satz 1.1-1:

Es seien im folgenden A, B und C Mengen. Dann gilt:

(i) Avd=A, AnD=9.

(i) AnBc A, AnBcB, AcAuB, Bc AUB.

(i) AuB=BUA, AnB=Bn A (Kommutativgesetze).

(iv) Au(BuUC)=(AuUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (Assoziativgesetze);

diese Regeln rechtfertigen die Schreibweisen
AUBUC =AU(BUC)=(AUB)UC und

ANBNC=AN(BNC)=(AnB)nC.

(v) AUB=(A\B)U(ANB)uU(B\A), die rechte Seite ist eine disjunkte Zerlegung
von AUB. Dabei heiflt eine Zerlegung M =M, UM, der Menge M disjunkt,

wenn M, "M, = ist.

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributivgesetze)

(vii) An(AUB)=A, AU(ANB)=A.

——C
(viii) Ist Ac C, soist (A®) = A.

(ix) Sind AcC und B c C, so gelten
(AnB) =A°UB®, (AUB) = A®B® (Regeln von de Morgan).

(x) Sind AcC und Bc C, so folgt aus Ac B die Beziehung B¢ < A® und
umgekehrt.

Bemerkung: Die Voraussetzungen Ac C bzw. B c C in den Aussagen (viii) — (x) wurden

nur gemacht, weil das Komplement einer Menge A relativ zu einer die Menge A
umfassenden Menge C definiert wurde.
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1.2 Aussagen und deren logische Verkniipfung

Logische Aussagen in der Mathematik werden wie Mengen streng axiomatisch definiert. Auf
diesen Ansatz soll hier ebenfalls zugunsten eines intuitiven Ansatzes verzichtet werden.

Unter einer mathematisch logischen Aussage versteht man einen Satz (in einem logischen
System), der entweder WAHR oder FALSCH ist (den Wahrheitswert WAHR oder FALSCH besitzt,
umgangssprachlich: wahr oder falsch ist). Beispielsweise ist

° ,»13 ist eine Primzahl* eine Aussage mit Wahrheitswert WAHR (,,cine wahre Aussage®)

. ,,\/5 ist eine rationale Zahl* eine Aussage mit Wahrheitswert FALSCH (,,eine falsche
Aussage*)

. ,,Jede gerade naturliche Zahl, die groRer als 2 ist, lasst sich als Summe zweier Primzah-

len darstellen* eine Aussage, deren Wahrheitswert noch nicht bekannt ist, die aber ei-
nen der beiden Wahrheitswerte WAHR oder FALSCH besitzt.

Der Satz ,,Dieser Satz hat den Wahrheitswert FALSCH* ist keine mathematische Aussage, da
er weder den Wahrheitswert WAHR noch FALSCH haben kann. Derartige Sétze, die eine selbst-
bezogene semantische Aussage versuchen, heilen Paradoxien.

Sind P und Q Aussagen, so kann man sie mit Hilfe der logischen Junktoren A (,,und®), v
(,,oder) bzw. — (,,nicht”) zu neuen Aussagen (P A Q), (P v Q) bzw. (—|P) zusammensetzen.
Dabei kann man haufig auf die Klammern verzichten, wenn man annimmt, dass der Junktor
— stdrker als der Junktor A und dieser stirker als der Junktor v bindet. Die Wahrheitswerte
der zusammengesetzten Aussagen ergeben sich aus den Wahrheitswerten der Teile gemal
folgender Wahrheitstafeln:

Wabhrheitswerte von
P Q (PAQ) (PvQ)
FALSCH | FALSCH FALSCH FALSCH
FALSCH WAHR FALSCH WAHR
WAHR FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR
Bezeichnung Konjunktion Disjunktion
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Wabhrheitswerte von
P (—=P)
FALSCH WAHR
WAHR FALSCH
Bezeichnung | Negation

Neben diesen drei Junktoren werden in logischen Aussagen hédufig noch die Junktoren =

(,,impliziert®, ,hat zur Folge®, ,,aus ... folgt ...”), < (,,... ist gleichbedeutend mit ...*, ,.... gilt

genau dann wenn ... gilt“) und @ (,,exklusives oder, in der englischsprachigen Fachliteratur
auch XOR) verwendet, die durch folgende Wahrheitstafeln definiert sind:

Wabhrheitswerte von
P Q (P=Q) (P=Q) (PeQ)
FALSCH | FALSCH WAHR WAHR FALSCH
FALSCH WAHR WAHR FALSCH WAHR
WAHR FALSCH FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR FALSCH
Bezeichnung Implikation Aquivalenz Antivalenz

Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus durch Junktoren ver-

bundenen Teilaussagen besteht, werden alle Kombinationen von Wahrheitswerten in die

Grundaussagen, d.h. in die Teilaussagen, die keine Junktoren erhalten, eingesetzt und durch

Anwendung obiger Wahrheitstafeln die sich ergebenden Wahrheitswerte unter Beachtung der

Klammersetzung bzw. Bindung der Junktoren ermittelt.

Beispiele:

P Q P=Q) < (-P) A Q)
FALSCH FALSCH WAHR |FALSCH| W F F
FALSCH WAHR WAHR | WAHR | W wow
WAHR FALSCH FALSCH | WAHR F F F
WAHR WAHR WAHR ;FALSCH; F F w

P Q P=Q) < (-P) v O
FALSCH FALSCH WAHR | WAHR | W W F
FALSCH WAHR WAHR | WAHR | W wow
WAHR FALSCH FALSCH | WAHR | F F F
WAHR WAHR WAHR | WAHR | F woow
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Eine zusammengesetzte Aussage, deren Wahrheitswert bei allen mdglichen Belegungen mit
Wabhrheitswerten der Teilaussagen, die keine Junktoren enthalten, stets WAHR ist, heif3t Tauto-
logie.

Beispielweise sind die Aussagen (Pv(—P)) und (P = Q)< ((—P)v Q) Tautologien, nicht
aber (P = Q)< ((=P)AQ).

Das Beispiel (P = Q) = ((—P)v Q) zeigt, dass man den Junktor = durch die Junktoren —
und v ausdriicken kann, indem man in einer Aussage jedes Auftreten einer Teilaussage der
Form (P = Q) durch die Teilaussage ((—P)v Q) ersetzt. Der Junktor = ist im Grunde also
tiberfliissig, nur vereinfacht er die Struktur der Aussagen und erhoht damit ihre Lesbarkeit.
Der folgende Satz zeigt, dass sich auch die anderen Junktoren A, << und @ mit Hilfe der
Junktoren v und — ausdriicken lassen, da sich jeweils links und rechts des Junktors < die
gleichen Wahrheitswerte ergeben. Teil (v) zeigt, dass man auch A und — nehmen kann, um
alle Junktoren v, =, << und @ auszudriicken.
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Satz 1.2-1:

Es seien P und Q Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien.

i)  (PAQ)e (H(=P)v(=Q)),

in vereinfachter Schreibweise: (P A Q)< —(—P v —Q).

(i) (P=Q)=(-P)vQ),

in vereinfachter Schreibweise: (P = Q)< (-Pv Q).
(i) (P=Q)e(P=0Q)A(Q@=P)),

(P= Qe (P)vA(=QVP),
in vereinfachter Schreibweise: (P < Q)< (<P v Q)A(=Q v P)),

(P Q)& (HH(P)VQ)V (H(=Q)v P)).

in vereinfachter Schreibweise: (P < Q) < —((—(=P v Q))v (~(=Q v P))).

i) (P®Q)=(PA(-Q)V(-P)AQ)),
in vereinfachter Schreibweise: (P ® Q) = ((P A —|Q)v (—.P A Q)),

(P®Q) = (H(=P)vQ)v(~(=Q)vP)),

in vereinfachter Schreibweise: (P®Q) < (~(=PvQ)v —(=Qv P)).

©  (PvQ)e (H(=P)A(=Q)).

in vereinfachter Schreibweise: (P v Q)< —(—P A=Q).

(vi) (PA(P=Q))= Q (Modus ponens).
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Bemerkung: Man kommt sogar mit nur einem Junktor aus, um alle anderen Junktoren auszu-
driicken. Dazu wird der Junktor T durch folgende Wahrheitstafel definiert:

Wahrheitswerte von
P Q (P1Q)
FALSCH | FALSCH WAHR
FALSCH WAHR WAHR
WAHR FALSCH WAHR
WAHR WAHR FALSCH
Bezeichnung Sheffer-Operation

Es gilt (P1 Q)< («(PAQ)), und damit ist (—P) gleichwertig mit (lasst sich
ausdriicken  durch) (P ) P), und es st (P/\Q) gleichwertig  mit

(PTQ)t (P Q).

Der folgende Satz zeigt strukturelle Aquivalenzen zwischen Sitzen der elementaren Mengen-

lehre (Satz 1.1-1) und der Aussagenlogik.




1.2 Aussagen und deren logische Verkniipfung

Satz 1.2-2:

Es seien P, Q und R Aussagen. Die Aussage W
habe den Wahrheitswert WAHR, die Aussage F
habe den Wahrheitswert FALSCH.

Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien.

i) (PvF)oP,PAF<F.

i) (PAQ)=P,(PAQ)=Q,
P=(PvQ), Q= (PvQ).

i) (PvQ)=(QvP), (PAQ)=(QAP)
(Kommutativgesetze).

iv) (Pv(QvR)) < ((PvQ)vR),
(PA(QAR))<= ((PAQ)AR) (Assozia-
tivgesetze);

diese Regeln rechtfertigen die Schreib-
weisen (P v Qv R) anstelle von

(Pv(QVR)) und (PAQAR) anstelle
von (PA(QAR)).

v) (PvQ)e (PA—Q)v(PAQ)V(QA—P)).

vi) (PA(QVvR)<=((PAQ)v(PAR)),

(Pv(QAR) = ((PvQ)A(PVR)) (Di-
stributivgesetze)
i) (PA(PVQ))= P, (Pv(PAQ)) =P,
(viii) (—(=P))=P.

Satz 1.1-1:

Es seien im folgenden A, B und C Mengen.

Dann gilt:
(1) Avd=A, AnD=0.
(i1) AnNBc A, ANBcCB,
Ac AuB, BCc AUB.
(i) AuB=BUA, AnB=BnA
(Kommutativgesetze).
(iv) Au(BuC)=(AuB)ucC,
An(BNC)=(ANB)NC (Assozia-
tivgesetze).

(v) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).

(vi) An(BuC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Di-
stributivgesetze)

(vii)  An(AUB)=A, AU(ANB)=A.

—\C
(viii) Ist Ac C, soist (A®) = A.
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(1x) (—|(P /\Q)) < (—|P v—|Q), (ix) Sind AcC und B c C, so gelten
(ﬁ(P Vv Q)) IS (—|P /\—|Q) (Regeln von iAm B jc = A UBF,
de Morgan) (AUB ic = A°NB°® (Regeln von
de Morgan)
x) (P=Q)e(-Q=-P) (x) Sind AcC und BcC, so folgt
aus A c B die Beziehung B¢ c A®
und umgekehrt.

Allgemein gilt, dass ein Satz der elementaren Mengenlehre, der nur die Relationenzeichen =
und < und die Operatoren U, Nbzw. © (Komplement) verwendet, eine korrespondierende

logische Aussage besitzt und umgekehrt, indem man Ersetzungen gemil3 folgender Tabelle

vornimmt.
Elementare Mengenlehre = c ) M -
Aussagenlogik a4 = v A —

Die Erweiterung der Aussagenlogik fiihrt auf die Priadikatenlogik (erster Stufe), in der logi-
sche Sétze formuliert werden, die die Quantoren V (,.fiir alle ...) und 3 (,,es gibt ...“) ent-
halten kénnen, wobei iiber ,,freie Variablen* in Formeln quantifiziert wird.

Beispiel:

wx(((x € N)A (x> 1)) = (3p ((p st Primzahi) A (p teilt x)))).

Auf eine weiterfilhrende Einfithrung in die mathematische Logik soll hier jedoch verzichtet
werden.

1.3 Beweistechniken

Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus Teilaussagen besteht,
die durch Junktoren verbundenen sind, wird ein mathematischer Beweis angefiihrt. Dieser
besteht aus einer Aneinanderreihung logischer Schliisse, die genau spezifizierten Schlussre-
geln folgen und jederzeit eindeutig nachvollziehbar sind (zumindest sein sollten). Die Grund-
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lage aller Beweise in einem theoretischen System ist eine Menge von Axiomen, die als wahr
angenommen werden und eine ,,verniinftige® Basierung der zugrundeliegenden Theorie bil-
den. Auflerdem gibt es eine endliche Menge von Schlussregeln, die es erlauben, aus Aussa-
gen, die bereits als wahr erkannt wurden (dazu gehoren die Axiome, deren Wahrheitswert als
WAHR angenommen wird), neue wahre Aussagen herzuleiten.

Formal ist ein Beweis eines mathematischen Satzes P eine Aneinanderreihung

pl’ p2’ AR pn

von Aussagen, wobei am Anfang Axiome oder bereits bewiesene mathematische Sitze, d.h.
Sitze mit dem Wahrheitswert WAHR, stehen, und p, gleich P ist. Den Ubergang von einer Zei-

le p;, zur Zeile p,,, erhilt man beispielsweise, indem man eine Tautologie, etwa aus Satz 1.2-
2, anwendet: Ist p, die linke Seite einer Tautologie der Form Q < R, d.h. p; hat dieselbe
Struktur wie Q, dann ist p;,, gleich R. Eine weitere Moglichkeit der Beweisfiihrung besteht in
der Anwendung der als Modus ponens bekannten Tautologie (P A (P = Q))= Q (Satz 1.2-1
(vi)). Ist p; mit j<i eine Zeile, die mit der Aussage P gleichzusetzen ist und hat p; die
Form (P = Q), dann ist p;,, gleich Q. Wenn man also die Aussage P in Zeile p; bereits als
Aussage mit dem Wahrheitswert WAHR erkannt hat und in Zeile p, feststellt, dass die Giiltig-

keit der Aussage P die Giiltigkeit der Aussage Q impliziert, dann ist Q eine Aussage mit dem
Wahrheitswert WAHR.

Ohne an dieser Stelle genauer auf den formalen Vorgang des Beweisens in der Mathematik
einzugehen, werden einige mogliche Vorgehensweisen bei Beweisfiihrung von Aussagen be-
schrieben.

A. Direkter Beweis:

Die oben beschriebene Vorgehensweise ist ein Beispiel fiir einen direkten Beweis.

Hiufig treten mathematische Aussagen der Form (P = Q) auf. Fiir einen Beweis dieser Aus-

sage kann man folgendermal3en vorgehen:

Man nimmt an, dass P den Wahrheitswert WAHR besitzt (dass P wahr ist). Durch eine ,,geeig-
nete Argumentation (Anwendung logischer Schliisse) zeigt man, dass dann auch Q den
Wabhrheitswert WAHR hat (dass Q wahr ist).
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B. Indirekter Beweis:

Zum Beweis der Aussage (P = Q) zeigt man (—-Q = —P), weil eventuell die Argumentation

in dieser Richtung einfacher ist. Der indirekte Beweis beruht auf der Tautologie
(P= Q)< (-Q = —P) (Satz 1.2-2 (x)).

C. Beweis einer Aquivalenz:

Um die Aussage (P & Q) zu beweisen, sind zwei ,,Richtungen zu zeigen, ndmlich ein Be-

weis fiir (P = Q) und ein Bewetis fiir (Q = P).

Hiufig treten Aquivalenzen auch in der Form (P < Q) und (Q < R). In diesem Fall kann
man anstelle der vier Beweise fir (P =Q), (Q=P), (Q=R) und (R= Q) auch drei
Beweise, nimlich fiir (P = Q), (Q = R) und (R = P), erbringen.

D. Beweis durch Widerspruch:

Zum Beweis der Giiltigkeit einer Aussage P nimmt man an, dass —P den Wahrheitswert
WAHR besitzt. Durch eine ,,geeignete” Argumentation (Anwendung logischer Schliisse) zeigt
man von einer Aussage Q, deren Wahrheitswert vorher bereits als WAHR erkannt wurde, dass
sie dann den Wahrheitswert FALSCH besitzen muss. Man zeigt also die Giiltigkeit von
(—|P = (Q A —|Q)). Diese Aussage kann jedoch aufgrund des Wahrheitswerts einer Implikati-

on und wegen der Tatsache, dass (Q A—Q) immer den Wahrheitswert FALSCH besitzt, nur

dann giiltig sein, wenn —P den Wahrheitswert FALSCH bzw. P den Wahrheitswert WAHR be-
sitzt.

E.  Beweis durch vollstindige Induktion:
Zum Beweis von Aussagen tiiber natiirliche Zahlen wird héufig die Beweismethode der voll-

staindigen Induktion eingesetzt. Diese Methode beruht auf einer charakteristischen Eigen-
schaft der natiirlichen Zahlen und wird in Kapitel 1.5 behandelt.
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1.4 Algebraische Grundstrukturen und Zahlensysteme

Im folgenden werden die iiblichen Zahlensysteme beschrieben. Die hier angegebenen Be-
zeichnungen stellen keine Definitionen im mathematischen Sinne dar, sondern geben einen
Uberblick iiber den Aufbau der Zahlensysteme und definieren einige grundlegende algebrai-
sche Strukturen.

Die Menge der natiirlichen Zahlen wird definiert durch
N={0,1,2,3,4,..}

Ein Axiomensystem fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, d.h. ein Regelsystem, das die
Menge der natiirlichen Zahlen eindeutig durch ihre Eigenschaften definiert, lautet:

Axiom 1: 0 eN
Axiom 2: Jedes n eN hat einen Nachfolger n'eN.

Axiom 3: 0 ist das erste Element in N, d.h. es gibt kein n €N mit n'=0 bzw. 0
hat keinen Vorgénger.

Axiom 4: Unterschiedliche Elemente n und m haben unterschiedliche Nachfol-
ger. Gleichbedeutend damit ist: Sind die Nachfolger n' und m' zweier
natiirlicher Zahlen gleich, so sind die Zahlen n und m ebenfalls gleich.

Axiom 5: Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die die Zahl 0 und mit jeder Zahl n
auch ihren Nachfolger n' enthilt, ist mit N identisch.

N ist das einzige ,,Modell* dieses Axiomensystems. Statt n' schreibt man gewdhnlich n+1.

Statt 0" schreibt man auch 1, statt 0" schreibt man 2, statt 0" schreibt man 3 usw. Der n-te
Nachfolger der 0 ist die natiirliche Zahl n.

Aufbauend auf den so definierten Grundeigenschaften der natiirlichen Zahlen werden arith-
metische Operationen auf den natiirlichen Zahlen eingefiihrt:
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Die Addition wird iiber die Nachfolger n’ einer natiirlichen Zahl n definiert durch die Regeln

m+0=m,
m+n'=(m+n)" fir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl n.

Damit ist zZB. 2+3=2+0" = (2+0") = (2+0)) = (2+0))) = 2" = (0")" =5.

Auf dhnliche Weise und durch Zuriickfithrung auf die Addition wird die Multiplikation ein-
gefiihrt:

m-0=0,
m-n"=(m-n)+m fiir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl .

Damit ist zB. m-1=m-0'=(m-0)+m=0+m=m und
7-3=7-2=(7-2)+7=(7-1)+7=((7-1)+7)+7=(7+7+7)=21.

Die so eingefiihrten arithmetischen Operationen geniigen wichtigen GesetzmaBigkeiten:

Es gilt fiir jede natiirliche Zahl n, fiir jede natiirliche Zahl m und fiir jede natiirliche Zahl k:
k+(m+n)=(k+m)+n,

k-(m-n)=(k-m)-n (Assoziativgesetze)

kK+m=m+k,
k-m=m-k (Kommutativgesetze)

K- (m + n) =k-m+k-n (Distributivgesetz)

Die natiirliche Zahl n heif3t kleiner als die natiirliche Zahl m, geschrieben n <m, wenn die
Gleichung N+ X =m eine Losung X € N mit X # 0 besitzt. Man schreibt n <m, wenn n<m

oder n =m gilt. Durch diese Festlegungen wird eine totale Ordnungsrelation auf den natiir-
lichen Zahlen definiert.
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Erlauterung:

Fine Relation <« auf einer Menge M heiflt partielle Ordnungsrelation, wenn fiir jedes
aeM,jedes be M undjedes ce M gilt:

(1) a<a (Reflexivitit)
(i) aus a<b und b<a folgt a=b (Antisymmetrie)
(iii) aus a<b und b <c folgt a < ¢ (Transitivitit).

Eine partielle Ordnungsrelation heifit totale Ordnungsrelation, wenn fiir jedes a € M und
fiir jedes b € M zusitzlich gilt:

a<b oder b <a (Vergleichbarkeit).

Die so definierten arithmetischen Operationen erlauben nur wenige wirkliche Rechenmanipu-
lationen. Operationen wie Differenzen- oder Quotientenbildung sind nur sehr eingeschrinkt
moglich, wenn man fordert, dass jeweils das Ergebnis einer dieser Operationen wieder ein E-
lement aus N ergibt. Daher erweitert man die Menge N um neue Elemente:

Fiir jedes n € N wird ein neues Element n~ definiert, fiir das n+n~ =n" +n =0 gilt. Statt n~
schreibt man auch (-n) bzw. —n . Die Definition erfolgt formal iiber die Definition einer ge-

eigneten Aquivalenzrelation auf Paaren von natiirlichen Zahlen und Ubergang auf die zuge-
horigen Aquivalenzklassen und Einbettung von N in die Menge dieser Aquivalenzklassen
(vgl. Aufgabe 1.5). Auf Details soll hier verzichtet werden.

Erlauterung:

Eine Relation ~ auf einer Menge M heift Aquivalenzrelation, wenn fiir jedes a e M , je-
des be M und jedes ce M gilt:

(1) a=a (Reflexivitit)
(i) aus a~Db folgt b~a (Symmetrie)
(iii) aus a~b und b = c folgt a ~ ¢ (Transitivitit).

Fiir a € M bezeichnet [a]. = {b| b~a } die zu a gehérende AquivalenzKlasse.
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Das Ergebnis ist die Menge der ganzen Zahlen:

Z=Nu{-n|neN}
={0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

Offensichtlich ist (in der hier gewéhlten vereinfachten Definition von Z) Z — N .

Die Ordnungsrelation < und die Operationen Addition und Multiplikation werden auf Z in
einer zu N kompatiblen Weise erweitert:

(-m)<

n,
((-m)<(~n)) < (n < m) fiir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl n.

Losung x der Gleichungn+X=m firn<m
m+(=n)=(-nj+m=1" " . .
—(Losung x der Gleichungm+x=n) firm<n,

(=m)+(=n)=(=n)+(=m)=—(n+m) fiir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl n.

Mit diesen Definitionen bildet die algebraische Struktur (Z, +,-, 0,1) einen nullteilerfreien

kommunikativen Ring mit 1.
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Erlauterung:

Eine algebraische Struktur (G, o) heiflt Gruppe, wenn gilt:
(i) aobeG fiirjedes a€ G und jedes b € G (Abgeschlossenheit der Operation o)
(ii) ao(boc)=(ach)oc fiirjedes ac G, jedes b € G und jedes c € G (Assozitivitiit)

(i11) es gibt ein Element e € G mit der Eigenschaft eca=ace =a fiir jedes a € G (Exis-
tenz eines neutralen Elements)

(iv) fiir jedes a € G gibt es ein eindeutiges Element a~' € G mit aca™' =a ' ca =e¢; dieses
Element heif}t inverses Element zu a.

Das neutrale Element e einer Gruppe ist eindeutig bestimmt, daher wird es in die Angabe der

Gruppe mit aufgenommen: (G, o, e)

Eine Gruppe (G, o) heilt kommutative Gruppe, wenn zusitzlich gilt:
aob=Dboa fiir jedes a € Gund fiir jedes be G.

Eine algebraische Struktur (R, @, ®) heifit Ring, wenn gilt:

(1) (R, @, 0) ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 € R)
(i) a®beR fiirjedes a € R und jedes b € R (Abgeschlossenheit der Operation ® )

(i) a®(b®c)=(a®b)®c fiir jedes acR, jedes beR und jedes ce R (Assozitivitit
der Operation ® )

(iv) a®(b@c)=(a®b)®(a®c) und (b@®c)®a=(b®a)®(c®a) fiir jedes a R, jedes
b e R und jedes ¢ € R (Distributivitit der Operation ® iiber die Operation @)

Ein Ring (R, @, ®) heifit Ring mit 1, wenn es ein Element 1 € R gibt mit a®1=1®a=a

fiir jedes a € R (Existenz eines neutralen Elements beziiglich der Operation ® ).

Ein Ring (R, @, ®) heillt kommutativer Ring, wenn zusitzlich gilt:
a®b=Db®a fiir jedes a € R und fiir jedes be R.




26 1 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Ein Ring (R, @, ®) heil3t nullteilerfreier Ring, wenn zusitzlich gilt:
Die Gleichung a® x =0 besitzt fiir jedes a € R nur die Losung X =0.

Ist (R, @, ®) ein Ring mit 1, so werden die neutralen Elemente mit in die Angabe des Rings
aufgenommen: (R, ®,®,0, 1).

Z. erlaubt bereits eine Vielzahl interessanter arithmetischer Operationen, jedoch ist ,,richtiges
Rechnen®, d.h. auch Division (Umkehrung der Multiplikation) nicht immer moglich. Daher
wird Z auf die Menge der rationalen Zahlen erweitert. Auch diese Erweiterung erfolgt wie-
der formal iiber die Definition einer geeigneten Aquivalenzrelation auf Paaren dieses Mal von
ganzen Zahlen und Ubergang auf die zugehdrigen Aquivalenzklassen und Einbettung von Z
in die Menge dieser Aquivalenzklassen:

Die Paare (a,b) und (c,d) ganzer Zahlen mit b # 0 und d # 0 werden hierbei als dquivalent

definiert, wenn a-d =c-b gilt. Die beziiglich dieser Aquivalenzrelation zum Paar (a,b) mit
b#0 ganzer Zahlen gehdrende Aquivalenzklasse wird mit % bezeichnet. Die rationalen

Zahlen sind dann genau die Menge dieser Aquivalenzklassen:

Q = {m ‘meZundn eZundn;éO}.
n

Die Menge der ganzen Zahlen ist in der Menge der rationalen Zahlen eingebettet:

{?‘meZ}cQund{?‘meZ} ~ 7.

Daher schreiben wir Z — Q (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).
Im folgenden seien ae Z,beZ,ceZ,d € Z,b#0undd #0.

Die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch zweier ganzer Zahlen ist nicht eindeutig. So
ist etwa 3/1 = 6/2 =2712/904 = (—12)/(-4).

Es gilt fiir % €Q und % €Q:

genau dann, wenna-d =c-b.

olo

c
d
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(-a)

Damit sind a_ und
b (-b)

% =0= 0 genau dann, wenn a =0 ist.

(-a)_ a

b ()

Die additiv inverse rationale Zahl zu B €Q ist

a . . . T - .
mita # 0 gibt es eine (multiplikativ) inverse Zahl r~' mit

Zu jeder rationalen Zahl r = b
a)" (b

r-r-'=1:esist r‘lz(—j :(—j,
b a

. . . . . a C .
Die arithmetischen Operationen +, - und * auf rationalen Zahlen 5 €Qund 4 €Q sind defi-

niert durch
gigzadicb
b d bd
und
ac_ac

b d d’

. C .. . . a C . . T
Die Division zweier rationaler Zahlen 5 €Qund q €Q wird auf die Multiplikation zuriick-

gefiihrt:
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Die Ordnungsrelation < wird von Z auf Q erweitert:

Esist 0 S% genau dann, wenn ((0<a)A (0 <b)) oder ((a <0)A(b<0)) gelten. AuBerdem ist

a.c genau dann, wenn L 0 gilt.
b d b d

Mit diesen Festlegungen bildet die algebraische Struktur (Q, +,-,0, 1) mit der Ordnungsrelati-

on < einen angeordneten Korper.

Erlauterung:

Eine algebraische Struktur (K, D, ®) heiflt Kérper, wenn gilt:
(1) (K, ®,®,0, 1) ist ein kommutativer Ring mit 1

(i) fiir jedes a € K mit a# 0 gibt es ein Element a”' € K mit a®a™' =1; dieses Element
heil3t multipliktives inverses Element zu a.

(K, ®, 0) ist also eine kommutative Gruppe, die additive Gruppe des Korpers,
(K\V {0}, ®,1) ist eine kommutative Gruppe, die multiplikative Gruppe des Korpers, und es

gelten die Distributivgesetze.

Der Korper (K, ®, ®) heiBt angeordneter Korper, wenn es eine totale Ordnungsrelation <

auf K gibt mit folgenden Eigenschaften:

(1) furjedes x € K, fiir jedes y € K und fiir jedes z € K gilt:
aus X < yfolgt x®@z<y®z

(i) fiir jedes X € K und fiir jedes y € K gilt:
aus 0 <X und 0 <y folgt 0 < x®Yy.

In (Q, +,-,0, 1) sind die wichtigsten arithmetischen Operationen mdglich. Jedoch fehlt der

Ordnungsrelation auf Q eine wichtige Eigenschaft, ndmlich die Vollstdndigkeit. Beispielswei-
se sind die Elemente der Menge

{q‘quundqzsz}
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wohl nach oben beschriankt, z.B. durch r :3/2, es gibt in Q aber keine kleinste obere

Schranke fiir die Elemente dieser Menge (denn V2 ¢ Q). Daher werden die rationalen Zahlen
um die irrationalen Zahlen erweitert. Das Resultat ist der Kdorper (R, +,-,0, 1) der reellen

Zahlen. Der Erweiterungsprozess kann auf verschiedene Weisen unter topologischen Aspek-
ten vollzogen werden (z.B. Dedekind-Schnitte, mittels Fundamentalfolgen, Intervallschachte-
lung oder durch Dezimalbruchentwicklung). Exemplarisch wird hier die Methode der Dede-
kind-Schnitte angegeben:

Erlauterung:

Eine Teilmenge S < Q heilit (Dedekind-) Schnitt, wenn gilt:

(i) S#DundS #Q
(1i1) Fiirjedes r € S ist die Menge {q | geQundq<r } eine echte Teilmenge von S.

Bedingung (ii) beinhaltet zwei Eigenschaften:

(1) Ist re S und g€ Q mit g <r,soistauch qe S (Abgeschlossenheit nach unten)

(11’) Ist re S,sogibtesein pe S mit r < p (Nichtexistenz eines Maximums).

Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge aller (Dedekind-) Schnitte.

Die Menge der rationalen Zahlen ldsst sich in R einbetten, indem man r € Q mit dem Schnitt
{ X| XeQund—-oo< X<r } identifiziert. Daher schreiben wir Q — R (obwohl diese Aussage

mathematisch nicht korrekt ist).

Auf der Menge der Schnitte wird durch die Mengeninklusion < eine totale Ordnungsrelation
definiert, die die Ordnungsrelation < auf Q fortsetzt. Diese Fortsetzung der Ordnungsrelation
auf die Schnitte in Q, d.h. die reellen Zahlen, hat die Eigenschaft, dass jede nichtleere nach
oben beschriankt Teilmenge reeller Zahlen eine kleinste obere Schranke besitzt (Vollstindig-
keit der Ordnungsrelation).

Damit hat der Schnitt {q‘ geQundq’ < 2} eine kleinste obere Schranke, die allerdings

nicht in Q liegt, ndmlich die als V2 bezeichnete reelle Zahl.
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Die Operationen der Addition und der Multiplikation lassen sich von Q auf die Menge der
Schnitte, d.h. R, fortsetzen, so dass insgesamt (R, +,-,0, 1) zu einem vollstdndig angeordneten

Korper wird, der sogar ,,strukturell* der einzige vollstindig angeordneten Korper ist. Die Ein-
zelheiten sollen an dieser Stelle nicht weiter behandelt werden (siehe beispielsweise in Ha-
chenberger, D.: Mathematik fiir Informatiker, Pearson Studium, 2005).

Leider sind auch in (R, +,-,0, 1) noch nicht alle arithmetischen Operationen moglich. So be-

sitzt die Gleichung x> +1=0 keine Losung X € R. Daher erweitert man den Zahlbereich R
(unter Wahrung der arithmetischen Operationen):

Die imaginiire Zahl i wird durch die Eigenschaft i’ = — 1 definiert. Dann ist die Menge der
komplexen Zahlen definiert durch

C={ a+bi| acRundbeR }

Bei der Zahl z =a+bi heilit a der Realteil und b der Imaginérteil von z.

Die Menge der reellen Zahlen ist in der Menge der komplexen Zahlen eingebettet:
{r+0i| reR }cCund{ r+0i| reR }~R.

Daher schreiben wir R < C (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).

Die komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligem Koordina-
tensystem, der komplexen Ebene, darstellen. Dabei wird fiir eine komplexe Zahl z = a+bi
ihr Realteil a auf der horizontalen Achse abgetragen, ihr Imaginérteil b auf der vertikalen
Achse. Die folgende Abbildung zeigt die komplexen Zahlenz =a+bi, — 1 +2i,—2 —iund
2-21.
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-1+ 2i 2i

Der Betrag |z| der komplexen Zahl z = a+bi ist geometrisch durch die Lénge der Verbin-
dungslinie des Punkts (0, 0) der komplexen Ebene mit dem Punkt (a, b) definiert:

lz|=| a+bi|=+va®+b*.
Die arithmetischen Operationen werden definiert durch

(a+bi)x(c+di)=(axc)+(bxd)iund
(a+bi)-(c+di)=(ac—bd)+(ad + bc)i.

Die zu einer komplexen Zahl a+bi (multiplikativ) inverse Zahl (a+bi)" lautet

a . -b i
a’+b* a’+b?

(a+bi)y'=

Die Division zweier komplexer Zahlen a+bi und c+di wird auf die Multiplikation zuriick-
gefiihrt:

(a+bi)/(c+di)=(a+bi)-(c+di)"
. c -d .
=(a+ bi ( + |j
( ) c’+d? c?+d?
=ac+bd bc—ad .
c’+d? c?+d?
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Mit diesen Operationen bildet auch (C, +,-,0, 1) einen Korper. Zu beachten ist, dass die Ord-
nungsrelation der reellen Zahlen, die (R, +,-,0, 1) zu einem vollstdndig angeordneten Korper
macht, nicht auf die komplexen Zahlen fortgesetzt wird; denn der Korper (C, +,-,0, 1) lasst
sich nicht anordnen (in einem angeordneten Korper K gilt 0 <a®a fiir jedes a € K, aber in
C ist nach Definition i’ =—1<0).

Insgesamt gilt (mathematisch nicht korrekt): NcZ < Q < Rc C. Die jeweiligen arithmeti-
schen Operationen +,—,-,/ und die Ordnungsrelation <, soweit sie in den einzelnen Zahlen-

systemen tliberhaupt definiert sind, werden fiir alle Zahlensysteme gleich bezeichnet.

1.5 Volistindige Induktion

Das vorliegende Kapitel behandelt eine der wichtigsten Beweismethoden, wenn es um Aussa-
gen iiber natiirliche Zahlen oder um Aussagen iiber Mengen geht, die strukturell dquivalent zu
den natiirlichen Zahlen sind: die vollstindige Induktion. Wegen der gro3en Bedeutung dieser
Methode fiir die Informatik werden in diesem Kapitel ausnahmsweise die durchgefiihrten
Beweise in den Beispielen explizit angegeben.

Es sei A(n) eine Aussage liber die natiirliche Zahl n e N, d.h. die von n abhéngt. Es soll ge-

zeigt werden, dass diese Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n > n, gilt.

Hiufig ist n, = 0; dann soll A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen werden.

Nach der Beweismethode der vollstindigen Induktion geht man wie folgt vor:

1.  Man zeigt die Glltigkeit der Aussage A(no) (Induktionsanfang)

2. Man beweist die Giiltigkeit der Implikation (A(n)=> A(n+1)) (Induktionsschluss).

Aus Axiom 5 der natiirlichen Zahlen in Kapitel 1.4 (,,Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die
die Zahl 0 und mit jeder Zahl n auch ihren Nachfolger n' enthdlt, ist mit N identisch.*) folgt
dann, dass A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Hier soll nur der Spezialfall n, =0 gezeigt

werden. Dazu setzt man M = {m| A(m) gilt fiir m } Der Induktionsanfang besagt n, e M ;
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der Induktionsschluss besagt: wenn n e M ist, dann ist auch der Nachfolger n’e M ; Axiom
5 besagt nun gerade, dass M =N gilt, d.h. dass A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt!.

Die Beweismethode der vollstdndigen Induktion wird in unterschiedlichen Varianten an eini-
gen Beispielen erldutert:

Beispiel:

Zu beweisen ist die Aussage

Fiir alle ne N gilt: 0+1+2+...+n=m.

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n =0, denn auf der linken Seite des Gleichheitszei-
chens steht nur 0, und auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht %; beide

Seiten ergeben denselben Wert.

n-(n+1)
2

se Formel auch fiir die natiirliche Zahl n + 1 gilt. Das ldsst sich aber leicht nachrech-

Induktionsschluss: Fiir ne N gelte: 0+1+2+...+n= . Zu zeigen ist, dass dann die-

nen: Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht
0+1+2+...+n+(n+1).
Fiir diese Summe gilt (da die Formel fiir n als giiltig vorausgesetzt wird):

n-(n+1)+2-(n+1) n*+3-n+2
2 2

0+1+2+...+n+(n+1):Wﬁnﬂ):

(n+1)-(n+2) _n*+3-n+2
2 b

auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht

beide Seiten sind gleich, also gilt die Formel auch fiir die natiirliche Zahl n + 1.

I Der Fall n, >0 verlduft analog, indem man eine Variante (Folgerung) von Axiom 5 ver-
wendet, ndmlich: ,,Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die die Zahl n, € N und mit jeder

Zahl n auch ihren Nachfolger n' enthilt, ist mit {n| neNundn2n, } identisch.®.



34 1 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Beispiel:
Zu beweisen ist die Aussage

Ist A eine endliche Menge mit n Elementen, dann enthilt die Potenzmenge P(A) 2" viele E-

lemente (d.h. eine Menge mit n Elementen besitzt 2" viele Teilmengen).

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n =0, denn wenn A kein Element besitzt, dann ist
A = ; andererseits ist P(J) = {B|B c @}: {@}, und diese Menge enthilt 1=2° viele

FElemente.

Induktionsschluss: Die Aussage gelte fiir Mengen A mit n Elementen, d.h. |P(A)| =24 =on,

Es sei B eine Menge mit n+1 Elementen. Zu zeigen ist, dass die Anzahl der Teilmen-
gen von B gleich 2™ ist: Da |B| =n+1>0 ist, gibt es ein Element b € B . Die Teil-
mengen C von B werden danach Kklassifiziert, ob sie das Element b enthalten oder
nicht. Jede Teilmenge C — B, mit b ¢ C ist Teilmenge von B\ { b }. Da diese Menge
genau N Elemente enthilt, gibt es 2" viele Teilmengen C < B mit b ¢ C . Jeder Teil-
menge C < B mit b e C entspricht genau eine Teilmenge C' < B mit b ¢ C’, ndm-
lich C'=C \ { b }. Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge C'< B mit b ¢ C’ eine
Teilmenge C B mit be C, namlich C = C'u{b } Daher gibt es genauso viele
Teilmengen C < B mit b e C wie Teilmengen C < B mit b ¢ C, ndmlich 2" viele.

Insgesamt ist die Anzahl an Teilmengen von B gleich 2-2" = 2",

Beispiel:

Beim Spiel der Tiirme von Hanoi sind drei Stapel mit Bezeichnern A, B und C gegeben. Auf
dem Stapel A befinden sich n Scheiben, die iibereinander in absteigender GroBe liegen; die
beiden anderen Stapel sind leer. Die Aufgabe besteht darin, die Scheiben vom Ausgangsstapel
A auf einen der anderen Stapel, etwa B, zu bewegen, wobei jeweils die Scheiben nur einzeln
bewegt werden diirfen. Der dritte Stapel C kann als Zwischenablage verwendet werden. Dabei
ist die Randbedingung, niemals eine groBere auf eine kleinere Scheibe zu legen, einzuhalten.
Wieviele Scheiben miissen genau bewegt werden?
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Es bezeichne T(n) die minimale Anzahl an Bewegungen, um n Scheiben von einem Stapel

auf einen anderen Stapel unter Zuhilfenahme des dritten Stapels zu bewegen.
Offensichtlichist T(0)=0, T(1)=1, T(2)=3.

Folgende Losungsstrategie fithrt zum Ziel: Man ignoriere zundchst die groBte (unterste)
Scheibe auf Stapel A und bringe die oberen n—1 Scheiben vom Stapel A zum Stapel C unter
Zuhilfenahme des Stapels B als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung.
Anschliefend bewege man die auf Stapel A verbliebene grofite Scheibe zum Stapel B, er ja
jetzt leer ist. Dann bringe man die n—1 Scheiben vom Stapel C zum Stapel B unter Zuhilfe-
nahme des Stapels A als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung.

Der folgende (Pascal-) Programmausschnitt realisiert diese Startegie:

CONST max = ...;

TYPE disk_typ = 0 .. max;
stab_typ - 3;

I
[EN

PROCEDURE move (anz: disk typ;
a : stab typ;
b : stab_typ;
c : stab typ);
{ move bewegt Scheiben, deren Anzahl In anz angegeben wird,
vom Stab a zum Stab b, wobei der Stab c als Zwischenspeicher
verwendet wird b

BEGIN { move }
IF anz > O THEN BEGIN
move (anz - 1, a, c, b);
Writeln (“Lege eine Scheibe von ", a,
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move (anz - 1, c, b, a)
END
END { move };

Es gilt T(0)=0 und T(n)<2-T(n=1)+1 fiir n>0.

Man kommt nicht mit weniger Scheibenbewegungen aus; denn um an die grofite Scheibe auf
dem Ausgangsstapel heranzukommen und diese vom Ausgangsstapel auf einen anderen Sta-
pel zu bewegen, miissen zuvor n—1 kleinere Scheiben auf einem einzigen Stapel liegen.
Dann kann die grofte Scheibe bewegt werden (mindestens einmal), und dann miissen noch
einmal n—1 kleinere Scheiben bewegt werden. Das bedeutet T(n) >2-T(n—-1)+1.

Insgesamt gilt T(0)=0 und T(N)=2-T(n—-1)+1 fiir n> 0.

Es bleibt die Bestimmung von T(n) in alleiniger Abhéngigkeit von n (und nicht von
T(n—-1)). Dazu werde einige kleinere Werte fiir n ausprobiert:

T(0)=0,
T()=2-T(O)+1=2-0+1=1,
T(2)=2-TM)+1=2-1+1=3,
TG3)=2-TQ)+1=2-3+1=7,
T(4)=2-TB3)+1=2-7+1=15,
T(5)=2-T(4)+1=2-15+1=31,
T(6)=2-T(5)+1=2-31+1=63.

Die Vermutung liegt nahe, dass T(n) =2" -1 fiir alle ne N gilt (fiir n=0,...,6 wurde es ex-

plizit ausgerechnet. Fiir die iibrigen n € N wird die Vermutung durch vollstindige Induktion
nachgewiesen:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n=0,...,6 (siche oben).

Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis n € N . Dann ist

T(n+1)=2-T(n)+1 (nach Definition von T (n))
=2 (2” - 1)+1 (Voraussetzung im Induktionsschluss)
=2 241
=2™ 1.
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Beispiel:
Ein wichtiges Suchverfahren in der Informatik ist die Bindrsuche:

Gegeben sei ein Feld €[1], ..., t[n] mit ganzzahligen Eintrdgen (allgemeiner: mit beziiglich
einer Ordnungsrelation vergleichbaren Eintrdgen), die nach aufsteigender Grof3e sortiert sind,
d.h. es gilt €[1] < t[2] £ ... £ t[n-1] £ t[n]. Die Aufgabe besteht darin festzustellen,
ob ein vorgegebener Wert a unter t[1], ..., t[n] vorkommt und in diesem Fall den Index i
zu ermitteln, fiir den a = t[i] gilt. Anstelle das Feld linear von Anfang bis eventuell zum Ende
zu durchsuchen, kann man folgendermafen vorgehen:

Zundchst wird das mittlere Element t[middle] gepriift (bei einer geraden Anzahl von Ele-
menten ist das mittlere Element das erste Element der zweiten Feldhélfte). Ist es gleich a, so
ist der gesuchte Feldindex gefunden, und die Suche ist beendet. Andernfalls liegt a, wenn es
iiberhaupt im Feld vorkommt, im vorderen Feldabschnitt, falls a < t[middle] ist, oder im
hinteren Feldabschnitt, falls a > t[middle] ist. Die Entscheidung, in welchem Feldabschnitt
weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden. Gleichzeitig wird durch diese Entscheidung
die andere Hilfte aller potentiell auf Ubereinstimmung mit a zu iiberpriifenden Feldelement
ausgeschlossen. Im Feldabschnitt, der weiter zu liberpriifen ist, wird nach dem gleichen Prin-
zip (also rekursiv) verfahren. Unter Umstinden muss die Suche fortgesetzt werden, bis ein
noch zu tiberpriifender Feldabschnitt nur noch ein Feldelement enthilt.

Eine (Pascal-) Implementierung der Bindrsuche lautet wie folgt:
CONST n = ...;

TYPE Tarray = ARRAY [1..n] OF INTEGER;

FUNCTION Binaersuche (t : Tarray;
a > INTEGER;
von - INTEGER;
bis - INTEGER) : INTEGER;

VAR mitte : INTEGER;

BEGIN { Binaersuche }
Binaersuche := -1;
IF von < bis
THEN BEGIN { der Feldausschnitt

t[von] , ... t[bis]

enthalt mindestens 2 Elemente }
mitte := von + ((bis - von + 1) DIV 2);
IF a = t[mitte] { €}

THEN Binaersuche := mitte
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ELSE BEGIN
IF a < t[middle]
THEN Binaersuche :
ELSE Binaersuche
= Binaersuche (t, a, mitte + 1, bis);

}

naersuche (t, a, von, mitte-1)

TS
= A

END
END
ELSE BEGIN
IF a = t[von]
THEN Binaersuche := von;
END;
END  { Binaersuche };

Der Aufruf zum Durchsuchen des Feldes €[1], ..., t[n] nach dem Element a lautet
Binaersuche (t, a, 1, n);

Der Rechenaufwand der Bindrsuche ist proportional zur Anzahl der Vergleiche in der mit €
gekennzeichneten Zeilen. Zur Vereinfachung der Analyse des Rechenaufwands wird

n=2"-1

angenommen (hat n nicht diese Form, dann ergibt sich eine dhnliche Abschédtzung). Der Wert
n beschreibt die Anzahl der Elemente des zu durchsuchenden Felds.

In diesem Fall ist
mitte = 1+((n—1+1) DIV 2)=1+((2"-1) DIV 2)=2"",

d.h. wenn a nicht in der Mitte des Felds vorkommt, enthilt das Anfangsstiick des Felds t[1],
.. t[mitte - 1] 2™ -1 viele Elemente bzw. das Endstiick t[mitte + 1], ..., t[n] eben-
falls 2™ —1 viele Elemente; die Suche wird in einem dieser Abschnitte fortgefiihrt.

Mit B(n) wird die Anzahl der Vergleiche des Elements a mit einem Feldelement bezeichnet,

wenn das Feld n Elemente enthélt. Dann gilt

B(n) = B(2"-1)<B2™' -1)+2,
B(1)=B(2'-1)=1.

Um diese Ungleichungen nur in Abhéngigkeit von n=2" —1 bzw. von m auszudriicken, wer-
den einige Werte fiir m ausprobiert:
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B(1)=B(2' -1)=1,

B(3)=B(2*-1)<B(2' -1)+2=3,
B(7)=B(2*-1)<B(2*~1)}+2<3+2=5,
B(15)=B(2* ~1)<B(2* ~1)+2<5+2=7,
B(31)=B(2* ~1)<B(2*~1)+2<7+2=9,
B(63)=B(2°~1)< B2 -1)+2<9+2=11

Die Vermutung liegt nahe, dass folgende GesetzmaBigkeit gilt:
B(2" ~1)<2-m—1 fiir jedes me N mit m>1.

Diese GesetzmiBigkeit wird durch vollstindige Induktion bezogen auf m (,,iiber m*) bewie-
sen:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir m=1,..., 6 (siche oben).
Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis zur natiirlichen Zahl m € N . Dann ist

BR2™ -1)<BQ2"-1)+2  (ausdem Algorithmus)
< (2 -m— 1) +2 (Voraussetzung im Induktionsschluss)
=2-(m+1)-1.

Dieses Ergebnis zeigt beispielsweise, dass die Bindrsuche in einem Feld mit

n=2.147.483.647 = 2°' —1 Elementen maximal nur 61 Feldelementvergleiche bendtigt.

Weitere Beispiele fiir Beweise durch vollstdndige Induktion finden sich in den folgenden Ka-
piteln.

Die Methode der vollstdndigen Induktion erfordert die sorgfiltige Formulierung der zu be-
weisenden Aussage A(N). Dabei muss man die zu beweisende Aussage bereits kennen (raten)

und sie dann mit Hilfe des Induktionsanfangs und des Induktionsschlusses beweisen (verifi-
zieren).

Folgende Hinweise sollten beachtet werden:

1. Der Induktionsanfang ist wichtig. Fehlt er, kann der Beweis fehlschlagen.
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2. Im Induktionschluss lautet die Annahme ,,Es gelte A(n)“, d.h. die Giiltigkeit von

A(n) wird nur fiir ein n € N angenommen und nicht fiir alle ne N..

3. Bei der Durchfithrung des Induktionsschlusses muss die Annahme der Giiltigkeit von
A(n) auch verwendet, d.h. in die Argumentation eingebaut werden.

1.6 Endliche Summen

Haufig hat man es mit Summen mit einer endlichen Anzahl von Summanden zu tun, die
alle jeweils nach einem dhnlichen Schema aufgebaut sind, etwa

+a

n-1 n-

S=a,+a,+a,+ ...a

Fiir diese Summe schreibt man abkiirzend:

S=>a.

i=1

In die ,,Formel* a; wird nacheinander i = 1,1 =2, ..., i= n—1lund i = n eingesetzt, und die so
erhaltenen Summanden werden aufsummiert. Die Berechnung von S kdnnte also in einer Pro-
grammiersprache wie folgt formuliert werden (PASCAL-Pseudocode):

S = 0;

FOR i := 1 TO n DO
=S + a;;

bzw

S = 0;

i = 1;

WHILE 1 <= n DO

BEGIN

S =S + a;;
i =i+ 1;
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Beispiel:

Essei a, =3i° +1. Dann ist

iai =

i=1 i

GiZ+1) =G +D)+3-2> +1)+(3-32+1)+(3-4> +1)=4+13+28+49=94.

4
=1

Haufig beginnt eine Summe nicht mit dem kleinsten Index i = 1, sondern mit einer anderen
ganzen Zahl (auch negative Zahlen sind zugelassen), so dass man es allgemein mit einer end-

lichen Summe der Form S = z a, zu tun hat. Hierin heif}t i der Summationsindex, die Zahl k
i=k

die Summationsuntergrenze und die Zahl n die Summationsobergrenze.

Die Summe S = Z a, enthdlt n—k +1 viele Summanden.
i=k

In der Darstellung der Summe S = Z a, wird deutlich, wie die einzelnen Summanden aufge-
i=k

baut sind, ndmlich gemiB einer Formel a; = a(i). Die Summe S ist nicht nur von den einzel-

nen Summanden, sondern auch von der Summationsuntergrenze und —obergrenze abhéngig,

d.h. S=S(k,n). Die Darstellung S(k,n)= Zai zeigt nicht den Wert der Summe in Abhén-

i=k
gigkeit von der Summationsuntergrenze k und der Summationsobergrenze n. Eine Aufgabe
besteht daher in der Berechnung des Werts der Summe in Abhéngigkeit von den Summati-
onsgrenzen (Berechnung der Summe S(Kk, n) in geschlossener Form).

Beispiel:

Die Summe S(1,n) = (3i> +1) hat den Wert S(1,n)= nEZ+(2n 2+1)(n +1))
i=1

. Bei n = 4 ergibt

sich §(1, 4) = 94.

Eine endliche Summe ldsst sich in Teilsummen zerlegen, die ihrerseits wieder mit jeweils ei-
nem Summenzeichen zusammengefasst werden kdnnen, z.B.
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a,+a,+ .. ta,_, +a,+a,,+a,,+ .. +aj71+aj+aj+1+aj+2+ .. ta,_ +a,

j
=a, +a,+ .. +ak_l+(2ai)+aj+l+aj+2+ .. +a,_ +a,
k-1 j n
= Da |+ DA [+ D]
i-1 i—k i=jt1

Die Bezeichnung i des Summationsindex kann beliebig gedndert werden:
n n

dYa=>a,.

ik ik

Anstelle von z a, schreibt man auch Z a, .

i=k k<i<n

Ist | eine beliebige Menge (Indexmenge), so ist z a, die Summe, die man dadurch enthilt,
iel

dass man nacheinander a; fiir jedes i €| bildet und die einzelnen Summanden aufaddiert. Auf

die Reihenfolge, in der man die einzelnen Indizes i € | betrachtet, kommt es nicht an.

Beispiel:
Die Summe der Quadrate aller geraden Zahlen zwischen 4 und 12 ist
Dt =47 +67+87+10° +12°

1{4,6,8,10,12}

=(2:2) +(2-3) +(2-4)’ +(2-5)* +(2-6)°

Vereinbarungsgemal ist die Summe iiber eine leere Anzahl von Summanden gleich 0:
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Zai =0 und iai = 0flir k> n.
ied

i=k

Satz 1.6-1:

(1) Istc eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhéngt, so ist

D (c-a)=c a;.

iel iel

(i) D (s ibi):(Zaij i(z bij .

iel iel iel

(i11) Ist c eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhingt, so ist
n n
dc=n-cund Y c=(n-k+1)-c.
i=1 i=k

(iv) Essei k e Nmit 1<k <n.Dann ist

n+k—1

Zai = Zai_k+1 (Indexverschiebung).

i=1 i=k

) (inlai]-(iijz(al+...an)-(bl+...bm
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Satz 1.6-2:

(1)

(ii)

Die Summe aller natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich

i=112+ . (n—D)+n=1+D

n
i=0

Die Summe aller geraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich

i =l M)

0<i<n
~und
iist gerade

Die Summe aller ungeraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich

SR
0<i<n - 2 .

~und
i ist ungerade

Es sei q € R eine Konstante. Dann ist

g =1+q+q*+q’ +..+q"" +q"
i=0
n+1 firq=1
— _ AN+l n+l
bt =3 1 firq=1
1-q g-1
Spezialfall: q = 2: D2 =14+244+ . 2" =2 1
i=0

n

Yig'=q+29> +30’ +...+(n-1)g"" +nq"

i=0

—”(n2+ D fiir =1
= _ n+l n+2
q-(n —i-(i)_qq)z—i_ n firq=1

Spezialfall: q = 2: Y2t =(n-12"" +2.

i=0
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(iii) 2—1 S

“~ii-1) 2 6

i=1

(iv) D i*=1+4+9+ ..

i=0

=1 I 1
D=t
i(i+1) 2 6

1

12

1

12

.+

+(n=1)°+n’=

1 1

n(n—l): n

1 1
+ =1-
n(n+1) n+1

n(n+1)(2n+1)
6 .
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2 Abbildungen

Abbildungen stellen Beziehungen zwischen Mengen A und B her. Sie konnen als Spezialisie-
rung des Konzepts der Relationen zwischen Mengen definiert werden.

2.1 Allgemeines

In Kapitel 1.4 wurden die Begriffe Aquivalenzrelation und der Ordnungsrelation eingefiihrt.
Diese sind Spezialisierungen des allgemeineren Begriffs der Relation:

Es seien A und B zwei Mengen. Eine Teilmenge R < Ax B heift Relation zwischen A und B.

Eine Relation besteht also aus Paaren (a,b) mit ac Aund beB.

In Kapitel 1.4 wird eine Ordnungsrelation auf einer Menge M mit < bezeichnet und Eigen-
schaften dieser Relation beschrieben, ndmlich Reflexivitit, Antisymmetrie und Transitivitit.
Im Sinne der obigen Definition schreibt man anstelle von a<b auch (a, b) €< und
<< M xM . Entsprechendes gilt fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M; diese be-
sitzt die Eigenschaften Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit. Anstelle von a = b schreibt

man auch (a,b)ex und xc M xM .

Eine Relation R < AxB heifit linkstotal, wenn es zu jedem a € A ein b e B mit (a,b)eR

gibt. Bei einer linkstotalen Relation R kommen alle Elemente von A als erste Komponenten in
den Paaren in R vor. Zu ae€ A kann es auch mehrere b, eB, .., b, €B geben mit

(a,b)eR, .., (a,b,)eR.

Eine Relation R — Ax B heiBt rechtstotal, wenn es zu jedem b € B ein a € A mit (a,b)e R
gibt. Bei einer rechtstotalen Relation R kommen alle Elemente von B als zweite Komponenten

in den Paaren in R vor. Das Element a € A, das es zu b € B mit (a, b) € R gibt, muss auch
hier nicht eindeutig bestimmt sein, d.h. es kann zu b € B mehrere a, € A, ..., a, € A geben

mit (a,b)eR, ..., (a,,b)eR.
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Eine Relation R  Ax B heiBt linkseindeutig, wenn gilt: aus (a,,b)e R und (a,,b)e R folgt
a, = a, . Bei einer linkseindeutigen Relation gilt dann: Sind (al, bl)e R und (az, bz)e R und

gilt a, # a,,soistauch b, #b,.

Eine Relation R AxB heiBt rechteindeutig, wenn gilt: aus (a,b)eR und (a,b,)eR
folgt b, =h, . Bei einer rechtseindeutigen Relation gilt dann: Sind (a,,b,)e R und (a,,b,)e R

und gilt b, #b,, so istauch a, #a, .
Eine Relation f < AxB heifit Abbildung von A nach B, wenn f linkstotal und rechtseindeu-

tig ist. Gleichbedeutend damit ist folgende Formulierung:

f < AxB ist eine Abbildung, wenn es zu jedem a € A genau ¢in b € B gibt mit (a, b) ef.

Da dieses eindeutig bestimmt Element b e B ,,zu a € A gehort”, schreibt man anstelle von
(a, b)e f auch b= f(a) und bezeichnet es als Bild von a unter f. Hiufig gibt es cine Re-

chenvorschrift, nach der zu gegebenem a € A das Bild f(a) zu bestimmen ist, etwa
f(a)=a’-3a>+2.

Dann wird eine Abbildung f von A nach B beschrieben durch

A—>B
a—> f(a)’

oder auch in der Form
f:A->B, f(a)= ..
Die Menge A heiflit Definitionsbereich von f, die Menge
W(f)={b|beB,undesgibtac Amit f(a)=b}
hei3t Wertebereich von f. Es ist W(f)c B.
Anstelle von W ( f) schreibt man auch f(A).

Fiir eine Funktion f:A— B ist also der Wertebereich gleich
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f(A)={b|beB,undes gibta e Amit f(a)=b}.

Die Angabe f:A— B legt fest, dass einem Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch*

fiir A ist, jeweils genau ein Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch* fiir B ist, zuge-
ordnet wird. Beispielsweise konnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die
Menge B aus natiirlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:A— B fest, dass jedem

Objekt vom Objekttyp T in der Menge A durch f eine natiirliche Zahl, die beispielsweise als
Primérschliisselwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt,

wie diese Zuordnung fiir jedes Element a € A geschieht.

Das Bild eines Elements a € A unter f ist eindeutig bestimmt, und es gilt |f (a)| =1 fiir jedes
a € A. Andererseits kann es durchaus Werte a, und a, mit a, #a, und f(a,)= f(a,) ge-

ben; beispielsweise ist fir die durch f(x)=x’firx eR definierte Abbildung
f(-2)=1(2)=4.

-1
Die Menge f(b)= {a| aeAund f(a)=Db } wird als Urbild von b unter f bezeichnet.

Eine Abbildung f:A— B mit Ac R und W(f)c R heilit reelle Funktion einer Verin-

derlichen.

Beispiele:
R - R
f: 5
X — X

{R\{O} > R
g:

%

h:{[O,oo[ - R

X

\

—X

X —> 1-e

A > A .
id,: Identitiit auf A
X — X
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R — R
par,: Parabel
X — ax(x-1)

1-10,00] — R
x> fiir —10<x<2
F: X - IX’—x fur2<x<20
2X+8 fiirx>20
N - N
fid g {1 firn=0 Fakultitsfunktion
n-f(n-1)firn>0

Die hier aufgefiihrte Definition der Fakultitsfunktion zeigt die Form einer rekursiven Defini-
tion. Rekursive Funktionsdefinitionen werden hdufig angewandt, wenn der Definitionsbereich
der Funktion die natiirlichen Zahlen oder eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist. Fiir den
kleinsten Wert n des Definitionsbereich bzw. fiir mehrere der kleinsten Werte wird f(n) di-

rekt angegeben. Fiir grolere Werte n wird f(n) als arithmetischer Ausdruck, der n, eventuell
kleinere Werte m und Funktionswerte f(m) mit m<n enthalt.

Die Fakultatsfunktion kann auch nicht-rekursiv definiert werden:

N - N
f,: 0 1 firn=0
I-...-(n=1)-n fiirn>0

Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Funktion mit der zugehorigen nicht-rekursiven Defini-
tion ist die Fibonnacci-Funktion, die einen nichttrivialen Zusammenhang zwischen beiden
Formen der Definition zeigt (siche Kapitel 5.10):
N - N
fib - IR {n firn=0undn=1 pw.
fib(n-1)+ fib(n—2) fiirn>2

fib(n)=%-[(l+2\/§J _(1—2\@} J flir n>0.

Im folgenden werden hauptsichlich reelle Funktionen betrachtet. Gelegentlich wird auf die

Angabe des Definitionsbereichs einer Abbildung verzichtet; dann wird implizit immer die
grofite Teilmenge von R genommen, fiir die die Abbildungsvorschrift definiert ist.
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Fiir eine Abbildung f: A — B heifit die Menge {(a, f(a))|a € A } Graph der Abbildung f.

Sind f:A— B und g:B—> C zwei Abbildungen, dann heifit dic Abbildung h: A— C mit
h(a) = g(f(a)) die Komposition (Zusammensetzung) der Abbildungen f und g, geschrieben
h=gof.

Esist W(go f)cW(g)< C,undi.a. gilt go f = fog.

Beispiel:

{R\{-l} - R R - R
f: g:{

<o fax

R\{-1} — R
go f: 1
X - %1+x)2

R — R
fog: 1
X — /(1 N X2)
2.2 Grundlegende Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung f : A — B heiflt surjektive Abbildung (Surjektion), wenn sie rechtstotal

ist.

Die Abbildung f : A— B sei surjektiv. Dann ist f(A) =B, d.h. der Wertebereich von f um-

-1

fasst ganz B. Fir jedes be B ist also f(b)(zl, d.h. es gibt mindestens ein ae€ A mit

f(a) =b (eventuell gibt es mehrere Werte a € A, die auf b abgebildet werden).
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Beispiel:
Die Abbildung
R - R
f: { 5
X = X

ist nicht surjektiv, da es zu keiner negativen Zahl yeR einen Wert xR gibt mit
f(x)=x>=y<0. Durch Einschrinkung der Zielmenge kann man jedoch die Surjektivitit

erzwingen. Beispielsweise ist

‘. R — R,
“lIx o> x?
surjektiv.

Eine Abbildung f : A— B heilit injektive Abbildung (Injektion), wenn sie linkseindeutig

ist.

Beispiel:

Die Abbildung
R - R

f:{ s
X — X

ist nicht injektiv, da fir X,=-1 wund X,=1 offensichtlich X, #X, ist, aber
f(x)=f(=D=(=1)=1=f(1)= f(x,) ist.

Die Injektivitdt kann man durch Einschriankung des Definitionsbereichs erzwingen. Bei-
spielsweise ist die Funktion

R,, - R
f: 2
X — X

injektiv.
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Die Injektivitit einer Funktion kann an ihrem Graphen abgelesen werden: Jede Parallele zur
X-Achse schneidet den Graphen einer injektiven Funktion in hochstens einem Punkt.

Eine Abbildung heilit bijektive Abbildung (Bijektion), wenn sie sowohl surjektiv als auch
injektiv ist.

Die Begriffe beziiglich Relationen und Abbildungen fasst folgende Tabelle zusammen.

Typ der Relation
linkstotal X X X X
rechtstotal X X
linkseindeitig X X
rechtseindeutig X X X X
Abbildung | Surjektion Injektion Bijektion

Satz 2.2-1:

Essei f : A— B eine bijektive Abbildung. Dann gilt:
(i) Firjedes b e B gibtes genau ein a, € A mit b= f(a,).

(i) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung g : B — A mit g(b) = a, ; auBerdem
gilt fiir jedes ae A: g(f(a))=a und fiir jedes be B: f(g(b))=b.

Die Aussage in Satz 2.2-1 (i) kann man so interpretieren, dass es eine Eins-zu-eins-Beziehung
zwischenden Elementen der Menge A und der Menge B gibt.

Ist f: A— B eine bijektive Abbildung, so heifit die gemaf Satz 2.2-1 (ii) existierende Funk-

-1
tion g : B — A die Umkehrabbildung von f und wird mit f bezeichnet. Es gilt:

-1 -1 -1 -1
fof=id, und fof =id,,dh. (fo fj(a):a und (fo fj(b):b.
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Beim Graph einer bijektiven Abbildung f : R — R vollzieht sich der Ubergang zur Umkehr-

-1
funktion f durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (45°-Linie).

Beispiele:

Die Abbildung

F_R—) R
“Ix - ax+b

ist fiir festes @ e R mit a# 0 und festem b €R bijektiv und hat die Umkehrfunktion

4 |R - R
F: 1 b .
y —» —-y——-
a a

Im allgemeinen ist eine Abbildung der Form

‘. R — R
Ix > ax’+bx*+cx+d

mit festen rellen Werten a, b, ¢ und d nicht bijektiv.

Die Abbildung
R - R
f: 5
X — X

ist weder injektiv noch surjektiv. Jedoch sind die Abbildungen

R.,

X - X2

3
I\/w
2

<.

=< é’;U
I 1
= NW
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-1 —
jeweils bijektiv mit den durch f,(y)= +\/V bzw. f1 ,(y) = —\/V definierten Umkehrabbil-

dungen.

Haufig wird bereits fiir eine injektive Abbildung f : A — B, die nicht notwendigerweise sur-

-1
jektiv ist, die Umkehrabbildung f definiert, und zwar nur fiir die Werte b € B aus dem Wer-

tebereich von f:

-1
f:f(X)>X.

Satz 2.2-2:

Esseien f : A— B und g: B — C Abbildungen. Dann gilt:
(1)  Sind fund g surjektiv, dann ist auch go f surjektiv.
(i) Sind fund g injektiv, dann ist auch go f injektiv.

(i) Sind f und g bijektiv, dann ist auch go f bijektiv. In diesem Fall gilt

-1 -1

-1
(gof)="fog.
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Fiir endliche Mengen A und B kann man die Existenz surjektiver, injektiver und bijektiver
Abbildungen zwischen A und B folgendermal3en entscheiden:

Satz 2.2-3:
Die Mengen A und B seien endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m. Dann gilt:
(i)  Es gibt genau dann eine surjektive Abbildung f : A— B, wenn n>m ist.
(i) Es gibt genau dann eine injektive Abbildung f : A— B, wenn n<m ist.

(iii) Es gibt genau dann eine bijektive Abbildung f : A— B, wenn n=m ist.

Satz 2.2-3 ldsst den Schluss zu, dass bei Abbildungen zwischen endlichen Mengen mit der-
selben Elementanzahl die Begriffe Injektivitat, Surjektivitit und Bijektivitdt zusammenfallen:

Satz 2.2-4:

Die Mengen A und B seien endliche Mengen mit derselben Elementanzahl |A| = |B| Es
sei f:A— B eine Abbildung. Dann gilt:

Die folgenden drei Aussagen (a), (b) und (c) sind dquivalent:
(a) fisteine surjektive Abbildung.
(b) fisteine injektive Abbildung.

(c) fisteine bijektive Abbildung.

Satz 2.2-3 (ii1) besagt fiir endliche Mengen, dass sie genau dann gleichmichtig sind, wenn es
zwischen ihnen eine bijektive Abbildung gibt. Dieser Ansatz lésst sich auf unendliche Men-
gen iibertragen:

Zwei unendliche Mengen A und B heiflen gleichmichtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f : A— B gibt. Wegen der Existenz der bijektiven Umkehrfunktion g zu f ist diese Definiti-

on gleichbedeutend mit der Existenz einer bijektiven Abbildung g:B — A.
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Bei unendlichen Mengen A und B tritt die folgende Situation auf, die sich am Beispiel der
Nachfolgerfunktion succ auf den natiirlichen Zahlen verdeutlichen lasst:

N — N,
Succ :
n - n+l1

Wie man leicht nachrechnet, handelt es sich hierbei um eine bijektive Abbildung, d.h. die
Menge N der natiirlichen Zahlen ist gleichméchtig mit der echten Teilmenge N_, = N\ { 0 }.

Dieses Phdnomen erlaubt es, die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit einer Menge exakt zu defi-
nieren:

Eine Menge A ist endlich von der Michtigkeit n, wenn es eine bijektive Abbildung
f: {0, e N —1} — A gibt, d.h. man kann die Elemente in A mit den natiirlichen Zahlen O, ...,

n—1 durchnumerieren: A={ f(0),.., f(n-1)}={a,,...a,,}. Hierbei ist f(i)= f(j) bzw.

a #a; flri=j.

Eine Menge A ist von der Michtigkeit unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
f : B — A zwischen ciner echten Teilmenge B — A und A gibt.

Eine Menge heilit abzédhlbar, wenn sie entweder endlich oder gleichméchtig zu den natiirli-
chen Zahlen ist. Eine unendliche Menge, die nicht abzéhlbar ist, heif}t iiberabzihlbar.

Satz 2.2-5:

(i) Es gibt eine bijektive Abbildung h, :N — Z, und es gibt eine bijektive Abbil-
dung h, :N— Q. Die Mengen N, Z und Q sind daher abzéhlbar.

(i) Die Menge N der natiirlichen Zahlen lésst sich nicht auf die Menge R der reellen
Zahlen bijektiv abbilden. Die Menge R ist daher iiberabzéhlbar.

Fiir Satz 2.2-5 (i) sind zwei bijektive Abbildungen h, : N — Z und h, : N — Q anzugeben.

Die bijektive Abbildung h, : N — Z wird definiert durch

N - Z
h,: { -n/2  fallsn geradeist

(n+1)/2 falls n ungerade ist
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Einige Werte dieser Abbildung sind

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

hoy| o | 1 -1 2 -213-3]47]-4]57-5]T%5

Die bijektive Abbildung h, :N— Q wird in zwei Schritten konstruiert. Zunéchst wird eine
bijektive Abbildung f,:N—Q., angegeben, die dann zu einer bijektiven Abbildung
hy : N — Q erweitert wird:

Die rationalen Zahlen Q_, = { £| reN,undteN_ } kann man sich in ein unendliches

Zahlenschema eingetragen denken, das aus Zeilen und Spalten besteht. In der ersten Zeile ste-
hen alle Zahlen 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, ... ; die zweite Zeile enthdlt 2/1, 2/2, 2/3, 2/4, ...; die i-

te Zeile enthélt i/1, i/2, i/3, i/4, ... Dann steht die Zahl % in der r-ten Zeile und t-ten Spal-
te. Dieses Zahlenschema wird durchnumeriert: 1/1 erhilt die Nummer 1 (1/1 ist die einzige

rationale Zahl % € Q., mit r+t=2). Dann kommen alle Zahlen % € Q., mit r+t=3, nach

aufsteigenden Zahlern geordnet (das sind 1/2 und 2/1). AnschlieBend kommen alle %e Q.,

mit r+t =4, nach aufsteigenden Zahlern geordnet (das sind 1/3, 2/2und 3/1) usw. Die fol-

gende Tabelle zeigt einige kleine rationale Zahlen mit ihren Nummern.

m r/ftmit r>1,t>1und r+t=m | Anzahl Nummern
2 |1 E

3 |12 21 2 |23

4 |13 22 31 3 456

5 Y4 2/3 32 4/ 4 78910

6 |15 2/4 3/3 42 51 5 |11 12 13 14 15

Es gibt genau m—1 rationale Zahlen % €Q., mit r+t=m, nidmlich 1/(m-1), 2/(m-2),

3/(m=3), ..., (m=1)/1. Vor diesem ,,Block* von Zahlen liegen alle Zahlen Ye Q_, mit
v

u>1l,v>lund u+v=i mit 2 <i<m-1. Daher bekommt 1/(m—1) die Nummer

E(i—l)ﬂ:miiﬂz—(m_l)'(m_z)ﬂ.

i=2 i=1 2
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Die Zahl k/(m—k) fiir k =1,....m—1 bekommt die Nummer W+ k, d.h. die na-

tirlichen Zahlen

0n—1)0n—2)+1’0n—1)0n—2)+2,”q(m—&)ﬁn—2)+nr_1:(m—1)n1
2 2 2

. . r .
numerieren die Zahlen T €Q., mit r+t=m.

Die Abbildung f, :N— Q., wird nun wie folgt definiert:

f,(0)=0.
Fiir n> 0 gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl m e N_; mit (m —1)~2(m _2) <n< (m _21) m
Beispiel:
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

[CEIECESN B 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

(CEVEI B 1 3 6 10 | 15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55 | 66

Firn=17 st m=7,flir n=21 ist m=7, fiir n=22 ist m=8§.

Die Anzahl der Werte n mit (m — l)é(m _2) <n< (m _21) m betrdgt m—1.
Es wird
e on_(m=1)-(m=2) .
2
t=m-r
gesetzt. Da (m —1)~ (m —2) gerade ist und w <n gilt,ist r e N_,. Aulerdem ist

(m _1)'2(m _2) < (m _21) m_ (m _1)‘2(m _2) =m-1 und damitauch te N ;.

r=n-

Es wird fQ(n) durch
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fo (n) = { (in dieser ungekiirzten Darstellung)

definiert. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse f,, (n) fiir die m—1 Werte n mit

(m—D(m—2)<n<(m—an:

2 2
n m-Dm-2 | m-10)m-2 _ m-nm_ m-1)-m
2 2 2 2
r 1 2 .. m-2 m-1
t m-1 m-2 . 2 1
fo(n) 1/(m-1) 2/(m-2) (m-2)/2 (m-1)/1

Offensichtlich gilt fiir diese n jeweils fQ(n)=t£ mit I<r<m-1,1<t<m-1lund r+t=m.

Man kann zeigen, dass f,:N—Q,, bijektiv ist. Die gesuchte Bijektion h, : N — Q ergibt

sich zu
N - Q
he 1, —fo(n/2)  fallsn geradeist
fo((N+1)/2) falls n ungerade ist

Fiir Satz 2.2-5 (ii) wird angenommen, dass es eine bijektive Abbildungen h, :N — R gibt.

Diese Annahme muss auf einen Widerspruch fithren. Da dieses Vorgehen eine ,.klassische*
Beweismethode auch besonders der Theoretischen Informatik ist und auch in die populédrwis-
senschaftliche mathematische Literatur Eingang gefunden hat, soll die Beweisidee hier skiz-

ziert werden:

Es seien n, <n, <n, <... diejenigen n, € N, fiir die hy(n,)e R mit 0 < hy(n,)<1 ist. Jedes

re R mit 0 <r <1 hat eine eindeutige Nummer n, und lautet in Dezimalschreibweise

r=0d, d, ,d, ;..

>¥n,—1%n

mit den Dezimalziffern dnwj € {0,1,2,3,4,5,6, 7,8,9 } Dabei ist 1=0,9... (siehe Kapitel
5.1).

Es wird eine reelle Zahl T mit 0 <T <1 durch folgende Vorschrift konstruiert:
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Die erste Dezimalziffer von T nach dem Komma lautet 9—d, _, (es wird aus der reellen Zahl

mit der Nummer n, die erste Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezo-

gen; dadurch entsteht wieder eine Ziffer zwischen 0 und 9); esist 9—-d, , #d, . Die zweite
Dezimalziffer von T nach dem Komma lautet 9—d, _, (es wird aus der reellen Zahl mit der

Nummer n, die zweite Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezogen); es

ist 9-d, ,#d, ,. Allgemein: die j-te Dezimalziffer von Tnach dem Komma lautet

9—dnj_j;es ist 9—dnj_j ;tdnj_j.

Da T eine reelle Zahl mit 0 <T <1 ist und hy als bijektiv angenommen wurde, gibt es einen
Wert n, € N mit hy (nk ) =T (T ist die reelle Zahl mit der Nummer n, ):

r=0d, d

> -1

d d

nk’_z nk’_3 ces nk,—k ces

Die k-te Dezimalziffer von T nach dem Komma ist d, . Nach Konstruktion von T lautet
die k-te Dezimalziffer von I nach dem Komma jedoch 9—d, ,undesist 9-d, , #d, .

Daher kann es keinen Wert n, € N mit h, (nk ) =T geben, und die Annahme der Existenz ei-

ner bijektiven Abbildung h, : N — R ist falsch.
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In diesem Kapitel werden einige fiir die Informatik grundlegende und wichtige Themen der
elementaren Zahlentheorie behandelt. Neben der Tatsache, dass sie zum mathematischen Ba-
siswissen in jeder Disziplin gehoren, haben diese Themen in den letzten Jahren insbesondere
in der Kryptologie zunehmende Bedeutung erlangt.

3.1 Primzahlen

Es seien a€ Z und b € Z ganze Zahlen mit b = 0. Die Zahl a heifit durch b teilbar (b teilt
a), geschrieben b|a, wennesein d e Z gibtmit a=d-b.

Der folgende Satz fiihrt einige wichtige Teilbarkeitsregeln ganzer Zahlen auf und lésst sich
durch Zurtickfiihren auf obige Definition leicht verifizieren:

Satz 3.1-1:
(i) Gilt c|b und b|a, so gilt auch c|a.
(i) Gilt b;|a, und b, |a,, so giltauch bb, |aa,.
(iii) Gilt b|a, und b|a,, so gilt fiir jedes x € Z und fiir jedes y € Z: b| (Xal + yaz).

(iv) Giltb|a und alb,soista=b oder a=-b.

Bemerkung: Da trivialerweise immer ala gilt, definiert wegen Satz 3.1-1 (i) und (iv) die
durch

” (n, m) € R genau dann, wenn n|m gilt*

definierte Relation eine partielle Ordnungsrelation (siche Kapitel 1.4) auf
NxN.

Eine wichtige Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist die Menge P der Primzahlen:
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P= { p| p € N, p = 2,und die einzigen Teiler von p sindlund p }
={2,3,57,11,13,17,19, 23,29, 31, ... }.

Der folgende Satz zeigt, dass die Primzahlen als Grundbausteine der natiirlichen Zahlen und
damit des gesamten Zahlensystems angesehen werden konnen.

Satz 3.1-2:

Jedes n e N lésst sich in ein Produkt aus Primzahlpotenzen zerlegen, d.h.

€

n=p-py Py

mit Primzahlen p,, p,, ..., P, und natiirlichen Zahlen e >1, e, 21, ..., e, 21. Diese

Zerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Primzahlpotenzen) eindeutig.

Beispielsweise ist 600 =2° 3 - 57,

Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften von Primzahlen zusammen:

Satz 3.1-3:
(1)  Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(i) Es gibt beliebig grofle Abstinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen.

(ii1)) Es gibt unendlich viele Paare (p, p+ 2), die beide Primzahlen sind (Primzahl-

zwillinge)
(iv) Ist 2" +1 eine Primzahl, so ist n eine Zweierpotenz.

(v) Ist 2" —1 eine Primzahl, so ist n eine Primzahl.

In der Praxis der Kryptographie werden stindig grof8e Primzahlen bendtigt (mit einer Stellen-
zahl von mehr als 150 Dezimalstellen). Dabei sind neben Primzahlen, deren Ziffernfolgen

keinen festen GesetzméaBigkeiten unterliegen, Primzahlen der Form 2" +1 und 2" —1 beson-

ders interessant. Diese haben ndmlich eine sehr einfache Bindrdarstellung (2" +1=1 0..01,
(n—l}mal
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2"—1= 1...1). Wegen Satz 3.1-3 (iv) kann man die Suche nach sehr groien Primzahlen der

n—mal

Form 2" +1 auf diejenigen n beschrianken, die die Form n=2" haben, d.h. auf Zahlen der

Form 2" +1=2% +1. Zahlen der Form 2" +1 heifien Fermat-Zahlen. Beispielsweise sind
die Fermat-Zahlen

27 41=3,2" +1=5, 2" +1=17, 2* +1=257, 2* +1=65.537

Primzahlen. Nicht jede Fermat-Zahl ist jedoch eine Primzahl, wie das Beispiel

27 41=641-6700417
zeigt.

Satz 3.1-1(v) sagt nicht, dass jede Zahl der Form 2" —1 mit einer Primzahl p selbst Primzahl

ist. Die Zahlen der Form 2" —1 mit einer Primzahl p heiflen Mersenne-Zahlen. Nicht jede
Mersenne-Zahl ist Primzahl. Beispielsweise sind die Zahlen

2°-1=3,2-1=7,2°-1=31,2"-1=127, 2" -1=8191

Primzahlen, nicht aber 2'' —1=2047 = 23-89. Die bisher bekannten groften Primzahlen sind
Mersenne-Zahlen (1998 stand der Rekord bei 2°%'*"7 —1, 2001 bei 2"*°"" —1, eine Zahl

mit 4.053.946 Dezimalstellen, und im Februar 2005 bei 22°%%' —1, eine Zahl mit 7.816.230
Dezimalstellen).

Einer der wichtigsten Séitze der Zahlentheorie beschreibt die Anzahl der Primzahlen unterhalb
einer vorgegebenen Grenze X:

Es sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen, die < x sind, d.h. z(x)=>"1.

peP
p<x

Mit p, werde die n-te Primzahl bezeichnet: p, =2, p, =3, p, =35, ...
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Satz 3.1-4:

@)  Esgilt im 22 g g1 20~ X
X X In(x)

(fiir groBBe X).

(i) Fiir x> 67 ist In(x) - 3 < E‘X) <In(x)- 1.
T

(i) Fiir n>20 ist n-(ln(n)+1n(1n(n))—%)< P, < n-(ln(n)+1n(ln(n))— %)

Auf der Grundlage dieser Sitze lasst sich ein sehr effizientes Verfahren zur Erzeugung von
(groBlen) Zahlen angeben, die mit beliebig groer Wahrscheinlichkeit Primzahlen sind. Dabei
wird in Kauf genommen, dass das Verfahren eine Zahl eventuell als Primzahl einstuft, die
keine Primzahl ist. Die Fehlerwahrscheinlichkeit dieser falschen Entscheidung kann jedoch
auf einfache Weise beliebig klein gehalten werden. Man spricht hier von einem probabilisti-
schen Verfahren (nach dem Monte-Carlo-Prinzip).

3.2 Modulare Artihmetik

Es sei n e N eine natiirliche Zahl mit n > 1. Auf den ganzen Zahlen Z wird durch die folgen-
de Festlegung eine Relation = definiert:

Die Zahlen a € Z und b € Z heiflen kongruent modulo n, geschrieben

a=b(modn)

genau dann, wenn gilt: die Zahl n teilt a—b.

Anders ausgedriickt: a=b (mod n) gilt genau dann, wenn es ein Kk € Z mit a—b =k -n gibt.
Beispielsweise gilt

21=0(mod7), 22=I(mod7), 23=2(mod7), 24=3(mod7), 25=4(mod7),
26=5(mod7), 27 =6 (mod 7),
28=0(mod7), 28=21(mod7),
29=1(mod7), 29=22(mod 7).
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Satz 3.2-1:

Es sei ne N eine natiirliche Zahl mit n >1. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation
auf den ganzen Zahlen Z, d.h. es gilt:

(i) a=a(modn) fiir jedes a e Z
(i) Aus a=b(modn) folgt b=a(modn)

(iii) Aus a=b(modn) und b =c(modn) folgt a=c(modn).

Fiir a e Zbezeichnet [a], = {b| beZ unda=b(modn) } die zu a gehorende Restklasse
(mod n).

Beispielsweise ist

3}

{3,10,17,24,31,... ju{-4,-11,-18,-25,... }
{m|esgibtkeZmitm:k-7+3}.

Allgemein ist fiir a € Z

[a], :{b|beZ undazb(modn)}
:{b|esgibtkeZmitm:k-n+a}.

Satz 3.2-2:
Es sei n e N eine natiirliche Zahl mit n > 1. Dann gilt:

(i)  Es gilt a=b(modn) genau dann, wenn [a], =[b], ist.

(i) Jeweils zwei Restklassen [a], und [b], sind entweder gleich oder disjunkt.

(i11) Es gibt genau n disjunkte Restklassen modulo n, nédmlich [O]n, [l]n, [2]n, .

n-1
[n—1],, und es gilt U[a]n =7.

a=0
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Jede Restklasse [a], besteht aus unendlich vielen Elementen, ni@mlich aus allen Elementen
der Form k-n+a mit k € Z. Fiir ein festes k € Z sind (wegen Satz 3.2-2 (i)) die Restklassen
[a], und [k-n+a], gleich, d.h. jede Zahl der Form (k-n+a)e[a], reprisentiert die Restklas-

se [a],. Man kann daher in jeder Restklasse [a], eine Zahl a' mit folgenden Eigenschaften (i)
und (i1) finden:

(i) 0<a'<n
(i) a'=a(modn),dh. [a'], =][a]

n -

Fiir positives a € Z erhélt man dieses Element @’ beispielsweise dadurch, dass man von a so
lange den Wert n abzieht, bis die Bedingung 0 <a’ < n erfiillt ist. Fiir negatives a € Z wird
der Wert n sukzessive addiert. Dieser kleinste Wert 2" mit 0 <a'<n heiit Rest bei der
ganzzahligen Division von a durch n und wird mit

amodn

bezeichnet.

Beispielsweise ist wegen 3=45-7-7-7-7-7—7: 45mod7 =3 und [45], =[3], und
5=-16+7+7+7: -16mod7 =5 und [-16], =[5],.

Es gilt also:

0<(amodn)<n-1 und [(amodn)], =[a]

n *

Fiir positives a € Z ist nach Konstruktion (a modn)=a- |_a/ nJ- n;

fiir negatives a € Z ist (amodn)=a+|a/n|-n.

Beispiele:

(21mod7)=0, (28 mod7)=0,
(22mod7)=1, (29mod7)=1,
(27mod7)=6, (6mod7)=6, (~1mod7)=6.
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Fiir zwei Restklassen [a], und [b], gilt:

Sind a, €[a], und a, €[a], bzw. b, €[b], und b, [b],, dann ist
a, +b =a,+b,=a+b(modn), dh. [a, +b ] =[a,+b,] =[a+b],.

Entsprechend gilt a,-b, =a, -b, =a-b (modn).

Daher kann man auf eindeutige Weise arithmetische Operationen auf den Restklassen
(modulo n) definieren:

[a], +, [o], =[a+b], und [a], -, [b], =[a-b],.

Man nimmt also aus jeder Restklasse [a], bzw. [b], ein beliebiges Element a, €[a], bzw.
b, €[b], und bildet [a, +b,] =[a+b],. Entsprechendes gilt fiir die Multiplikation. Insbeson-

dere folgt hieraus:

Satz 3.2-3:

(i) (amodn)+(bmodn)=(a+b)modn,
[a], +, [b], =[(a+b)modn];.

(i) (amodn)-(bmodn)=(a-b)modn,
[a], -, [o], =[(a-b)modn], .

(iii) b-(amodn)=(a-b)modn.

Beispiele:

3], +, [6], =[B3+6)mod 7], =[2],,
3], [s}, =[3-5)mod 7], = [1],,
[3]7 12 [4]12 = [(3-4)m0d12]12 = [0]12 .

Mit Z/nZ wird die Menge {[0],,[1],,....[n=1],} bezeichnet. Haufig findet man auch die Be-
zeichnung Z/nZ ={0,1,...,n—1} und meint damit die Restklassen modulo n. Zusammen mit

den oben definierten artihmetischen Operationen auf Restklassen weist die endliche Menge

Z/nZ sehr dhnliche Eigenschaften zu der unendlichen Menge Z auf:
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Satz 3.2-4:

(Z/nZ,+,,-,) bildet einen kommutativen Ring mit 1. Das neutrale Element der Additi-
on ist [0}, ={ala=k-nmitkeZ}, das neutrale Element der Multiplikation ist
[, ={ala=k-n+1mitk € Z }. Das beziiglich der Addition +, inverse Element zur

Restklasse [a], ist die Restklasse —[a], =[-a], =[n—a],.

Eine Restklasse [a], besitzt beziiglich der Multiplikation -, genau dann ein inverses E-

-1
n o

lement [a] wenn ggT(a,n)=1 ist (zur Definition von ggT(a,n) und zur Bestim-

mung der inversen Restklasse in diesem Fall siehe Kapitel 3.3).

Beispiele:
Die Additions- und Multiplikationstabellen von

(Z/7Z, RETN ) = ({ [0]7, [l]w [2]7, [3]7’ [4]7’ [5]7’ [6]7 }’ BED '7)

lauten (statt [a]7 wird zur Vereinfachung a geschrieben):

+ 101213456 11213 14]15]6
010|123 4|5]6 111123 (4(|5]6
111121345610 2121461 [3]5
21213456 |0]1 313162514
313456 [0]1]2 414|152 ]6]|3
4145|610 1]2]|3 51513 ]1]|6|4]2
51516 (0|12 ]3]4 61654 ]3|2]1
616012 3]4]5

In (Z/7Z,+,,-,) ist das inverse Element beziiglich der Addition zum Element [3], das Ele-
ment — [3]7 = [4]7 und das inverse Element beziiglich der Multiplikation zum Element [3]7 das

Element [3],' =[5],.

Die Additions- und Multiplikationstabellen von (Z/12Z, +,,,-,) lauten (statt [a],, wird zur

Vereinfachung wieder a geschrieben):
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ol 1123456 7]8]9]10]11
ofo[1[2]3[4[5[6]7]8]9]10]11
t{tr[2]3]4[s5]e[7]8]ofw0f11]0
223 456|789 ]t0f11[0]1
3345678910110 ]1]2
alals[e6|7][8]oft0f1t|o]1]2]3
sslel7]s8[ofofti[of[1]2]3]4
6 [6|7[s]ofoftifo[1][2]3]4]s
7778 oftofti[o[1[2]3]4]5]e6
g|slofwoluifo[1][2]3]4]5]6]7
olofwoftifo[1[2]3]4]5][6]7]8
wftoftifo[1[2]3]4]5]6|7]8]9
o[t [2][3[4[5][6]7]8]9]10
Ll tl2]3[4[5[6]7]8]9[10]11
[t 234567891011
2246 8]10[0][2]4]6]8]10
3 3lelolol3][6][9]0]3]6]9
alal8[ofa[8]oa]s8]04]38
s slwl[3][s|1]ef1i[4]9o]2]7
6|6]ole6|o[6[0][6][0]6]0]6
71712946183 ]10]5
g|s|4lo|s8|40][8][4]0]8]4
olole6[3]0][9][6[3][0]9]6]3
o108 6 [4[2]0]10]8]6]4]2
ool s[7]els[4[3]2]1

In (Z/12Z,+,,,-,) hat das Element [3], wegen [3],-,[4], =[(3-4)mod12], =[0], kein in-

verses Element beziiglich der Multiplikation.

3.3 Der Euklidische Algorithmus

Es seien ae€ Z und b € Z . Besitzt d € Z die Eigenschaften d |a und d|b, dann heif3it d ge-

meinsamer Teiler von a und b. Besitzt jeder gemeinsame Teiler ¢ von a und b die Eigen-
schaft c|d, dann heif3t d groBiter gemeinsamer Teiler von a und b und wird mit ggT (a,b)

bezeichnet.
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Zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen a € Z und b € Z konnte
man diese gemif Satz 3.1-2 in ihre Primfaktoren zerlegen und alle gemeinsamen Primfakto-

ren in ihrer gemeinsamen Vielfachheit herausziehen. Beispielsweise ist 792 =2°-3*-11und
84=2%.3.7, d.h. ggT(792,84)=27-3=12. Dieses Verfahren (Schulmethode) ist hochstens

fiir kleine Zahlen praktisch einsetzbar; denn fiir groBe Zahlen (in der Praxis mit mehr als 100
Dezimalstellen) stofft man auf Effizienzgrenzen. Als duBerst effizient zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen hat sich der Euklidische Algorithmus
erwiesen (Euklid, um 325 v. Chr.). Dieses Verfahren geht lduft folgendermaf3en ab:

Fiir die beiden Zahlen a € Z und b € Zkann a >b angenommen werden. Da es bei der Be-
stimmung von Teilern nicht auf das Vorzeichen ankommt, kann weiterhin b >0 angenom-

men werden, so dass insgesamt a >b >0 ist. Es werden ganze Zahlen m; und r, bestimmt

mit
a=m-b+r und 0<r, <b.
Durch die Festlegung 0<r <b sind m, und r, eindeutig bestimmt: r, =amodb und

m, = \_%j Fir r, =0 endet das Verfahren hier, und es ist ggT(a,b) =b. Ansonsten werden

ganze Zahlen m, und r, bestimmt mit
b=m,-r+r,und 0<r, <1,

Man sieht, dass b die Rolle von a und r, die Rolle von b iibernimmt. Wieder sind durch die
Festlegung 0 <r, <r, die Werte m, und r, eindeutig bestimmt. Fiir r, =0 endet das Verfah-
ren hier, und es ist ggT(a,b) =r; (das muss man natiirlich mathematisch beweisen). Ansons-

ten werden ganze Zahlen m, und r; bestimmt mit
L=my;-nL+rnund 0<r,<r,.

Man sieht, dass r, die Rolle von b und r, die Rolle von r, iibernimmt. Das Verfahren wird so
lange fortgesetzt, bis zum ersten Mal der Rest r, =0 entsteht. Insgesamt lassen sich die ein-

zelnen Schritte wie folgt zusammenfassen:
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Man bestimmt ganze Zahlen m, und r; mit
Man bestimmt ganze Zahlen m, und r, mit
Man bestimmt ganze Zahlen m, und r; mit

usw.

Man bestimmt ganze Zahlen m, und r, mit

Fortsetzung des Verfahrens, bis

a=m-b+r und 0<r, <b.
b=m,-r+r,und O<r, <.

L=my-r+rnund 0<r,<r,.

ro=m-r_ +r und O<r <r_,.

r,=m., -r,+0 gilt.

n+l1

Esgilt b>r>r,>..>r _, >r >0, dh. die Reste r,r,,...,r, werden immer kleiner, so dass

das Verfahren abbricht.

Satz 3.3-1:

Das beschriebene Verfahren bestimmt den grofften gemeinsamen Teiler zweier ganzer
Zahlen a€ Z und b € Z mit b # 0, und zwar gilt

99T (a,b) =r,,

d.h. der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist der letzte von 0 verschiedene Rest.

Die folgende PASCAL-Funktion ggT ist eine Implementierung des Verfahrens; sie bestimmt
den grofiten gemeinsamen Teiler der als Parameter {ibergebenen ganzen Zahlen a und b. Die
Anzahl der von ihm ausgefiihrten arithmetischen Operationen ist proportional zur Lénge der

Zahlendarstellung von a und b.
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FUNCTION ggT (a : INTEGER; b : INTEGER) : INTEGER;

VAR r - INTEGER;
S :© INTEGER;
t : INTEGER;
m - INTEGER;

BEGIN { ggT }
r := b;
s 1= aj;

WHILE r <> 0 DO

BEGIN
{ t und s aus der vorherigen lteration neu besetzen }
t = s;
S I=r;
{bildet= m*s +r}
m = t DIV s;
r :=t - m*s
END;

{ der grolte gemeinsame Teiler ist der letzte von O
verschiedene Rest 3}

ggT :=s

END  { gdT }:

Beispiele:

a: 28 a: 198 a: 84

b: 15 b: 84 b: 198
t = m * s + r t = m * s + r t = m * s + r
28 = 1* 15 + 13 198 = 2* 84 + 30 84 = 0 * 198 + 84
15 = 1* 13 + 2 84 = 2* 30+ 24 198 = 2* 84 + 30
13 = 6 * 2 + 1 30 = 1* 24 + 6 84 = 2 * 30+ 24
2 = 2 * 1+ 0 24 = 4 * 6 + 0 30 = 1* 24 + 6
24 = 4 * 6 + 0

ggT (28, 15) = 1 ggT (198, 84 ) = 6

ggT ( 84, 198 ) = 6

Das obige Zahlenschema (eine typische Zeile i ist hinzugefiigt)

a=m;-b+r und O0<r <b, Zeile 1
b=m,-r+r,und O<r, <1, Zeile 2

r=m,-r,+nund O0<r,<r,, Zeile 3
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r,=m-r +rund O<r.<r_, Zeile i
r,=m-r_ +r und O<r <r_,, Zeile n
I’I’l—l = mn+1 ' I’n +0 ) Zeile n+1

99T (a,b) =r,

mit I, =amodb ergibt unmittelbar den

Satz 3.3-2:

Fiir zwei Zahlen a€Z und be Z ist ggT(a,b) = a firb =0 .
ggT(b,amodb) firb=0

Lost man in dem Zahlenschema die Zeilen i fiir i =1,...,n nach r; auf, so lassen sich ganze

Zahlen a,...,a, und b,,...,b, definieren, fiir die gilt:

Zeile 1: rn=a-m:-b

=1-a+(-m,)-b

=a,-a+b b mit 8 =1, b =-m,.
Zeile 2: r,L=b-m,-r,

=b-m,-(a-m,-b)

=-m,-a+(1+m,-m,)-b
=a,-a+b,-b mit a, =-m,, b, =1+m,-m,.

Angenommen, in allen Zeilen | =1,...,i—1 lieBe sich der jeweilige Rest I, in der Form
n=a-a+h-b
schreiben. Dann geht das auch in Zeile i:

Zeile i: L=r,—m-r

=a,-a+b,-b-m, '(ai—l -a+h, ‘b)
:(ai—z_mi 'ai—l)'a+(bi—2_mi 'bi—l)'b

=a -a+b b mit 8 =a,_,-m.-a_, b =b ,-m b .

Insbesondere
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Zeile n: ggT(a,b)=r =a,-a+b,-b.

Die Folgen a,,...,a, und b,...,b, werden also rekursiv definiert durch:

a,=1,a,=0,a=a,-m-a, firi=L..n
b,=0,b,=1,b=b,-m-b furi=1..n.

Die Berechnung dieser beiden Folgen kann in den Euklidischen Algorithmus direkt eingebaut
werden. Die PASCAL-Funktion ggt wird erweitert zur Funktion invers (die Wahl des Pro-
zedurbezeichners ergibt sich aus den anschlieBenden Bemerkungen zu Satz 3.3-5).
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PROCEDURE invers (a : LONGINT; b : LONGINT;
VAR a_inv : LONGINT;
VAR b_inv : LONGINT;
VAR ggt : LONGINT);

{ die Funktion berechnet zu a und b ganze

Zahlen a_inv

VAR

lmlm S = 0=

O T

BEGIN
r = Db
s = a
amin 2 :=1
amin_1 := 0;
b min 2 :=0
b min 1 :=1

WHILE r <> 0 DO
BEGIN

und b_inv mit a*a_inv + b*b_inv = ggT(a, b) }

- LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
: LONGINT;
- LONGINT;

{ t und s aus der vorigen lteration neu besetzen }

t 1= s;
S I=r;

{ bilde t =
m : DIV
r

- m*

=
~ =~ Q

store i=
a min_2 :
amin_1 :
store

b min 2 :
b min_1 :
END;

m*s+r}
S;
S;

a min_2;
a min_1;
store - m * a min_1;
b_min_2;
b min_1;
store - m * b min_1

{ der ggT (a, m) ist der letzte von O verschiedene Rest,

d. h. der gegenwartige Wert von s

ggT = s;
a inv = am
b inv := b m

END { invers };

n_2;
in 2

}
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Satz 3.3-3:

Zu zwei Zahlen ae Z und b e Z gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a’'€Z und b'e Z
mit

a-a'+b-b"=g9gT(a,b).

Die Zahlen a' und b’ lassen sich mit der PASCAL-Funktion invers, einer Erweite-
rung des Euklidischen Algorithmus, bestimmen.

Der folgende Satz stellt einige wichtige Eigenschaften des ggT zusammen:

Satz 3.3-4:

(i) Essei d=ggT(a,b). Dann gibt es Zahlen a,€Z und b, €Z mit a=d-a, und
b=d-b, und ggT(a,,b)=1.

(i) Es gilt ggT(a,b)=1 genau dann, wenn es Zahlen Xe€Z und yeZ gibt mit
a-x+b-y=1.

(iii) Essei ggT(a,b)=1. Falls a das Produkt b-c teilt, dann teilt a diec Zahl c.

(iv) Essei ggT(a,b)=1. Falls a die Zahl c teilt und b die Zahl c teilt, dann teilt a-b
die Zahl c.

In vielen Anwendungen spielen lineare Kongruenzen eine wichtige Rolle. Dabei handelt es
sich um Gleichungen der Form a-x=Db(modn), wobei a und b vorgegebene ganze Zahlen
sind und n > 1eine natiirliche Zahl ist. Gesucht wird nach einer ganzzahligen Losung X. Die
folgenden Sitze sagen aus, wann eine lineare Kongruenz losbar ist. In diesem Fall lassen sich

die Losungen mit Hilfe der angegebenen Prozedur invers, d.h. im wesentlichen mit Hilfe
des Euklidischen Algorithmus bestimmen.
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Satz 3.3-5:
Essei ggT(a,n)=1.

Dann hat die lineare Kongruenz a- X = b (mod n) eine Losung. Alle Losungen sind kon-
gruent modulo n. Man sagt daher, dass die lineare Kongruenz a-x =b (modn)in die-

sem Fall genau eine Losung modulo n besitzt.

Nach Satz 3.3-3 lassen sich zu a und n mit der Prozedur invers Zahlen a' und n' finden,
fiir die a-a’+n-n"=ggT(a,n)=1 gilt. Die gesuchte Losung lautet dann x=a’-b(modn).

Diese Losung ist modulo n eindeutig.

In Satz 3.2-4 wird behauptet, dass eine Restklasse [a]n genau dann ein beziiglich der Multi-

plikation -, inverses Element [a];1 besitzt, wenn ¢ggT (a,n)=1 gilt. Dazu bestimmt man wie

oben die Zahlen &' und n" mit a-a’+n-n"=ggT(a,n)=1. Wegen a-a’'=1(modn) gilt

[a-a'], =[a], -, [a'], =[1], . Daher kann man [a]' =[a’], = [a' mod n], setzen.

Eine Verallgemeinerung von Satz 3.3-5 ist der folgende Satz.

Satz 3.3-6:

Es sei ggT(a,n)=d . Dann hat die lineare Kongruenz a-Xx =b (mod n) genau dann L&-

sungen, wenn d ein Teiler von b ist.

Ist d ein Teiler von b, so gilt b=d -b, mit einer ganzen Zahl b,. Alle Lésungen der linearen

Kongruenz a-x=b(modn) erhélt man folgendermal3en:

Nach Satz 3.3-4 (i) gibt es Zahlen a,€Z und n,eZ mit a=d-a, und n=d-n, und
99T (a,,n,)=1. Nach Satz 3.3-5 wird die modulo n, eindeutige Losung Yy der linearen Kon-
gruenz a,-y=Db, (modn,) bestimmt. Alle Losungen (es sind genau d viele) der linearen

Kongruenz a-x=b (modn) lauten dann:

Y, Y40, y+2-n, .., y+(d-1)n,.
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3.4 Weitere ausgewiihlte Ergebnisse der elementaren Zahlentheorie

Die Eulersche ¢-Funktion (phi-Funktion) wird fiir jede natiirliche Zahl n>1 definiert

durch die Anzahl der natiirlichen Zahlen a zwischen 1 und n (einschlieBlich) mit
ggT(a,n)=1, d.h.

fm= 1.

1<a<n,
99T (a.n)=1

Satz 3.4-1:

(1) Ist p eine Primzahl, dann ist ¢(p)= p—1. Gilt umgekehrt #(n)=n—1, dann ist n

eine Primzahl.
(ii) Ist p eine Primzahl, dann ist ¢(p*) = p* —p*".

(iii) Fiir natiirliche Zahlen n und m mit ggT(n,m) =1 ist ¢(n-m)=g(n)-p(m).

iv) ¢m=n-]] (1—%).

p teiltn

Der folgende Satz (Satz von Euler) ist wichtig fiir die Korrektheit des Public Key Encryption-
Verfahrens RSA:

Satz 3.4-2:
Es seien a und n natiirliche Zahlen mit ggT(a,n)=1. Dann ist a’"™ =1(modn).
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Der folgende Satz (Satz von Fermat) ist ein Spezialfall von Satz 3.4-2:

Satz 3.4-3:

(1) Es sei a eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl mit ggT(a,p)=1. Dann ist

a” =1(mod p).

(i) Es sei a eine natiirliche Zahl und n eine ungerade natiirliche Zahl mit
ggT(a,n) =1. Gilt nicht a"" =1(mod n), dann ist n keine Primzahl.

Mit Satz 3.3-5 wurde das zu einer Restklasse [a], beziiglich der Multiplikation - inverse E-

lement [a];l bestimmt, falls ggT (a,n)=1 gilt. Nach Satz 3.4-2 gilt (bei ggT(a,n)=1):
a-a’™"' =a’™ =1(modn). Daherist [a]' = [a”“”)*1 ]n . Dieses Ergebnis fiihrt (in Erweiterung
von Satz 3.3-5) auf

Satz 3.4-4:

Es sei ggT(a,n)=1. Dann hat die linecare Kongruenz a-x =b (modn) genau eine Lo-
sung modulo n, nimlich x = [b-a""”“ ]n, d.h. fiir alle Losungen X der linearen Kon-

gruenz a-X =b (modn)gilt x=b-a’™" (modn).

3.5 Anwendung in der Kryptologie

Die folgende Abbildung zeigt das grundlegende Szenario, in dem kryptographische Verfahren
zur Datenverschliisselung und —entschliisselung eingesetzt werden.

Vertrauliche Daten werden von einem Sender A zu einem Empfinger B gesandt. Fragen der
korrekten Dateniibertragung sollen in diesem Zusammenhang ausgeklammert werden. Es soll
lediglich garantiert werden, dass ein unberechtigter Dritter, der die Daten withrend der Uber-
tragungsphase eventuell mithdrt, diese inhaltlich nicht interpretieren kann. Dieser ,,Angreifer*
auf das Ubertragungssystem wird als Kryptoanalytiker bezeichnet; seine Titigkeit heifit
Kryptoanalyse. Zum Schutz werden die Daten vor ihrer Ubertragung vom Sender verschliis-
selt. Die unverschliisselten Daten werden als Klartext bezeichnet, die verschliisselten Daten
als Schliisseltext (Chiffretext). Der Schliisseltext wird zum Empfianger gesendet und dort
von diesem entschliisselt, so dass er wieder den Klartext erhdlt. Zwischen Sender und Emp-




80 3 Ausgewihlte Themen der elementaren Zahlentheorie

fanger sind also Absprachen iiber das verwendete Verschliisselungs- und Entschliisselungs-
verfahren notwendig.

A B |

\ // Nachrichten H //
S -
Schlissel KAB Schliissel KAB

i :

Schllsseltext

Klartext yerschliisselung Entschliisselung [Klartext

E(,. D(., .

X ) » y = E(x, }s-\B) o ) X
A 4 / B

( Kryptoanalytiker )

\\ - ’//
Schiissel Ky Schiiissel K,
Schllssel KAC Schlllssel KBC
Verschliisselung Entschllsselung
A ) D(., ) B

Entschllsselung C
D(,.)

N

Schltssel KAC

Schlussel KBC

Abbildung: Datenverschliisselung und -entschliisselung

Die im folgenden beschriebenen Verfahren zur Verschliisselung und Entschliisselung von Da-
ten zwischen einem Sender A und einem Empfianger B bestehen formal aus mehreren Teilen:

1.  Mit dem Verschliisselungsalgorithmus E (encryption, Verschliisselung) verschliisselt
der Sender A Klartexte. Der Verschliisselungsalgorithmus E hat zwei Eingabeparameter,
ndmlich einen Klartext X und einen Schliissel (key) K,z , mit dem alle Klartexte, die

von A nach B laufen, verschliisselt werden. Fiir eine Kommunikationsbeziehung von A




3.5 Anwendung in der Kryptologie 81

an einen Empfanger C mit C # B wird ein Schliissel K,. # K,g, aber derselbe Ver-

schliisselungsalgorithmus E verwendet.
Der aus einem Klartext X entstehende Schliisseltext ist y = E(X, Kas )

Beim Empfanger B ankommende Schliisseltexte werden von ihm mit Hilfe des
Entschliisselungsalgorithmus D (decryption, Entschliisselung) entschliisselt. Der Ent-
schliisselungsalgorithmus D hat ebenfalls zwei Eingabeparameter, némlich einen

Schliisseltext y und einen Schliissel K g » Mit dem alle Nachrichten, die von A nach B
laufen, entschliisselt werden. Zwischen den Algorithmen E und D und den Schliisseln

K, und K, besteht die Beziehung
D(E(X, Kug ) R g )= X,

d.h. der gesendete Klartext kann aus dem empfangenen Schliisseltext bei korrekter
Verwendung der Verfahren wieder gewonnen werden. Der Sender A muss den vom

Empféinger B eingesetzten Schliissel K A zum Entschliisseln eines Schliisseltextes nicht

notwendigerweise kennen.

Das Schliisselpaar (K AB> K AB) wird fiir die Ver- bzw. Entschliisselung aller Klartexte

verwendet, die von A nach B laufen. Fiir die umgekehrte Kommunikationsrichtung ist
eventuell ein anderes Schliisselpaar erforderlich ebenso fiir die Kommunikation zwi-
schen anderen Teilnehmern.

Einige grundlegende Anforderungen an ein kryptographisches Verfahren sind:

(i)

(i)

Die Berechnung von y = E(X, K AB) aus X und K,; (Verschliisselung) muss vom Sen-
der auf einfache Weise, d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchfiihrbar sein.
AuBerdem sollte der Schliisseltext y = E(x, K .5 ) nicht wesentlich linger als der zuge-

horige Klartext X sein. Natiirlich wird dabei vorausgesetzt, dass der Sender {iber geeig-
nete Rechenkapazitét verfiigt.

Die Berechnung von X aus einer empfangenen Nachricht der Form y = E(x, K ;) mit

Hilfe von K A (Entschliisselung) muss vom Empfianger ebenfalls auf einfache Weise,

d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchfiihrbar sein. Auch hier wird voraus-
gesetzt, dass der Empfénger iiber geeignete Rechenkapazitit verfiigt.

(iii) Ohne Kenntnis des Schliissels K A zum Entschliisseln ist es ,,unmoglich®, aus

y =E(x, K,z ) auf den Klartext X zu schlieBen. Systematisches Probieren aller Werte,
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(iv)

die als eventuelle Schliissel K A 1n Frage kommen, ist mit einem derart grof3en algo-

rithmischen Aufwand verbunden, dass diese experimentelle Suche praktisch nicht
durchfiihrbar ist.

Die Verschliisselungs- bzw. Entschliisselungsalgorithmen E bzw. D sollten nicht ge-
heim gehalten werden. Abgesehen davon, dass eine Geheimhaltung wahrscheinlich nur
temporar moglich ist, wird durch eine Offenlegung von E und D erreicht, dass die Ver-
fahren mathematisch analysiert und eventuelle Schwachstellen aufgedeckt und behoben
werden konnen. Zusétzlich lésst sich eine korrekte Implementierung der Verfahren veri-
fizieren.

Die Angriffe durch einen unbefugten Kryptoanalytiker auf ein Verschliisselungsverfahren

lassen sich in verschiedene Gruppen einteilen:

Der Kryptoanalytiker versucht, aus der Kenntnis von y =E(x,K,;) den Klartext X zu

erhalten. Man nennt diesen Angriff Cipher-text-only-Attacke. Diese Form der Attacke
ist die schwierigste, denn im Normalfall hat man wenig Informationen dariiber, welchen
Inhalt der Klartext x aufweist. Gleichzeitig ist sie aber auch diejenige, die in der Praxis
am hadufigsten vorkommt. Ein anderes Ziel eines Kryptoanalytikers bei einer Cipher-

text-only-Attacke ist die Ermittlung des Schliissels K A zum Entschliisseln aus der

Kenntnis einer oder mehrerer verschliisselter Nachrichten. Damit kdnnen dann spitere
verschliisselte Texte entschliisselt werden.

Der Kryptoanalytiker kennt eine von ihm nicht beeinflulte Auswahl von Klartexten X,

..., X, mit den zugehdrigen Schliisseltexten E(x,, K AB), vy E(Xn, K AB) und versucht

daraus, das Schliisselpaar (K AB> K AB) abzuleiten. Man nennt diesen Angriff Known-

plaintext-Attacke. Eine derartige Attacke ist hdufig dann moglich, wenn sich Nach-
richten oder Teile davon wiederholen. Wenn Klartexte beispielsweise immer denselben
Brietkopf oder dieselbe Anrede verwenden, sind zumindest Teile eines Klartextes be-
kannt.

Der Kryptoanalytiker kann selbst eine Auswahl von Klartexten X,, ..., X, vorschlagen

und sieht die zugehorigen Schliisseltexte E(Xl, K g ), vy E(Xn, K. ) Er wihlt die Klar-

texte so, dass er daraus eventuell leicht auf das verwendete Schliisselpaar (K AB> K AB)

schlieBen kann. Man nennt diesen Angriff Chosen-plaintext-Attacke. Ein gutes kryp-
tographisches Verfahren muss gegen Chosen-plaintext-Attacke resistent sein.

Der Kryptoanalytiker kennt das Verschliisselungsverfahren E und das Entschliisse-
lungsverfahren D einschlieBlich des verwendeten Schliissels K,; zum Verschliisseln

eines Klartextes (eine typische Situation der Public-Key-Encryption-Verfahren). Er ver-
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fiigt iiber viel Zeit und Rechnerleistung, um aus dieser Kenntnis den Schliissel K A ZU

ermitteln.

Bei einer Chosen-Plaintext-Attacke kann man versuchen, systematisch alle moglichen Schliis-
sel K A auszuprobieren (ein in der Praxis durchaus géngiger Ansatz). Dabei hofft man natiir-

lich, schon nach wenigen Versuchen auf den richtigen Schliissel zu sto3en. Eine derartige At-
tacke heiit Brute—Force—Attacke. Man muss sich jedoch dariiber im klaren sein, dass die
Anzahl auszuprobierender Schliissel exponentiell wichst. Geht man davon aus, dass der

Schliissel K ,s €ine Bindrzahl der Lange n ist, so gibt es 2" viele Kandidaten fiir K ap - Um
eine Vorstellung von der GroBenordnung dieser Zahl zu bekommen, wird angenommen, dass
die Erzeugung und das Ausprobieren eines einzigen Schliissels nur 10~ Sekunden benétigt.

Dann dauert eine Brute—Force—Attacke bei einer Schliissellinge von 56 Bits (eine heute nicht
mehr als sicher angesehene Schliissellinge), d.h. das Durchprobieren sédmtlicher
2% ~7,20576-10" verschiedener Schliissel, insgesamt mehr als 8,34 Tage benétigt. Bei einer
Schliissellinge von 64 Bits braucht man dann bereits etwa 584 Jahre, um alle Schliissel zu er-
zeugen. Nimmt man an, dass bei einer Schliissellinge von 56 Bits alle Schliissel in nur 1 Se-
kunde ausprobiert werden konnen, dann ergeben sich die folgenden Werte:

Schlusselldnge n | Anzahl an Schliisseln | Aufwand zur Erzeugung aller 2" Schliissel
56 Bits 7,20576-10" 1 Sekunde (angenommen)
64 Bits 1,84467-10" 4 Minuten 16 Sekunden
80 Bits 1,20893-10* 194 Tage
112 Bits 5,19230-10% ~2,285-10° Jahre
128 Bits 3,40282-10 ~1,497-10" Jahre
192 Bits 6,27710-10% ~2,7623-10% Jahre
256 Bits 1,15792-10" ~5,0956-10* Jahre

Nimmt man an, dass die Erzeugung eines Schliissels in einem Rechner die Zeit t benétigt, so
betrdgt der Aufwand zur Erzeugung aller Schliissel der Lange n die Zeit t-2". Die minimale
Zeit fir einen Schaltvorgang in einem Rechner betrdgt aus physikalischen Griinden (u.a. weil
sich Elektronen mit einer Geschwindigkeit bewegen, die die Lichtgeschwindigkeit nicht iiber-
schreitet) mindestens t,, = 5,6- 107" Sekunden. Setzt man fiir t diesen Wert ein, so betrigt die

Dauer in einer Brute-Force-Attacke bei einer Schliissellinge von 128 Bits allein zur Erzeu-
gung aller 2'** Schliissel immer noch mehr als 22 Tage. Das zeigt, dass eine Brute-Force-
Attacke auf die Giite der Verschliisselung nur unter massiver Parallelisierung sinnvoll ist, in-
dem die Menge aller zu probierender Schliissel auf eine Vielzahl gleichzeitig agierender
Kryptoanalytiker aufgeteilt wird.
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Bei den symmetrischen Kryptologieverfahren werden fiir jede Kommunikationsbeziehung
zwischen einem Sender A und einem Empfanger B zum Ver- und Entschliisseln dieselben

Schliissel verwendet, d.h. es gilt K,; = K as - Der Sender verwendet den Schliissel, um die
Nachricht zu verschliisseln und der Empféinger, um diese zu entschliisseln. Folglich muss so-
wohl der Sender als auch der Empfianger denselben Schliissel K,; kennen und gegeniiber
Dritten, auch anderen Kommunikationsteilnehmern, geheimhalten. Aus diesem Grund bietet

sich an, den Schliissel K,; auch fiir die Kommunikationsrichtung von B nach A zu verwen-

den. Es gilt dann K, =K, =Ky, =K.

Bei den asymmetrischen Kryptologieverfahren werden verschiedene Schliissel zum Ver-
schliisseln und Entschliisseln der Nachrichten verwendet. Eine fiir die Praxis bedeutende
Klasse asymmetrischer Verschliisselungsverfahren bilden die offentlichen Verschliisse-
lungsverfahren (PKE-Verfahren, public key encryption). Zunichst soll das allgemeine
Prinzip eines PKE-Verfahrens am Nachrichtenaustausch zwischen einem Sender A und einem
Empféanger B und weiteren Teilnehmern C erldutert werden.

Jeder Kommunikationsteilnehmer B, der von anderen Kommunikationsteilnehmern verschliis-
selte Nachrichten empfangen mdchte, stellt einen Schliissel ¢, in einem éffentlichen Regis-
ter bereit, auf das alle Kommunikationsteilnehmer zugreifen konnen. Der Schliissel ¢, (,,co-
dieren®) dient allen Kommunikationsteilnehmern zur Verschliisselung von Nachrichten, die
an B gesendet werden. Zusétzlich besitzt jeder Empfénger B einen geheimen Schliissel d,

(,,decodieren®), mit dem er alle Nachrichten entschliisselt, die an ihn gesandt wurden.

Oben wurde der Schliissel zum Verschliisseln einer Nachricht von A nach B mit K,; be-

zeichnet. Um auszudriicken, dass alle Kommunikationsteilnehmer denselben Schliissel fiir

Nachrichten an B verwenden, wird er hier c; (anstelle von K,; bzw. K_;) geschrieben. Ent-

sprechend wird hier nicht die allgemeine Bezeichnung K ap fur den Schliissel zum Entschliis-
seln einer Nachricht verwendet, die B von einem Kommunikationsteilnehmer A empfangen
hat, sondern dg, da B den Schliissel d; zum Entschliisseln aller Nachrichten an ihn, unab-

héngig vom Absender, verwendet.

Das Eintragen des offentlichen Schliissels ¢, in das Register unterliegt keiner Geheimhal-

tung, da dieser Schliissel ja sowieso Offentlich ist. Das Problem der Schliisselverteilung wie
bei symmetrischen Verfahren stellt sich hier nicht.

Ein Klartext X, der von A nach B verschliisselt gesandt werden soll, wird von A in den Schliis-
seltext y = E(X, CB) transformiert. Eine von B empfangene verschliisselte Nachricht y wird

von B in D(y,d, ) entschliisselt.
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Die folgende Abbildung zeigt drei Kommunikationsteilnehmer A, B und C mit den jeweiligen

Schliisseln.
offentliches
Register
A
°s
Entschlisselung geheim cc
bei A
D(, dy) : ]
P : Entschlisselung
. d . ————® D(,d
Klartext Verschlisselung A/ B I —— r _ B) . geheim
X E(x, ¢ d. T N\ beiB
. /| Verschlusselung B N\
A \\\ / E(,.) A
\\\ E(x, Cd // x = D(E(x, (‘B)» Cb)
\\ / B z = D(E(z, %), cb)
. . //
. -_ /
“a Entschlisselung // E(z, %)
D(, d)
Verschliissel dfc /
KlartextVerschllisselung
z E(,.) geheim
bei C
Cc

Abbildung: Verschliisselung und Entschliisselung mit asymmetrischen Verfahren

Verschliisselungs- und Entschliisselungsverfahren miissen folgende Bedingungen erfiillen:

(i) Ein Empfinger B kann eine empfangene verschliisselte Nachricht mit seinem Schliissel
korrekt entschliisseln, d.h. D(E(x, ¢ ),d )= X.

(ii) Die Verschliisselung einer Nachricht, d.h. die Berechnung von E(X, ¢y ), und die Ent-
schliisselung einer Nachricht bei Kenntnis des Schliissels d;, d.h. die Berechnung von

D(y, dg ) , sind mit geringem Rechenaufwand durchzufiihren.

(ii1) Aus der Kenntnis eines dffentlichen Schliissels ¢; zum Verschliisseln der Nachrichten
an einen Empfinger B kann man ,,nicht leicht* auf den bei B geheim gehaltenen Schliis-
sel dg schlieBen. Die Forderung, eine Berechnung ,,nicht leicht™ durchfiihren zu kon-
nen, wird mathematisch exakt durch den Begriff ,intractable” umschrieben, der aus-

driickt, dass es zur Berechnung (beweisbar) keinen schnell ausfiihrbaren Algorithmus
gibt.
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(iv) Ohne d; zu kennen, kann ein Kryptoanalytiker aus einem Schliisseltext E(X, CB) nicht
leicht X ermitteln. Die Verschliisselungsfunktion E(., ) stellt eine sogenannte Einweg-
funktion mit Falltiir dar. Erst wenn man die geheime Zusatzinformation d, (die Fall-

tiirinformation) kennt, kann man die zu E inverse Funktion leicht berechnen.

(v) Zur Realisierung eines Unterschriftenprotokolls wird zusitzlich die Vertauschbarkeit
der Verschliisselung und Entschliissellung gefordert. Neben der in (i) formulierten Be-
dingung D(E(X, ¢, ), dg)=x giltauch E(D(y,d;).c5)=Y.

In der Literatur sind eine Reihe von PKE-Verfahren verdffentlicht. Ihre Sicherheit ist mit Ein-
schrankungen mathematisch beweisbar und hat sich in der Praxis bewihrt; die Einschrankung
bezieht sich auf eine bisher unbewiesene mathematische Vermutung beziiglich der Komplexi-
tdt nichtdeterministischer Rechenverfahren (das sogenannte P-NP-Problem bzw. gewisser
zahlentheoretischer Problemstellungen).

Zur Beschreibung eines PKA-Verfahrens muss angegeben werden, wie ein Kommunikations-

teilnehmer B seinen geheimen Schliissel d, und seinen offentlichen Schliissel ¢, festlegt,
und wie die Verschliisselungs- bzw. Entschliisselungsalgorithmen E(.,.) bzw. D(,.) definiert

sind.

Das bekannteste PKE-Verfahren wird nach seinen Entdeckern Rivest, Shamir und Adleman

RSA-Verfahren genanntz. Es bietet bei sorgfiltiger Auswahl einiger im Verfahren frei wihl-
barer Parameter und entsprechender Implementierung eine sehr hohe Sicherheit. Es ist ein
rein softwaremiiflig implementiertes Verfahren. Dadurch ist seine Verschliisselungs- bzw.
Entschliisselungsgeschwindigkeit etwa um den Faktor 1.000 langsamer als beispielsweise bei
DES (géngiges symmetrisches Verfahren, das hardwaremafig implementierbar ist). Es erfor-
dert eine besondere Arithmetik natiirlicher Zahlen mit sehr groen Stellenzahlen. Daher eig-
net es sich zur Verschliisselung langer Nachrichten bzw. zur online-Verschliisselung nur be-
grenzt. Ein ,,Hybrid“-Verfahren, das den Vorteil der Schnelligkeit von Tripel-DES bzw. IDEA
beim Verschliisseln und Entschliisseln mit der Sicherheit von RSA verbinden, ist das seit 1991
iiber das Internet als Shareware verbreitete PGP-Verfahren (pretty good privacy), das sich
besonders im E-Mail-Bereich bewéhrt hat.

Im folgenden werden einige Details des RSA-Verfahrens beschrieben. Das Verfahren beruht
auf mathematischen, insbesondere zahlentheoretischen Grundlagen, Erkenntnissen der Kom-
plexitétstheorie und dem Einsatz sehr groer Zahlen (mehr als 300 Dezimalstellen).

2 Rivest, M.; Shamir, A.; Adleman, L.: A method for obtaining digital signatures and public-key cryp-
tosystems, Comm. ACM, 21, S.120-126, 1978.
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Im RSA-Verfahren wird die Modulo-Arithmetik fiir ganze Zahlen (im folgenden nur natiirli-
che Zahlen, d.h. nicht-negative ganze Zahlen) eingesetzt. Neben Additionen und Multiplikati-
onen wird auch die Exponentiation verwendet.

Eine Zahlenpotenz a® modn lisst sich durch wiederholte Multiplikation und sofortigem U-
bergang zum ganzzahligen Rest wihrend des Rechenvorgangs berechnen:

a®* modn = ((((a-amodn)-amodn)-amodn)-...)modn

evielea's

Die Festlegung des offentlichen Schliissels ¢y fiir die Verschliisselung von Klartexten an ei-
nen Empfanger B und des geheimen Schliissels d; zum Entschliisseln eines Schliisseltextes

beim Empfanger B verlduft im RSA-Verfahren wie folgt.

1.  Es werden zwei verschiedene sehr groBe Primzahlen p und q ausgewihlt, z.B. in der
GroBenordnung von 150 Dezimalstellen. Dann wird die Zahl n= p-q gebildet. Die

Zahl n hat dann mindestens 300 Dezimalstellen, d.h. etwa 1.000 Binérstellen; in der
Praxis wéhlt man p und g so, dass die Zahl n eine Bindrstellenzahl von 1.024 aufweist.

Zum Auffinden von Primzahlen in dieser Gro3enordnung und zum Testen auf Primzahl-
eigenschaft kennt man schnelle Verfahren.

2. Fir B wird eine Zufallszahl d >max{p,q} ausgewdhlt, die mit ¢(n):(p—1)-(q—1)

keinen gemeinsamen Teiler ausser 1 besitzt. Der Wert d darf nicht zu klein sein, da er
Teil des geheim gehalten Schliissels zum Entschliisseln ist und daher von einem Kryp-
toanalytiker nicht durch systematisches Probieren gefunden werden darf.

3.  Mit Hilfe der Erweiterung des Euklidischen Algorithmus (Funktion invers) ermittelt
man eine eindeutig bestimmte Zahl e und eine fiir das Verfahren nicht weiter verwende-
te Zahl f mit den Eigenschaften

0<e<g(n) und e-d+f-g(n)=1.

Da nach Konstruktion ggT (d,¢(n)):1 gilt, findet man eine derartige Zahl e immer.
Diese hat die Eigenschaft

e-d =1(mod @(n)) bzw. (e-d mod ¢(n))=1.

4.  Der von B geheim gehaltene Schliissel zum Entschliisseln von Nachrichten, die an B
gesendet werden, besteht aus der Zahlenfolge d, = [d, p,d, ¢(n)]. Zum Entschliisseln

wird nur d verwendet, es ist jedoch unbedingt erforderlich, die Werte p, q und ¢@(n)

ebenfalls geheim zu halten, da ein Kryptoanalytiker aus der Kenntnis des 6ffentlichen
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benfalls geheim zu halten, da ein Kryptoanalytiker aus der Kenntnis des 6ffentlichen
Schliissels (siehe 5.) und aus der Kenntnis eines der Werte p, g oder ¢(n) den geheimen

Schliisselteil d leicht ermitteln kann (siehe unten). Die Zahlenfolge d, = [d, P, q, ¢(n)]

stellt die Falltirinformation dar.

5. Der in das offentliche Register eingetragene Schliissel zum Verschliisseln aller
Nachrichten an B ist die Zahlenfolge ¢, = e, n].

Die Vorschrift zur Verschliisselung von Nachrichten an B lautet:

Ein eventuell sehr lange Klartext X wird als Bindrmuster aufgefasst und in Blocke x; mit je-
weils | log,(n)] vielen Stellen aufgeteilt: X = X,X, ... X, . Eventuell wird dabei der letzte Teil-
block X, mit bindren Nullen aufgefiillt. Jeder Teilblock X; kann als Bindrzahl interpretiert
werden, die einen Wert 0 < x, <2°2™ =n hat. Der Klartext x wird blockweise verschliisselt;

die einzelnen verschliisselten Klartextblocke werden dann wieder zu einem Schliisseltext y
zusammengesetzt:

Die Verschliisselung eines Blockes X; lautet
y, = E(x;. ¢y )= E(x,,[e.n]) = (x¢ modn).
Diese Zahl kann wieder als Bindrmuster mit | log, (n) | vielen Stellen aufgefasst werden.

Die Hintereinanderreihung aller so entstandenen Bindrmuster y,, Y,,..., Y, ergibt den zu X ge-

r

hérenden Schliisseltexte y = E(X, Cg )= E(X,, Cg JE(X,,Cg )... E(X,,Cg).

Es gibt sehr effiziente Algorithmen zur Berechnung von Yy, = (X,e mod n), so dass die Ver-

schliisselung schnell erfolgen kann.

Eine bei B ankommende verschliisselte Nachricht y wird zur Entschliisselung als Bindrmus-
ter interpretiert und in einzelne Blocke mit |log,(n)| vielen Stellen zerlegt, d.h.

y=Y,Y,..Y,.Jeder Block y, wird einzeln nach folgender Vorschrift entschliisselt:

D(y,,dg)=D(y,.[d, p, g, ) = (y* modn).

Die so entstehenden Zahlen werden als Bitmuster mit jeweils mit Llogz(n)j vielen Stellen in-

terpretiert und durch Hintereinanderreihung zum entschliisselten Text zusammengesetzt. Der
algorithmische Aufwand zur Entschliisselung ist wie bei der Verschliisselung klein.
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Die Korrektheit des Verfahrens, namlich

D(E(X,.c, ). dg )= ((x¢ ) modn)=x.

folgt aus Satz 3.4-2:

Dazu werden 3 Falle unterschieden:

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

Weder p noch q teilen x,. Dann gilt ggT(Xi,n):l und mit Satz 3.4-2:

Xfm =1(mod n). Nach Konstruktion ist €-d + f -¢(n) =1 bzw.

e-d=1+(-1)-g(n). Also (xt) =x " = x . (x*f " = x (modn). Da x <n

ist, ergibt sich ((X,e )d mod n): X; .

Genau eine der Zahlen p oder g teilt X;; es sei dieses p . Dann gilt (wieder mit Satz
3.4-2): Xi(H =1 (mod ). Damit folgt nacheinander

x*@ =1(modq), x" " =1(mod q), x** = x, (mod q), d.h. q teilt x* —x..

Da nach Fallannahme die Zahl p den Wert x; teilt, teilt p auch Xie'd , und daher teilt p

den Wert x°®—x. Mit Satz 3.3-4 (iv) folgt: n=p-q teilt x°*—x, dh.

x° = x (modn).Da X, <n ist, ergibt sich wie im 1. Fall: ((X-e )d mod n)z X; .

Beide Zahlen p und q teilen X;. Dann teilen p und q den Wert Xie'd — X, und mit Satz
3.3-4 (iv) folgt: n=p-q teilt x** —x,, d.h. x** =x (modn). Da x, <n ist, ergibt

sich wie im 1. Fall: ((X.e )d mod n): X; .

Es gilt auBerdem die Symmetriegleichung E(D(yi , dB), CB): ((y,d )e mod n): Y;, so dass das

RSA-Verfahren fiir ein digitales Unterschriftenprotokoll geeignet ist.

Bei der Konstruktion des geheimen Schliissels dg = [d, p,d, ¢(n)] besteht eine gewisse Frei-

heit beziiglich der Wahl der einzelnen Komponenten. Beispielsweise kann man den Wert d so

grol} wihlen, dass er von einem Kryptoanalytiker nicht leicht durch systematisches Testen ge-

funden werden kann. Der Exponent € zum Verschliisseln eines Klartextes an B ist nach Wahl

von d eindeutig bestimmt. Der umgekehrte Weg, namlich erst e zu wihlen, und zwar so, dass
e und ¢(n)=(p-1)-(q—1) teilerfremd sind, und dann mit Hilfe des Euklidischen Algorith-

mus d zu ermitteln, ist ebenfalls moglich. Auf diese Weise kann man fiir e einen ,,glinstigen*
Wert nehmen. Als giinstige Werte haben sich die Primzahlen e=3, e=17 und e =65.537
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erwiesen, da diese Fermat-Zahlen in ihrer Binédrdarstellung nur jeweils zwei bindre Einsen

haben und damit die in der Verschliisselung auszufiihrende Exponentiation sehr schnell ab-

lauft.

Die folgenden Empfehlungen beziiglich der im Verfahren auszuwihlenden Zahlen zielen

auf die Gewéhrung eines hohen Sicherheitsniveaus des RSA-Verfahrens.

Da

d, =

Die Primzahlen p und q sollten ,,zuféllig* gewéhlt und nicht etwa einer Primzahltabelle

entnommen werden und auch keine spezielle funktionale Form (etwa 2% —1) aufwei-
sen.

Die Primzahlen p und q sollten nicht zu dicht zusammenliegen.

Die Primzahlen p und q sollten so gewéhlt werden, dass p—1lund q—1 keine groB3en

gemeinsamen Faktoren besitzen.

Die Primzahlen p und q sollten so gewahlt werden, dass ¢(n)=(p—1)-(q—1) nicht nur

kleine Primfaktoren enthalt.

Der Wert d sollte nicht zu klein sein, damit man ihn nicht durch systematisches Testen
ermitteln kann.

Verschiedene Kommunikationspartner sollten nicht denselben Wert oder einen zu klei-
nen Wert fiir e nehmen.

Die Klartexte (hier als numerische Werte aufgefasst) X=1 und Xx=n-1 werden auf
sich selbst verschliisselt, d.h. in diesen Fillen gilt E(X,c, )= x. Dasselbe Fixpunktver-
halten der Funktion E zeigt sich, wenn e —1 ein gemeinsames Vielfaches von p—1 und
q-1 ist, etwa e—1=¢(n)/2. Dann gilt sogar fiir jeden Klartext X die Gleichung

E(x,cg)= X. In diesem Fall ist eine andere Wahl von d angeraten.

beim RSA-Verfahren alle Komponenten bis auf den geheimen Schliissel
[d, P, d, ¢(n)] offentlich sind, bietet es fiir einen Kryptoanalytiker Angriffspunkte. Ein

Kryptoanalytiker ist prinzipiell nur an der Kenntnis des Schliisselteils d des geheimen Schliis-

sels d interessiert, wobei er beide Teile € und n des dffentlichen Schliissels ¢, kennt. Fol-

gende Uberlegungen zeigen, dass es erforderlich ist, neben d auch die Werte p, g und #(n)

geheimzuhalten.
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Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n (aus dem 6ffentlichen Register) und #(n), dann

kann er mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus zwei Zahlen a und b berechnen, fiir die die
Bezichung e-a+¢(n)-b=1 gilt (hierbei ist zu beachten, dass nach Konstruktion des Verfah-

rens € und ¢(n) teilerfremd sind). Einfache zahlentheoretische Uberlegungen zeigen, dass
man d aus der Gleichung d = (a mod ¢(n)) erhilt. Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n
(aus dem offentlichen Register) und mindestens einen der Werte p oder ¢, etwa p, dann kann
er wegen ¢(n)=(p—1)-(q—1) und n=p-q bzw. #(n)=(p-1)-(n/p-1) sofort ¢(n) und
damit d ermitteln.

Offensichtlich ist die Geheimhaltung von ¢(n) wesentlich. Natiirlich kdnnte der Kryptoanaly-
tiker versuchen, den Wert ¢(n) direkt aus dem &ffentlichen Schliissel ¢, =[e, n] zu gewin-

nen. Falls ihm dieses mit geringem Rechenaufwand gelédnge, hitte er gleichzeitig einen
schnellen Algorithmus, um die Zahl n in ihre Primfaktoren p und g zu zerlegen: Er berechnet

nacheinander z=¢(n)-n-1, y=+vz>-4n, p=1/2-(-z-y) und q=n/p. Daher ist die
schnelle Berechnung von ¢(n) aus ¢, = [e, n] gleichbedeutend mit der schnellen Primfakto-

risierung von N. Andererseits kennt man bis heute kein schnelles Verfahren, um n zu faktori-
sieren. Die schnellsten bisher bekannten Verfahren zur Zerlegung einer Zahl n in ihre Prim-

faktoren haben eine Laufzeit, die proportional zu L(n)=e'"™"™™ jst Die folgende Tabelle
zeigt einige Werte von L(n).

n 1050 10100 10150 10200 10250 10300

L(n) 1,42-10" | 2,34-10" | 3,26-10” | 120-10% 1,86-10* | 1,53-10%

Wire man heute technisch in der Lage, Rechengeschwindigkeit von 10> Operationen pro
Sekunde zu realisieren, wiirde die Faktorisierung einer 200-stellige Zahl immer noch etwa
1.000 Jahre erfordern, die Faktorisierung einer 300-stelligen Zahl sogar mehr als 10° viele
Jahrtausende. Heutige Schliisselldngen von 1.024 Bits bzw. ca. 300 Dezimalstellen erscheinen
daher heute sicher.

Des weiteren konnte der Kryptoanalytiker versuchen, den Wert d direkt aus dem 6ffentlichen
Schliissel ¢, =[e, n| zu ermitteln. Es ldsst sich zeigen, dass ein schneller Algorithmus zur
Ermittlung von d aus ¢, = [e, n] in einen schnellen (probabilistischen) Algorithmus umge-
wandelt werden kann, der mit beliebig groBBer Wahrscheinlichkeit die Zahl n in ihre Primfak-
toren p und g korrekt zerlegt. Eine Brute-Force-Attacke, in der alle moglichen Werte fiir d

systematisch probiert werden, verspricht dariiber hinaus wegen der groBen Schliissellinge
(Stellenzahl von n) keinen Erfolg.
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Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Garantie der Sicherheit des RSA-Verfahrens
darauf zuriickzufiihren ist, dass kein schnelles Verfahren bekannt ist, das eine gegebene natiir-
liche Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt. Sollte ein derartiges Verfahren fiir das Faktorisie-
rungsproblem gefunden werden, ist das RSA-Verfahren nicht mehr sicher.

Die bisher in diesem Kapitel beschriebenen Methoden beruhen auf der Anwendung zahlen-
theoretischer Erkenntnisse, die im wesentlichen im 18. Jahrhundert entdeckt wurden. Die U-
berlegungen zum Laufzeitverhalten der beteiligten Algorithmen stammen aus den letzten 30
Jahren des 20. Jahrhunderts. Seit etwa 1987 findet eine Theorie, deren Grundlagen zum Ende
des 19. Jahrhunderts gelegt wurden, beim Entwurf kryptographischer Verfahren verstérkt
Anwendung. Diese Kryptographie-Verfahren setzen zur Verschliisselung die Arithmetik el-
liptischer Kurven iiber endlichen Kérpern ein. Da zum Verstindnis dieser Methoden je-
doch weitergehende mathematische Kenntnisse erforderlich sind, wird auf deren Darstellung
hier verzichtet.
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Die Kombinatorik befasst sich im wesentlichen mit dem Abzdhlen endlicher Mengen und
damit verwandter Fragestellungen. Die in diesem Kapitel behandelte Themenauswahl gehort
zum mathematischen Handwerkszeug, das in vielen Teilgebieten der Mathematik und Infor-
matik bendtigt wird. Insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilungen) werden die Themen weiter vertieft.

4.1 Binomialkoeffizienten

Esseien ne N, xe R und y € R. Der aus der Schule bekannte binomische Lehrsatz besagt
(X+yf =x>+2-x-y+y.

Wie man leicht nachrechnet, ist

(x+y) =x*+3- x> y+3-x-y +y°,

(x+y) =x*+4-X - y+6-x* -y +4-x-y* +y*.

Es soll nun die allgemeine Form von (x + y)n als ausgeschriebene Summe hergeleitet werden

(das konnte wieder formal nach dem Induktionsprinzip geschehen; hier soll die Herleitung
etwas informeller beschrieben werden). Durch vollstindige Induktion kann man zeigen, dass

die Summanden in der ausgeschriebenen Summe von (X+ y)n die Form K X'yl mit

i+ j=n haben. Der Faktor k;; im Summanden k; -X'-y™ der ausgeschriebenen Summe

n
von (X + y)n heifit Binomialkoeffizient ( j, gesprochen ,,n iiber i, d.h.
|

R o ) PN B Y

Das vorliegende Kapitel untersucht Eigenschaften und Interpretationen der Binomialkoeffi-
zienten.
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n n
Offensichtlich gilt [OJ =1 und (nj =1.

n—

Es ist (X + y)n = (X + y)rH -(X + y) = (X + y)n*1 X+ (X + y) L y. Aus dieser Darstellung kann

n
man ablesen, wie der Faktor (
|

n : .
] im Summanden [j x'-y"" der ausgeschriebenen Summe
|

von (X+ y)n entsteht: man sucht in der ausgeschriebenen Summe von (X+ y)nf1 denjenigen
Summanden, in dem X mit der Potenz i—1 und y mit der Potenz n—i steht, und denjenigen
Summanden in der ausgeschriebenen Summe von (x+y)™, in dem X mit der Potenz i und y

mit der Potenz n—i—1 steht. Diese Summanden sind

[T —llJ Xy U‘ ‘llJ XLy HED g [” I‘ 1] Xy = [” I‘ 1] xtyH

Wird der erste Summand mit X und der zweite Summand mit y multipliziert und anschlieBend
beide Summanden addiert, entsteht

(T—_IIJX g .X{”i‘lj. gy = ([:‘:IIH”I‘ID gy

Damit ergibt sich

Satz 4.1-1:

Fiir jedes n € N und fiir jedes i € N ist

({3
[ mio<icn

+

Mit Hilfe der Rekursionsformel in Satz 4.1-1 lassen sich die Binomialkoeffizienten berech-
nen. Die einzelnen Werte konnen in einem Schema in Dreicksform (Pascal’sche Dreieck)




Zeile 0

Zeilen=18
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. n
angeordnet werden. Dabei steht in der n-ten Zeile und der i-ten Spalte der Wert (] fiir
|

n>0 und 0 <i<n. Dieser Eintrag ist die Summe, die sich aus dem direkt driiber stechenden

) n
Eintrag [ .
|

n
jund dem Eintrag ( J links davon ergibt. Der Anfang des Pascal’schen

Dreiecks lautet:

Spalte 0 Spalte i =5
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
Beispiel:

i

n
Der folgende Satz beschreibt, wie der Wert eines Binomialkoeffizienten (j direkt in Ab-
|

héngigkeit von n und i ausgedriickt werden kann:

Satz 4.1-2:

Fiir jedes n € N und fiir jedes i e N mit 0 <i<n ist

Der Beweis soll hier als Beispiel eines Beweises durch vollstdndige Induktion angegeben
werden:
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.. . n 0 n! 0!
Firn=0ist| _ |= =lund ——=——=1.
i) (o i(n—i) 00!

Es wird angenommen, dass dic Formel in Satz 4.1-2 fiir ein n € N und fiir jedes i € N mit
0 <1i<n gilt. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme die Giiltigkeit der Formel auch fiir n+1
und fiir jedes i e N mit 0 <i<n+1 folgt.

Fur i =0 ist n-_i_l = n+l =1 und - (n+1)!_ = (n+1)! =1.
i 0 in+1-i)  O4(n+1)

Firi=n+1 ist nle = n+l =1undM=l.
i n+1 (n+1)-0!

Fir 0 <i <n+1 verwendet man die Rekursionsformel aus Satz 4.1-1:

n+1 n n
( i j=(i J+[ij nach Satz4.1-1

i —1)!-(n.—i A1) ik - i)
nti+nt(n—i+1)
it-(n—i+1)

nach Induktionsannahme

_nii+n—i+1)
it-(n—i+1)
(n+1)

il (n+1-i)

Die Formel gilt also auch fiir n+1.

Im Pascal’schen Dreieck kann man einige GesetzméBigkeiten der Binomialkoeffizienten veri-

n C n i n—i .
fizieren, die direkt aus der Definition (X+ y) = E (]X -y"" bzw. aus den Formeln in den
|

i=0

vorherigen Sétzen folgen. Beispielsweise hat die Summe aller Binomialkoeffizienten in der n-

n
ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks den Wert 2" ; die Summe der Binomialkoeffizienten ( ]
|

in Zeile n mit n>1 und geradem i ist gleich der Summe der Binomialkoeffizienten (] in
|

Zeile n mit ungeradem i; summiert man in der i-ten Spalte alle Binomialkoeffizienten bis zur

; summiert man
I+1

Zeile n, so erhdlt man wieder einen Binomialkoeffizienten, ndmlich (
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alle Binomialkoeffizienten ab Zeile n—i und Spalte 0 diagonal (von links oben nach rechts

unten) bis zur Zeile n und Spalte i, so ist das Ergebnis der Binomialkoeffizient (
|

n+1J ,
. |.Diese

und weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten werden im folgenden Satz zusammen-
gefasst.

Satz 4.1-3:

Es sei n e N . Dann gilt:

(1) i{?}x' =(l+x)n fiir jedes x e R.

nn
(11) Z( . J =2" (Summe tber die n-te Zeile im Pascal’schen Dreieck).

(iii) Z (n]: Z m bzw. Zn:(—l)‘m:o fiir n>1

i=0 I

(Die Summe der Binomialkoeffizienten mit geradem i ist
gleich der Summe der Binomialkoeffizienten mit ungeradem i).

(iv) Zn:[kj=(n+ll] firieNmit 0<i<n

(Summe der i-ten Spalte bis zur Zeile n im Pascal’schen
Dreieck).

(V) Zi:(n_li(*_k]:(nfl] firieNmit 0<i<n

(Summe der Binomialkoeffizienten ab Zeile n—i und Spalte 0
im Pascal’schen Dreieck diagonal bis zur Zeile n und Spalte i).

n n . . .
(vi) (ij:(n—i] firiteNmit0<i<n

(Symmetrie der Binomialkoeffizienten).
n-1) . . : :
( jfurlelet0<|Sn

A (N n-1) . . . .
und (n—l)-[_jzn( i j fir ie N mit 0<i<n.
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Die Formel in Satz 4.1-3 (i) erhdlt man, indem man in der Definitionsgleichung

n(ny .
(x+y) = Z(i]‘x' -y"™ den Wert y =1 setzt. Die Formel in Satz 4.1-3 (ii) erhélt man aus

i=0

n ) n

der Definitionsgleichung fiir X =y =1. Die Formel Z(— 1)'(_] =0 in Satz 4.1-3 (iii) erhalt
i—0 I

man aus der Definitionsgleichung fiir x=-lund y =1; bringt man in dieser Formel die

i n
Summanden (— l)'(_J mit ungeradem i auf die rechte Seite der Gleichung, so ergibt sich die
|

erste Formel in Satz 4.1-3 (iii). Die Formeln in Satz 4.1-3 (vi) und (vii) ergeben sich unmit-
telbar aus Satz 4.1-2. Die Formeln in Satz 4.1-3 (iv) und (v) konnen durch vollstdndige Induk-
tion bewiesen werden oder durch direkte wiederholte Anwendung der Rekursionsgleichung
aus Satz 4.1-1. Fiir die Formel aus Satz 4.1-3 (iv) ergibt sich ausgehend von der rechten Seite
der Gleichung:

n+1 n n .
. = . +| . mit Satz4.1-1
(H—lj |+lj (lj

n-1 n-1 n
= [ . j + ( D + [ . j mit Satz 4.1-1, angewandt auf den ersten Binomialkoeffizienten
i
=1 . +| . + |+
1+1 I I I

n— !
:( ]"'Z[ ] allgemeine Form; mitl =n—i—1:
k=0

()2
G (T
L))
:kn_(ij'

Fiir die Formel aus Satz 4.1-3 (v) ergibt sich wieder ausgehend von der rechten Seite der

Gleichung:
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mit Satz4.1-1

SSEHEAN

n n-1 n-1

=| .|+ ( . lj + ( 2)} mit Satz 4.1-1, angewandt auf den zweiten Binomialkoeffizienten
| | — | —
n n-2

Sl

-2

M

|

allgemeine Form; mit | =i—1:

Die Binomialkoeffizienten kommen nicht nur als Faktor k; ; im Summanden K; ; -x'-y"™" der

ausgeschriebenen Summe von (X+ y)n vor, sondern auch in vielen praktischen Abzéhlprob-

lemen. In Kapitel 1.5 wird gezeigt, dass eine endliche Menge A mit n Elementen genau 2"
viele Teilmengen besitzt. Es soll nun untersucht werden, wie viele Teilmengen A hat, die aus
genau kK Elementen (mit 0 < k < n) bestehen.

Es sei A={a,...,a,}. Unter einer Permutation von A versteht man eine feste Anordnung
der Elemente von A. Beispielsweise sind alle Permutationen der Menge A= {1,2, 3,4 } die
Anordnungen
1234 4132 3124 4321 2314 4213
1243 1432 3142 3421 2341 2413
1423 1342 3412 3241 2431 2143
4123 1324 4312 3214 4231 2134,

ces A

Eine Permutation der Menge A={a,..,a,} ist also ein Tupel (ail,...,ain) mit a €A

fir j=1,..,n und & #a, fir i; #i. Um die Anzahl aller Permutationen von A zu bestim-
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men, betrachtet man alle derartigen Tupel ( I ): Fir a; gibt es n mogliche Werte, ndm-
lich a,,..., &, . Hat man sich fiir eine Moglichkeit entschieden, bleiben fiir 8 noch n—1 Mog-
lichkeiten. Fiir & bleiben nach Auswahl fir & und & noch n-2 Mdglichkeiten usw. Fiir
a, bleibt nach Festlegung der ersten n—1 Elemente nur noch 1 Mdoglichkeit. Insgesamt hat

gibt es also
n-(n-1)-..-1=n!

viele Moglichkeiten zur Bildung einer Permutation einer n-elementigen Menge.

Unter einer k-Permutation von A versteht man ein Tupel (ai],...,aik) mit a € A

firj=1,...,k und a #& fir i;=i. Beispielsweise sind alle 2-Permutationen von

A= { 1,2,3,4 } die Anordnungen

12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43

Um die Anzahl aller k-Permutationen von A zu bestimmen, betrachtet man wieder alle derar-
tigen Tupel (ail - ): Fur a; gibt es n mogliche Werte, ndmlich a,, ..., a,. Hat man sich fur

eine Moglichkeit entschieden, bleiben fir a; noch n—1 Moglichkeiten. Fir & bleiben nach
Auswahl fir &, und & noch n—2 Mdglichkeiten usw. Fiir &  bleibt nach Festlegung der

ersten kK —1 Elemente noch n—(k —1) = n—k +1 Mdglichkeit. Insgesamt hat gibt es also

n!

(n—k)

n-(n-1)-..-(n-k+1)=

viele Moglichkeiten zur Bildung einer k-Permutation einer n-elementigen Menge.

Fiir jede Teilmengen B < A mit |B| =k, etwa B = {ail,..., aik}, gilt &, =a firi;#i . Jede
Permutation von B (davon gibt es k! viele) ist eine k-Permutation von A. Verschiedene
Teilmengen B, c A und B,c A mit |Bl| = |Bz| =k ergeben paarweise verschiedene k-
Permutation von A, da die k-Permutationen, die aus B, entstanden sind, mindestens ein unter-
schiedliches Element zu den k-Permutationen enthalten, die aus B, entstanden sind, und die

Permutationen von B, bzw. von B, sind untereinander paarweise verschieden. Umgekehrt
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gibt es zu jeder k-Permutation von A eine k-elementige Teilmengen von A, ndmlich die Men-
ge ihrer Elemente. Bezeichnet C_, die Anzahl k-elementiger Teilmengen von A, so gilt daher:

C,, kl=—"

Satz 4.1-4:

Es sei A eine endliche Menge mit |A| =n. Die Anzahl der Teilmengen B < A mit

Bl =k fiir 0<k <n ist

(W) -ro

Damit kann man auch noch einmal die Formel aus Satz 4.1-3 (ii)

2

verifizieren: Links steht die Anzahl aller Teilmengen einer n-elementigen Menge, aufgeteilt
nach den i-elementigen Teilmengen fiir 0 <i<n, von der bereits frilher gezeigt wurde, dass

sie gleich 2" ist.

4.2 Abbildungen zwischen endlichen Mengen
In diesem Kapitel seien A und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m:

A

{a,...a,},
B={b,...b, }.

Es sollen die Anzahlen der Abbildungen, der injektiven, surjektiven und bijektiven Abbil-
dungen f : A— B ermittelt werden.
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A. Anzahl der Abbildungen f : A— B

Jede Abbildung f : A— B kann in Form einer endlichen Tabelle notiert werden:

a‘i a‘l o an

f(a) f(a) f(a,)

Dabei geniigt das Notieren der Funktionswerte in der Reihenfolge f(a,), ..., f(a,) bzw. als
n-Tupel

(f(a).... f(a,)).

Verschiedene Abbildungen fiihren zu verschiedenen n-Tupeln. Umgekehrt kann man jedes n-
Tupel

(b,,....,b,) mit b € B fiir I<i<n

als eine Abbildung f : A— B auffassen, nimlich als die durch f(g)="b definierte Abbil-

dung, und unterschiedliche n-Tupel beschreiben unterschiedliche Abbildungen. Daher ist die
Anzahl der Abbildungen f : A— B gleich der Anzahl der n-Tupeln (b,,...,b,) mit b € B fiir

o
1<i<n.

Satz 4.2-1:

Es seien A und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m. Dann ist die Anzahl der
Abbildungen f : A— B gleich

B. Anzahl bijektiver Abbildungen f : A— B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle bijektiver Abbildungen f : A — B beziiglich der Méchtigkei-
ten:n = m. Jede bijektive Abbildung f : A— B bzw. in Tupel-Schreibweise (f(a,),..., f(a,))
beschreibt daher eine Permutation der Menge B. Verschiedene bijektive Abbildungen fiihren
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zu verschiedenen Permutationen. Umgekehrt kann jede Permutation (bil - biﬁ) von B mit ei-

ner bijektiven Abbildung f : A— B, ndmlich

{A—>B
f:

a; — b.
J

gleichgesetzt werden.

Die Anzahl bijektiver Abbildungen f : A — B ist daher gleich der Anzahl der Permutationen
der Menge B. Mit den Uberlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt

Satz 4.2-2:

Es seien A und B endliche Mengen mit |A| = |B| =n. Dann ist die Anzahl der bijektiven
Abbildungen f : A— B gleich

n!.

C. Anzahl injektiver Abbildungen f : A— B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle injektiver Abbildungen f : A — B beziiglich der Méchtigkei-
ten:n <m. Der Wertebereich W(f)={b|beB,undesgibtaec Amit f(a)=b} ist eine n-

elementige Teilmenge von B, und die Abbildung

A - W(f)
a —» f(a

ist eine Bijektion zwischen A und W(f). Daher ist W(f) eine n-Permutation von B. Umgekehrt
ist kann man jede n-Permutation von B, etwa (biI ¢ ) mit der injektiven Abbildung

fA—>B
lag > by

]

identifizieren. Mit den Uberlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt
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Satz 4.2-3:

Es seien A und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m und n<m. Dann ist die

Anzahl injektiver Abbildungen f : A— B gleich

D.

Anzahl surjektiver Abbildungen f : A— B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle surjektiver Abbildungen f : A— B beziiglich der Méchtigkei-

ten:n > m. Die Bestimmung der Anzahl surjektiver Abbildungen zwischen A und B ist
schwieriger und bendtigt Hilfsmittel, die in Kapitel 4.3 bereitgestellt werden. Das Ergebnis
soll aber der Vollstindigkeit halber hier bereits zitiert werden.

Satz 4.2-4:

Es seien A und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m und n>m. Dann ist die

Anzahl surjektiver Abbildungen f : A— B gleich

tor (3

4.3

Das Prinzip von Inklusion und Exklusion

Es seien A und B wieder endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m. Nach Satz 1.1-1 (v) ist

AUB=(A\B)u (Am B)U(B \ A) eine disjunkte Zerlegung von AU B. Daraus folgt fiir die
Michtigkeit von AUB:

|AUB|=|A\B|+|ANB|+[B\A|.

Es sei |Am B| =i.Dann ist
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|AUB|=|A\B|+|ANB|+[B\ A
=(n—i)+i+(m-i)
=n+m-i
=|A/+|B|-|AnB|

Bei drei Mengen A, B und C mit |A| =n,

B| =m und |C| =k lauten die entsprechenden For-

meln:
Die Menge AUBUC lasst sich disjunkt zerlegen in

AUBUC =((A\B)\C)U((B\A)\C) U((C\A)\B)
U(AnB)\C)
U((BNC)\A)
U((AnC)\B)
U(AnNBANC).
Mit i, =[(AnB)\C

, i, =[BAC)\A], iy =[(AnC)\B| und i, =|AnBNC]| folgt daraus:

IAUBUC|=n—(i+i;+i,)+m—(i, +i, +i, )+ k= (i, +i, +1i,)
+i 0, 4+
=n+m+k—(i, +i, )= (0, +i,) =iy +i,)+1,
=|A/+|B|+|C|-|AnB|-|BNC|-|ANC|+|AnBNC]|

Zur Berechnung von |Au B uC| wére |A|+|B|+|C| korrekt, wenn die drei Mengen disjunkt

wéren (Inklusion). Andernfalls zdhlt man die Elemente, die in jeweils zwei Mengen liegen,
doppelt, und man muss die Anzahl der zwei Mengen gemeinsamen Elemente wieder abziehen
(Exklusion). Allerdings hat man dadurch die Elemente ,,vergessen®, die in allen drei Mengen
liegen, so dass diese wieder hinzugezdhlt werden miissen (Inklusion). Dieses Prinzip der In-
klusion und Exklusion ldsst sich auf eine endliche Anzahl von Mengen erweitern.

|
Es seien A, ..., A Teilmengen einer endlichen Menge M. Mit UA wird A U...U A abge-
i=1

kiirzt; mit (1A mit | < {1, e I} wird der Schnitt derjenigen Mengen A bezeichnet, fiir de-

iel

ren Index i el gilt.
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Satz 4.3-1:

Es seien A, ..., A Teilmengen einer endlichen Menge M, | >1 Dann gilt:

nAl.

iel

QA‘= > (.

I, .l
unél#@ }

Die Summation geht {iber alle nichtleeren Teilmengen | der Indexmenge { L,.., I}.

Der Satz kann durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Zuvor soll er auf den obigen
Fall dreier Mengen angewendet werden (A =A, A, =B und A =C). Hierbei ist

{1, ey I}z { 1,2,3 } Alle nichtleeren Teilmengen der Indexmenge sind

{1}, {20 {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} und {1,2,3}.

Die einzelnen Summanden lauten

2

fur = {1): (0= (1) |A| <[

fur 1= {2 G A= 1) A

b

fur 1= {3 s (N A = (1) A=A

b

b

fir 1 = {1.2}: (0N A=) AR A=A A,

5

fir 1 ={1,3}: (~1)"" ‘ﬂ. A‘=(—1)”2 |ANA[=-ANA

3

fir 1= 2.3} (N A= ) A A A=A A A
fir 1 ={1,2,3}: () A= (1)

ANANA[=|ANANA|.

Der Beweis der Formel in Satz 4.3-1 erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl |
der beteiligten Teilmengen:

Der Induktionsanfang fiir | =1, 1 =2 und | =3 ist offensichtlich bzw. wurde in den obigen
Beispielen gezeigt. Die Formel gelte fiir | > 3. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme ihre
Giiltigkeit auch fiir | +1 folgt.
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|
Es sei A=A . Dann ist gemaf3 Induktionsanfang
i=1

1+1
A= A0 = Al -fan A
Nach Induktionsannahme ist

|A|:‘LIJA‘: z (_I)H‘I‘.in .
=1 Ic{T,....1 i
und 12J

Die in Satz 1.1-1 (vi) formulierten Distributivgesetze gelten auch fiir mehr als drei Mengen,
so dass gilt:

JANA).

1

AnA,=(UA )na, -

Hierbei handelt es sich also um die Vereinigung von | Mengen der Form A n A ,,, so dass die

Induktionsannahme anwendbar ist;

IAﬁMI:LLI_JI(AﬁAH)(: > (—1)‘*'-Q(AN\H){-

Ici 1.1
unél:’:@ }

Insgesamt ergibt sich

1+1

Ual= 3 0 naltal- 3 Conana.)

Icil, .l Icil, .l
uH(i{H@ } unil#@ }

In der ersten Summe lautet die Bedingung des Laufindex ,,| < {1, el } und | #J“. Man
verdndert nichts, wenn man diese durch ,, | {1, el +1 } und | # O und | +1¢ | “ersetzt. In

der zweiten Summe lautet die Bedingung des Laufindex ebenfalls ,, | < {l,...,l} und

nA

iel

| =, allerdings taucht als Summand nicht , sondern

Q(A mpm)( auf, d.h. die

durch den jeweiligen Laufindex | bestimmten Mengen A werden noch mit A, geschnitten;

man kann also zu jedem Laufindex | noch den Index |+1 hinzunehmen. In der zweiten

Summe wird die Bedingung ,,| g{ l,...,l} und | #3“ des Laufindex durch

N N {1,...,| +1 } und | #J und |I+1€ | “ ersetzt und die Summanden entsprechend ange-
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passt; der Summand |A|+l| kann in die Summe mit aufgenommen werden (| = {I +1 }). Damit

wird die letzte Gleichung zu

1+1
Ual= 3 C0"nal+ > 07 nA
i=l 11, 1+1]} iel 11, 1+1} iel
und | #Z und | £
und [+1¢l und |+1el
-3 (0 nal
Ic{1,... 141} i
und | £

Die Formel in Satz 4.3-1 gilt also auch fiir | +1 Teilmengen.

Eine direkte Folgerung aus Satz 4.3-1 ist der folgende

Satz 4.3-2:

Es seien A, ..., A Teilmengen einer endlichen Menge M, | >1 Dann ist die Anzahl der

X € M, die in keiner der Mengen A, ..., A liegen, gleich

Ml > 1)

Ig{l,...,l}
und | #2

NAl.

iel

Die Formel ergibt sich wie folgt:

‘M\_LIJIA :|M|—‘_LIJIA,

_ _ 1y _
—|M| z (-1) ‘IDIA nach Satz 4.3-1

Icil, .l
chil#@ }

Ml ¥ )

R P |
und{l;tQ }

NA|

iel

Beide Sétze finden ihre Anwendung in vielen Teilen der Mathematik.

Als Beispiel dient der Beweis von Satz 4.2-4:

Es seien A und B endliche Mengen mit |A|: n und |B|:m und n=>m, A:{al,...,an},

B={b,..,b,}. Die Mengen A werden definiert durch
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A={f|f:A>B undesgibtkeinae Amit f(a)=b, } firi=1,...m.

Eine Abbildung f : A— B ist damit genau dann surjektiv, wenn f in keiner der Mengen A

fur i =1,..., m enthalten ist.
Essei M ={ f | f:A>B }.Nach Satz 4.3-1 ist |M|:m”.

In der Terminologie von Satz 4.3-2 wird die Anzahl der f € M gesucht, die in keiner der

Mengen A, ..., A, liegen. Diese Anzahl ist

M[+ > (_lyl,‘nlAi —mr Y (_I)M.QA'
™ * i<} ie

Fir | ¢ {1,...,m} mit | #& wird (1A betrachtet. Fiir jedes f e (1A gilt: es gibt kein
iel

iel

a € A, das durch f auf b, abgebildet wird, wobei i € | ist. Also ist f eine Abbildung
f:A>B\{bliel}.

Ist umgekehrt f eine Abbildung mit f:A— B\ {bi | e I}, so ist f €1 A. Daher ist nach

iel

Satz 4.2-1

NA=[Lf]t:A-B\{b]ict}]=(m-[).

iel

m
Nach Satz 4.1-4 gibt es [

J viele Teilmengen | < {1,...,m} mit Méchtigkeit |I| Damit

wird
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||V||+ z (—IW-DA - m"+ Z (_l)l'_ﬂAi‘
g™ = I m) e
S (e

Icil,....m
uﬁél#—@ }

LY .m(m_k)“

(— l)k -(mj(m - k)n mit der Indextransformationi = m—k

= Zm:(— )™ ( " ]. mit Satz 4.1-3 (vi)
2

Das ist das Ergebnis aus Satz 4.2-4.



5 Ausgewihlte Themen der Analysis

Die fiir praktische Anwendungen wichtigsten Themen der Analysis werden im mathemati-
schen Schulunterricht behandelt. Daher kann das vorliegende Kapitel als Wiederholung und
Vertiefung dieser Themen betrachtet werden.

5.1 Folgen und Reihen

Wird jedes n e N nach einer bestimmten Vorschrift eine reelle Zahl a, e R zugeordnet, so

entsteht eine reellwertige Zahlenfolge a,, a,, a,, .... Sie wird mit (an)neN bezeichnet. a,

hei3t auch n-tes Folgenglied von (an)

neN ’

In der Regel stellt a, eine von n abhingige Formel dar. Beispielsweise ist fiir

N s S

(an )neN = (\/m - \/ﬁ)neN .

Die Definition einer Folge kann auf unterschiedliche Weise geschehen, wie das folgende Bei-
spiel zeigt:

oder

(an )neN = (2n )neN

oder als rekursive Definition

a,=1,a,=2-a,_ fuirn=1.

n

Eine Zahl a € R heiflit Grenzwert (Limes) der Folge (a”)neN , wenn folgender Sachverhalt
gilt:
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Fiir jedes €€ R mit ¢>0 gibt es eine (eventuell von & abhéngige) natiirliche Zahl
N, = Ny(&) mit der Eigenschaft:

Fiir jedes ne N mit n>n, gilt |an —a|<5.

Die Folge hei3t dann gegen a konvergent (sic konvergiert gegen a), und man schreibt
a=Ilima, bzw. a, »> afiir n —»o0.

n—ow

Die Konvergenz der Folge (an)neN gegen den Wert a € R bedeutet anschaulich, dass bei

Vorgabe eines beliebig kleinen Werts ¢ >0 alle Folgenglieder a,, bis auf hochstens endlich

viele Ausnahmen (,,fast alle* Folgenglieder), ,,dicht” bei a, genauer einen Abstand von a ha-
ben, der kleiner als ¢ ist. Verkleinert man ¢ auf den Wert &' < &, so steigt eventuell die An-
zahl der Ausnahmen, die nicht dicht bei a liegen; es bleiben aber weiterhin hochstens endlich
viele Ausnahmen.

Beispiel:

Die Folge (a = (\/ n+1-+/n )neN konvergiert gegen 0: Gibt man &> 0 vor und setzt

n neN

{ % —|+l,sogiltﬁir n=n,:

(Vn+1-vn)-0|=vn+1-+n
_[Wn+1=vn)yn+1++n)
Jn+1++4n
i
< ! (WegenM>\/ﬁ)

(2-¢)
<+—"=¢ (nach Wahlvon n,).

Wie man sieht, ist es nicht immer ganz leicht, bei Vorgabe von &> 0 die passende Zahl n,(¢)

zu finden, von der an alle Folgenglieder dicht beim Grenzwert a liegen, den man zudem be-
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reits kennen oder vermuten muss. Héufig berechnet man die Werte a, einiger Folgenglieder
fiir wachsende Werte von n. Falls man sieht, dass sich diese Werte einer Grof3e a anndhern,
stellt man die allgemeine Ungleichung |an - a| < & auf und versucht diese nach n aufzuldsen.
Ergibt sich dabei eine Ungleichung der Form ,,n >...“, dann kann man als no(g) die kleinste

natiirliche Zahl wiahlen, von der an die Ungleichung ,,n > ...* gilt:

Beispiel:
L 2" 4+ (=1) . -
Fiir die Folge (a, )nEN o T werden zunidchst einige Werte berechnet:
neN
nfoj 12 |3 4 5 10 15 100

an|2|1/2]5/4 [ 7/8[17/16 | 31/32 [ 1025/1024 | 32767/32768 | 1:0000000000000000000000000000008

Die Vermutung liegt nahe, dass diese Folge gegen a =1 konvergiert, also wird versucht, die

Ungleichung |an —1| < & nach n aufzul6sen:

=2—1n<8,d.h. 2" >1/¢.

(@I

|a” _1| = 2n

2" +(_1)n 1=
2" -

Man kann die ndchstgroBere 2er-Potenz oberhalb 1/& wihlen, und n, ist dann der Exponent

in dieser 2er-Potenz. Fiir jedes n > n, ist dann 2" > 2" >1/¢ bzw. [a, -1/ =1/2" < 12" <&

Eine Folge, die nicht konvergent ist, also keinen Grenzwert hat, heif3t divergent.

Fiir eine divergente Folge gilt

entweder:

(i) es gibt mindestens zwei reelle Zahlen a€ R und b eR mit a=# Db, so dass es sowohl
beliebig dicht bei a als auch beliebig dicht bei b unendlich viele Folgenglieder gibt

oder:

(i) die Werte a, werden mit wachsendem n beliebig gro3 bzw. beliebig klein (Schreibwei-

se dann a, - o0, lima, =, bzw. a, &> —o0, lima, =—w).

n—oo n—oo

Im Fall (i) sagt man, die Folge habe mindestens zwei verschiedene (reelle) Hiufungspunkte.

Beispielsweise besitzt die Folge (a,)

neN =

((— 1) )neN die beiden Hiufungspunkte +1 und —1

und ist daher nicht konvergent.
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Eine gegen eine reelle Zahl a konvergente Folge besitzt nur den einzigen Haufungspunkt a,
der dann auch Grenzwert der Folge ist.

Satz 5.1-1:

(1) Jede Folge (an)neN , die gegen einen Grenzwert konvergiert, ist beschriankt, d.h. es

gibt eine Konstante C € R mit |an| <C fiiralle neN.

(i) Konvergiert die Folge (a,) . gegen a € R, so ist a eindeutig bestimmt.

Die Limesbildung und das Rechnen mit arithmetischen Ausdriicken ist hiufig miteinander
vertauschbar. So kann man den Grenzwert einer Folge, deren Folgenglieder sich als arithmeti-
scher Ausdruck (gebildet mit den Operatoren +, — , “ und /) von Folgenglieder konvergenter
Folgen darstellen lassen, dadurch berechnen, dass man die Limesbildung in den arithmeti-
schen Ausdruck hineinzieht: Man berechnet die Grenzwerte der einzelnen Teile und verkniipft
diese dann gemdl dem arithmetischen Ausdruck. Konstante Faktoren, die nicht von n abhin-
gen, kann man jeweils vor den Limes ziehen. Die Grundlage dieses Kalkiils liefert der folgen-
de Satz.
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Satz 5.1-2:

Es seien (a,) . bzw. (b,) . zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.
Dann gilt:
() lim(a, +h)=a+b,

(i)

(iii)

(iv)

v)

lim(a,-b,)=a-b.

Fir reR ist lim(r-a,)=r-lima, =r-a.
n—oo

n—o

Gilt b#0 und b_# 0 firalle ne N, so ist 1im(5j =%.

nN—oo

Aus lima, =a kann man 1im|an| = |a| schlieen.

Fir a=0 gilt auch die Umkehrung: lim|an| =0 impliziert lima, =
Jede (fast iiberall) konstante Folge (an )neN konvergiert, genauer:
Ist a, =a fiir (fast) alle ne N, so ist

lima, =a.

nN—oo

,,Ahnlich* aussehende Folgen verhalten sich beziiglich der Konvergenz hiufig sehr unter-
schiedlich: So ist die durch

a

n

2" +(=2)"
2!’1

definierte Folge (an )neN nicht konvergent. Dagegen konvergiert die durch

b

n

2"+ (-2

definierte Folge (bn)neN gegen 0.




116 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

Haufig ist das Konvergenzverhalten einer Folge (an)neN zu untersuchen. Ist eine Zahl a € R

»verdachtig®, Grenzwert der Folge (an) zu sein, so ldsst sich durch Riickgriff auf die De-

neN
finition des Limesbegriffs nachpriifen, ob die Folge tatsdchlich konvergiert, und zwar gegen
a, d.h. ob lima, =a gilt. Kann man einer Folge, ohne von ihrem mdglichen Grenzwert etwas

n—o0
zu wissen, ansehen, dass sie konvergiert? Die folgenden Sétze liefern einige Konvergenzkri-
terien fiir Folgen. Daneben gibt es eine Reihe weiterer Konvergenzkriterien, die mit Hinweis
auf die angegebene Literatur hier nicht angefiihrt werden.

Satz 5.1-3:

Es seien (an) bzw. (bn) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.

neN neN

Dann gilt:
(i) Esseien (a,)  und (b,)

zwel konvergente Folgen mit demselben Grenzwert

neN neN

a € R. Fiir fast alle Folgenglieder ¢, der Folge (Cn)neN gelte a, <c, <b,. Dann

konvergiert auch die Folge (Cn )neN , und zwar zum selben Grenzwert a.

(i1)) Jede beschrinkte und monoton wachsende Folge konvergiert, und ihr Limes ist
gleich der kleinsten oberen Schranke (Supremum) ihrer Wertemenge.

Jede beschrinkte und monoton fallende Folge konvergiert, und ihr Limes ist
gleich der grofiten unteren Schranke (Infimum) ihrer Wertemenge.

Eine unbeschrinkte, monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge strebt ge-
gen o0 bzw. —o0,

Bemerkung: Nicht jede beschrankte Folge ist konvergent.
(i11)) Jede Umordnung und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist ebenfalls kon-

vergent mit demselben Grenzwert. Dasselbe gilt, wenn man endlich viele Folgen-
glieder einer konvergenten Folge abédndert.
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Das folgende Konvergenzkriterium von Cauchy gibt eine notwendige und hinreichende Ei-
genschaft der Konvergenz einer Folge an:

Satz 5.1-4:

Eine Folge (an )neN ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem ¢ € R mit £> 0 eine

natiirliche Zahl n, = n,(¢) gibt, so dass gilt:

|an—am|<g fir jedes n € Nund jedesme Nmitn=>n,undmz=n,.

Der folgende Satz liefert einige Beispiele konvergenter und divergenter Folgen.
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Satz 5.1-5:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(vi)

(vii)

Es sei g eR . Dann gilt

limq" =

N—o0

0 fur-1<qg<Il
1 firq=1 ’

fir q>1 und g <-1 ist (q”)neN divergent.
Ist ke N und |g| <1, soist lim(n“q")=0.

Es sei a € R. Dann ist

0 fir a<0
1 fira=0
oo fir a>0

limn? =

n—oo

Fiir jedes a € R ist

n

lim—=0.
n-w Nl

lim(l +l) =e=2.7182818284590...;

n—o n

e heil3t Eulersche Konstante.

Die Folge (\/ﬁ )n N divergiert: mit wachsendem n werden die Folgenglieder belie-

big groB. Hingegen werden die Zuwichse von einem Folgenglied zum néchsten
mit wachsendem n beliebig klein; denn die Folge

(VA+T-n)

neN

konvergiert gegen 0.

Die Folge (1 +l+l+ +lj divergiert.
2 3 n

neN
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Das Beispiel in Satz 5.1-5 (vii) zeigt eine Folge in einer speziellen Form: Das n-te Folgen-
glied ist selbst eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Summanden, die aus einer Folge
stammen, die nach einer einheitlichen GesetzméBigkeit aufgebaut ist. Derartige Folgen sollen
nun genauer betrachtet werden.

Zur Zahlenfolge (a, ) . wird eine neue Zahlenfolge (s,) . durch

n

S, =>4,

i=0

definiert. Der Wert s, heif3it n-te Partialsumme von (an )neN:

Sy =3a,,
S, =4a,+a,,

s,=a,+a, + ...a, =S5, ,+4a,.

Falls der Grenzwert lims, = lim( aij existiert, so heiit er unendliche Reihe der Folge

n—oo nN—oo —0

(an )neN und wird mit

.l;?g

Il
o

bezeichnet. Gelegentlich schreibt man auch

a,=a,+a,+a, + ...

-

Il
o
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Satz 5.1-6:

Existiert der Grenzwert Zai , so konvergiert die Folge (an)neN gegen 0, d.h. aus

i=0

> a; <o folgt lima, =0.

i=0

Bemerkung: Die Umkehrung dieser Aussage gilt i.a. nicht, d.h. aus der Konvergenz der Folge

(an)neN gegen 0 folgt i.a. nicht die Existenz von Zai , wie das Beispiel der
i=0

Folge (an )neN = (%)nEN zeigt: die Folge (%)nEN konvergiert gegen 0, aber die
Folge der n-ten Partialsummen (s, )neN = [Z li j konvergiert nicht (Satz 5.1-5
1

(vii)).

Satz 5.1-7:

Es seien Z a;, und Z b, konvergent. Dann gilt:

(1)

(ii)

i=0 i=0

i(c'ai)= C~iai fiir jedes c e R.

i=0

Il
(=}

Zur Berechnung von Z a; sind folgende Schritte erforderlich:

1. Schritt:

i=0

n
Man bildet die n-te Partialsumme s, = Zai . Falls moglich, findet man hierfiir einen ge-

i=0

schlossenen Ausdruck, der von n abhéngt.
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2. Schritt:

Man vollzieht den Grenziibergang n — o und erhélt lims, = lim(z aij = Zai .

n—oo n—oo\ “ .
i=0 i=0

Es sei meN . Unter Zai versteht man den Grenzwert der Folge ( aij

i=m

neN,n>m

Satz 5.1-8:

Falls Z a; existiert, so existiert auch Zai fiir jedes me N, und es gilt

i=0 i=m
© © m-1
2.8=)23-24
i=m i=0 i=0

Der folgende Satz liefert einige Beispiele:
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Satz 5.1-9:

(i) FirgeRmit—-1<q<1 ist
b
i—0 1-q°

_a
i=1 l_q

(i) Die Reihen ) (- 1)i und Zl existieren nicht (sind divergent).

i=0 i=1

~ 0,7853981633974

0 2
Zé=1+l+l+L+ LZJF = s 1,644934066848
| 4 9 16 n 6

i 1 :i 1 _

o -+ F-0-1)
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Die rationalen Zahlen werden in Kapitel 1.4 durch

Q={%\meZundneZundn¢O}

definiert. Im folgenden wird eine Charakterisierung mit Hilfe ihrer Dezialbruchentwicklung
gegeben.

Es sei r € R eine reelle Zahl mit 0 <r <1, deren Dezimalbruchentwicklung nach endlich
vielen Stellen nur noch aus den Ziffern 0 besteht, d.h. nach endlich vielen Stellen abbricht:

r=[0,d.,d,..d, ], = id_i 107 mit d, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } firi=1,..,m.
i=1

Da jeder Summand d_ -10™ = ?T_: eine rationale Zahl ist, gilt auch r € Q. In diesem Fall ist

r=[0.d.d,..d], = [d_ld_i(.).r.nd_m]l0

(im Zdhler steht die natiirliche Zahl, deren Dezimalzahldarstellung aus der Ziffernfolge der
Dezimalbruchentwicklung besteht, und im Nenner steht die Zahl, deren Dezimaldarstellung
von links gelesen aus einer Ziffer 1, gefolgt von m Ziffern 0 besteht).

Es sei nun r € R eine reelle Zahl mit 0 <r <1, deren Dezimalbruchentwicklung aus einem
nichtperiodischen und einem periodischen Teil besteht, etwa

r= [O,d_ld_2 .dd d ,..d, 10

cF-m-m-l1

Hierbei wiederholt sich die Ziffernfolge d_, ,d

ne nichtperiodischen Abschnitte in der Dezimalziffernfolge mehr vor. Zu beachten ist, dass

“m - d_, beliebig oft, und es kommen kei-

man mit der Periodennotation nur endlich viele Dezimalziffern notieren muss, obwohl die
Zahl in ihrer Dezimaldarstellung unendlich viele Ziffern benétigt. Es ist

r=[0.d,d,..d,d,d,,.d, . .|

=lo,d d,..d ], +|0,00..0d, d,,..d,, } .
10

m-mal

Der zweite Summand hat den Wert
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=1/10™- i dmldaé k)' il (im Zéhler die Dezimalzahld , d_ ,..d_ )

m =]
= 1/10 : [d,m—1d7m72 d,mfk ]10 Z (10“ )I
i=1
N 1/10)¢ .
=1/10"-[d_,,d 5 d i ] -% (nach Satz 5.1-9 (i)
:l/lom'[d—ml -m-2 * —m k]10 10k

Insgesamt ergibt sich

r=lo.d,d,..dd, dm,d. ]

_ [d—ld—z d—m]1o n [d—m—ld—m—z d—m—k ]10
10" 10" -(10* 1)

b

(die Dezimaldarstellung der Zahl 10™ -(1 0 —1) besteht von links gelesen aus k Ziffern 9, ge-
folgt von m Ziffern 0). Auch hier gilt wieder r € Q.

Bemerkung: Die Zahl 0,9.. hat den Wert 1; denn mit m=1 und k=1 ist

09..2099..= 04— 2 -
10 10-(10-1)

Es sei umgekehrt die rationale Zahl r e Q mit 0 <r <1 in gekiirzter Form r =% mit ae N

und b e N mit b>1 gegeben. Es ist ggT (a, b) =1. Es werden drei Félle unterschieden:

1. Fall: bhatdie Form b=2"-5' mit i+ j=m=>1.

Dann teilt b die Zahl 277.5" =10") =10™, d.h. 10™ =b-b’ mit einer natiirlichen
a-b’

m

Zahl b’". Der Bruch % lasst sich erweitern zu %: . Dar :%<1 gilt, ist
0<a-b'<10™. Die Darstellung von a-b’ als Dezimalzahl hat endliche Lange und

zu beachten ist hierbei,

ml’

m-1
lautet a-b' = Zdl 10" mit den Dezimalziffern dy, ..., d
=0

dass a-b’ als Dezimalziffernfolge a-b' =[d,, ...d, ], lautet. Damit ergibt sich



5.1 Folgen und Reihen 125

2. Fall:

3

220 .= " d, 107" =Y d
b 10" 10" ! z”" ’

1=1

Il
(=}

also die endliche nichtperiodische Dezimalbruchentwicklung % =[o.d ... d0]1 0

ggT (b, 10)=
Nach Satz 3.4-2 gilt in diesem Fall 10°® =1 (modb). Es gibt also eine kleinste na-
tiirliche Zahl m < ¢(b), so dass b die Zahl 10™ —1 teilt. Wie im 1. Fall ldsst sich der

Bruch a erweitern zu E: a-b
b b 10™-1

. Wegen 0<a-b’'<10™ -1 hat die Darstellung

m-1
von a-b’ als Dezimalzahl wieder endliche Linge und lautet a-b'= Zdl 10" mit
1=0

den Dezimalziffern d,, .., d_ ,; wieder ist zu beachten, dass a-b" als

Dezimalziffernfolge a-b'=[d,,..d,J, lautet. ~Nach Satz 5.1-9 (i) gilt

m i(l/lO ) und damit
10 L

a_ab (G o) (s
- (Eaw ) (£

i=1

=d, '(ilo_m'i}rdl '10-(50:10_”"ij+...+dm_1 10™! .(ilo—m'i}
=l i=l

i=1

=[S, 10 |+ S, 10 |4k S, 10
1 1

i=1 i=1 i=1

(d0 10™ +d,-10™" 4 +d, 10

d, -10'"”}

d| .1 Ol—m—(i—l)m ]

Il
Nk

Il
r[Ms
N g

Il
Ms

%:
(

8

i=1

S (Lo,

1=1

— - i—l}m . [mz_ld lolmj

8

Diese Zahl in der Darstellung als Dezimalbruchentwicklung lautet
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a
Z=lod,,..dd, ..

dyd, . dyd, o dy | =[odd, .,
%/_/
= 10

i=l i=2 i=3
ist also ein rein periodischer Dezimalbruch.

3. Fall: b hat die Form b=2"-5"-b’ mit i+ j=m=>1, b’>1 und ggT(b’,10)=1. Wie im 1.
a-2'.5" a-2.5

Fall ldsst sich der Bruch a erweitern zu a_ ————=———_ Gilt
b b 2"'.5".p" 10"-b
a-2j-5i .. . i i ' ' .
o >1, dann kann den Zihler in der Form a-2'-5'=k-b'+a’ mit k e N und
) ) X j‘ i ' '
OSa’:(a.zl.S')modb’<b’ schreiben, d.h. a 2b' > :k+%, 0£%<1. Ist
I Nl gi ’
a-2°-5 <1, dann hat der Bruch ebenfalls die Form a:2°-5 —k+ 2 (mit k=0

b’ b’ b’
und a' =a-2'-5'). In beiden Fillen ergibt sich aus ggT(a, b):l und

j i

99T (b',10)=1, dass auch ggT(a’,b’)=1 ist; denn fiir a

>1 folgt mit Satz

33-2:  ggT(a,b)=ggT((a-2"-5')modb’,b’)=ggT(a-2-5',b")=1, und fiir

a-2).5

!

<1 ist bereits ggT(a’,b’)= ggT(a-Zj -Si,b’)zl. Die Dezimalzahldarstel-

h-1 ’
lung von K sei k = Zdl -10' =[d, , ...d, ] ,, die Darstellung von % als Dezimalbruch

1=0

10 >

X j‘ i '
a-2°-5 :k+% die Dezimal-

gemil dem 2. Fall sei % = [O,dr']_1 ..dg ]10 Dann hat

215 '
a-2'-5" _ k+%:[dn-1 ..d,,d! dé]m Die Darstellung von % als

!

darstellung

Dezimalbruch enthilt genau dieselbe Ziffernfolge, nur ist das Komma um m Stellen

nach links geschoben, d.h. die Dezimalbruchdarstellung von % besteht aus einer

endlichen nichtperiodischen Ziffernfolge, gefolgt von einer endlichen periodischen
Ziffernfolge.

Die Betrachtung bezieht sich auf rationale Zahlen r e Q mit 0 <r <1. Sie ist natiirlich auf

ganz Q erweiterbar:

Q={z+r|zeZund(r=[0,d d,..d ], oderr=[0,d,d,..d ,d,d 0, d, )
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d.h. Q besteht aus allen Zahlen, deren gebrochener Anteil in Dezimaldarstellung entweder
nach endlich vielen Dezimalziffern abbricht (es folgen nur noch Nullen) oder unendlich peri-
odisch endet. Irrationalen Zahlen haben demzufolge einen gebrochenen Anteil in Dezimaldar-
stellung, der unendlich und nichtperiodisch ist.

Eine Reihe z a, heil}t absolut konvergent, wenn die Reihe Z|ai| konvergiert.

i=0 i=0

Es ldsst sich zeigen, dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergiert, d.h. aus der Kon-

vergenz von Z|ai| folgt die Konvergenz von z a, .
i=0 i=0

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man Reihen miteinander multiplizieren, jedenfalls
dann, wenn sie absolut konvergent sind. Die folgende (nichtmathematische) Darstellung lie-
fert die Motivation fiir die etwas komplizierte Indizierung in den auftretenden Reihen. Zwei

Reihen Z a; und Zbi werden miteinander multipliziert, indem die einzelnen Summanden
i=0 i=0
nach der Summe ihrer Indizes sortiert werden:

(a,+a +a, +a,+..a, +..)-(b,+b, +b, +b,+..b, +..)

n
= a,-b, +a,-b+a b +a,-b,+a b +a,-b+..+>a; b +..
-0

Indexsumme 0 Indexsumme 1 Indexsumme 2

Indexsumme n

Satz 5.1-10:

Sind die Reihen Zai =a und Zbi =Db absolut konvergent, so ist auch die Reihe

i=0 i=0

Z(Z a, -b._, | absolut konvergent, und es gilt

i(iak b, =(: aij-@:bi] —a-b.
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Im allgemeinen ist die Bestimmung des Konvergenzverhaltens einer Reihe nicht einfach, so
dass sich die Frage nach Konvergenzkriterien fiir Reihen stellt. Ein ,,Negativkriterium* lie-

fert Satz 5.1-6: Falls fiir eine Reihe z a, die Folge (an )nEN nicht gegen 0 konvergiert, exis-
i=0
tiert auch der Grenzwert z a, nicht. Ein ,,Positivkriterium® ergibt sich aus Satz 5.1-3: Ist die
i=0

Folge [Z|ai|j monoton wachsend und nach oben beschrinkt, so konvergiert Z a; abso-
i=0

neN i=0

lut. Zwei weitere Konvergenzkriterien sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 5.1-11:

(1) (Majorantenkriterium)

Ist Zbi absolut konvergent und gilt |ai| < |bi| fiir (fast) alle i € N, so ist auch die
i=0

Reihe z a; absolut konvergent.

i=0

(i) (Quotientenkriterium)

Die Reihe Zai besitze die Eigenschaft, dass ab einem Index n,eN stets
i=0

a'I’H—l

<q fiir einen Wert g mit 0 <q <1 gilt. Dann ist die Reihe Zai absolut

i=0

n

an+1

a

konvergent. Ist ab einem Index stets >1, so ist die Reihe divergent.

n

00 I

Es sei X € R. Die Reihe ZX—' ist absolut konvergent; denn nach Satz 5.1-11 (ii) ist

i=0

fiir jedes ne€ N mitn > 2- |X| —1. Daher ist die Definition der folgenden Funktion sinnvoll.
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Die Funktion

R - R

. 00 XI
eXpiyy X

i I!

heilt Exponentialfunktion. Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion und verwandter
Funktionen werden in Kapitel 5.5 behandelt.

In Satz 5.1-5 (iv) wurde die Eulersche Konstante als lim[l+l) =e=2.7182818284590...

n—oo n

n

definiert. Wie man direkt nachrechnet, gilt (k

1 1 L :
]F < W Dabher ist (siehe Kapitel 4.1)

Daraus folgt e = lim(1+lj < lim( lj = 1 . Es sei umgekehrt n>m >1. Dann ist
n K k=0

n—o0

1 &(ny 1 &1 nn-1 n-k+1) &1 1 k-1
l+—| > =y = =S| =1 f1—=| 1=
( nj kz_;‘(kj n« k_O(k! n n n j kz_o“[k! ( nj { n D

Durch Limesbildung folgt e= lim(1+lj ZZ% und durch erneute Limesbildung
k=0 K3

n—o0 n

e > lim Zl = zl . Insgesamt ergibt sich

Die Exponentialfunktion, die durch die Reihe ZX—' definiert wird, kann man durch eine end-
i—o |

liche Summe und einen Restfehlerterm, dessen Grofle man abschétzen kann, darstellen:
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Satz 5.1-12:

Essei ne N und X € R mit |X|Sl+g. Dann gilt:

n i n+l
== Z)-(—,+ R,.;(X) mit [R,(X)|< EL

exp(X) = .
p(x) it A n+1)

0
i=0

Fir X =1 und n =10 liefert Satz 5.1-12 die Abschétzung R, (1) < 0,00000006 und damit

2,7182816 < e < 2,718282.

5.2 Eigenschaften reeller Funktionen einer Verinderlichen

Im vorliegenden Kapitel werden eine Reihe wichtiger Definitionen vorgestellt, die Eigen-
schaften reeller Funktionen einer Verdnderlichen beschreiben.

Zur Erinnerung:
Es seien @ € R und b € R reelle Zahlen mit a <b. Die Menge

x| xeRunda<x<b } heiBt abgeschlossenes Intervall von a bis b,

X | X eRunda< x<b | hei3it offenes Intervall von a bis b,

x| xeRunda<x<b } heiBt halboffenes Intervall von a bis b,

—_— v m—

hei3t halboffenes Intervall von a bis b.

Unter einem Intervall wird ein abgeschlossenes oder offenes oder halboffenes Intervall ver-
standen. Zusétzlich zu den Intervallen mit reellwertigen Begrenzungspunkten werden folgen-
de Intervalle definiert:

]-©,a]={ x| xeRundx<a },
]-o,a] ={ x| xeRundx<a },
[a,0[={ x| xeRunda<x },
]a,oo[:{ X| x eRund a< x } und
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Im folgenden sei f:X >R, X< R,und | R sei ¢in Intervall.

f heiflt auf | monoton steigend (bzw. monoton fallend), wenn fiir x, €l und x, €1 gilt:

Ist X, <X,,soist f(x,)< f(x,)
(bzw.
ist X, <X,,soist f(X;)= f(x,)).

Der Graph einer monoton steigenden Funktion fillt also mit wachsenden x-Werten nicht ab;
der Graph einer monoton fallenden Funktion steigt also mit wachsenden X-Werten nicht.

f heift auf | streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend), wenn fiir X, €l und

X, €l gilt:
Ist X, <X,,soist f(x,)< f(X,)

(bzw.
ist X, <X,,soist f(x,)> f(x,)).

f heif3t auf | beschréinkt, wenn es ein ¢ eR_, gibt, so dass fiir jedes x €1 gilt: |f(x)| <c.

Der Graph einer beschriankten Funktion verlduft also weder oberhalb von ¢ noch unterhalb
von —C.

f hei3t auf | nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt), wenn es e¢in ¢ eR gibt,
so dass fiir jedes x el gilt: f(x)<c bzw. f(x)>c.

f heiflt konvex iiber I, wenn fiir X, €l und X, el mit X, # X,und fiir jedes | eR mit

0<l<1 gilt:

f(l-x, +A=D-x) - f(x,)+ (1= f(x,).
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A
f(x)
f(x2)
f(x2) + I (f(x2) - f(x1)) =1f(x2) + (1 - 1) f(xa)
fl x2 + (1 - 1) x1)
konvex
f(x1)
X1 |X2+(1-|)X1 X2 -

=X1+|(X2-X1)

Nimmt man also zwei beliebige verschiedene Werte X, €l und X, €l und verbindet die
Punkte (X,, f(x,)) und (X,, f(X,)) des Graphen einer iiber | konvexen Funktion durch eine
gerade Linie, so verlduft der Graph zwischen (X, f(X,)) und (X,, f(x,)) unterhalb dieser

Verbindungslinie. Betrachtet man diese Verbindungslinie als Annéherung an den Graphen der
Funktion zwischen (X,, f(x,)) und (X,, f(X,)), so macht man einen Approximationsfehler in

Richtung groBerer Werte, d.h. die Approximation liefert zu gro3e Werte.

f heifit konkav iiber |, wenn fiir X, €l und X, €l mit X, # X,und fiir jedes | eR mit

0<I<1 gilt:
f-x, +(1=1)-x)=1- F(x,)+(1=1)- f(x,).

Bei einer konkaven Funktion verlduft der Graph oberhalb der entsprechenden Verbindungsli-
nie. Betrachtet man auch hier wieder die Verbindungslinie zwischen den Punkten (X,, f(X,))

und (X,, f(X,)) als Anndherung an den Graphen der Funktion, so liefert sie hier zu kleine
Werte.



5.2 Eigenschaften reeller Funktionen einer Verdnderlichen 133

f heiBlt streng konvex iiber I, wenn fiir X, €l und X, €l mit X, # X,und fiir jedes | eR

mit 0 <1 <1 gilt:
f(l-x, +(1=D-x)<l-f(x,)+A-=-D-f(x,).

f heifit streng konkav iiber |, wenn fiir X, €l und X, €l mit X, # X, und fiir jedes | eR

mit 0 <1 <1 gilt:

f(l-x, +(A=D-x)>1-f(x,)+A-D-f(x,).

Eine Funktion kann in Teilintervallen ihres Definitionsbereichs (streng) konvex und in ande-
ren Teilintervallen (streng) konkav sein.

Die Funktion f: X — R, X < R heif}t stetig im Punkt x, € X, wenn gilt:
Fir jedes ¢ € R mit ¢>0 gibt es ein 6>0, das von ¢ und X, abhdngen kann (d.h.

0 =0(¢&,X,)), mit folgender Eigenschaft:
Fiir jedes x e X mit |X— XO| <o ist|f(x)— f(X0)| <Eeg.

Die Funktion f: X — R heif3t stetigin D < X, wenn f in jedem Punkt X, €D stetig ist.

Fir einen Wert X € R und ein £ > 0 bezeichnet man das offene Intervall
Ug(x):{z| X—E<I<X+& }:{z‘|x—z|<g}

als £-Umgebung von X. Mit dieser Bezeichnung bedeutet die Stetigkeit einer Funktion
f: X —> R in einem Punkt x, € X :

Zu jeder &-Umgebung U(f(x,),&) von f(x,) gibt es eine (von & und X, abhingige) & -
Umgebung U(X,,5) von X, , die durch f ganz nach U(f(x,), &) abgebildet wird, d.h. fiir die

FU(x,.8)cU(f(x).2)



134 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

gilt. Anschaulich heif3t dieses, dass fiir ein Argument X, das sich ,,nahe bei* X, befindet (in
der ¢ -Umgebung U (XO, o ) von X, ), der Funktionswert f(X) ,,nahe bei“ f(x,) liegt (in der
¢ -Umgebung U(f(x,),&) von f(x,)). Eine ,,sehr kleine Anderung“ des Arguments, d.h. der
Ubergang von X, zu X mit |X - XO| <&, fiihrt zu einer ,,sehr kleinen Anderung* von f(X,),
d.h. der Funktionswert f(x) erfiillt |f(x)— f(x0)| < &. Insbesondere macht der Graph der

Funktion an der Stelle bzw. ,,nahe* der Stelle X, keinen Sprung. Graphen stetiger Funktionen

lassen sich in einem Zuge zeichnen, ohne den Zeichenstift abzusetzen. Der Graph einer in
X, € X stetigen Funktion weist in (X,, f(x,)) keine Sprungstelle auf.

Andert sich die Funktion f in der Nahe von X, langsam, so wird man keine Miihe haben, zu

vorgegebenem & >0 ein passendes ¢ >0 zu finden; dndert sie sich rasch, so wird man J ent-
sprechend klein wahlen miissen.

Beispiele:

Die Funktion

fR>0—>R
'X—>%

2
> (0 nehmen.

ist stetig in jedem Punkt X, eR_;: Zu £>0 kann man 6 =0(¢,X,) = "
+&-X,

Ist ndmlich x e X mit |X— XO| <0,soist

Ll
[F00— )| = [l/x=1/%,| = . ‘ % d)

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Annahme |X - X0| <0, die gleichbedeutend ist mit

X,—0 <X<X,+J (also gilt insbesondere Xx,—J<Xx bzw. 1/x<1/(x,—5)). Setzt man

2

% ein, so siecht man _ 9 = ¢, also insgesamt |f(x)— f(x0)| <eg.
1+&-%, X, - (X, =)

5_
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Die Funktion

{R>0 - R
f:q

X - \/;

ist stetig in jedem Punkt X, €R,,. Zu £>0 und X, >0 wihle man z.B. §=45(¢,%,)=¢&".

Man beachte, dass ¢ hier nur von & und nicht von X, abhdngt. Ist ndmlich xe X mit

[X=X,| <& und x = X, (fiir x =X, gilt sowieso | f(x)— f(x)|=0<¢):

Al AN |x x| X%,
| (ﬂﬂ T

[f 00— f (%)=

Die letzte Ungleichung folgt aus der binomischen Formel: Sind a€ R, und be R, reelle

Zahlen, so gilt:

a+b< a+b+2-\/§-\/5=(\/§+\/6)2;
auflerdem gilt |a—b|£ a-+b und damit 1/|a—b| <Ja+b <a++b.

Die obige Ungleichung wird fortgesetzt:

10— f(x)|< \/7 = \J[x—x,| <& = Vet =¢.

Wie im Fall der Konvergenz ist das zu vorgegebenem ¢ > 0 ,,passende® 6 >0 nicht immer
leicht zu finden; hier ist hdufig mathematische Phantasie gefragt. Man kann beispielsweise die
konkrete Angabe von o zunidchst offen lassen und versuchen, die Ungleichung

|f(X)— f(x, )| < & so umzuformen, dass dort der Ausdruck |X— X0| vorkommt, von dem man

dann ja annimmt, dass er kleiner als & ist. Dann versucht man, die so entstandene Unglei-
chung nach & aufzul6sen. Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise erldutern.

Die Funktion

R - R
f: 5
X = X



136 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

ist in jedem Punkt X,e€R stetig. Zu £>0 und X, eR setzt man beispielsweise
0=0(&,%,)=? Es wird zundchst |f(x)— f(XO)| in Abhingigkeit von |X—X0| und X, be-

stimmt:

f(x)— f(x0)|:‘xz—xj‘:|(x—x0)-(x+x0)| =[x = X,|-[x + X,|

£|X—XO|'QX|+|XO|)< 5'(2'|X0|+5)

In der letzten Ungleichung wurden die spéter zu treffende Annahme |X - X0| < ¢ und die aus
dieser Ungleichung leicht nachzurechnende Folgerung |X| < |X0| + 0 bereits verwendet. Wie ist

also 0 zu wihlen, damit o - (2-|X0| +0 )< ¢ ist (hier reicht auch ,,=* anstelle von ,,<“, da ja in

der Ungleichungskette bereits ,,<* vorkommt)?
5-(2-|x0|+5): 8428 ||+ %, = [x,[ = (5+|x0|)2 ~x[ =&
ergibt

§=08(8,%) = /[Xo|” +& =[x,

Da der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen grofer als |X0|2 ist, ist auch 0 > 0. Wihlt man den

so angegebenen Wert von ¢, so folgt aus |X - XO| < 0 die Ungleichung | f(x)—f (X0)| <¢g.

Die Funktion f:X — R heilit gleichmiBig stetig in D < X, wenn es fiir jedes £ € R mit
>0 ein >0 gibt, das hochstens von ¢ abhidngt (d.h. 6 = (¢)), mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes x € D und fiir jedes y € D mit |[x — y| <& ist |f(x) - f(y) <e.

Jede in D < X gleichmiBig stetige Funktion ist dort natiirlich auch stetig. Es gibt jedoch ste-
tige Funktionen, die nicht gleichméBig stetig sind, wie das Beispiel der Funktion

¢ R - R )
. zeigt:
X — x? g
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Angenommen, f wire gleichméaBig stetig. Es sei € >0 vorgegeben, und 6 > 0 sei der zugeho-
rige Wert aus der Definition der gleichmdBigen Stetigkeit. Es wird ein Wert 6’ gewihlt mit
0< &' <5 und eine groBe reelle Zahl x € R mit &"-(2-x+0")> & (einen derartigen Wert X
findet man immer, da der Ausdruck links beliebig grofl gemacht werden kann). AuBBerdem
wird y = X+0" gesetzt. Dann ist |X— y| = |X—(X+5’) =0'< 9, aber

[F00=F ()] =P =y =|y? =X =[x+ 8 x| =]2-x- 8"+ 87| = 6"-(2- x+ &) 2 &.

Es ldsst sich zeigen, dass eine auf R gleichméBig stetige Funktion ,,nicht zu schnell wéchst*,
namlich hochstens wie eine lineare Funktion (genauer: Ist f:R — R gleichmaBig stetig, so

gibt es eine Konstante C >0 mit |f(x)| < C-(1+]x))).

Satz 5.2-1:

Sind f:X—> R und g: X — R mit X < R stetig, so auch die folgenden Abbildungen:

) g X - R
@ s X = fx)+9(x)
- R

} X
(11) f.g.{x (0 9(0)

X —> R
(iii) |f|: x - [fx)

) X - R )
(iv) c-f: mit ¢ eR
X — c¢-f(x)
e
X —> R
(v) Ist g(x,)=0,soist f/g:q f(X) in X, €R stetig.
9(x)

(vi) Mitfund gistauch go f stetig.

-1 -1
(vii) Istf eine bijektive Funktion mit der Umkehrfunktion f,soistauch f stetig.
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Satz 5.2-2:
Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(@) f:X—> R istander Stelle X, € X stetig.

und
(b) Fiir jede Folge (X,)

oy it lim X, =X, gilt lim f(x,)=f(X,).

n—oo

Mit Hilfe des Satzes 5.2-2 ldsst sich hiufig nachweisen, dass eine Funktion in einem Punkt

X, € X nicht stetig ist. Dazu braucht man nur eine einzige Folge (Xn )n anzugeben, die ge-

eN

gen X, € X konvergiert, deren Bildwerte unter f aber nicht gegen f(X,) gehen.

Beispiel:

Die Funktion

R — R
f X furx <1
"] X
X+1 furx=>1

ist in X, =1 nicht stetig. Dazu betrachte man die Folge (x,) . mit x, =1-1/(n+1). Es gilt

limx, =1. Andererseits ist f(x,)=1-1/(n+1) und f(x,)=f(1)=2, also

n—oo

lim f(x,)# f(X,).

Der folgende Satz driickt noch einmal aus, dass der Graph einer stetigen Funktion keine

Spriinge aufweist.




5.2 Eigenschaften reeller Funktionen einer Verdnderlichen 139

Satz 5.2-3: (Zwischenwertsatz)

(i) Essecien acR und beR reelle Zahlen mit a <b. Die Funktion f :[a,b]—> R
sei im Intervall [a,b] stetig. AuBerdem gelte f(a) <0< f(b). Dann gibt es ein
y e[a,b] mit f(y)=0.

(ii) Esseien acR und beR reelle Zahlen mit a <b. Die Funktion f :[a,b]—> R
sei im Intervall [a, b] stetig. Es gelte f(a)< f(b). AuBerdem sei ce€ R mit
f(a)<c< f(b). Dann gibtes ein y [a,b] mit f(}/):c.

Es seien X c R und f:X — R eine Funktion. Das Element X, € X heif3t Nullstelle von f,

wenn f(x,)=0 gilt.

An einer Nullstelle schneidet der Graph von f die x-Achse.

Die Funktion f:X — R besitzt im Punkt X, € R den (endlichen) Grenzwert f, R, wenn
gilt:

Fiir jedes € e Rmit £ >0 gibt es ein (von & abhéngiges) o = d(¢) mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes X € X mit |X—X0|<5 ist |f(x)— f0|<5.

Zu beachten ist, dass der Wert X, nicht zum Definitionsbereich von f gehdren muss.

Wihlt man eine beliebig kleine ¢-Umgebung von f,, so findet man immer eine J -
Umgebung von X, , die durch f komplett in diese ¢-Umgebung abgebildet wird. In jeder be-
liebig kleinen &-Umgebung von f, findet man Bildpunkte (unter f), deren Urbilder nahe bei

X, liegen (zu beachten ist, dass X, nicht zu X zu gehdren braucht).

Schreibweise: lim f(x)= f,.

X=X

Die Funktion f:X — R besitzt in X, € R einen Pol, wenn gilt:
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Fiir jedes K e R mit K >0 gibt es ein (von K abhingiges) 0 = 6(K) mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes X € X mit |X—XP|<5 ist|f(X)|>K.

Die Funktionswerte wachsen iiber jede Grenze, wenn man sich dem Wert X, ndhert. Dabei ist

zu beachten , dass X, nicht zu X gehort.

Schreibweise: lim f(Xx)=zo0.

Satz 5.2-4:
Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(a Ilim f(x)=0

X—>Xp

und

(b) Die durch (% )(X) = % (X) definierte Funktion besitzt bei X, einen Pol.

Die Funktion f:X — R hat fiir X > o« die Asymptote s: X — R, wenn gilt:
Fiir jedes ¢ e Rmit ¢ >0 gibt es eine von ¢ abhingige Konstante C = C(&) > 0 mit folgen-

der Eigenschaft:
Fiir jedes x € X mit x > C(¢) ist |f(X)— S(X)| <E.

Der Funktionsverlauf von f nihert sich beliebig dicht dem Funktionsverlauf von S an, wenn
man X nur geniigend grof3 wihlt.

Schreibweise: lim| f (x)—s(x)| = 0 bzw. lim f(x)=5(x).
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5.3 Polynome

Ein Polynom ist eine Funktion p:R — R, zu deren Berechnung man mit den Rechenoperati-

onen Addition, Subtraktion und Multiplikation auskommt.
Beispielsweise wird durch p(x)= (X—l)-(x2 +5)—\/§- X' =—J2-X"+x =x*+5-x-5 ein

Polynom definiert.

Polynome lassen sich immer auf eine ,,standardisierte* Form bringen:

Eine Funktion

R—->R
x—>a, x"+a,, X" +..a - X+a,
mit reellen Konstanten a,,a,_, ... ,a,,8, unda, #0 hei3t Polynom vom Grad n.

n
Fiir p(x)=a,-X"+a,,-X"" +...a-X+a, schreibt man wie iiblich p(x)=> a;-x".
i=0

Beispiele:

Die durch p(x)= (X—l)-(x2 +5)—\/§- X" =—=2-X"+x’ = x> +5-x—5 definierte Funktion ist

ein Polynom vom Grad 7.

Die durch p(X)=5-(X* —X)-X* +4/2,5 definierte Funktion ist ein Polynom vom Grad 4.

Die durch p(x)=3-%x* - VX +9 definierte Funktion ist kein Polynom.



142 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

Polynome vom Grad 0:
p(x) = a, = const.
Hier wird auch a, = 0 zugelassen.

Der Graph eines Polynoms vom Grad 0 ist eine Gerade, die im (X, ¥)-Koordinatensystem pa-
rallel zur X-Achse verlduft und die y-Achse im Punkt (0, ao) schneidet.

Polynome vom Grad 1:

p(x)=a,-X+a, mit a, #0

T . a
Die einzige Nullstelle ist X, = ——2.

1

Der Graph eines Polynoms 1. Grades ist eine Gerade und schneidet im (X, Y)-
Koordinatensystem die y-Achse im Punkt (0, ao) .
Polynome vom Grad 2:
p(X)=a,-X’+a -X+a, mit a, #0
Es gibt zwei oder eine oder keine reelle Nullstelle. Die Nullstellen berechnen sich zu

a &

2-a, \4-a° a,

Xor,00 =

Diese sind nur dann reellwertig, wenn a,° > 4-a, -, Ist.

Ein hiufig auftretender Spezialfall ist das Polynom der Form p(X) = x>+ p-X+0 mit p eR
und g € R. Dieses Polynom hat die Nullstellen

__Pi P
2 Vs 1

X01,02
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Die Bedingung fiir die Reellwertigkeit der Nullstellen lautet p>—4-q>0.

Der Graph eines Polynoms 2.Grades ist eine Parabel, die fiir a, >0 nach oben und fiir

a, <0 nach unten gedftnet ist.

Ist a,>0 (bzw. a, <0), so wird der minimale (bzw. maximale) Wert des Polynoms

P(X) =a,-X*+a,-X+a, an der Stelle

a'1
X =—
2-a,
a 2
angenommen; der Funktionswert lautet dabei p(X;)=a,— 2 L.
. a2

Im Spezialfall p(x) = x>+ p-Xx+q lauten die entsprechenden Werte
2
=8 und p0x)=a-(%4)"

Polynome vom Grad > 3:

Fiir Polynome 3. und 4. Grades gibt es noch eine geschlossene Formel zur Nullstellenbestim-
mung, fiir Polynome héheren Grades i.a. nicht.
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Satz 5.3-1:

(1)

(i)

(iii)

n
p(x)=a,-x"+a,, - X" +..+a-x+a, = Zai -X' sei ein Polynom vom Grad n
i=0

und X, eine Nullstelle von p (d.h. p(X,)=0). Dann gibt es ein Polynom p, vom
Grad n-1 mit

PX) = (X=Xy)- P (X).
Man kann also den Linearfaktor X — X, aus p(X) ausklammern.
Im Spezialfall p(x)=x"—a" mit a # 0 lautet eine Nullstelle x, = a. Es ist

n—-1
pO)=x"-a"=(x-a)-y a"""-x".
i=0

Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n viele reelle Nullstellen.

Ein Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle.

Satz 5.3-2:

Das Polynom p(X)= Zai -x' vom Grad n habe die reellen Nullstellen Xops «oe »X

Om;
i=0

hierbei werden mehrfache reelle Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgefiihrt. Dann

gilt

p(X)

= (X_X()l)'---'(X_XOm)' pg(x)

mit einem Polynom p,(X) von geradem Grad 2-k, das keine reellen Nullstellen hat.

AuBerdemist n=m+2-k.
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Eine Funktion der Form

X —-> R
iy o PO
q(x)

mit X <R und den Polynomen p(x)=>a-X und g(xX)=>b;-x’ und b, #0 heibt

i=0 j=0

gebrochen rationale Funktion.

An den Nullstellen von ¢ ist f nicht definiert, d.h. der Definitionsbereich von f lautet

D(f)=R\{x,|q(x,)=0}.

Skizzierung einer gebrochen rationalen Funktion f:
1. Schritt:

Bestimmung aller Nullstellen von p und aller Nullstellen von . Alle diese Nullstellen seien
Xors - » X -

Die Nullstellen von q gehoren nicht zum Definitionsbereich von f.

Fiir jede dieser Nullstellen X,; von p und q wird der 2. Schritt durchgefiihrt.

2. Schritt:
Es werden 3 mogliche Fille unterschieden:

1. Fall: x,; ist eine Nullstelle von p, aber nicht von q:

P(Xe;) =0und q(X,;) =0

Es gilt
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_p(Xei) 0

f 0i) = = =Y
%)= 400~ a0k

d.h. X,; ist eine Nullstelle von f.
2. Fall: x; ist keine Nullstelle von p, aber eine Nullstelle von q:
P(X,;) # 0 und q(X,;) =0
Zu beachten ist, dass f fiir X,; nicht definiert ist.
Es gilt

lim g(x)
hm %(X) _ XT>X0i — 0 = O
X—>Xoi Xlif)l(’l p(X) p(XOi)

d.h. f besitzt bei x,; einen Pol.
3. Fall: x,; ist sowohl eine Nullstelle von p, als auch eine Nullstelle von q:
P(X,;)=0und q(x,;)=0
Zu beachten ist, dass f fiir X,; nicht definiert ist.

Ist X,; eine r-fache Nullstelle von p und eine s-fache Nullstelle von ¢, dann gilt

(x=%4) - Py (X)

(x=Xq) 0, (%)

f(x)= mit p,(X,;)#0 und q,(X,;)=0.

Fall 3a: r>s

lim £(0 = lim (x—x, )" % ~0
0i X=>Xoi 1 Xoi
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Fall 3b: r=s
lim £ (x)= 2) L g
X=X ql(xoi)

In beiden Fillen nennt man X,; eine behebbare Unstetigkeitsstelle von f, da man f

stetig nach X,; fortsetzen kann.

Fall3c: r<s

lim V4, = lim X% )80 _ o b fhat bei x,, cinen Pol.
X—=%oi ( ) X—=Xoi pl(x)

3. Schritt:

Es wird das Verhalten von f(X) bei X — oo untersucht.

P()

Es ist f(x)_q( o’ p(X) = Za X', q(x) = Zb x' und b, #0.

Fall 4a: Der Grad von ( ist groB8er als der Grad von p, d.h. m>n.

n n-1
lim f (x) = lim a,-X"+a, X" +..+a -X+a,

x>0 ool X"+ X" L+ b X+ D,

_ 5 a, '%m—n +a, '%m,m,l) +...+aQ ~%m71 +a, .%m
= lim bm.1+bm71.%+,,.+b].%mﬁbo,%m

:0,

d.h. f hat bei X > +o0o die Asymptote S(X) =0 (x-Achse).

Fall 4b: Der Grad von q ist nicht gro3er als der Grad von p, d.h. m<n.

Durch Ausdividieren (Polynomdivision) von p(xy (X) erhidlt man auf eindeutige
r(x)
X)

Weise Polynome s(x) und r(x) mit f(x)=s(x)+——. Hierbei hat s(x) den Grad

n—m und r(X) einen kleineren Grad als g(x), und es gilt:
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lirP f(x)=s(x), d.h. f hat bei X —> oo die Asymptote S(X).

5.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

In Kapitel 5.1 wird die Exponentialfunktion

R - R
eXpiyy X_
iwo I

definiert. Zunichst werden einige Eigenschaften dieser Funktion untersucht.

Ein wichtiges Ergebnis, namlich

o0

exp(l) = Z% =e=2,718281...,
i=0 -

wird in Kapitel 5.1 hergeleitet. Aulerdem gilt ZX— =1+ ZX—' , und daher exp(0) =1.
igq I

Mit Satz 5.1-10 ergibt sich

v

Il
(=}

exp(X)- exp(y) = (ZX—M

Y
= 1! i!
i Xk yi—k
;k! (i—k)!]
LI ST
i Sei-ky Y j

l-(><+y)‘j

i!

Il
e 1M 1M

(=]

= exp(X+Y)

r

2
Fiir jedes r € R gilt daher: exp(r) = exp[2 ;j (exp(aj] > 0. Wegen
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1 =exp(0) =exp(r —r) =exp(r)-exp(-r) ist sogar exp(r)>0. Daher kann der Wertebereich
der Exponentialfunktion auf R_, eingeschrinkt werden. Es lasst sich zeigen, dass die so defi-

nierte Funktion exp: R — R_; bijektiv und stetig ist.
Fiir jedes n € N ldsst sich der Wert der Exponentialfunktion folgendermaf3en berechnen:

exp(n) = exp(1+1+...+1) = (exp(1))" =e".

n—mal

Dieses Ergebnis bedeutet, dass man zur Ermittlung des Werts von exp(n) anstelle der Grenz-

wertberechnung zn—' in R das n-fache Produkt der reellen Zahl e € R bildet. Zur Berech-
i-o I

nung des Werts von exp(n) mit Hilfe eines Computers, in dem reelle Zahlen nur approximiert
. : o : zn : :
werden konnen, wird man eher die Reihenentwicklung Z—' verwenden und diese nach einer
i=0

endlichen Anzahl Summanden, entsprechend der vorgegebenen Genauigkeit zur Darstellung
reeller Zahlen, abbrechen.

Fiir eine negative ganze Zahl m € Z ist wegen exp(m)-exp(—m) =exp(0) =1:

I
=€ .

exp(m) =

—-m

exp(—m) - e

.o . n . .
Fiir eine rationale Zahl g =— mit ne N und me N_ ist
m

n\Y) n . n n ;
(exp(—jj =exp| —+—+...+— |=exp(n)=¢", also

m m m m

m-mal
e
exp| — |=¢e".
m
Fiir eine rationale Zahl g < 0 ist wegen exp(q)-exp(—Q) = exp(q—q) = exp(0) =1:
1

— — 1 —
O o e

q

Insgesamt ist also fiir jedes X € Q gezeigt: exp(x) =e*.
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Aufgrund dieses Ergebnisses verwendet man fiir alle X € R anstelle von exp(x) die Bezeich-
nung e*; zu beachten ist, dass dieses fiir x € Q bewiesen wurde, fiir x € R\ Q stellt es eine

X
— dar.

i
abkiirzende Schreibweise fiir den Grenzwert der Reihe '
I!

0
i=0

Die Ergebnisse fasst folgender Satz zusammen:

Satz 5.5-1:

(i)  Die Exponentialfunktion

ist bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalgleichung
exp(X+Y) =exp(X)-exp(y) bzw. e =e*-¢’.

(i1)) Esseien X eR und y eR. Dann gilt

exp(0) =1,
exp(l) =e,
exp(x—y) = 2K oy ey &

exp(Yy) e’

Aufgrund von Satz 2.2-1 gibt es zur Exponentialfunktion eine eindeutig bestimmte Umkehr-
funktion, die stetig und bijektiv ist (Satz 2.2-1 und Satz 5.2-1). Diese Funktion heif3t natiirli-
cher Logarithmus und wird mit In bezeichnet:

{] 0,0[ > R
In:
X — In(x)

Es ist y =In(X) genau dann, wenn X =€’ =exp(y) gilt. Weiter gilt:

Mit z =In(X) und z' =In(y) ist exp(z+2') = exp(z)-exp(z’) =Xy, also
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In(exp(z +2")) = 2+ 2" = In(x) + In(y) = In(x- y).

Die Ergebnisse und weitere Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus sind im folgenden
Satz zusammengefasst.

Satz 5.5-2:

(i)  Die natiirliche Logarithmusfunktion

{] 0,0 - R
In:
X — In(x)

ist bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalgleichung
In(x-y)=In(x) +In(y).
(1) Esseien Xxe R, und y € R ;. Dann gilt

In(1) =0,

In(e) =1,

In(x/y) = In(x)~In(y),

ln(X”)= n-In(x) fiir jedes ne Z,

In(e*)= X und e"® =x.

Es sei a € R mit a > 0. Dann heif3it die Funktion

_ R —> ]O,oo[
XPa - X — exp(ln(a)-x):eln(a)‘X

Exponentialfunktion zur Basis a. Statt exp,(X) schreibt man a*.
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Satz 5.5-3:
EsseiacecR mita>0.

(1)  Die Exponentialfunktion zur Basis a

_ R — ]0,00[
exp, : X — exp(ln(a)-x):el“("")'X

ist stetig. Fiir a > 1 ist sie streng monoton steigend, fiir a <1 ist sie streng monoton
fallend, fiir a =1 ist sie konstant 1.

Fiir a # 1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a bijektiv.

(i1)) Esseien X eR und y eR. Dann gilt

exp,(0)=1 bzw. a’ =1,
exp,()=a bzw. a' =a,
exp,(X+Y)=exp,(X)-exp,(y) bzw. a*”¥ =a*-a’,

X

XPa(X) 1w 2y = A
exp, () a’’

(exp,(x))’ = exp,(x-y) bzw. (ax)y =a"’.

expa(X - y) =

Die letzte Gleichung soll verifiziert werden:

(ax )y = (exp, (x)) = (el"(a}x)y (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis a)

_ ghle™ )y (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis €"®*)

= gy (da der natiirliche Logarithmus und die Exponentialfunktion
zueinander invers sind)
=a* (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis a).

Fiir x eR und y eR mit y > 0 lésst sich nun auch der Ausdruck y* sinnvoll definieren:

X

y — eln(y)-x
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In(1)-x

Beispielsweise ist 1* =" =e” =1, und Werte wie 7Y? oder 2° machen einen Sinn.

Fir aeR mit a>0 und a=#1 heiflt die zur Exponentialfunktion exp, existierende Um-

-1
kehrfunktion exp, , die Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit log, bezeichnet:

{] 0,00 [ - R
log, : .
X — log,(X)

Satz 5.5-4:
EsseiacR mita>0 und a=1.

(i)  Die Logarithmusfunktion zur Basis a

{] 0,0 [ — R
log, :
X — log,(X)

ist bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalgleichung
log, (x-y) = log,(x) +log,(y).

(1) Esseien Xxe R, und y € R ;. Dann gilt

log,(1) =0,

log,(@) =1,

log, (x/y)=log, (x)~log,(y).
loga(xm): m-log,(x) fir jedes me Z,

log,(@*)=x und a"=® =x.

Die folgenden Abbildungen zeigen die Verldufe einiger Exponential- und Logarithmusfunkti-
onen.
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Exponentialfunktionen

10

Logarithmusfunktionen

In(x)=

1/

-4

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7
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Die Exponential- und Logarithmusfunktionen zu unterschiedlichen Basen a€ R mit a >0
und a#1 und b e R mit b >0 und b #1 lassen sich ineinander umrechnen.

Satz 5.5-5:

Esseiecn acRundbeR mita>0,a#1,b>0und b=1.

(i)

(ii)

Den Zusammenhang zwischen verschiedenen Exponentialfunktionen stellt die
Gleichung

exp, (X) = (exp, (X)) bzw. a* = (bx)log"(a)

her. Verschiedene Exponentialfunktionen unterscheiden sich also durch potenzier-
te Werte.

Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Logarithmusfunktionen wird durch
die Gleichung

-log, (X) = In(x)

1
log, () = log, () In(a)

beschrieben. Verschiedene Logarithmusfunktionen unterscheiden sich also durch
konstante Faktoren.

(iii) log, (b*)= x-log, (b).

Die Herleitung dieser Gleichungen kann als gute Ubung zum Umgang mit Exponential- und
Logarithmusausdriicken angesehen werden:

Zundchst wird der zweite Teil der Gleichung in (ii) gezeigt. Diese beschreibt, wie sich

Z =log,(X) mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus ausdriicken ldsst. Aus z =log,(x) folgt

nacheinander
a’=x,
e = x (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a),

In(a)-z =In(x) (Ubergang zur Umkehrfunktion, dem natiirlichen Logarithmus),




156 5 Ausgewiihlte Themen der Analysis

z=log,(X)= m
In(a)
Daraus folgt direkt der erste Teil der Gleichung in (i1):

ln(x):ln(x)-ln(b):ln(x)_ln(b):log !
In(@) In(a)-In(b) In(b) In(a) " log, (@)

log,(X) =

Die letzte Gleichung entsteht durch Setzen von x=a und a=Db in der Formel

log,(X) = EE—aX; .

Gleichung (i) beschreibt, wie sich die Exponentialfunktion zur Basis a durch die Exponential-
funktion zur Basis b ausdriicken ldsst. Dazu wird die Gleichung

a*=b’

zunichst auf die urspriingliche Definition zuriickgefiihrt, dann nach y aufgelost und die Glei-
chung in (ii) verwendet:

a* =e"®* =p¥ =e"®Y  (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a bzw. zur Basis b),

In(a)-x =In(b)-y (Ubergang zur inversen Funktion, dem natiirlichen Logarithmus),
In(a) .
=——=.Xx=log,(a)-x (aus (i1)),
y In(b) g,(a)-x  (aus (i1))

a* =b? =bPe@ = (p* | (Satz 5.5-3 (i)).

Gleichung (iii) ist eine Verallgemeinerung der Gleichung in 5.5-4 (ii) auf alle reellen Zahlen.
Mit der Gleichung aus (ii) ergibt sich:

X\ ln(bx) 3 ln(el“(b)'x) _In(0)-x
log, 07)= @ @ @~ eea®:.

Im folgenden sei a>1. Die Exponentialfunktion zur Basis a steigt bei wachsendem X schnell
an. Es gilt nimlich exp,(X+1)=a-exp,(X) bzw. a*"' =a-a*, d.h. bei VergroBerung des

Argumentwerts um 1 vergrofert sich der Funktionswert um den Faktor a.

Hingegen wachsen die entsprechenden Logarithmusfunktionen sehr langsam. Es gilt nimlich

lim(loga(x +1)— loga(x)) =0, d.h. obwohl die Logarithmusfunktion bei wachsendem Argu-

mentwert gegen oo strebt, nehmen die Funktionswerte letztlich nur noch geringfiigig zu:
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Es gilt nimlich wegen der Stetigkeit der Logarithmusfunktion (mit Satz 5.2-2):

lim(log, (n+1)—log, (n)) = 1im(10ga(”—“jj - loga(lim(n—HD ~log, (1) =0.
n—o0 n—00 n n—oo n

Das Wachstumsverhalten der Exponential- und Logarithmusfunktionen im Vergleich mit Po-
lynomen und Wurzelfunktionen zeigt der folgende Satz, dessen Beweis sich aus Uberlegun-
gen ergibt, die in Kapitel 5.7 angestellt werden.

Satz 5.5-6:

Essei acR,a>1.

(1) Essei p(x) ein Polynom. Dann gilt:

limM =0

b
x—o g%

d.h. die Exponentialfunktionen wachsen schneller als alle Polynome.

(i1) Fiir jedes me N st

lim 1080 _ ¢

X—>0 X

Man sieht, dass selbst Potenzen von Logarithmusfunktionen im Verhéltnis zu Po-
lynomen (sogar zu Polynomen 1. Grades) langsamer wachsen.

(i11)) Firjedes me N ist

lim 128X _ ¢

X—>00 [Q/;

Man sieht, dass Logarithmusfunktionen im Verhéltnis zu Wurzelfunktionen lang-
samer wachsen.
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Die folgende Tabelle zeigt fiinf Funktionen h;:R_;, > R, i=1, ..., 5 und einige ausgewihlte

(gerundete) Funktionswerte.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h. () h.(10) h. (100) h. (1000)
1 log, (X) 3,3219 6,6439 9,9658
2 JX 3,1623 10 31,6228
3 X 10 100 1000
4 x> 100 10.000 1.000.000
5 2% 1024 1,2676506-10 >10%"

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die fiinf Funktionen h,:R_, > R, i=1, ..., 5. Es sei
Y, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fiir jede der fiinf Funktionen x-Werte X; mit
h,(x,)=Y,. In der vierten Spalte sind diejenigen X-Werte X_I aufgefiihrt, fiir die
h, (X_,) =10-y, gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man X, vergroBern muss, da-

mit der Funktionswert auf den 10-fachen Wert wichst. Wie man sieht, muss bei der Logar-
tihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums der x-Wert stark vergroBert werden, wéh-
rend bei der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Steige-
rung um ca. 3,3 erforderlich ist.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
i h; (X) X; mit h;(x;) =Y, x; mit hy(x;)=10-y,
1 log, (X) X, (Xl)lo
2 Jx X, 100-x,
3 X X, 10- X,
4 x> X, ~3,162-X,
5 2x Xs R Xs +3,322

Die Logarithmusfunktion zu einer Basis B >1 gibt u.a. ndherungsweise an, wieviele Ziffern
benoétigt werden, um eine natiirliche Zahl im Zahlensystem zur Basis B darzustellen:

Gegeben sei die Zahl n e N mit n> 0. Sie benétige m= m(n, B) signifikante Stellen zur Dar-

stellung im Zahlensystem zur Basis B, d.h.
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3

-1
n=> a,-B' mita, e{O, L, ..., B—l} unda, , #0.

1l
(=]

Esist B™' <n<B" und folglich m—1<1log,(n)< m. Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der
benotigten Stellen, um eine Zahl n im Zahlensystem zur Basis B darzustellen,

m(n,B) = |log, (n) |+ 1=[log, (n+1)].

Die Anzahl an Dezimalziffern zur Darstellung einer Zahl n betrdgt demnach \_log10 (n)J +1,

an Binérziffern | log,(n) |+ 1 und an Sedezimalziffern | log,(n) | +1.

Die folgende Tabelle zeigt die Zusammenhinge an benétigten Stellen zur Darstellung einer
Zahl n in den in der Informatik iiblichen Zahlensystemen.

Stellenzahl im

Dezimalsystem Binérsystem Sedezimalsystem
B=10 B=2 B=16
m zwischen Zwischen
[Cion M |=3 und [c,, -m]|[Cipe-m|-1und [c,y,-m]
mit mit

-1 ~ -1 ~
C10,2 - ﬁoglo (2) ~ 353219281 C10,16 - ﬁoglo (1 6) ~ 0,830482

Zwischen m [m—‘
[Copo-M|=1 und [c,,,-m] 4

mit ¢,,, =log,,(2) = 0,30103

zwischen 4m m
[ Cioro M |—1 und [y, -m]

mit

Croro = l0g, (16) ~ 1,20412

Hierbei ist | X'| der nach oben auf die ndchstgroBere ganze Zahl aufgerundete Wert von X und

| X | der auf die néchstkleinere ganze Zahl abgerundete Wert von X.

Werden zwei Zahlen n, € N und n, e N mit n, > n, addiert, vergroBert sich u.U. die Stellen-

zahl der Summe im Vergleich zur Stellenzahl von n,. Ohne die Logarithmusfunktion bemii-
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hen zu miissen, kann man die Stellenzahl der Summe n, +n, im Verhéltnis zur Stellenzahl

von N, abschitzen:

Die Zahl n, besitze m signifikante Stellen, d.h.

3

—1 .
n=> a-B mita €{0,1,..,B-1junda,  #0.

Il
[=1

Der ungiinstigste Fall liegt vor, wenn n, und n, moglichst grof3 sind, wenn also in n, alle Zif-

fern den Wert B—1 haben und n, = n, ist. Dann ist

—

m—

> (B-1)-B' :(B—l)-EBi =(B-1)-

B" -1
B-1

=B™ -1 und

n,

n+n,=2-(B"-1)=1.B" +(B"-2).
Diese Zahl belegt (in der Darstellung im Zahlensystem zur Basis B) m+1 Stellen:
n+n, = {1(81)...(81)(82)] .
%/—/
(m-1)-mal B

Bei der Addition zweier natiirlicher Zahlen nimmt also die Stellenzahl der Summe um hochs-
tens eine Stelle (beziiglich der Stellenzahl der groBeren Zahl) zu.

Bei der Multiplikation kann man eine dhnliche Betrachtung durchfiihren. Wieder liegt der un-

giinstigste Fall vor, wenn n, =n, = B™ —1 ist. Dann ist

n-n,=(B"-1f =B*"—2.B"+1=B"-(B" —2)+1.

Diese Zahl hat folgende Darstellung im Zahlensystem zur Basis B:

n-n,=|(B-1)..(B-1)(B~2) 0..0 1],

(m-1)-mal (m-1)-mal

belegt also 2-m viele Stellen. Bei der Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen verdoppelt
sich die Stellenzahl also hochstens (bezogen auf die Stellenzahl der groeren Zahl).
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5.6 Einfiihrung in die Differentialrechnung

Bei der Untersuchung des Kurvenverlaufs einer Funktion f ist es hdufig notwendig zu wissen,
wie sich der Wert von f(X) &ndert, wenn man sich von einem festen Wert X, ,,um einen

kleinen Betrag bis zum Wert X > X, entfernt. Man vergleicht dabei die Anderung von
Ay = f(x)— f(x,)

mit der Anderung von

AX =X—X,

und bildet den Differenzenquotienten

Ay F)— (X)) _ (X +Ax)— ()
AX X=X, AX '

Geht man ,,nahe genug* an X, heran, so wird bei vielen Funktionen der Differenzenquotient

unabhingig von AX und beschreibt dann eine charakteristische quantitative Eigenschaft der
Funktion f im Punkt X,: die Steigung der Funktion f im Punkt X, .

f(x)
f(Xo+AX) A

—h

(Xo+AX)-f(X0)

Sekante

Tangente in (Xo,|f(Xo))

f(xo) v
AX

A
v

Xo Xot+AX
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Im folgenden sei wieder X — R und f: X — R eine Funktion.
Die Funktion f:X — R heif3it an der Stelle X, € X differenzierbar, wenn der Grenzwert

limf(x0+Ax)-—f(x0)
AX—0 AX

existiert. Dieser Grenzwert heif3t Ableitung von f an der Stelle X, .

Ubliche Schreibweisen fiir die Ableitung von f an der Stelle X, sind:

lim f(x, +Ax)— f(x,) ’
AX—0 AX

lim f(X)_ f(Xo)’

X—>Xg X=X,

df (x)
dx ’

X=X,

f'(X,)-

Existiert dieser Grenzwert fiir jedes X, € X, so heiBit f (nach X) differenzierbar. f'(x) ist ei-

ne Funktion von X.

Der Differenzenquotient

f(X, +AX)— f(X,)
AX

gibt die durchschnittliche Verinderung im Intervall [XO, Xo + AX] an und ist von X, und AX
abhingig. Er ist gleich der Steigung der Sekante zwischen den Punkten (XO, f(xo)) und
(XO +AX, f(X, + AX)) des Graphen von f. Nach dem Grenziibergang AX — 0 ist der Quo-
tient gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (X,, f(X,)) und ist nur

von X, abhéngig.
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Die Tangente an den Graphen von f im Punkt (X,, f (X,)) hat die Geradengleichung
Y (X)=F'(X,)- (X=%X,)+ f(X,).

Im Punkt X, +AX hat die Tangente also den Wert

Y (Xg +AX) = F'(X,)-AX+ f(X,).

Der Wert f'(x,)-Ax gibt also eine gute Naherung fur die Veranderung von f von f(x,)
bis zu f (X, +Ax), wenn sich X, um einen kleinen Wert Ax éndert; diese Anderung ist pro-

portional zu AX (mit dem Proportionalititsfaktor f'(x,)).

f(x)
Tangente in
f(Xo+AX) (Xo, f(X0))
1 f'(Xo)” AX
f(XO) v

AX

Xo XotAX

'
v

Y
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Satz 5.6-1:

Ist f:X > R in X, € X differenzierbar, so ist f in X, stetig.

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, d.h. aus der Stetigkeit einer Funktion in ei-
nem Punkt X, folgt i.a. nicht die Differenzierbarkeit in X, .

Ein Beispiel fiir eine Funktion, die liberall stetig, aber nicht iiberall differenzierbar ist, ist die

Betragsfunktion
. R—>R
T x—x
Es gilt
. fH(X"‘h)_fH(X)| . fH(h) . |h| +1 furh>0
lim =lim———=lim— = ..
h—0 h o h h—0 h -1 firh<O0

Der Grenzwert existiert also nicht, d.h. fist in X, = 0 nicht differenzierbar (aber stetig).
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(1)

(i)

(iii)

(iv)

)

Satz 5.6-2:

Die Funktionen f:X — R und g: X — R seien differenzierbar. Dann gilt:

b

a 9100, 9900

d
5, @ f00+b-g(0)= ”

(a- f(x)+b-g(x)) =a- f'(x)+b-g'(x).

Hierbei sind a und b Konstanten, die insbesondere nicht von x abhéngig sind.

£ (100-900)= T g00 + 1. 92,

(f(X)'g(X)) = /()90 + f(x)-9'(x)
(Produktregel)

Fiir g(x) = 0 gilt:

df(X) dg(X)

Q(X) (g (x))

(f(x)) _ F0-900-f(0-9'(0
g(x) (g(x))2

(Quotientenregel)

3

df (y)
dy

_dg(x)
dx

b

dd ((gx)) =

y=9(x)

(f(g(x) = /(g(x)-g'(x)
(Kettenregel)

-1
Hat f die Umkehrfunktion f wund ist
Yo = f(xo):

d !
— f
dy (y)

R
—df(x) ’
dx

f'(x,)=0 fir x, eX, so ist fiir
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Fiir einige grundlegende Beispiele soll die jeweilige Ableitung in einem Punkt X, des Defini-

f(x, +Ax)— f(x,) und
AX

dann der Grenziibergang AXx — 0 vollzogen oder es werden die Regeln des Satzes 5.5-2 mit

tionsbereichs berechnet werden. Dazu wird entweder der Quotient

bereits bekannten Ableitungen verwendet.

Beispiel:

Fiir die durch f(x) = x" mit n e N definierte Funktion ist

(% +A) - F(%) (% +Ax) —x)
AX AX

i(?}-xgi AX' = X]

— i=0
AX

n

n . .
xg+Ax-Z(_j-xQ" AXT - x]
i

i=1

AX

m Fx+Ax) - f(X) _

li n-x;~ bzw
AX—0 AX
!
(Xn) =n- Xn—l
Beispiel:

-1
Fir die durch f(x)= Yx =x" mit ne N definierte Funktion ist nach Satz 5.6-2 (v) (da

-1
f(x) die Umkehrfunktion zu der Funktion f(X)=Xx" des vorherigen Beispiels ist) mit

-1
Yo = f(Xo): d.h. Xy = f(yo):Q/y_()s
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dig| oL ey
A L 8 AN (7 AR A
dx |,
! 1 1,
Xl/n _ _.xn
o) -1
Beispiel:

Fir die durch g(x)=x" mit qeQ und q >0, etwa q:1 mit Ne N und meN_,, defi-
m

nierte Funktion ist geméf Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)):

Beispiel:

Die Berechnung der Ableitung der Exponentialfunktion exp(x) =e" erfolgt wieder direkt {i-
ber die Definition der Ableitung. Dazu zunichst eine Vorbemerkung: Gemafl Satz 5.1-12 ist

fiir einen kleinen Wert |AX| :

L AX 2 |AX|2
!

exp(AX) = ZT +R,(AX) = 1+ AX+ R, (AX) mit |R,(AxX)| < = |ax[".
i=0 .

Damit ist

b

exp(x0 + AX) ~ exp(xo) _ exp(x0 ) eXp(AX)— exp(xo) _ exp(x ) exp(AX) -1
AX AX ’ AX

und der Grenziibergang ergibt
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lim exp(xo + AX)— exp(xo) ~ Jim exp (Xo ) exp(Ax)— 1
AX—0 AX Ax—0 AX
— exp(x,): 1@%
. (AX+R,(A
= exp(xo). gg%)w

= exp(X, )- (1 + lgﬁ%)

Wegen w < |AX| folgt damit
X

!

(exp(x))’ = (ex) =e* =exp(X).

Wegen a* =e"@* ist mit der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)):

!

(eXpa(x))’ = (ax) = (e'“(a)'X )' =e"@*.In(a) = In(a)-a*.

Beispiel:

Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wird
wieder mit Hilfe von Satz 5.6-2 (v) berechnet:

Es sei y, = exp(X,), d.-h. x, =1In(y,).

1 1 1

= = =—, also
dexp(x) eXp(Xo) Yo
dx

d -
—exp(y)
dy ,

=Yo

X=X,

1
(In(x)) = =

Die Ableitung der Logarithmusfunktion zu einer Basis a > 1 lautet nun

1
In(a)-x

(log, (x)) = (m(x)j

In(a)
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Beispiel:

Es kann nun auch die Ableitung der durch h(x) = x" mit r € R bestimmten Funktion ermittelt
mit Hilfe der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)) werden:

Beispiel:

Die durch k(x) = (X2 +1)X gegebene Funktion hat die Eigenschaft, dass X sowohl in der ,,Ba-

sis* als auch im Exponenten vorkommt. In diesem Fall wendet man den Trick des Logarith-
mierens mit Satz 5.5-5 (iii) an:

In(k(x)) = x-In(x? +1);

die Ableitung der linken Seite lautet:

(n(k () = %

die Ableitung der rechten Seite lautet:

!

2-X
&4n@2+0):11n&2+ﬂ+x-ﬁ+4,

!

beide Seiten werden gleichgesetzt und die entstandene Gleichung nach (k(x)) aufgelost:

gkgfll-:ln(x2+d)+-zgxz,
k(X)

X +1
2

(k(x)) = (< +1) -[m(x2 1) 2 j .

X +1

Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse der Beispiele zusammen.
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f(x) f'(x)

X', reR

r
C = const. 0

n n

D a-x Di-g X
i=0 i

Vo =

Jh(x) h'(x)

2./h(x)
In(x) = log, (x) P
In(h(x)) h'(x)

h(x)
log, (X) 1

X-In(Q)
h e

a‘,a>0,a=const. |a*-In(a)

eh® hr(x)_eh(x)

a"® a>0,a=const. | h'(x)-a"* -In(a)

Die Funktion f:X — R sei differenzierbar (und damit auch stetig). Dann ist f: X > R e-

benfalls eine Funktion, die aber nicht unbedingt differenzierbar oder stetig sein muss. Ist sie
jedoch differenzierbar, so kann man

df '(x)
dx

bilden und nennt dieses die 2. Ableitung von f.
Allgemein werden Ableitungen hoherer Ordnung wie folgt definiert:

Es ist
fOX)=f(x);

ist die (n—1)-te Ableitung der Funktion f:X — R im Intervall | c X differenzierbar, so ist

die n-te Ableitung von f gegeben durch
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fM(x)= % f OV (x).

Existieren fiir f alle Ableitungen bis zur n-ten Ableitung, so heiflt f n-mal differenzierbar.

Beispiel:
Fir die durch f(X)=x-e* definierte Funktion lauten die ersten beiden Ableitungen:

f'(x)=1-e"+x-e* =(1+x)-e*,
f7(x)=1-e*+(1+x)-e* = (2+x)-e*.

Zu vermuten ist, dass die n-te Ableitung f ™ (x) = (n+x)-e* lautet. Fiir n=0,1,2 stimmt

dieses, und die Vermutung gelte fiir n > 2. Die (n + 1)—te Ableitung ist dann

!

f(n“)(X) :((n+x)-ex) :l.ex+(n+x)-ex :(n+1+x)-ex, d.h.

die Vermutung gilt fiir jedes N N.

Beispiel:

Fiir das Polynom p(x)=x" lauten alle Ableitungen:

p(n)(x):{m-(m—l)-...-(m—nﬂ)-x - ﬁ:lrng m
0 firn>m.

Ableitungen hoherer Ordnung werden insbesondere zur Untersuchung des Kurvenverlaufs
von Graphen zu reellen Funktionen (Kurvendiskussion) eingesetzt. Diesem Thema ist der
Rest des Kapitels gewidmet.

Die Funktion f:X — R hat an der Stelle x, € X ein (lokales) Maximum, wenn es eine ¢ -
Umgebung U(Xo,g): {X‘ |X— X0| <€ }: { X| Xo—E<X<X,+& } von X, gibt, so dass fiir alle

x eU(x,,&) mit x = x, gilt: f(x)< f(x,).
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Die Funktion f:X — R hat an der Stelle X, € X ein (lokales) Minimum, wenn es eine ¢ -
Umgebung U(x,, &)= {X‘ |X— X0| <& }= { X| Xo—E<X<X,+& } von X, gibt, so dass fiir alle

x eU(x,,&) mit x = x, gilt: F(x)> f(x,).

Unter einem (lokalen) Extremwert verstecht man ein lokales Maximum oder ein lokales Mi-

nimum.

Die Funktion f:X — R hat an der Stelle x,, einen Wendepunkt, wenn es ¢ -Umgebung
U(Xw,g)= {XHX—XW| <¢ }={X| Xy —€<X<Xy +& } von X, gibt, so dass f fiir jedes
xeU(x,,&) mit x, —e<x<Xx, streng konvex und fir jedes xeU(x,,&) mit
Xy <X <X, +¢& streng konkav ist bzw. fiir jedes x eU (XW , 5) mit X,, —€<X<X,, streng

konkav und fiir jedes x € U(x,,, &) mit X,, <X <X,, + & streng konvex ist.
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Satz 5.6-3:

Die Funktion f:X — R sei an der Stelle X, € X mindestens n-mal differenzierbar.
Ist

f©(x,)=0 fir k=1, ..., n—1 und
f™(x,)#0,
und ist n gerade,

so hat f an der Stelle X, einen Extremwert, und zwar ein (lokales) Maximum, wenn

f™(x,) <0 ist bzw. ein (lokales) Minimum, wenn f™(x,)>0 ist.
Ist

f(x,)=0 fiir k=2, ...,n—1 und
f™M(x,)=0
und ist n ungerade,

so hat f an der Stelle einen Wendepunkt; die Kriimmung wechselt von konvex nach

konkav, wenn f(”)(XO)<O ist; sie wechselt von konkav nach konvex, wenn

f™(x,)>0 ist. Gilt zusitzlich f'(x,)=0, so liegt ein Wendepunkt mit waagerechter
Tangente (Sattelpunkt) vor.

Das folgende Beispiel untersucht den Kurvenverlauf des Graphen zum Polynom, das durch
P(x)=0,2-x> —x* +1
definiert wird. Die Ableitungen lauten:

p'(x)=x*-3-%x*,
p"(X)=4-X—6-X,
p"(X)=12-x* -6,
pY(x) =24-x,
pV(x) =24,
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pP(x)=0.

Die erste Ableitung p’(x) hat die Nullstellen X, =0, X, = V3, Xo53 = —/3 . Diese Werte

werden in die hoheren Ableitungen eingesetzt:

p"(xo’l)= p"(0)=0, p’"(xojl)= p"(0)=—6, also liegt hier ein Wendeiiunkt mit waagerechter
Tangente (Sattelpunkt) vor.

p"(xo, 5 ) = p"(ﬁ ): 6-4/3>0 , also liegt hier ein lokales Minimum vor.
p"(xoﬁ3 ) = p”(— J3 ): —6-43<0 , also liegt hier ein lokales Maximum vor.

Die Nullstellen der zweiten Ableitung lauten X,, =X, =0, X,5 =+/3/2, X, =—/3/2 . Die
Werte X, s und X, in die dritte Ableitung eingesetzt ergeben p’"(xo’s): p’"(xo’é): 12 . Es lie-

gen also an diesen Werten Wendepunkte vor.

Satz 5.6-4:

Ist die Funktion f:X — R im Intervall | ¢ X differenzierbar, so sind folgende Aussa-
gen (a) und (b) gleichbedeutend:

(a) fistin | monoton fallend (bzw. steigend).
und
(b) Fiirjedes x el gilt f'(x)<0 (bzw. f'(X)>0).
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Satz 5.6-5:

Ist die Funktion f:X — R im Intervall | ¢ X zweimal differenzierbar, so sind folgen-
de Aussagen (a) bis (d) gleichbedeutend:

(a) fistin | konvex (bzw. konkav).

und
f(x, - f
(b) Fiir Werte x, €l und X, el mit x, <x, gilt ~C2 TS £y (bow,
2T M
f(x, — f(x
( 2 ( I)S f'(Xl)).
X, =X,

und
(c) Die Ableitung f’(X) ist in | monoton steigend (bzw. monoton fallend).

und
(d) Fiirjedes x el ist f”(x)>0 (bzw. f"(x)<0).

Beispiel:

Zu untersuchen ist das Kriimmungsverhalten des durch

I s s
X)=——-%X" +X
p(X) 0

definierten Polynoms. Seine zweite Ableitung lautet

p"(x)=—2-x3+6-X=—2'X'(X2—3)-

Es ist

p"(X) <0 genau dann wenn (X >0)A (X2 -3 0) oder (x<0)A (X2 -3< 0) gilt. Im ersten

Fall

gilt  (x>0)a ((X > \/g)v (X < —\/5», also  x>+3. Im zweiten Fall ist

(XSO)/\((—\/ESXS@», also —+/3 <x<0. Fiir x>+/3 oder fiir —+/3 <x<0 ist also p

konkav, flir alle iibrigen Bereiche konvex.
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5.7 Die Regel von de I’Hospital

Haufig sind Grenzwerte der Form

lim f(X)

X—>Xo
zu berechnen, wobei

f(x)= % und Xlglxlo g(x)= xlgg h(x)=0

gelten. In diesem Fall ist der folgende Satz von Bedeutung (Regel von de 1'Hospital, 1661-
1704):

Satz 5.7-1:

Gegeben seien die Funktionen g: X — R und h:X - R, X < R. Dabei seien g und h
(n + 1)-mal differenzierbar und ihre (n + 1)-te Ableitungen stetig. Fiir X, € X gelte

() 9Xx)=9'(X)= ... =97 (x,)=0,
h(x,)=h'(Xx,)= ... =h™(x,)=0 und h™"(x,)=0.
Dann gilt:
’ (n) (n+1) (n+1)
X—X, h(x) X=X h’(x) X=X, h(n)(x) X=X, h(nﬂ)(x) h(n“)(xo)

Es werden also Zihler- und Nennerfunktion getrennt abgeleitet.

Beispiele:
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Der hier zitierte Satz steht fiir den ,,Fall 0/0%. Der Satz gilt auch, wenn eventuell X, ¢ X (als
einzelner Wert) ist und die Bedingung () durch

(=) 9(X)=9'(X))= ... =g (x,)=00,
h(x,)=h'(X,)= ... =h™(x,)=0 und h™"(x)= 0 fiir jedes x € X .

ersetzt wird (,,Fall oo/ o0 ).
Die Regel von de 'Hospital ermdglicht auch die Berechnung unbestimmter Ausdriicke der Art

w—o0, 0-00, 1, 0’ 0°. Diese werden zunichst so umgeformt, dass der ,,Fall 0/0* oder der
»Fall oo/ “ entsteht. Die folgende Tabelle gibt die Umformungen auf den ,,Fall 0/0* an:

Typ Funktion Umformung ,»Fall 0/0%
00—00 g(x)—h(x) - I/h(x)—1/g(x)
1/h(x)-1/9(x)
00—00 g(x)—h(x) Exponentieren /e
1 / L)
0-c0 g(x)-h(x) - 9(x)
1/h(x)
1” g(x)"® Logarithmieren In(g(x))
1/h(x)
o0’ g(x)"™ Logarithmieren h(x)
1/In(g(x))
0° g(x)"® Logarithmieren h(x)
1/In(g(x))
Beispiel:

Es soll lim(1+ X)% bestimmt werden. Dieser Grenzwert ist vom Typ ,,1” “ mit den Funktio-

x—0

nen g(X)=1+x und h(x) = % . Logarithmieren der gesamten Funktion ergibt




178 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

In(g(x)) _ In(1+ X)

In(g (0" )= h(x)-In(g(x)) = hoo -

Jetzt liegt der ,,Fall 0/0* vor:

!
1imln(l+x)=1im%+><:1;

x—0 X X—0 1

Die Logarithmierung wird durch Exponentiation wieder riickgéngig gemacht, also

lim(1+x)* =e' =e.

x—0

Beispiel:

In Satz 5.5-6 (ii) wird formuliert, dass fiir jedes a € R mit a > 1 und jedes Polynom p(x)

limM =0

x—wo ¥

gilt. Mit Hilfe der Regel von de 1’Hospital fiir den ,,Fall oo /oo “ ldsst sich dieses verifizieren:

Es sei p(x) ein Polynom vom Grade n, d.h. p(x) = Zai -x' mit a, # 0. Es erfolgt eine Be-
i=0

schrinkung auf den Fall p(x) >0, so dass in der Limesbetrachtung auf die Betragsstriche

verzichtet werden kann. Dann ist

_p) .. (poo)™ nla
lim—~% =1lim =lim———2—=0.
x—o  gX X—>0 (ax)(”j x>0 g% . (ln(a))"

Beispiel:

In Satz 5.5-6 (i1) wird formuliert, dass fiir jedes a e R mit a>1 und meN

i (022 (0)" _

X—>00 X

gilt. Dieser Grenzwert ist ebenfalls ein Beispiel fiir den ,,Fall oo/ “; er wird verifiziert durch
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(log, ()™
m-(log,(x)) %ln(a) :limm.(loga(x))m_l

X—500 X X—0 1 X—® X- ln(a)

mW4N%MW?/

x-In(@) _ . m-(m-1)-(log,(x)""

= lim
X0 ln(a) X—>0 X- (In (a))2
i M= (-2) (g, 0]
X—0 X - (ln(a))m—l
i MHlog,(0) . om

== x-(In(@))"™ == x-(In@))"

5.8 Das Newton-Verfahren

Bei der Losung von Gleichungen kommt es hiufig vor, dass eine explizite Auflosung nach

der unbekannten Grofle nicht mdglich ist. Man ist dann an einer numerischen Losung interes-

siert. Ahnliche Probleme ergeben sich bei der numerischen Bestimmung von Nullstellen von

Funktionen.

Gegeben sei eine Funktion f:X — R, die auf einem Intervall | = [a, b], | € X mindestens

zweimal differenzierbar mit stetiger 2. Ableitung ist. AuBBerdem seien folgende Bedingungen

1. bis 4. erfillt:

1. f(a)- f(b)< 0, d.h. f hat im Intervall | eine Nullstelle (das ergibt sich aus der Stetigkeit

von fund der Tatsache, dass f im Intervall | das Vorzeichen wechselt, sie Satz 5.2-3(i)).

2. f'(x)# 0 fiir jedes x €1, d.h. die Nullstelle ist eindeutig (da in | kein Extremwert von f

existiert).

3. f"(x)< 0 oder f"(x)> 0fiir jedes X €, d.h. f ist entweder konkav oder konvex auf I.

4.  Bezeichnet ¢ denjenigen Endpunkt von [a, b] , fiir den |f '(X)| kleiner ist als am anderen

Endpunkt, so gilt

f(c)
f'(c)

<b-a,
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d.h. die Tangente an den Graph von f in demjenigen Endpunkt des Intervalls I, fiir den
|f/(x)| am kleinsten ist, schneidet die X-Achse im Intervall .

Gesucht wird eine Losung der Gleichung
f(xX)=0 mitx el.

Bei diesen Voraussetzungen iiber f approximiert das folgende Verfahren die gesucht Losung
X, €1 (fir die dann f(x,)=0 gilt):

Man wihlt einen beliebigen Punkt a, 1.
Man berechnet firn=20, 1, 2, ...

f
ni1 = Ay _ﬁﬂ
f'(a,)

bis sich aufeinanderfolgende Werte von a,,, und a, nur noch ,,wenig* unterscheiden (weni-

ger als eine vorgegebene Genauigkeitsschranke).

Die so definierte Folge (an)r1
f(x)=0.

 approximiert die gesuchte Losung X, €l der Gleichung
Beispiele:

Zur Bestimmung der Quadratwurzel ¢ einer reellen Zahl ¢ > 0 wihlt man

f(x)=x"-c.

Die Folge (a”)neN lautet hierbei:

Zur Bestimmung der beliebigen Wurzel §/c = C% mit K eN_, einer reellen Zahl ¢ > 0 wahlt

man
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f(x)=x" -c.
Die Folge (an)neN lautet hierbei:

a, > 0 beliebig,

a,, :(1—%)@] +%-c-an“‘, neN.

Zur Berechnung des inversen Werts % einer reellen Zahl ¢ > 0 sind keine Divisionen erfor-

derlich: Man wahlt
f(x)= L C.
X

Die Folge (a”)neN lautet hierbei:

a, =beliebig mit 0 < a, < 2¢™' (Schitzung),
a, =a,-(2-c-a), neN.

Das Newton-Verfahren ist robust gegen Rundungsfehler. Ein Iterationsschritt im Verfahren,

d.h. die Berechnung eines weiteren Werts a,,,, verwendet nur den Wert a, und nicht vorhe-

n+l1°

rige Werte, etwa a, ,, a,_,, ..., &,. Der Wert a,,, hdngt also nur von a, ab. Derartige ,,ein-

n+l1

stellige* Iterationsverfahren haben den Vorteil, dass sich Rundungsfehler nicht akkumulieren.

AulBlerdem zeigt das Newton-Verfahren ein gutes Konvergenzverhalten (,,quadratische Kon-
vergenz®), d.h. nach wenigen Iterationsschritten bekommt man bereits eine gute Ndherung an
die gesuchte Losung.

Beispiel:

Es wird eine Nullstelle der durch f(x) =X’ —x*+2-x+5 gegebenen Funktion gesucht. Es ist
f'(x)=3-x>-2-x+2 und f"(X)=6-x-2. Als ,Suchintervall fiir eine Nullstelle kann
| =[- 2, —1] genommen werden. Hierfiir sind alle obigen Bedingungen 1. bis 4. erfiillt. Als

Startwert der Iteration wird a, = — 1,5 gewdhlt. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis nach



182 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

dem Newton-Verfahren nach 6 Iterationsschritten (ermittelt mit einem Tabellenkalkulations-
programm). Zusitzlich ist das Ergebnis angegeben, das das Tabellenkalkulationsprogramm
mit der eingebauten ,,Berechne-fiir“~-Funktion bei 100 Iterationen liefert. Offensichtlich ist
hier das Newton-Verfahren bei weitem iiberlegen.

n a, f(a,) f'(a,)

0 -1,5 — 3,625 11,75

1 |—1,1914893617021 —0,49411980004431 8,6419194205523
2 | —1,1343122722156 —0,014768016090808 8,1286175371279
3 —1,1324954791357 | — 1,4526940122457 10% 8,1126289890596
4 |—1,1324936884782 | —1,4100025400726 10" 8,1126132402848
5 —1,1324936884764 | —7,6501305290577 107" 8,1126132402696
6 |—1,1324936884764 | — 7,6501305290577 - 10°'° 8,1126132402696

Ergebnis der eingebauten ,,Berechne-flir“~-Funktion bei 100 Iterationen:

X, =— 1,1324940415747

f(x,)=—2,8645504939842 - 10

5.9 Taylorpolynome

Im folgenden sei f:X — R mit X < R eine ,,geniligend oft* differenzierbare Funktion. Der
Wert x, € X sei ein festgewahlter Punkt. Der Funktionsverlauf von f soll durch eine Folge
(T,(x;%,; T)),_ »einfacherer Funktionen angenihert werden, die mit f im Punkt (X, F(Xo))

tibereinstimmen und folgenden Bedingungen geniigen:

T, (X; X5 | ) fir n> 0 ist dasjenige Polynom n-ten Grades, das mit f an der Stelle X, iiberein-

stimmt und dessen sdmtliche Ableitungen bis zur n-ten Ableitung mit den entsprechenden Ab-
leitungen von f bei X, iibereinstimmen. Zur Vereinfachung der Rechnung wird dabei nicht der

Ansatz T, (x; x,; f)= Zn:bi -x' gewihlt, sondern

i=0

(% F)=a, - (x=x,) +a,, - (x=x, )" +...+a-(x—x,)+a, mit
Tn(xo;xo; f): f(X,),
Tn’(xo;xo; f): (%)),
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Zur Berechnung der Koeffizienten a,, ..., a, wird T,(x; X,; f ) nacheinander nach x abgeleitet

und X, eingesetzt:

Tn(O)(X; Xo5 fj :Tn(xo;xo; f): a, = f(xo)a

X=X,

=8 = f'(xo):

To 06 %5 F) L, =n-ay-(x=% )" +(n=1)-a,,-(x=% )" +..+3, .

T %05 T, =n-(n=1)-a,-(x=x )7 +(n=1)-(1=2)-a, - (x=%, )" +..+2-a,

£(x,)

X=X,

=2-a,=f"(x,), alsoa, :%-

T D(x; X, f)( _=n-(n=1)-2-a,(x=x)+(n-1)a, [ =(-1)a,,
- I o
= £00(x, ), alsoa’”:(n—l)' £ (x, ),
T™(%; X, f)(X _=n (n=1)-..-2-1-a, o, = N,
= f(”)(xo), alsoa, =— f(”)(XO)

Insgesamt ergibt sich also

n f(i)

Tn(X; Xo5 f)=z EXO)'(X_Xo)i-

io I

Die Polynome T,(X; X,; f) fir n=0 und n=1 lauten:

n=0: T,(x;x,; f)= f(x,), ist also die konstante Funktion mit Wert f(x,).

n=1: T(xx; f)=f(x)+ () (x=%,), dh. T, ist die Tangente an den Graphen von f
im Punkt (x,, (X, )).

Selbstverstandlich ist f(x) in der Regel nicht gleich T,(x; X,; f ), sondern es gilt

f(x)=T,(x%,; F)+R,(x X, T)

mit einer als Restglied bezeichneten Funktion R (X;X,; f). Mit Sitzen der Differentialrech-

nung, die in den bisherigen Kapiteln nicht zitiert wurden (siche daher angegebene Literatur),

lasst sich das Restglied funktional ausdriicken. Das Ergebnis ist in folgendem Satz zusam-
mengefasst.
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Satz 5.7-2:

Die Funktion f:X — R sei in einer & -Umgebung U(x,,&)= {X‘ |X— X0| <& }g X von

X, € X (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt fiir alle x U (x,, ¢):

f(x)= i%-(x—xo)i +R, (x; %5 ).

i=0

Die Summe

io I

heiBt Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle x,; R (X; X,; f) heiBt Rest-
glied des Taylorpolynoms n-ter Ordnung von f an der Stelle X,. Die Darstellung
von f(X) in der Form f(x)= Tn(X; X5 | )+ R, (X; X5 | ) nennt man Taylorentwicklung

von f an der Stelle Xx,,.

Fiir das Restglied gilt:

1

(n+1)! FO (@) (x=x )"

Rn(x; Xo5 f)

Dabei ist z ein Wert mit X, <z <X, falls X, < Xist, bzw. mit X<z <X,, falls X <X, ist.
Fir x=X, ist R, (x)=0.

Bemerkung: In der mathematischen Literatur werden noch andere Darstellungen des Rest-

glieds angegeben.

Beispiel:

Es soll die Taylorentwicklung fiir die Funktion

f(x)=¢e"
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an der Stelle x, =0 berechnet werden. Dabei sollen nur die Ableitungen von f(X) verwendet
werden. Da fiir alle Ableitungen f(i)(x) =e* gilt und €’ =1 ist, ergibt sich fiir das n-te Tay-
lorpolynom von f(Xx)=e" an der Stelle X, =0:

n 2 3 Xn

0 L XX X
Tn(x,O,e) ;I'x 1+x+2+6+ Sy

Mit Satz 5.7-2 ist

=Zn:l (er) Zn:—x+ e-X"+‘mit0<Z<Xﬁer>Ound

X<z2<0 furx<0.

Nun gilt:

limR, (X; 0; ex): lim——

.e?.x" =0; denn
n—oo n—wo (n+1)¥

I«

fir x>0 ist 0 < Rn(x;O;eX)< (n+1)!.e )

X" da 0<z<x ist, und damit

nN—o N—o0!

0 <limR, (x; 0;6*)< m{ﬁ.ex . x”“j _0 (siche Satz 5.1-5 (iii)).
n+1)

z n+1

(x~0'ex1:L-e =L-e -IX -
e (n+1) (n+1) (n+1)

Ungleichung ergibt sich aus e* <€’ =1): hier ergibt sich mit demselben Argument
r1(X; 0; eXX =0, und mit Satz 5.1-2 (v) folgt lim Rn(x; 0; ex): 0.

z n+l1

fur Xx <0 wird <

betrachtet (die letzte

Insgesamt ist

=Z_l'-xi fir xeR.

io I!

Dieses ist ein Ergebnis, das nicht {iberrascht; denn so wurde die Exponentialfunktion ja defi-
niert. Zu beachten ist aber, dass bei der Taylorentwicklung allein von der Tatsache Gebrauch

gemacht wurde, dass f(i)(x) = f(x)=¢e* und €’ =1 ist. Die folgende Abbildung zeigt den
Verlauf der Exponentialfunktion und ihrer Taylorpolynome an der Stelle X, =0 fiir
0<n<5s:
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Taylorpolynome
e-Funktion
25 A
20 -
X
e/TS(x)
15 T4(x)
/ T3(x)
10
/ T2(x)
5 . T1(x)
- I =
-5 -+t ++ -+t
-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Um auch ein ,,numerisches Gefiihl“ fiir die Qualitdt der Approximation der Exponentialfunk-
tion durch ihr n-tes Taylorpolynom zu bekommen, werden in folgender Tabelle Werte des
dritten Taylorpolynoms zur Exponentialfunktion an der Stelle X, =0 dicht an der Entwick-
lungsstelle und weit entfernt von der Entwicklungsstelle mit numerisch ermittelten Werten

von e verglichen. Man sieht dabei, dass fiir Werte, die dicht bei x, =0 liegen, bereits 1+ X

haufig eine befriedigende Anndherung an e* liefert. Fiir groBe Werte von X ist ein n-tes Tay-

lorpolynom mit einem grof3en Wert von n zu nehmen.

— ;

' T(c0e)=1ex+ X? * XE (letzte Stelleegerundet)

I 6. 2,7182818284590452353602874713527
/2 1.64583... 1,6487212707001281463486507878142
/10 1.10516... 1,1051709180756476248117078264902

17100 101005016, 1,010050167084168057542 1654569029
20 1554.3.. 485 165 195,40979027796910683054154

Insbesondere gilt
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e= Z LS VPP VIR S VI SRR l
<) 276 24 120 Nt =i

Wegen a* = e"@* st

o) G

i=0

Beispiel:

Es soll nun die Taylorentwicklung der natiirlichen Logarithmusfunktion ln(x) hergeleitet

werden. Die Wahl X, =0 der Entwicklungsstelle ist hierbei nicht moglich, da ln(X]X=X0 nicht

definiert ist. Andererseits ist die Taylorentwicklung an der Entwicklungsstelle x, =0 beson-

ders einfach. Es wird daher zunichst die durch

R, - R
f(x)= {X

— In(1+x)
definierte Funktion in eine Taylorreihe an der Stelle x, =0 entwickelt:

Es ist

f'(x) = ﬁ =(1+x)", f'00=—(1+x)?, f"(x)=2-(1+x)",

fO(x) = (_ l)i-l -(i - 1)!.(1 + x)_i und damit

n |1 -
Tn(X;O;ln(l 1n(1+0)+z )(l+0) %
- i=1
n i—1 3 n-1
:;%-xizx—%ﬂ?—%j&.ﬁ(_? X"

Mit Satz 5.7-2 ist

ln(l+ X): Zn:(_ll X'+ R, (X; 0; 1n(1+ X)): Zn: (_l)i_l Xy (_ 1)n ,(1+ Z)—("+1) oy

i=1 I i=1 i (n+1)
mit 0<z< X furXx>0 und
X<z2<0 fur-1<x<0.
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Das Restglied

R, (x; 0; In(1+x)) = ((r;lr):) (L 2) )y

lasst sich betragsméBig abschitzen:

n+l1

. Fir 0<x<1

Fir 0<z<x gilt (wegen 1+z>1 bzw. L<1) |Rn(x;0;ln(l+x))|< X
1+z n+1

folgt daher 1im| R, (x; 0; In(1+ X))| =0.

Fiir —1/2<Xx<z<0 ist (wegen 0<1-|X=1-(-x)=1+x<1+z<1 bzw. 0<%<%||)
+7  1-|x

| |n+1

|Rn(x; 0; In(1+ x)l = hm n Zl—(ﬂﬂ) < L(__

dass auch in diesem Fall 11m|R X; 0; ln(l+X))| 0 gilt.

n—o0

n+l1
] . Wegen [x|<1/2 ist ﬁ<l, S

1=

Fiir —-1<x<-1/2 und X<z <0 verwendet man eine andere, mathematisch anspruchsvollere

Darstellung des Restglieds und kann dann auch hier zeigen, dass lim|Rn (X; 0; ln(l+x)1 =0

gilt.

Insgesamt ist

8

1+x

X' firxeR mit—1<x<I.

XZ X3 X4 XS (_1)n+1 ; i(_l)Hl
2 3 4 5 7 n e

Die Taylorentwicklung fiir f(X)=In(X) fiir x >0 erhdlt man aus der Substitution z =x-1,
X=2z+1:

=1
T

In ( =In(z+1)= +R (X—I;O;ln(1+z)) und

i=1
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=X-1-

_12 _13 _14 _1 n+l ] w© _1 i+l :
(XZ) +(X3) —(X4) T G n) (x—1) +i;1( i) (x—=1)

fir xeRmit0<x<2.

Daraus ergibt sich das Ergebnis aus Satz 5.1-9 (iii)

In(2) = iﬁ

_ n+1 © [ i+1
oot L Ll e S ED 66031471,
2 3 4 5 n i=n+1

Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf der natiirlichen Logarithmusfunktion und ihrer
Taylorpolynome an der Stelle X, =1 fiir 0 <n <5; man sieht sehr schon die Approximation

der Taylorpolynome fiir Xe Rmit0 < x < 2.

Taylorpolynome

In-Funktion
6 A
- T5(x)
4
T3(x)
2
| ""===W
i p—— o s= ===

il T4(x)

Es soll nun die GroBe von n berechnet werden, die ausreicht, damit T, (x; 0; In(1+ x)) eine Ap-

proximation an ln(l+x) liefert, die einer vorgegebenen Genauigkeit geniigt. Hierbei sei

0<x<1. Soll also T,(x;0;In(1+x)) in der Dezimalentwicklung bis zur m-ten Nachkomma-
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stelle genau sein, so kann man folgendermaflen vorgehen: Die Dezimalentwicklung von
In(1+x) bzw. von T,(x; 0; In(1+ x)), die bis zur m-ten Nachkommastelle identisch sind, seien

n(1+x)=[d.d, ,..dd,d d,..d d d,.,.], bzw.
T,(%; 0; In(1+x)) =[d, d,, ...d,dy,d ,d , .d ;€ C ooy ooi]sy -

Dann ist

R, (x; 0;In(1+ x)) = In(1+ x)=T, (x; 0; In(1 + x))
=0, u + (d—m—l —C ) 10_(m+1) + (d—m—z - C—m—z)' 10_(m+2) +..

m-—mal
= > (d;-c,)107,
i=m-+1
(-9)- ilO‘i <R,(x;0;In(1+x))<9- ilO‘i , d.h. wegen ilo-i = é-lo-m :
i=m+1 i=m+1 i=m-+1

—10" <R (% 0;In(1+x))<10™ bzw. 0<|R,(x;0;In(l+x)}<10™.

n+l1

Im angenommenen Fall 0 < x<1 ist 0 < |Rn (x; 0; In(1 + X)) <X Die Anforderung an n lau-

n+1
tet also

n+l1

X
n+1

<10™™,

Soll beispielsweise ln(l,S) auf 7 Nachkommastellen genau durch das n-te Taylorpolynom an-

n+l1
gegeben werden, so wird n so bestimmt, dass / " <107, d.h. (n+1)-2n+l >107 ist;
n+

(n+1)-2™" muss also mindestens 8 Dezimalstellen aufweisen. Die folgende Tabelle listet ei-

nige Werte fiir (n+1)-2"" auf:
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n (n+1)-2""

1 3

5 4 In diesem Beispiel ist also N >19 zu wih-
len.

10 22 528 N

11 49 152 cmerng:

e In(15) =

17 718 59 0,40546510810816438197801311546435

18 9961472 (letzte Stelle gerundet)

19 10971 520

Zur Berechnung von In(x) fiir X € Rmit 0 < X <2 kann man also ein n-tes Taylorpolynom mit
geniigend grolem n als Approximation an In(X) nehmen. Im allgemeinen (auch fiir x >2)
funktioniert dieser Ansatz nicht, da das Restglied nicht gegen 0 konvergiert. Nun gilt aber fiir

h[<1:

ln(l+h):iﬁ-hi und ln(l—h):1n(1+(—h))=§:;)i_l-(—h)i zi;l-hi und damit

i i1 | i1

3 5 2:n+1 0 2+l
DY LA . +2-) h_ :
3 5 Sh2-1+1

Fir Xe Rmit X >0 ist —1<X—_1<1. Setzt man h:X—_l, S0 ist |h|<1 und X:ﬂ. Da-
X+1 X+1 1-h
mit ergibt sich
3 5 2:n+1 B 24+l
In(x)=2- h+h—+h—+...+ h +2- h_ fiir xeR.
3 5 2-n+1 i:“+12"+1h=“

X+
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Beispiel:

Fir meN ist

aimm:fxin‘m(m_”'f‘m_“”&i:inD(T%‘mIXER.

I i—0

Diese Formel ist ein Spezialfall der allgemeineren Formel

(a+b)" =Zm:(i ) m-(m-1)- '(m_i+l)aibm—i =Zm:(i l)i(rinjaibm—i

1!

fir aeR, beR.

Fir m eR\N mitm> 0 ist

UiXYnzji(ilfr”(m—1)~;'(m—i+DXi

i—0 I!

=1+mx+

m(m_l)xzim(m_l)(m_z)x3+Z(J_r D m(m—l)-.._.-(m—|+1)xi
2 6 i 1!
fir XxeR mit — 1<x<1.

Beispiel:

1,000001
0,999999°

entwicklung einer ,,geeigneten‘ Funktion herangezogen werden. Mit

Zur Berechnung eines Wertes der Form mit groBBer Genauigkeit kann die Taylor-

R, — R
f 1+ X
X 2
(1-x)
% = (1 0° ) Das n-te Taylorpolynom der Funktion f wird ermittelt; dazu werden

die einige Ableitungen ermittelt, um daraus auf die Form der i-ten Ableitung zu schlieBen:

fO) = f(x)= 1_+ X

(1=x)
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F1(x) = 1-(1-x) = (1+x)-(=2)-(1-x)  3+x

(1=x)' (1=x)
£(x) = (1=x) ~B+x)-(=3)-(1=x) _10+2-x _2-(5+%)
—xY = (=%
£7(x0) = 2-(1-x)' =2-(5+x)-(-4)-(1-x)’ _42+6-x _6-(7+x)
(I—x) (I—xf  (1-x)
die i-te Ableitung lautet also (das kann man durch vollstiandige Induktion beweisen):
i4(2-i+1+x)
(X) = —H
(1-x)*

Damit gilt fiir das n-te Taylorpolynom an der Stelle X, =0

T, (% 0; f(x)):znli!'(z'_hrl)-xi :Zn:(z-iﬂ)-xi =143 X+5 X +7-X +..4+(2-n+1)- X"

i=0 I! -0

Fiir —1< x <1 konvergiert das Restglied R, (x;0; f(x))=(2-n+3+2)-x"" gegen 0, so dass

gilt:

L+x :i(z-iﬂ)-x‘ fir —-1<x<I.

(1 - X)2 i=0

. 1000001 1+x |
Damit ist > = >
0,999999*  (1-x)

=1,0000030000050000070000090000110000130...

x=107°

Beispiel:

Uber die auf ganz R stetigen und differenzierbaren Funktionen g und h seien folgende Eigen-
schaften bekannt:

9(0)=0,  h(0)=1,
g'(x)=h(x), h'(x)=-9(x).

Dann lautet wegen

9(0)=0,
9'(0)=h(0) =1,
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9"(0)=h'(0)=-g(0)=0,
9"(0)=—-9g'(0) = —h(0) = -
(4)(()) =-h'(0)=g(0)=0, d.h.

0 fur (i mod 2)
g0)=41 fir(i mod4)
-1 fur (i mod 4)

0
1
3

das (2- n+ 1)— te Taylorpolynom von g an der Stelle X, =0:

T2-n+1 X; O g(X) =z 2I+1

,:O |+1

Das Restglied konvergiert fiir jedes X € R gegen 0 (die Begriindung erfolgt wie bei der Ex-
ponentialfunktion), so dass

_ < (_l)i 2:i+1
g(x)_g‘(z-iﬂ)!'x

gilt. Im vorliegenden Fall darf man die Bildung der unendlichen Reihe und die Ableitungs-
operation miteinander vertauschen, so dass

0= g0 - 3 ‘fl) Xz<i=i(—.1_)"_xz.i

gilt. Die Ausgangsbedingungen ¢g(0)=0, h(0)=1, g'(x) =h(x) und h'(x) =-g(x) legen die
Funktionen g und h eindeutig fest. Die aus der Schule bekannte Sinus- und Kosinusfunktionen
besitzen diese Eigenschaften: g(x) =sin(x), h(x) = cos(x). Es ist daher

: _ S (_l)i Ly 2t _X_3 X_S_X_7 (_l)n Ly 2t S (_l)i Ly 2t
Sm(x)_;(z-iﬂ)! ST 7!+"'+(2-n+1)! X +i§1(2-i+1)! X
fir xeR.

N O N Y
_ VG - : Ty o\
cos(X) ;(Z-i)! X 2+4! 6!+ +(2-n)! " +i§1(2'i)! "
fiir xeR.
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Vergleicht man diese Taylorreihenentwicklung mit der Exponentialfunktion, so féllt die grof3e
Ahnlichkeit auf. Es gelten folgende Zusammenhiinge zwischen der Exponential-, der Sinus-
und der Kosinusfunktion:

Erweitert man die Definition der Exponentialfunktion von den reellen Zahlen auf die komple-
xen Zahlen (siehe Kapitel 1.4), so erhdlt man die komplexwertige Exponentialfunktion

CcC - C

eXpiy, iz_

Die unendliche Reihe in dieser Definition wird wieder iiber endliche Partialsummen definiert,
wobei hierbei alle Operationen in den komplexen Zahlen ausgefiihrt werden. Die bei den

Konvergenzbetrachtungen auftretenden Betragswerte sind dann wegen |Z| = |a + bi| =+a’+b’

reelle Zahlen, so dass Konvergenzbetrachtungen von den komplexen Zahlen auf die reellen
Zahlen tibertragen werden und in R stattfinden. Es ldsst sich zeigen, dass auch hier wieder

0 ZI . 0 Zi . . .
Z_—' absolut konvergiert, so dass der Grenzwert exp(z) = Z—| mit Z € C in der Tat exis-
i-o I izo I!

tiert. Zur Abkiirzung schreibt man anstelle von exp(z) wieder €* und meint damit den

w
Grenzwert Z_—.
i I!

Nun gilt fiir die imaginire Zahl i: i* = —1. Fiir X € R ergibt sich:

e 1 [l i
2 2 [kz_(; k! ; k!
1 o) - (ix)
2 kz;‘ k!
_1 © 2 (l X)2k+1 . © iz.k X2k+1 o k X2k+l o
2 ;(2-k+1)! _Ikz(;2k+l IZO: 2k+1 =i-sin(X) ,
e|~x +e—i~x _l 0 (I X)k . (—I X)k
2 2 [kZ:: k! +kZ=0: k!

Lo
_E’kzz;‘ il

&2 (i) &)
_2;‘ (2-k) _kzzo“ (2-k) = cos(X)

Damit folgt
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= cos(X) +1i-sin(X).

Fiir X € R ist also cos(x) der Realteil und sin(x) der Imaginirteil von €™ .

Die in Satz 5.5-1 fiir reelle Zahlen X wund Yy definierte Funktionalgleichung
exp(X+Yy) =exp(X)-exp(y) ldsst sich auch fiir die komplexwertige Exponentialfunktion

nachweisen, so dass insgesamt fiir ze C,etwa z=a+b-i mit ac R und be R, gilt:

exp(z) = exp(a +1- b) =exp(a)- exp(i . b) =exp(a)- (cos(b) +1i -sin(b)) .

5.10 Fibonacci-Zahlen

In Kapitel 2.1 werden die Fibonacci-Zahlen als Funktion definiert:

N - N
fib - {n firn=0undn=1

fib(n—1)+ fib(n—2) fiirn > 2.

Die Fibonacci-Zahlen spielen in vielen Teilen der Mathematik und der Informatik (z.B. bei
der Laufzeitberechnung des Zugriffs auf Daten, die in Form hohenbalancierter Béume gespei-
chert sind) eine wichtige Rolle.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird F, = fib(n) gesetzt, d.h. (F,) . ist die Folge der

neN

Fibonacci-Zahlen. Die ersten elf Fibonacci-Zahlen lauten:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Gemal obiger Definition ist

F —

n

n firn=0odern=1
F.,+F, firn>2.

Zur Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahlen kann man z.B. folgende PASCAL-Funktion ein-
setzen, die wohl elegant ist, aber schlechtes Laufzeitverhalten zeigt:




5.10 Fibonacci-Zahlen 197

FUNCTION fib_1 (n : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN { fib_1 }
IF n < 0 THEN Exit;

CASE OF n

0 : fib_1 := 0;

1 : fib 1 = 1;

ELSE fib_1 := fib_1(n-2) + fib_1(n-1);
END;

END { fib 1 }:

Optimales Laufzeitverhalten zeigt folgende PASCAL-Funktion, die zur Berechnung der n-ten
Fibonacci-Zahl F, nacheinander alle Fibonacci-Zahlen F; mit 0 <i < n berechnet:

FUNCTION fib_2 (n : INTEGER) : INTEGER;

VAR f n1, £ n2, £ n - INTEGER;
1dx > INTEGER;
BEGIN { fib_2 }
IF n < O THEN EXit;
CASE OF n
0 : Fib 2 = 0;
1 - fib 2 = 1;
ELSE BEGIN
f n2 = 0;
fnl:=1;
FOR idx := n DOWNTO 2 DO
BEGIN
fn = f n2 + f nl;
f n2 :=f nl;
fnl:=Ffn;
END;
fib 2 := T n;
END;

END { CASE };:
END { fib 2 };

Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert, und es ist wiinschenswert, den Wert der n-ten
Fibonacci-Zahl direkt in Abhéngigkeit von n zu erhalten. Hier hilft eine spezielle mathemati-
sche Methode, die Methode der erzeugenden Funktionen, weiter, die hier nur auf das vorlie-
gende Beispiel angewandt werden soll.
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Zunichst fasst man die beiden Félle der definierenden Gleichung der Fibonacci-Zahlen zu ei-
ner Gleichung zusammen. Dazu definiert man

und erhalt

F.=F,, +F_,+a, fiirjedes neN; hierbeiist a, =1 und a, =0flir n#1.

Beide Seiten werden mit x" multipliziert und alle Werte aufaddiert; hier ist nicht gesagt, wel-
chen Wert X annimmt, und auch Fragen der Konvergenz spielen zunéchst keine Rolle. Man
erhalt:

Setzt man F(X) = Z F,-x", so erhélt man die Gleichung

F(X)=X-F(X)+X*-F(X)+X,

die man nach F(x) auflost:

F(X)=—.

) 1-x-x’
Diese Funktion erfiillt fiir X, = 0 die Voraussetzungen von Satz 5.7-2, so dass man versuchen
konnte, die Taylorentwicklung an der Stelle X, =0 herzuleiten. Wieder unter der Annahme,

dass Konvergenz vorliegt, ergibe sich dann:

= F9(0)
|

Fo=2 - Ux =Y Fox

I n=0

F™(0)

n!

Fin Koeffizientenvergleich lieferte F, = . Dieser Weg ist jedoch miihsam, da die

Ableiungen F(i)(x) schwierig zu bestimmen sind. Daher wird ein anderer Weg beschritten:
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Es werden Zahlen A, B, @ und £ mit Hilfe der Partialbruchzerlegung bestimmt, fiir die gilt:

X A B
F(x) = = :
*) 1-x—x’ 1—a-x+1—ﬂ-x
A B A(-8-x)+B-(I-a-x)

l—ax 1-fx_ (1-a-x)-(1-B-x)
_A-A-B-x+B-B-a-X
~ (max)(1-5-x)

Der Koeffizientenvergleich ergibt:

A+B—(A-f+B-a)-x=x und
(I—a-x)-(1-p-x)=1-x-x".

Mit x =0 folgt aus der ersten Gleichung
A+B=0 bzw.A=-B.

Zur Bestimmung von o und S werden die Nullstellen von 1— X — x> bestimmt. Diese lauten

(siche Kapitel 5.3):
Xo1 :—%-(l—i-\/g) und X, :—%(1—\/5).

Damit ist

=(1—LJ‘[1—L wegen — Xy, - X, =1

und folglich
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I PR SRS G R o
T s 1+5)1-v5) 2 1-+5)
~—0,618034
und
L, 1
’B_xo2 2 1-v5 2 (1+\/§)
~1,618034.

Diese Werte fiir ¢ und £ werden in die Gleichung A+ B —(A- p+B -a)- X =X eingesetzt,

wobei A+B =0 bzw. A=—-B bereits bekannt ist, und der Wert x =1 genommen wird. Man
erhilt

l=-A-f+A-a= A-(a—ﬂ): A-(—\/g) bzw.

1 1
A=——und B=—.
V5 NG
Damit ist
X
FX)=———
(x) l-x-x’
A B
= +
l-a-x 1-4-X

_L. 1 B 1
Vs U=px 1-a-x)

Nun ist nach Satz 5.1-9 (i) fiir |a . X| <1 bzw. |,6’X| <lI:

l—a'X i=0 . l_ﬂ.x i=0

und insgesamt

1 1 1
F(X):ﬁ(l_ﬁ.x_l—a.x]
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Bemerkung: Diese Gleichung gilt wegen der Konvergenzanforderungen |a-x|<1 und

B-X|<1 fiir jedes xR mit [x|<min{[l/a[l/ 8] =]/ < 0618034, cinc

3

Tatsache, die hier nicht von Belang ist.

Der Koeftizientenvergleich liefert:

Die durch
F - n firn=0odern=1
" |F_+F_, firn>2

definierten Fibonacci-Zahlen erfiillen die Gleichung

F, :%.[[IZ\E]”(IQEJ”} fiir jedes ne N.

5.11 Erzeugende Funktionen

Im vorliegenden Kapitel wird die in Kapitel 5.10 erwéhnte Methode der erzeugenden Funkti-
onen beschrieben und im Kapitel 5.12 auf weitere interessante Fragestellungen der Informatik
angewendet.

Es sei (gn)neN eine Folge reeller Zahlen. Die erzeugende Funktion G der Folge (gn) wird

neN

durch G(z) = Z g, 2" definiert. Hierbei ist z eine ,,formale* (komplexe oder reelle) Variab-
n=0

le.

Bemerkung: Haben zwei Folgen dieselbe erzeugende Funktion, so sind die beiden Folgen
gleich.
in einem ein-

Die erzeugende Funktion fasst die gesamte Information iiber die Folge (gn)neN

zigen arithmetischen Ausdruck zusammen. Die z-Potenzen separieren dabei die einzelnen
Folgenglieder. Natiirlich kann man nach Konvergenzbedingungen in Abhéngigkeit von z fra-
gen. Im vorliegenden Zusammenhang spielen diese aber eine untergeordnete Rolle.
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In Kapitel 5.10 wird die erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge (F,) . berechnet zu

neN

F(z)= Z F,-2"= 1; Hierbei ist zur Berechnung die Tatsache, dass diese Reihe nur
n=0

-z-7
fiir |Z| < 2-1/ (1+ J5 )z 0,618034 konvergiert, ohne Belang. Die erzeugende Funktion der Fi-

bonacci-Folge wird in eine Potenzreihe umgewandelt mit dem Ergebnis

F(2) :% = ZL[(IJF\EJ —(l_ﬁj J-Z”. Daraus lisst sich die n-te Fibonacci-
l-z-z n=0 \/g

2 2

Zahl in geschlossener Form ablesen: F, = L Vs 1= V5 .
J5 2 2

Satz 5.11-1:

Es seien (f, )neN bzw. (g, )neN zwel Folgen mit den erzeugenden Funktionen F(z) bzw.

G(z) und ¢ und g Konstanten.

(i)  Die erzeugende Funktion der Folge (- f, + -9, ). . lautet

neN

o0

(a-f, +p-9,) 2" =a-F(2)+B-G(2).

n

(i1)) Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhélt, indem man (gn)neN um m

Plétze nach rechts verschiebt, also der Folge {0, s0,0,,0,, ] , lautet
m

0

"> g,-2"=2"-G(2).

n=m n=0 n=0

M
«
?
3
N
o |
Il
Ms
«
=1
N
:
Il

(i) Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhilt, indem man (gn) um m

neN
Platze nach links verschiebt, also der Folge (gm, Oirs Jinins ) , lautet

1

S g 2" = OB 7070270 2 =m0 2T
n=0

Zm

(iv) Die erzeugende Funktion der Folge (a“ . gn) lautet

neN

o0

da'-g,-7" :ign~(a-z)” =G(a-1).

n=0 n=0
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(v) Die erzeugende Funktion der Folge ((n+1)-g,,, )neN =(9,,2-9,,3-05,...) lautet

0

(n+1)-9,,-2"=G'(2).
=0

n

(vi) Die erzeugende Funktion der Folge (n -0, )neN = (0, 0,,2-9,,3-9;, ) lautet

dn-g,-2"=2-G'(2).
n=0

(vii) Die erzeugende Funktion der Folge [% gnlj = (0, go,%- gl,%- gz,...j , wobel
neN

das 0-te Folgenglied den Wert 0 hat, lautet Z% g,,-2"= J: G(t)dt.
n=1

(viii) Die Faltung der Folgen (fn)neN und (gn)neN, d.h. die Folge (Z f, -gn_k] , hat
k=0

neN

die erzeugende Funktion Z[Z f, -gnkj- 2"=F(2)-G(2).

n=0 \ k=0

(ix) Die Folge, deren Glieder die n-ten Partialsummen der Folge (gn)neN bilden, d.h.

die Folge (go, 9o+9,,9,+9,+0,, ): (z gkj hat die erzeugende Funktion
k=0

i[ngj-Z” =LZ-G(Z).

n=0 1 -

(x) Die erzeugende Funktion der Folge, die aus (gn) entsteht, indem man die Fol-

neN
genglieder mit ungeradem Index durch O ersetzt, d.h. der Folge

(9.0.9,,0,9,,0,...), lautet >_g,,-2>" = w
n=0

Die erzeugende Funktion der Folge, die aus (g, ) . entsteht, indem man die Fol-

neN
genglieder mit geradem Index durch 0 ersetzt, d.h. der Folge

(0,9,,0,9;,0,9;,0,...), lautet > g,,., -2 = w
n=0

Die Aussagen (i) — (iv) sind unmittelbar einsichtig.

Aussage (v) ergibt sich aus
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!

G’(z):(Zgn~z”j =0,+2-0,-2+3-0,-2" +...

=0

>

(n +1) Onii - A

Il
M

(=]

n=

Aussage (vi) folgt aus (ii), indem man die Folge aus (v) um einen Platz nach rechts ver-
schiebt.

Aussage (vii) ergibt sich wie folgt (hier wird benutzt, dass unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz die Operationen der Integral- und Summenbildung vertauschbar sind; hinzu kommt

ein wenig elementares Schulwissen):
n+l1 )

IOZG(t)dt:j(ign-t”jdt:ign-j:t“dt:ign- : Zl-gn,l-zuo-z‘). Dazu gehort
n=0 n=0

z
0 e n+1 43'n

. 1 1
die Folge (0, 90,5' gpg' gz,...).

Fiir Aussage (viii) ist

F(z)@(z):(i i z](Zg -z”j

= fo'go+(fo'gl+fl'go)‘z+(fo'gz+f1'91+f2'go)'22+---

zu beachten.
) ) 3 n 1
Die erzeugende Funktion der konstanten Folge (1, 1,1, ) = (l)neN lautet F(z) = Z 7" = 5
n=0 -7

Dabher ist mit (viii) IL-G(Z) die erzeugende Funktion der Faltung von (1,1,1,...)= (1),

und (gn)neN. Das n-te Folgenglied der Faltung lautet Zl- O,k = Z g, - Das zeigt die Aussa-
k=0 k=0
ge (ix).

Aussage (x) rechnet man direkt nach:

G(2)+G(-2)= ign -(1+(—1)”)- 2" = ign 2-72" = Z-E:gz_n .z*" . Entsprechend ist
n=0 n=0 n=0

nist gerade

G(Z)_G(_Z) = Zgn (1_(_1)n) 72" = Zgn 207" = Z.Zgz-nﬂ 720
n=0 = pr

nist ungerade
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Die folgende Zusammenstellung zeigt einige wichtige Beispiele von Folgen mit ihren erzeu-

genden Funktionen. Auch hier sollen Fragen des Konvergenzverhaltens beziiglich der forma-

len Variablen z unberiicksichtigt bleiben.

Folge (0, ),ox

erzeugende Funktion

geschlossene Form

i g,=1,0,=0firn>1: 1-2° G(z)=1
(1,0,0,0,...)
(i) g,=1,9,=0firnm, meN fest: 1-z" G(z)=z"
(O,...,O, 1 ,0,0, O,...J
-
Position m

(i) g,=1fiir neN: izn G(2) = 1
(1,1,1,1,...) = 1-
(iv) 9,,=1,0,, =-1firieN: i(_l)n 2 G(2) = 1
(1,-1,1,-1,...) pr 1+
(V) gZ-i = 1 ) g2-i+l = 0 ﬁir i € N: izz‘n G(Z) = 1
(1,0,1,0,1,... = I-
(vi) 9¢,,=1firneN, g, =0 sonst: izmﬂ G(z) = 1 _
(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) "0 ~Z

.o — 1 f.. : o0 1
(vit) g,=n+1firneN Z(n+1) /" G(z) = .
(1L,2,3,4,..) = (1-2)

_ o . © 1
(viii)) g, =c" fir ne N, ceR fest: ch_zn G(Z):l —

(Le,c’c,..)

m

>

(ix) gn—[ jfurneN me N fest:

G@)=(1+z)

( H@ mﬂl,o,o,...]

m+n-1
(x) gn—( ]ﬁirneN,meN,
n

m>1 fest:

e

G(2) =

(i-2)"
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(xi) gn{m:”j fir ne N, meN fest z[m:”]z G(z)=(l_ﬁ
! m+1) (m+2)(m+3
L2 U3 U3 T
(xii) g, =0, g, =1/n fir n>1: - ] ( 1 j
I/n-z G(z) =In| —
(0,1,1/2,1/3,1/4...) Z; / 1-z
(xiii) g, =0, g, = (=1)"" -1/n fir n>1: i(_l)nﬂ A/n-2" G(2) = In(1+2)
(0,1,-1/2,1/3,-1/4...) n=1
(xiv) 9, =0, g, =1/(n!) fir n>1: $1/(n)-2° G(z)=¢’
(1,1,1/2,1/6,1/24,1/120, ...) =

Die Berechnung der geschlossenen Form der erzeugenden Funktion in den Beispielen (i) —
(vi) und (viii) ist klar bzw. ergibt sich aus Satz 5.1-9. Beispiel (vii) kann ebenfalls mit Satz
5.1-9 oder auch mit Satz 5.11-1 (v) begriindet werden: Setzt man dort g, =1, so folgt mit
Beispiel (iii):

!

1)-2" = 1)-1.2" = = .
nZ;‘ " nz 2 (I—Zj (1-z)

Beispiel (ix) ist die binomische Formel.

Beispiel (x) lasst sich durch Induktion iiber m zeigen:

I+n-1 >
Fir m=1 ist Z( j 2" = ZZ” =1/(1-2) 1/ 1-2) . Die Behauptung gelte fiir m>1.
n

n=0 n=0

n=0

Dann ist Z(

. . . m-+n nm-1+Kk
fir n den Ausdruck m+n—1 einsetzen) ist = Z . Setzt man
n

m+l+n-1) = &(m+1) | .
7 = Z -Z" . Nach Satz 4.1-3 (v) (dort fiir I den Wert n und
n n

o\ K
m+n-1 m+1 o 2 (& (m=1+k Sy o
g, = , SO 1stz Z z -Z :z g, |-Z" . Nach Induk-
n n=0 \ k=0 k =0 \ k=0

tionsvoraussetzung lautet die erzeugende Funktion der Folge (g, )neN :

m+n-1Y) | 1 . .
G(z) = Z 2" = . Mit Satz 5.11-1 (ix) folgt

(1-2)"
i[mH] Z[ZQKJ 4 =— G(z)-ﬁ.

o\ N =0 \_k=0

Beispiel (xi) ergibt sich aus (x) wie im Induktionsschritt zu (x).
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Die Folge (0,1,1/2,1/3,1/4..) in Beispiel (xii) hat die erzeugende Funktion
di/n-z"=>"1/n-1.2"=>"1/n g, -z" mit der konstanten Folge (g, ),.x = (1),x - Die Folge
n=1 n=1 n=1

b

(gn )neN hat nach (iii) die erzeugende Funktion G(z) = . Mit Satz 5.11-1 (vii) folgt

0

-z
< \ 1 " 2 (1 1
;l/n-z :Zﬁ'gn_l'z :IO G(t)dt:.[oadt:.[l (—;jdX:—ln(l—Z)zln(—j.

n=1 1-z

Die Folge (0,1,-1/2,1/3,—1/4...) in Beispiel (xiii) hat die erzeugende Funktion

o0

AR —nZ::l/n.(—z)” _ —h{ﬁ} ~In(l+2).

n

Beispiel (xiv) ist die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion e*.

Erzeugende Funktionen stellen ein sehr gutes Werkzeug bei der Auflosung von rekursiv de-
finierten Folgen zur Verfligung.

Dabei geht man wie folgt vor:

Gegeben sei die Folge (gn) iber ein rekursives Gleichungssystem. Gesucht ist eine ge-

neN

schlossene Darstellung von g, in Abhédngigkeit von n.

1. Schritt: Man schreibt eine einzige Gleichung auf, die ¢, mit Hilfe anderer Folgenglieder

definiert. Diese Gleichung sollte fiir alle n gelten; eventuell muss man Folgenglie-
der mit negativen Indizes formal anfiigen, fiir die dann g , =9 , =...=0 gesetzt

wird.

2. Schritt: Beide Seiten der Gleichung aus dem 1. Schritt werden nacheinander mit z" mul-
tipliziert und jeweils aufsummiert, so dass auf der linken Seite der Gleichung die

erzeugende Funktion G(z)= Zgn -z" entsteht. Die rechte Seite der Gleichung

n=0
wird so umgeformt, dass sie ebenfalls einen arithmetischen Ausdruck in G(z)
darstellt.

3. Schritt: Die Gleichung aus dem 2. Schritt wird nach G(z) aufgeldst.

4. Schritt: G(z) wird in eine formale Potenzreihe entwickelt. Der Koeffizient von z" ist g,

in geschlossener Form.
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Bemerkung: Der komplexeste Schritt ist im allgemeinen der 4. Schritt.

Zur Illustration wird das Verfahren an der Darstellung der Fibonacci-Zahlen in geschlossener
Form gezeigt. Die Einzelheiten sind in Kapitel 5.10 bereits ausgefiihrt.

Die Folge (F,),_ der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch

L firn=0odern=1
" |F_,+F_ firn>2

Die Ergebnisse der einzelnen Schritte lauten:

1. Schritt: Mit F, =F,=01st F,=F ,+F, ,+a, fiir jedes ne N hierbei ist a, =1

und a, =0fir n#1.

2. Schritt:
F(2)=) F-2"=>F - 2"+> F,-2"+> a7
n=0 n=0 n=0 n=0
=Y F 2™+ ) F 2"z
n=0 n=0
=z.) F 2"+ ) F - 2"+2
n=0 n=0
=z-F(2)+2°F(2)+z
. z
3. Schritt: F(2)=———
l-z2-z2

4. Schritt:

F) zi%'[[nzﬁj" (1—2\@)"}2n
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5.12 Anzahlbetrachtungen in Bindrbiumen

Eine der wichtigsten Datenstrukturen, die in der Informatik vorkommen, sind Binidrbdume.
Dazu einige einfithrende Definitionen:

>°n

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V = {Vn Y } von

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge E = {e1 s e 58y } <V xV von Kanten (edges).

Die Kante e =(v;,V;) lduft von v; nach v; (verbindet v; mit v;). Der Knoten v; heifit An-
fangsknoten der Kante e =(v;,v;), der Knoten v; Endknoten von e=(v;,v;). Zu einem

Knoten v eV heift pred(v)={v'| (v’,v) eE} dic Menge der direkten Vorginger von v,

succ(v)={v'| (v,v') eE} die Menge der direkten Nachfolger von v.

Ein Bindrbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften 1. — 4.
charakterisiert:

1.  Entwederist n>1 und [V|=n>1und|E|=n-1,
oderesist n=0 und V = E = (leerer Baum)

2. Bei n>1 gibt es genau einen Knoten r €V, dessen Menge direkter Vorgéinger leer ist;
dieser Knoten heifit Wurzel von B,,.

3. Bei n>1 besteht die Menge der direkten Vorgénger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzel ist, aus genau einem Element.

4.  Bei n>1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem E-

lement oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nach-
folger leer ist, heiflt Blatt.

Beispiele:
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500 Rang 0 A

120 700 Rang 1

100 300 Rang 2
Hohe 6

110 220 400 Rang 3

200 Rang 4

210 Rang 5

13
8 18
4 12 16 20
1 7 15 17 19 23
21 27

In einem Bindrbaum B = (V, E) gibt es fiir jeden Knoten v €V genau einen Pfad von der

Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ((ao,al ),(al,az ), ey (a a )) mit r=a,, v=a,

m-1°"~"m

und (ai_l , ai) eE firi=1, .., m. Der Wert m gibt die Léinge des Pfads an. Um den Knoten v
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von der Wurzel aus iiber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des Knotens Vv bezeichnet.

Der Rang eines Knotens lésst sich auch folgendermal3en definieren:

1.  Die Wurzel hat den Rang 0.
2. Istvein Knoten im Baum mit Rang r—1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w
den Rang r.

Unter der Hohe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1.

Der zweite Bindrbaum zeichnet sich dadurch aus, dass sich die Hohen der Teilbdume, die von
einem Knoten ausgehen, hochstens um 1 unterscheiden. Bidume mit dieser Eigenschaft hei3en
AVL-Biume.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthilt genau einen Knoten, ndmlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthélt hochstens doppelt so viele
Knoten wie das Niveau j —1. Daher gilt:

Satz 5.12-1:

(i) Das Niveau j>0 eines Bindrbaums enthilt mindestens einen und hochstens 2

Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau 0 bis zum Niveau j (einschlielich)

] )
betragt mindestens j+1 Knoten und hochstens Z 20 =27 1 Knoten.
i=0

(i) Ein Bindrbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
hilt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Kno-
ten enthélt. Also gilt fiir die Hohe h(B,) eines Bindrbaums mit n Knoten:

[log,(n) |+1=[log,(n+1)|<h(B,)<n.
(iii) Fir die Héhe h(B,) eines AVL-Baums mit n Knoten gilt

[log,(n+1)|< h(B,) <1,4404201-log,(n+2).

Aussage (i) ergibt sich durch vollstindige Induktion.
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Aussage (ii) ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: Die obere Abschitzung h(B,)<n ist

offensichtlich. Fiir die untere Abschitzung betrachtet man einen Bindrbaum mit n Knoten und
minimaler Hohe h. Jedes Niveau, bis eventuell das hochste Niveau m, ist vollstandig gefiillt.
Es ist h=m+1. Bis zum Niveau m-1 enthdlt der Bindrbaum gemal (i) insgesamt

2™ _1=2"—1 viele Knoten, auf Niveau m sind es mindestens einer und hochstens 2" .
Daraus  folgt: 2" —1+1<n<2"-1+2", also 2"<n<2™ -1 und damit
m < log, (n +1)<m+1, dh. |_10g2(n + 1)—| =m+1=h. Fiir einen beliebigen Bindrbaum mit n

Knoten gilt daher ]—logz(n + 1)—‘ <h(B,).

Aussage (iii) zeigt, dass die Hohe eines AVL-Baums durch eine logarithmischen Grof3enord-
nung, gemessen in der Anzahl der Knoten bewegt. Aussage (iii) lasst sich mit Hilfe der Me-
thode der erzeugenden Funktion (siche Ende des Kapitels 5.11) nachweisen. Dazu werden die
dort beschriebenen 4 Schritte durchgefiihrt.

Da ein Bindrbaum, dessen Niveaus, bis eventuell das hochste Niveau m, vollstindig gefiillt
sind, ein AVL-Baum ist, folgt die untere Abschétzung !_logz(n + 1)—| <h(B,).

Es sei ein AVL-Baum mit Hohe h+1 gegeben, der eine minimale Knotenanzahl enthilt.
Dann sind unter der Wurzel zwei Bindrbdume mit Hohen h und h—1 mit jeweils minimaler

Knotenanzahl. Es sei K, die minimale Knotenanzahl eines AVL-Baums bei Hohe h. Dann

gilt:

K,=0, K, =1, K, =K, ,+K, ,+1 fiir h>2. Die erzeugende Funktion der Folge (K, )
sei K(2).

heN

1. Schritt: K, =K, ,+K,,+1+a, fir h>0 mit a,=-1, a, =0fiir i >1.

2. Schritt:
K(z)=iKh z“:iKm-zMiKM z“+iz“—1
h=0 h=1 h=2 h=0
:iKh zh“+iKh~zh+2+iz“—l
h=0 h=0 h=0

:z-K(z)+22-K(z)+1L—1
-z

z
(1-2)-(1-z-2°
der Folge der Fibonacci-Zahlen. Die Folge (K, )

3. Schritt: K(z) =

)= F(2) -IL; hierbei ist F(z) die erzeugende Funktion
A

hon 18t also nach Satz 5.11-1 (viii)
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die Faltung der Folge der Fibonacci-Zahlen (Fn)
(1,1,1,...).

..y mit der konstanten Folge

4. Schritt: Dieser eriibrigt sich, da die Losung im 3. Schritt bereits ermittelt wurde:

K, = Z F 1= Z F.=F,_,—1. Die letzte Gleichung zeigt man beispielsweise

k=0 k=0

durch vollstindige Induktion (Ubungsaufgabe 5.30 (b)).

Fiir einen AVL-Baum mit Hohe h und n Knoten ist
n > minimale Knotenanzahl bei Hoheh=F,,, -1 bzw. F_,, <n+1. In Kapitel 5.10 wird

F, 1 1+45 - 1-s fiir jedes ne N ermittelt. Da F
V5 2 2

. eine natiirliche Zahl ist,

Js L2
L.(1_|_\/§jh+2 1

+—<n+2. Lost man diese Ungleichung nach h auf, folgt unter
\/g 5 5 g g g

Verwendung von Satz 5.5-5: h <1,4404201-log, (n +2)—0,327724 < 1,4404201-log,(n+2).

folgt F, = {L : (ﬂj +%J . Eingesetzt in die obige Ungleichung ergibt sich

I:h+2 =

Satz 5.12-2:

(1) Die Anzahl strukturell verschiedener Bindrbdume mit n Knoten mit n > 0 betragt

1 2-n 4" _
—_— =———— +C mit einer reellen Konstanten C > 0.

nel (n ) (n+1)zon

(i) Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines
beliebigen Knotens eines Bindrbaums mit n Knoten (gemittelt iiber alle n Knoten)
besucht werden, d.h. der mittlere ,,Abstand*“ eines Knotens von der Wurzel in ei-
nem Bindrbaum mit n Knoten, ist C'-+/zn +C" mit reellen Konstanten C’ > 0
und C" > 0. Im giinstigsten Fall (wenn also alle Niveaus voll besetzt sind) ist der
grofite Abstand eines Knotens von der Wurzel in einem Bindrbaum mit n Knoten

gleich |_log2 (n)j—t—l = |_10g2(n + 1)—‘ ~log,(n), im ungiinstigsten Fall ist dieser Ab-
stand gleich n.

Beide Aussagen mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens bewiesen
werden.
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Essei b, fiir ne N die Anzahl strukturell verschiedener Bindrbaume mit n Knoten. B(z) sei
die erzeugende Funktion der Folge (bn )neN . Fiir kleine Werte von n kann man b, direkt ange-

ben:

b, =1: der einzige Bindrbaum ohne Knoten ist der leere Baum;

b, =1: der einzige Bindrbaum mit genau 1 Knoten ist der Baum, der nur aus der Wurzel be-

steht;

b, =2: die beiden Bindrbdume mit genau 2 Knoten sind:

und

Fiir n >1 besteht ein Bindrbaum mit n Knoten aus der Wurzel und zwei Bindrbaumen mit zu-
sammen N—1 Knoten, die an den beiden Nachfolgerpositionen der Wurzel beginnen. An der
linken Nachfolgerposition befindet sich ein Bindrbaum mit k vielen Knoten, an der rechten
Nachfolgerposition ein Bindrbaum mit n—1—Kk vielen Knoten. Daher gilt

-1
b =Y b, b, firnxl.

n
k

>

Il
(=]

1. Schritt: Alle Gleichungen werden in einer einzigen Gleichung zusammengefasst:

n-1
b, = Zbk ‘b, . +a, fir ne N; hierbeiist a, =1 und a, =0fiir n>1.
k=0

2. Schritt: Beide Seiten werden mit z" multipliziert und alle Werte aufaddiert. Man erhlt:
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=0
=z an-znj-(an-Z”j+l nach Satz 5.1-10
n=0

1 1 1
B(z)=—+ ——
@) 2.2 V4.2 2
_1+41-4-2
2.z
Falls B(z) = Hzli gilt, so ergibt sich der Widerspruch B(0) =b, =0, also
-z
ist B(z)zl_— V21_4Z
z

4. Schritt: Mit der Regel von de I’Hospital gilt

1-v1-4-7| :—wnL4)WﬁTZ?N

2.7 \ 2

7=0 z=0

b, = B(0) = =1.

Aus der in Kapitel 5.10 hergeleiten Formel

Oimngyﬂym(m4lﬁ(mﬂ+nw

wobei m=1/2 und anstelle von x der Wert —4-z gesetzt wird, ergibt sich

1-1-4-z=1- i1/2 ~1/2)-. (1/2—i+1)( 42)

i=0 I

:1_(” )3 W2hC12)-.. (1/z—|+1)(4,z)uj_

- i!

Damit ist
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B(z) = 1-+1-4-2
2-7
= (1/2)-(-1/2)-... (1/2—i+1)'(_4' )

2-2.

i=1
Um diese etwas ,,unangenehm‘ aussehende unendliche Reihe zu vereinfachen,

wird folgende Nebenrechnung durchgefiihrt:

+1) _ (1/2)'(_1/2)'(—3/2)...-(—

i!

2-i-3
2

(1/2)-(=1/2)-..-(1/2 -1

Lo
() e
B i!-2‘:1~(i—1)! |
(-3 )
Damit ist
B(z)=2- Z (1/2)-( 1/2)'i'!"'(1/2_i+1)-(—4~z)“1.
(-3 ey
-3 (e
:2$ 2i.ij'zi
S

n+l1

Il
(=]

n

n

© © 2 n
Der Koeftfizientenvergleich in B(z) = an 2" = Z% [ j 2" ergibt
n=0 n-o N+
1 (2-n
" n+1{n )

Damit ist der erste Teil der Formel in Satz 5.12-2 (i) bewiesen. Fiir den zweiten Teil wird die

Stirling’sche Formel (siehe angegebene Literatur)

(]
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zusammen mit Satz 4.1-2 eingesetzt. Die Stirling’sche Formel ist eine sehr gute Approximati-
on; der relative Fehler ist etwa 1/(12-n). Damit ergibt sich:

e (2'HJNL.<2-n>!

Fiir einen Knoten Vv in einem Baum G mit n Knoten bezeichne r(v) den Rang des Knotens v,
d.h. die Anzahl der Kanten, die von der Wurzel aus durchlaufen werden, um Vv zu erreichen.

Um Vv von der Wurzel aus zu erreichen, werden r(v)+1 Knoten durchlaufen. Es sei

1(G) = Z(r(V)Jrl), d.h. die Summe aller in G moglichen Pfadldngen, gemessen in der An-

zahl besuchter Knoten.

Der linke Teilbaum unterhalb der Wurzel des Baum G sei G ; der rechte Teilbaum unterhalb
der Wurzel sei G,. G, oder G, konnen auch leer sein. Fiir einen Knoten v in G, sei r,(v) der
Rang von Vv bezogen auf G,. Entsprechend bezeichne r.(v) fiir einen Knoten v in G, den

Rang von v bezogen auf G, . Dann ist fiir einen Knoten vin G, r,(v) =r(v)—1. Es gilt daher:

1(G)= D (r(v)+1)

vin G

= Z(ﬁ (V)+2)+ > (r.(v)+2)+1 (der Rang der Wurzel ist 1)

vin G, vin G,

=1(G,)+ D 1+1(G, )+ D 1+1

vin G, vin G,
=1(G,)+1(G, )+n fiirn > 0,
1(G) =0 fiirn=0.

Es sei I, = z 1(G), d.h. die Summe aller moglichen Pfadldngen in Bindrbdumen mit n

G ist ein Baum
mit n Knoten

Knoten, gemessen in der Anzahl besuchter Knoten.

Mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens wird eine geschlossene
Formel fiir |, hergeleitet. Es bezeichne 1(z) die erzeugende Funktion der Folge (In)

neN *
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1. Schritt:
I = Z 1(G) fiir n > 1, Aufteilung nach linken Teilbdumen :

n

G ist ein Baum
mit n Knoten

-3 1G)+ 1(G,) +n

1l
f=}

NP
Gy enthédlt G, enthilt
i Knoten n—i—1 Knoten

n—

+1

(Ii 'bn—i—l n—i-1 'bi)+n'bn

Il
(=}

Hierbei bezeichnet b, fiir n e N wieder die Anzahl strukturell verschiedener Bi-

niarbdume mit n Knoten.

2. Schritt:
l()=>1,-7"
n=1
0 n-1
:Z (II bn|1+|n|lbi)+nb)
n=1 \i=0
0 n-1
:Z Z(Ii'bn—i—l—'—lnll bl) Z +n b z j
n=l \' i=0
0 n-1 0 n-| 1
DIDIENNEES ¥y (NCIEY 5 »L XN
n=1 \i=0 =1 \i=0
n-1
Der Ausdruck f,_, => I,-b,_, ist das (n—1)-te Folgenglied der Faltung der
i=0
Folgen (I,) _ und (b, ) . Dasselbe gilt fiir Z I..,-b =f_,.Daher ist
i=0
()= f_-2" Z "+>'n-b-z" mitSatz5.11-1
n=l1 n=1 n=1
=2 fo 242 foo2 42 n b
n=0 n=0 =1
=2-2-1(2)-B(z)+z-B'(2)
. 1 ,
3. Schritt: 1(2) = —— - z2-B'(2).
1-2-2-B(2)
Mit B(z)=1_— ”21_4'2 und B'(z) = I=vlz42-22 4
¥

2.2 1-4-2
2-2—-\1-4-2+1-4-2
2-2-(1-4-2)
1 1 1
= — +
1-4-2 2.z2.1-4.7 2-2

1(2) =
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4. Schritt:
I(2) = L _ ! s
1-4.2 2.z241-4-7 2-2

N n. n_ 1 . 1 —_
=> 4"z 2-2( 1}.

V1-4-7

m+n-1) | 1 . .
Das Beispiel Z " WA — aus Kapitel 5.10 ist auf Werte me R
z

n=0

verallgemeinerbar. Damit ist

ﬁ=2( E J“ly:é( n j'(“'z)”ﬂund
22(%1—14.2_ljzg(n_vzj-z@.z)m

n

(z.nj _ (2n;1)2(2 rEn—ll)j folat weer:

n n

(2 M4 e L2 e
2312

o . ... (n=1/2 2-n) /.. .
Hierbei wurde die Identitat = 2°" verwendet. Mit
n

Insgesamt ist damit

1(z) = z( —(2:n+1)-b,)-2" und 1, =4"=(2-n+1)-b,.

Der Ausdruck %b ist die mittlere Anzahl an Knoten, die in Bindrbdumen mit n Knoten
n

von der Wurzel aus zu einem Knoten durchlaufen werden. Mit dem gerade hergeleiteten Er-

gebnis folgt % b = 4—b _2:n+l . Mit der Stirlingschen Formel ist
“hoon-b, n



220

5 Ausgewihlte Themen der Analysis
4n

b, =—[*" d

=—: ~—————— un

" n+1{n ) (n+l)vz-n

I n+1 1 , "

% b ~Nz-n-——=2+—<C'-vJz-n+C
“*hn n

n

mit reellen Konstanten C' >0 und C" > 0.



6 Ausgewihlte Themen der Linearen Algebra

Das vorliegende Kapitel wihlt aus einem Gebiet der Mathematik, der Linearen Algebra, spe-
zielle Themen aus, ohne die grundlegenden Theorien explizit zu behandeln. Im wesentlichen
geht hier darum, ein effizientes Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme, wie sie in
vielen Anwendungen der Mathematik vorkommen, vorzustellen.

6.1 Matrizen und Vektoren

Ein rechteckiges Zahlenschema aus (reellen) Zahlen

a, &, .. a; .. a,
A, A, .. 8y .. Ay,
A= . . . . _ A :[a_ ]
(m,n) [ sj=
a, @, .. A .. 4, e
_am,l am,z am,j a'm n_|

heiB3t (reellwertige) Matrix vom Typ (M, n). Im Schnittpunkt der Zeile i und der Spalte |
steht das Matrixelement @, ; € R . Der erste Index gibt die Zeilennummer, der zweite Index

die Spaltennummer an. Im folgenden werden Matrizen durch fett gedruckte Buchstaben be-
zeichnet.

Zwei Matrizen A, = [ai, jJ und B, = [bl,k] sind gleich, wenn sie vom selben Typ sind,

(m,n) (r,s)

d.h. m=r und n=s, und sie elementweise gleich sind, d.h. wenn @, ; =b;; fir i=1,...,m

und j=1,...,n gilt.
Eine Matrix vom Typ (n, n) heifit quadratische Matrix.
Eine Matrix, deren simtliche Elemente 0 sind, heil3t Nullmatrix; sie wird mit 0 bezeichnet.

Die quadratische Matrix
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0 0 00 .0
010 00 ..0

SR LR

7000 .. 100 .00
00 0 000 .01

vom Typ (n, n), die in der Diagonalen die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthilt, heil}t Ein-
heitsmatrix vom Typ (n, n). Es ist
1 firi=]j
L, =, |mits, =4 )
’ ’ ’ 0 firi=]

Eine Matrix vom Typ (1, n) heiflt Zeilenvektor der Linge n. Eine Matrix vom Typ (m, 1)
heilt Spaltenvektor der Linge m. In beiden Fillen verzichtet man meist auf die doppelte In-
dizierung:

Ein Zeilenvektor wird geschrieben als

a=la, a, .. a, .. a.

o
I
o

Es sollen nun Rechenoperationen auf Matrizen definiert werden:
Es seien A und B zwei Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n).

Die Summe von A und B ist die Matrix C = [Ci,j J: A+B mit ¢;; =a;; +b;.
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Die Differenz von A und B ist die Matrix C = [Ci,jJ: A-B mit ¢;; =a;; —b;.

Die Summe (Differenz) zweier Matrizen vom Typ (m, n) ist wieder vom Typ (m, n). Man er-
hilt sie also, indem man die Elemente an den sich entsprechenden Positionen addiert (subtra-
hiert).

Es sei keR. Das Skalarprodukt der Matrix A mit (dem Skalar) k ist die Matrix
D=|d,|=k-A=A-k mitd=k-a =a k.
Das Skalarprodukt einer Matrix A vom Typ (m, n) mit einer reellen Zahl ist wieder eine Mat-

rix vom Typ (m, n). Bei der Bildung des Skalarprodukts einer Matrix mit einer Zahl werden
also alle Matrixelemente mit dieser Zahl multipliziert.

Es seien A, B und C Matrizen gleichen Typs, k e R und h e R. Dann gelten folgende Re-
geln:

A+B=B+A, k-(A+B)=k-A+k-B,
A+(B+C)=(A+B)+C, (k+h)-A=k-A+h-A,
A+0=0+A=A, (k-h)-A=k-(h-A),

Mit —~A=(-1)-A ist A—A =0, LAZA.

Die Menge der Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n) mit der definierten Addition von Matrizen
und der Multiplikation von reellen Zahlen mit Matrizen bildet einen Vektorraum iiber R.

Erlduterung:

Eine algebraische Struktur (V, @, K, ) heillt Vektorraum iiber K, wenn gilt:
(1) (V, @) ist eine kommutative Gruppe
(i) Koist ein Korper (,,Skalarkorper)

KxV — V
k,v) — k-v
fiir jedes k € K, fiir jedes | € K, fiir jedes v eV und jedes w eV gilt
k-(-v)=(k-1)-v,

l-v=v,

k-(vow)=(k-v)®(k-w),

(k+1)-v=(k-v)®(-v).

(i11) die Abbildung -: { geniigt den folgenden Regeln:




224 6 Ausgewihlte Themen der Linearen Algebra

Das Produkt der beiden Matrizen A, ., und B, ist nur dann definiert, wenn der erste
Faktor A, . genauso viele Spalten wie der zweite Faktor B, Zeilen hat. Das Produkt ist

eine Matrix C ,,, = [Cr,s]: A-B vom Typ (m, K) mit
n
Cro =8, b firr=1..,m,s=1..n.

Es gilt:

A-(B+C)=A-B+A-C,
(A+B)-C=A-C+B-C.

Im allgemeinen ist A-B#B-A.

Eine Matrix

11 1,2 a Ln
2,1 2,2 a, | 2,n
A~ . . . . _A :[a- ]
(m,n) L= m;j=L1,...,
ai l ai,z cee a-i j cee ai’n ! m J n
_am,l am,z am’j am n |

kann als Menge {4,,4a,,...,d,,...,a, | ihrer Zeilenvektoren mit

éi:[ah1 i, - A . ai,nJﬁjrizl,...,m

bzw. als Menge {51, b,,..., b - Bn } ithrer Spaltenvektoren mit

j°
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b.=|a; | fir j=1,..,n

aufgefasst werden.

Eine Menge {él yres ér} von Vektoren heift linear unabhingig, wenn gilt:

Aus der Gleichung

k,-& +...+k,-d, =0 mit k, eR fiiri=1,..,r folgt k, =...=k, =0.

Andernfalls heiBt {&,,...,d, | linear abhiingig.

Um zu tiberpriifen, ob eine Menge von Vektoren linear unabhéngig ist, stellt man also die
,»Vektorgleichung™ k-8, +...+k,-d, =0 auf, wobei die reellen Zahlen K,,...,k, zundchst
,Unbekannte sind, und zeigt dann, dass diese Gleichung nur giiltig sein kann, wenn alle Un-

bekannten K, ..., K, gleich 0 sind. Kann man andererseits die Gleichung Kk, -&, +...+k,-@, =0
aufstellen, wobei mindestens eine der Zahlen K, ...,K, von 0 verschieden ist, so sind die Vek-

toren linear abhingig.

Sind die Vektoren 4&,,...,d, jeweils Spaltenvektoren mit m Komponenten, so ist die Vektor-

gleichung k, -&, +...+k, -a@, =0 ein Gleichungssystem mit m Zeilen.

Ein Vektor @ ist eine Linearkombination der Vektoren &,,...,d,, wenn es Zahlen k, eR,

..., K, € R gibt mit

a=k -a +..+k,-a,.
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In diesem Fall gilt die Vektorgleichung
k-8 +..+k,-a,-1-a=0,dh.

die Menge {4,,...,d,,d} ist nicht linear unabhéngig. Ist umgekehrt die Menge {&,,...,, } li-

near abhéngig, so sind in der Vektorgleichung
k,-a +..+k -d, =0

nicht alle Skalare gleich 0, etwa k; # 0. Es ist dann

o,

ja—--—k -, also

Insgesamt ergibt sich damit

Satz 6.1-1:
Essein>2.

Die Vektoren &,,...,d, sind genau dann linear abhingig, wenn sich wenigstens ein Vek-

tor dieser Menge als Linearkombination der anderen Vektoren dieser Menge darstellen
lasst.

Unter dem Zeilenrang r,(A) einer Matrix A=A ., versteht man die Maximalzahl linear
unabhingiger Zeilen (-vektoren). Unter dem Spaltenrang r,(A) einer Matrix A=A

(m,n)

versteht man die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (-vektoren).

Offensichtlich gilt r, (A)<m und ry(A)<n.

Der Beweis des folgenden Satzes erfordert eine Reihe weiterfithrender Uberlegungen und ei-
nen ziemlich trickreichen Umgang mit den beteiligten Indizes.
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Satz 6.1-2:
Fiir jede Matrix A gilt:

Iz (A)= Is (A).

Wegen Satz 6.1-2 kann man Rang r(A) einer Matrix A durch r(A)=r,(A)=r(A) defi-

nieren. Ist A=A d.h. A besitzt m Zeilen und n Spalten, dann ist r(A)Smin{ n,m}.

(m,n) >




228

6 Ausgewihlte Themen der Linearen Algebra

Satz 6.1-3:

Gegeben sei die Matrix

AAp. | . -k, .. 5]

(Die Vektoren 4,,...,a

Qo

(m,n)

Qo

sind die Zeilen der Matrix A, die Vektoren b,...,b, sind die

m

Spalten von A.)

Dann gilt:

Zeilenrang und Spaltenrang von A dndern sich nicht, wenn man die Matrix A einer der

folgenden elementaren Umformungen unterwirft:

(z1)

(22)

(23)

(s1)

(s2)

(s3)

Zweil Zeilen von A werden vertauscht.

Eine Zeile & von A wird ersetzt durch &; +k-&;, wobei ke R\ {0}, 1<i<m,
I<j<mundi=] gilt.

(Auf &, wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.)

Eine Zeile &, von A wird ersetzt durch k-&;, wobei K e R\ {0} und 1<i<m
gilt.

(8; wird um ein Vielfaches verindert.)
Zwei Spalten von A werden vertauscht.

Eine Spalte 6, von A wird ersetzt durch 6, +k -Bj , wobei keR\ {0}, 1<i<n,
1<j<nundi=] gilt.

(Auf 6, wird ein Vielfaches einer anderen Spalte addiert.)

Eine Spalte b, von A wird ersetzt durch k-b,, wobei k eR\ {0} und 1<i<n
gilt.

(Bi wird um ein Vielfaches verdndert.)
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6.2 Lineare Gleichungssysteme

Eine Menge von m Gleichungen in n Variablen der Form

A X + X, +

m,1'X1 + am,z'xz +

+

m,j

+
+

a, X, = bl
o XKy = bz
a'| n . Xn = bl

heiflt lineares Gleichungssystem (in den Variablen X,,...,X ). Abgekiirzt ldsst es sich

schreiben als

A Xnn =B -

a'2,1

Die Matrix A=A

(mn) =

m,1

a2,2

m,2

a, ;

m, j

a’2,n

heiBt Koeffizientenmatrix.

Die Elemente der Koeffizientenmatrix und des Vektors b = B(m,l) sind vorgegebene reelle

Zahlen.



230 6 Ausgewihlte Themen der Linearen Algebra

Jeder Vektor X=X, = mit Ao X =D, heiit Losung des linearen Glei-

chungssystems.

Ein lineares Gleichungssystem A, - X, =B, heit homogen, wenn b, =b, =...=b =0
ist. Andernfalls heifit es inhomogen.
Im linearen Gleichungssystem A, .\ - X, =b,,, heiBt die Matrix
1,1 1,2 Lj 1L,n ‘ 1

a,, 8, . & .. &, | b

A | B = 4] B )=
(m,n)| ~(m,I)
ai,l ai,2 al j ai,n ‘ bi
I PP - W I

die erweiterte Koeffizientenmatrix.

Es stellt sich die Frage nach der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems (existiert ii-
berhaupt eine Losung? Ist die Losung eindeutig bestimmt?)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A Xy = q(m’l) . Gesucht wird eine Losung

(mn)
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x|
Il
x

nh =

Im folgenden wird die Typangabe zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen, so dass

das Gleichungssystem A -X = b lautet.
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Satz 6.2-1:
Das lineare Gleichungssystem A -X = b ist genau dann l6sbar, wenn der Rang der Koeffizien-

tenmatrix gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist, d.h. wenn r(A)= r(lA‘ BD

gilt. Ist r(A) < r(lA‘ BJ), so heiflt das Gleichungssystem inkonsistent (und ist nicht losbar).

Fiir das lineare Gleichungssystem A -X = b mit einer m-zeiligen und n-spaltigen Koeffizien-

tenmatrix A=A, gelte r(A)= r(lA‘ 5J)= I, so dass das Gleichungssystem losbar ist. Es

istr<mund r<n.

Ist r<m (= Anzahl der Zeilen bzw. Gleichungen), so ist das Gleichungssystem ldsbar, aber
m—r Gleichungen sind ,,liberfliissig, genauer: redundant, da sie Linearkombinationen der
tibrigen Gleichungen sind.

Die Anzahl der Losungen des Gleichungssystems héngt davon ab, wie sich der Rang r zu der
Anzahl n der Variablen verhilt:

Ist r <n (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so sind n—r Spaltenvektoren Linearkombi-
nationen der anderen Spaltenvektoren. Das System ist 16sbar, jedoch mit n—r freien Variab-
len, denen beliebige reelle Werte zugeordnet werden kénnen. Es gibt also unendlich viele
Losungen. Die Werte, die den iibrigen r Variablen zugeordnet werden, hiangen von den zuge-
ordneten Werten der freien Variablen ab.

Ist r =n (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so ist n<m (m—-n Gleichungen sind re-
dundant). Das System ist eindeutig losbar, d.h. es gibt genau eine Lésung.

Ist die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems quadratisch, d.h. n=m, d.h.
es gibt soviele Gleichungen wie Variablen, dann gilt:

Fiir r(A)< r(lA‘ BDS n gibt es keine Losung;
fiir r(A) = r(I_A‘ BD: n gibt es genau eine Losung;

fiir r(A)= r(lA‘ 5J)< n gibt es unendlich viele Losungen.

In einem homogenen linearen Gleichungssystem ist immer r(A): r(lA‘ b J) Es gibt dann we-

nigstens eine Losung (ndmlich die triviale Losung X, =X, =... X, =0). Ist zudem r(A): n,
dann gibt es nur diese Losung. Ist r(A) =r <n, dann gibt es weitere Losungen mit n—r frei-

en Variablen. Ist m<n, d.h. es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte, dann ist auch
r(A)< n. Fir m=n gibt es nur dann mehr als die triviale Losung, wenn r(A) <n ist.
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Im folgenden wird eine Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems (Gauf3-
scher Algorithmus) und damit einhergehend eine Methode zur Bestimmung des Rangs ei-
ner Matrix vorgestellt.

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Xt 12Xy F + it Xt + Ln "™ T b1
1 X sy Xyt + 8, X, + ..+ 30X, = b,
QX + 4, X + + a0 X+ + o, X = b,
an, X, + @, X, + + oA, X f .+ A, X, = by
bzw
A-X=Db.

Hierbei sei mindestens einer der Werte @, in der ersten Spalte von 0 verschieden; denn sonst

kidme X, im Gleichungssystem gar nicht vor. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei wieder

1,1 1,2 L,j 1,n ‘ 1 a.l ‘ 1

i By, e A e Ay, | b, a | b,
[IRCR RN
(mny | Mm,1y _

, A, e A e A, | b, a | b

_am,l am 2 am,j am n | bm ] _am | bm i

Sie wird durch elementare Umformungen in eine ,,Treppenmatrix“ (siche unten) umgewan-
delt, aus der man dann die Losung des Gleichungssystems ablesen kann. Bei diesem Umfor-

mungsvorgang wird schrittweise eine Folge von Matrizen A", ..., A" erzeugt, die alle den-
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selben Rang wie lA‘ BJ haben. Hierbei ist A" das Ergebnis der Umformung von A" nach

dem i-ten Schritt (i=1,...,r).

Um die Eintrige von A” von den Eintrigen der iibrigen Matrizen unterscheiden zu konnen,

wird
0] (i) (i) (i) ] [xd i
all al) .. a' .. a | b a® | p®
0) 0) (i 0) (i = (i) (i
) A, . A . 8y, | b, a’ | b
AO | S T
0) (i (i 0) (i = (i) (i
I VOO H S - b a | b,
@ (i 0) (i () = (i) (i
(8ny @ny e 8n) o any |oby | oja&y | oby
gesetzt.

Zusitzlich wird eine Folge von Spaltennummern j,,..., j, erzeugt, deren Bedeutung aus dem

r

Zusammenhang klar wird.

Die Matrix A", die nach dem r-ten Umformungsvorgang entstanden ist, hat die Form

1 I k N4 I n
1 *
2 *
¥
i Dw‘ *
i+1 *
¥
r 0 x
r+1 *
m

* = Element, ungleich 0
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1. Schritt:

In der 1. Spalte von lA‘ BJ wird von oben nach unten das erste von 0 verschiedene Element,

d.h. ein Element der Form a ; # 0, gesucht.

Es wird p:=a,, gesetzt. Man nennt p das Pivot-Element (im 1. Schritt).

Ist s>1, so wird die erste Zeile [él| bl] von I_A‘ BJ mit der S-ten Zeile ausgetauscht; ist bereits
a,, #0 (d.h. s=1), so findet kein Austausch statt. Die erste Zeile der durch den eventuellen

Zeilenaustausch entstandenen Matrix werde wieder mit [§1| bl] bezeichnet; entsprechend er-

hilt die urspriinglich erste und nun an der s-ten Position stehende Zeile wieder die Bezeich-

b, ] Insbesondere ist mit dieser Numerierung p=a, .

nung [,
Fiir k =2,...,m wird anschlieBend die Zeile [g,| b, | durch
—a,, '[a*1| b, |+ p~[€1k| b, ]

ersetzt.

A" ist die so aus lA‘ BJ entstandene Matrix. Es wird j, :=1 gesetzt.

Ergebnis: Alle Zeilen von A" ab Zeile 2 enthalten mindestens in der ersten Spalte den

Wert 0; es gilt auBerdem al(,lj)l # 0. Eventuell sind auch in der zweiten und einigen

folgenden Spalten von Zeile 2 abwirts ausschlieBlich die Werte 0 entstanden.

Es wird i1 =2 gesetzt und im i-ten Schritt fortgefahren.

i-ter Schritt fiir I<i<m:

Die Matrix A" sei bereits bestimmt. Sie hat die Form
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[ 4 (i-1) (i-1) (i-1) (i-1) ]
a),’ a, .. . . . oo : . SO T A )
0 0 0 a(ifl) a(ifl) a(ifl) | b(ifl)
20, 2+l . . 2n N
(i-1) (i-1) (-1 (i-1)
AGD — 0 0o .. . . . S0 Al Al e &k, |obh
- O 0 0 O (i-1) (i-1) b(i*l)
U . . . i a &, | b
(i-1) (-1 (i-1)
0 0o .. . . . .0 0 Ao - Aa b
(i-1) (i-1) (i-1)
0 0o .. . . . .0 0 et o Ana | by
a’(i—l) | b(i—l)
1 1
7 (i-1) (i-1)
a, | bz
= (i-1) (i-1)
_ ai_, | bi—l
7 (i-1) (i-1)
a; | bi
7 (i-1) (i-1)
ai+1 | bi+l
= (i-1) (i-1)
_am | bm a

Es gilt fiir jede Zeile k mit 1<k <i—1:

o alle Elemente bis zur Spalte j, —1 (einschlieBlich) sind gleich 0

« a0

o alle Elemente in der Teilmatrix, die durch die Zeilen i und m und die Spalten 1 und j, ,

(einschlieBlich) begrenzt wird, sind gleich 0.

In der Teilmatrix

(i-1) (i-1) (i-1)
i, i+l a'i,n | bi
(i-1) (i-1) (i-1)
i+1, i +1 a'i+1,n | bi+1
(i-1) (i-1) (i-1)
m, ji_+1 a'm,n | bm

(das ist der untere rechte Teil) wird von links nach rechts gehend diejenige Spalte bestimmt,
die zum ersten Mal Eintrdge enthilt, die nicht samtlich gleich 0 sind (hierbei wird die Zeilen-
und Spaltennumerierung aus der Matrix {ibernommen):

Es wird also j = j,, +1 gesetzt und die Bedingung

(-1) _ A=) _  _ A=) _
a;; =4 _m_amj_o

i+1,j
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gepriift. Gilt diese Bedingung und ist j<n (= Anzahl der Spalten von A), so wird j um 1 er-
hoht und die Bedingung erneut gepriift; gilt die Bedingung und ist bereits j=n, so ist das
Verfahren beendet.

Im folgenden sei j der kleinste Wert, fiir den die Bedingung nicht gilt, d.h. die Teilmatrix

(i-1) (i-1) (i-1)
ai,ji,l+1 ai,n | bi
(i-1) (i-1) (i-1)
i+ ji o+l o a'i+1,n | bi+1
(i-1) (i-1) (i-1)
am,ji,1+1 am,n | bm

enthalt in der Spalte j ein Element, das ungleich 0 ist. Die kleinste Zeilennummer, fiir die das
zutrifft, laute s, d.h.

(i-1) _ A@i-1) _ (i-1)
ai,ji,1+1 - ai+1,ji,l+l T am,ji,ﬁl
_ ali=) _ 4G  _ (i-1)

- a‘i,j—l - ai-¢—1,j—1 e a'm,j—l

_aliv) _ ) _ o)
_ai’j _ai+1’j T ees as_l,j
=0

und a{';"” #0.

Es wird p=a{}"” gesetzt. Der Wert p heift Pivot-Element (im i-ten Schritt).

Die i-te Zeile von A" wird mit der s-ten Zeile ausgetauscht (und die Numerierungen der
Zeilen wie im ersten Schritt angepalit).

Es wird j, = ] gesetzt.

Fir k=i+1,...,m wird nun Zeile [ﬁ,ﬁi_”‘ blﬁi_”J durch
-a,, .[giu—l)‘ bi<i—1)J+ P lglii—l)‘ bﬁi_”J

ersetzt.

Die so entstandene Matrix ist A" .

Es wird i um 1 erhoht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fiir i wiederholt.
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Nach dem r-ten Schritt hat die Matrix A" die oben dargestellte Form

Ay .. . .. oAl | ]

0 .. 0 a7 . . ..oaf | b
A”=0 .0 . o0 a" .. al | b
o ..0 . 0 . .. 0 | b"

0o | .

0 .0 . 0 . .. 0 | bY"]

mit 1= j, < j,<..<j, und ) #0 firi=1,...r.

Ist b =...b" =0, so ist r(A)= r(lA‘ 6J)= r(A(r))= r, und das Gleichungssystem ist losbar.

r+1

Andernfalls ist das Gleichungssystem nicht 16sbar.

Im folgenden sei r(A)= r(lA‘ BD: r(A‘”): r.
Es gilt:
Das urspriingliche Gleichungssystem A-X= b und das r-zeilige Gleichungssystem

AP .X=b" haben dieselbe Losung X (da nur elementare Umformungen durchgefiihrt wur-
den). In ausgeschriebener Form (ohne die Zeilen, die nur Nullen enthalten) lautet

AD .5 =p®.
al)-x, + + at-x, = b"
(n (n NS
a; X, + + ay,-X, = b
(n (n _ hD
af,ir 'XJ} ar,n Xy = br

Die Zeilen dieser Matrix (es sind die ersten r Zeilen von A®) werden von unten nach oben
bearbeitet, und dabei werden den Variablen X, , X, ,,..., X, Werte zugeordnet:
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(r) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer r:

Den Variablen X; ., X; ,,,.-, X, werden beliebige Werte aus R zugewiesen (freie Va-
riablen):
Xj,+1 = ujr+l> Xj,+2 = uj,+2> H Xn = un

X; wird aus der letzten Gleichung berechnet:

1 1 1 1
_ " ) _ " "
X =30 '[br - A% | = - by~ > Al u |-

T, k=j,+1
(i) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer i mit 1<i<r:

Die Zeilen i+1,...,r seien bereits bearbeitet. Die Variablen, die bisher entweder als
freie oder berechnete Variablen ermittelt wurden, seien in aufsteigender Numerierung
X Xpogs oo Xy -

Den Variablen X.

i 41+ X werden wieder beliebige Werte aus R zugewiesen (freie
Variablen):

Xj|'*'1 = uji+l’

X; wird berechnet zu:

1 n
— ) (r)
X = '(bi - 2.al 'XKJ'

k=ji+1

Beispiel:

Das Gleichungssystem

N DD WA

X + 4 %X, = 8 X3 — 24 x, — 44 X, + 4 X - 56 X, — 44 X, = - 24
X — 3 X, + 6 X3 + 18 x, + 30 X, — 9 X, + 42 X, + 24 X, = 15
XX — 2 X, + 4 x5 + 10 x, + 16 x;, — 4 X, + 20 x, + 12 X, =

X + 2 X, = 4 x5 - 12 x, - 18 x;, + 10 X, - 28 X, — 10 X = -

X, — 2 %X, + 4 x; + 10 x, + 18 X, + 20 x, + 18 X, = 10
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hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

(-4 4 -8 -24 —-44 4 -56 -44 |

3 -3 6 18 30 -9 42 24 |

2 -2 4 10 16 -4 20 12 | 8
-2 2 -4 -12 -18 10 -28 -10 |

2 -2 4 10 18 0 20 18 |

1. Schritt:

p=a,, =-4+#0; die k-te Zeile fiir k =2,3,4,5 wird ersetzt durch
—a,, (1. Zeile)-4-(k - te Zeile) . Das ergibt:

-4 4 -8 -24 -44 4 -56 —44 | -24]
00 O 0 12 24 0 36 | 12
00 O 8 24 8 32 40 | 16
00 O 0 —-16 -32 0 —48 | -16
00 O &8 16 -8 32 16 | 8

Um die GroBlen der Zahlen zu reduzieren, werden die einzelnen Zeilen jeweils durch einen
geeigneten Faktor dividiert, z.B. wird die 1. Zeile durch -4, die 2. Zeile durch 12, die 3. Zeile
durch &, die 4. Zeile durch -16 und die 5. Zeile durch 8 dividiert, und es entsteht:

1 -1 2 6 11 -1 14 11 | 6
0 000 I 2 0 3|1
AP=[0 001 3 1 4 5|2
0 000 I 2 0 3|1
0 00 1 2 -1 4 2| 1]

jl =1
i-ter Schritt fur i = 2:

Esist j, =4, s=3, p=1. Die 2. Zeile von A" wird mit der 3. Zeile ausgetauscht, und es
ergibt sich
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[ s R s
S OO O =
S O O O N
—_ O O = O
N = = W =

Fir k =3,4,5 wird die k-te Zeile ersetzt durch
— 8,4 (2. Zeile) +1-(k - te Zeile) .

Damit ergibt sich

1 -1 26 11 -1 14 11| 6
0O 001 3 1 4 5| 2
AP=l0 000 1 2 0 3| 1
o 000 I 2 0 3| 1
0 000 -1 =2 0 =3 | —1]

I-ter Schritt fir i = 3:

Esist j,=5,s=3, p=1.

Fir k =4, 5 wird die k-te Zeile ersetzt durch
-5+ (3. Zeile) +1-(k - te Zeile)

Damit ergibt sich

14 1

>
|
S OO O =
S OO O =
S O O O N
S O DO =
S O = W
SO O N = =
S O W N =

S O O N
S O = N

i-ter Schritt fur i = 4:

Fiir j=j;+1 (=6),..,8 (=n) gilt jeweils a{’) =a{’) =0, so dass das Verfahren abbricht. Es

istr=3.

Es wird daher gesetzt:
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%-(6—(—1-x2+2-x3+6-x4+11~x5—1~x6+14~x7+11-x8))
=1

+U,—2-Uu;—=7-Us +10-u, —2-u, .

Die (unendlich grof3e) Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

(1] 1] -2 -7 10 -2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

S Rl TR o VI e IRV N FRETIN B RETIO B
L=y Y L 2ol 2 fo| “|-2f "[o]| *|-3
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
| 0| 0] | 0 | 0 | 0 1]

mit beliebigen reellen Zahlen u,, u,, U, U, und U,

6.3 Invertieren von Matrizen

Eine quadratische Matrix A, vom Typ (n, n) heifit regulir, wenn r(A )= n ist. Sie heif3t

(n,n)

singuliir, wenn r(A(nm)< n gilt.

Es sei A, eine quadratische Matrix vom Typ (n, n). Gibt es eine Matrix B
(n,n) mit A

, vom Typ

(n,n

B =Lnn » dann heiit B, ., die zu A, ) inverse Matrix und wird mit

(n,n)

-1 .
A, bezeichnet.
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Zur Erinnerung: Mit I, - wird die quadratische Matrix bezeichnet, die in der Diagonalen

(n,n

die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthélt (Einheitsmatrix).

Satz 6.3-1:

A und B seien quadratische Matrizen, zu denen jeweils die inversen Matrizen A~' und

B™' existieren. Dann gilt:

(A7) =A,
(A-B)' =B A",
(k-A)" =1/k-A™" fir keR_,

Satz 6.3-2:
Fiir eine quadratische Matrix A sind folgende Aussagen (a) und (b) dquivalent:

(a) A isteine reguldre Matrix.

(b) Zu A existiert die inverse Matrix A™".

Satz 6.3-3:

Die Losung der Matrixgleichung A - X =B mit einer reguldren Matrix A lautet
X=A"-B.

Die Berechnung der inversen Matrix zu einer gegebenen quadratischen reguldren Matrix A
heif3t Invertieren der Matrix A.

Die quadratische Matrix A, = [ai, jJ sei reguldr. Man kann zeigen, dass man die Zeilen

(n.n)
einer reguldren Matrix so vertauschen kann, dass nach dem Austausch alle Elemente der Dia-

gonalen von 0 verschieden sind. Daher kann man gleich fiir a;; # 0 fiir i =1,...,n vorausset-

zen.

Die Matrix X, ) = I_Xi’ jJ sei in Spaltenschreibweise:

(n.n)
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Der Vektor € fiir i =1,...,nsei der Spaltenvektor, der in der i-ten Zeile eine 1 und sonst nur

Nullen hat.

Zur Invertierung der Matrix A sind simultan die n linearen Gleichungssysteme
A-X,=€,.., A-X =€
zu l6sen. Diese Gleichungssysteme kann man zu einem Gleichungssystem

A Xom =1

(nn) (n,n)

zusammenfassen und mit einer Variante des Gaullschen Verfahrens 16sen (anstelle des Vek-

tors b, ,, steht jetzt die Einheitsmatrix I, ):

Die zu A gehorende erweiterte Matrix hat die Form

a, &, .. a, | 1 00 0
a,, a .. a 010 0
[A |I] — 2,1 2,2 2,n :
A, 8, a, | 000 .. 01
a, | 1 00 0
a4 1010 0
| -
a [ 000 .. 011

Sie wird schrittweise durch elementare Umformungen in eine ,,erweiterte Diagonalmatrix*
umgewandelt. Dabei wird eine Folge von Matrizen A", ..., A™ erzeugt; A" ist das Ergeb-

nis nach dem i-ten Schritt:

1. Schritt:

Esist a,, #0. Die 1. Zeile der erweiterten Matrix wird durch a,, geteilt. AnschlieBend wird
fir k=2,...,n die mit —a,, multiplizierte 1. Zeile zur k-ten Zeile addiert. Das Ergebnis ist

A" Das Element in der 1. Spalte und der 1. Zeile ist gleich 1; alle Elemente der 1. Spalte ab
Zeile 2 sind gleich 0.
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Anschliefend wird i =2 gesetzt.

i-ter Schritt fiir I<i<n:

Die Matrix A" sei bereits ermittelt. Sie hat die Form

1 00 0 0 at" aft) al? | ou?”oLouty
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
010 0 0 Y 841 & | Uz e Ugy
(i-1) (i-1) (i-1) i-1) i-1)
A(i—l)_ O O O O 1 ai—l,i a|—1|+1 a|71n | ui—l,l ui—l,n
- (i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
000 .. 00 aj PSR P R V
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
O O O O O ai+1,i ai+1,i+1 ai+1,n | ui+1,1 ui+1,n
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
00 0 .. 00 ay Qv e Bpp | Unyt e Uy |
70D | U(H)_
1 1
= (i-1) = (i-1)
a2 | u2
= (i-1) i (i-1)
— a'i—l | ui—l
= (i-1) i (-1
a'i | ui
= (i-1) = (i-1)
a'i+1 | ui+1
= (i-1) i (-1
_an | un i

Man kann ai‘,ii‘” #(0 annehmen; ansonsten gibt es wegen der Regularitit von A ein
se{i,i+1,..,n} mit al;" #0, und die s-te Zeile wird mit der i-ten Zeile ausgetauscht.

Die i-te Zeile wird durch ai(’ii‘” geteilt, so dass sie in der i-ten Spalte (im Diagonalelement)
den Wert 1 hat. AnschlieBend wird fiir k =1,...,i—1,i+1,...,n die mit —a{;" multiplizierte i-

te Zeile zur k-ten Zeile addiert. Zu beachten ist, dass hierbei sowohl Zeilen behandelt werden,
die oberhalb der i-ten Zeile stehen (k =1,...,1 —1), als auch Zeilen, die unterhalb der i-ten Zei-
le stehen (k =i+1,...,n).

A" ist die so entstandene Matrix.

Es wird i um1 erhoht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fiir i wiederholt.

A™ hat die Form
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0 0 0000 0 | u® .. ou®]
010 0000 0| u? .. ou®
000 0100 0 | u® u™

|
|
|
A(ﬂ) — 1 | -1, e i-1,n
|
|
|
|

000 ..00T10 0] u® .. u®
000 .. 0001 0 | u® .. ou®
000 ..0000 TR

:[I(n,n) | U(n,n)]

Esgilt U, =A"".

Beispiel:

N W N

1 3
Bestimmung der zu A =| 2 2 | inversen Matrix:
1 2

Die folgenden Matrizen sind die Ergebnisse nach den Schritten :

1 2 3 | 1 00
AV=10 -1 -4 | =2 1 0
0 0 -1 ] -1 01
1 0 -5 ] -3 2 0]
AP=01 4 | 2 -10
00 -1 | -1 0 1]
1 00 | 2 2 -5]
AY=101 0 | -2 -1 4
001 | 1 0 -1
2 2 -5
Esgilt A" =|-2 -1 4

I 0 -1



