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1 Einleitung

Der vorliegende Text trifft eine (subjektive) Auswahl aus Themen der Theoretischen Informa-
tik, deren Kenntnis neben vielen anderen Themen als unabdingbar im Rahmen der Informa-
tikausbildung angesehen wird. Auch wenn die direkte praktische Relevanz der dargestellten
Inhalte nicht immer sofort sichtbar wird, so zdhlen diese doch zu den grundlegenden Bil-
dungsinhalten, die jedem Informatiker und Wirtschaftsinformatiker vermittelt werden sollten.
Zudem steht fiir die (dem einen oder anderen auch sehr theoretisch erscheinenden) Ergebnisse
gerade der Komplexititstheorie auBler Frage, dass sie einen unmittelbaren Einfluss auf die
praktische Umsetzung und algorithmische Realisierung von Problemldsungen haben.

Die Theoretische Informatik als eine der Saulen der Informatik kann natiirlich nicht umfas-
send im Rahmen einer einsemestrigen Lehrveranstaltung dargestellt werden. Deshalb verzich-
tet der vorliegende Text auf den Anspruch einer umfassenden oder ansatzweisen Darstellung
aller wichtigen Teilgebiete der Theoretischen Informatik. Er konzentriert sich vielmehr auf
einige Grundlagen, die zum Versténdnis der prinzipiellen Leistungsféhigkeit von Algorithmen
und Computern notwendig erscheinen. Der Blick richtet sich also auf Inhalte, die der Beant-
wortung von Fragen dienlich sein konnen wie

o Wie kann man die Begriffe der algorithmischen Berechenbarkeit formal fassen?

o Was konnen Computer und Algorithmen leisten und gibt es prinzipielle Grenzen der
algorithmischen Berechenbarkeit?

o Mit welchen Modellierungswerkzeugen und Beschreibungsmitteln lassen sich bere-
chenbare Menge charakterisieren?

o Mit welchem algorithmischen Aufwand ist im konkreten Fall bei einer Problemlésung
zu rechnen?

o Worin sind die Ursachen fiir die hohe Komplexitit von Losungen vieler praktischer
Problemstellungen zu sehen?

Die Behandlung dieser Fragestellungen fiihrt auf die Betrachtung von Modellen der Bere-
chenbarkeit. Hierbei spielt die Turingmaschine nicht nur aus historischer Sicht eine herausra-
gende Rolle. Ergéinzend wird wegen seiner inhaltlichen Néahe zu realen Computern das Mo-
dell der Random Access Maschine behandelt. Auf die Darstellung von Theorien wie die u -

rekursiven Funktionen oder das A -Kalkiil soll hier (im wesentlichen aus Platzgriinden) ver-
zichtet werden, obwohl sie eine hohe mathematische Eleganz und Relevanz aufweisen.

Innerhalb der Theoretischen Informatik nimmt das Teilgebiet Automatentheorie und Formale
Sprachen einen breiten Raum ein. Historisch hat es einen grof3en Einfluss auf die Entwicklung
von Programmiersprachen und Sprachiibersetzern, sowie auf die Modellierung komplexer
Anwendungssysteme und Betriebssysteme ausgeiibt. Im folgenden wird dieses Teilgebiet je-
doch nur im Uberblick dargestellt, da die Themen Programmiersprachen und Compilerbau in
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der Wirtschaftsinformatikausbildung héchstens am Rand gestreift werden und auch die Mo-
dellierungsmoglichkeiten beispielsweise paralleler Abldufe durch Petrinetze und anderer Au-
tomatentypen innerhalb des jeweiligen Anwendungsgebiets behandelt werden konnen.Das
Thema der praktisch durchfiihrbaren Berechnungen, d.h. der in polynomieller Zeit zu 16sen-
den Probleme, fiihrt auf die Theorie der NP-Vollstindigkeit und der Approximation schwerer
Optimierungsprobleme (der Begriff ,,schwer* in diesem Zusammenhang wird im Text prizi-
siert). Die damit verbundenen Fragestellungen werden in den beiden letzten Kapiteln aufge-
zeigt.

Im folgenden Text werden im einzelnen nicht die Literaturquellen angegeben, denen die je-
weiligen Inhalte enthommen wurden. Das Literaturverzeichnis fiihrt eine Reihe wichtiger
Standardwerke auf, die die Themen in groBBer Ausfiihrlichkeit behandeln. Dort finden sich
auch zusitzliche Ubungen und weiterfiihrende Quellenangaben.

1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen und Sachverhalte

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Definitionen angefiihrt und einige in den fol-
genden Kapiteln verwendete (mathematische) Grundlagen zitiert. Dabei wird eine gewisse
Vertrautheit mit der grundlegenden Symbolik der Mathematik vorausgesetzt, z.B. mit
Schreibweisen wie

aeA (aistein Element von A),

%, (leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthilt),
Ac B (Aist Teilmenge von B),

Ac B (Aistechte Teilmenge von B, dh. Ac B und A= B),
AuUB (Vereinigungsmenge von A und B),

ANnB (Schnittmenge von A und B),

A\B (Differenz von A und B),

—B

A (Komplement von A beziiglich B, d.h. B\ A),
P(A) (Potenzmenge von A, d.h. P(A)={B|Bc A},

AxAx.xA ={(a,a,,..,a,)|aecA,a,cA,...a chA }
(kartesisches Produkt der Mengen A, A,, ..., A,, d.h.

AxAx.xA ={(a,a,,.,a)|acA,acA,..a chA }.
Zwei Mengen A und B sind gleich, geschrieben A=B, wenn Ac B und B c A gilt.

Grundlegende wichtige Regeln der elementaren Mengenlehre werden in folgendem Satz (oh-

ne Beweis) zusammengestellt.
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Satz 1.1-1:
Es seien im folgenden A, B und C Mengen. Dann gilt:

(i) AUD=A, AnND=0.
(i) AnBcA, AnBcB, AcAuB,Bc AuUB.
(ii) AuB=BUA, AnB=Bn A (Kommutativgesetze).

(iv)y Au(BuC)=(AUB)UC, An(BNC)=(ANB)NC (Assoziativgesetze);
diese Regeln rechtfertigen die Schreibweisen
AUBUC =AU(BUC)=(AUB)UC und

ANBANC=An(BNC)=(AnB)nC.

(v) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A), die rechte Seite ist eine disjunkte Zerlegung
von AU B. Dabei heifit eine Zerlegung M =M, UM, der Menge M disjunkt,

wenn M, "M, =0 ist.

(vi) An(BuC)=(AnB)u(ANC),
AU(BNC)=(AUB)n(AUC) (Distributivgesetze)

(vii) An(AUB)=A, AU(ANB)=A.

—\C
(viii) Ist AcC, soist (AS) = A.

(ix) Sind Ac C und B c C, so gelten
(AnB) =A°UB®, (AUB) = A°~B° (Regeln von de Morgan).

(x) Sind Ac C und B c C, so folgt aus A B die Bezichung B¢ < A® und
umgekehrt.

Grundlegende Definitionen aus der Aussagenlogik werden ebenfalls als bekannt vorausge-
setzt. Zur Erinnerung werden im folgenden die Wahrheitswerte von Aussagen aufgefiihrt, die
mit Hilfe logischer Junktoren aus einfacher aufgebauten Aussagen zusammengesetzt sind:
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Wahrheitswerte von

P Q (PAQ) (PvQ)
FALSCH | FALSCH FALSCH FALSCH
FALSCH WAHR FALSCH WAHR

WAHR FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR
Bezeichnung Konjunktion Disjunktion
Wahrheitswerte von
P (—P)
FALSCH WAHR
WAHR FALSCH
Bezeichnung | Negation

Neben diesen drei Junktoren werden in logischen Aussagen hiufig noch die Junktoren =
(,,impliziert“, ,hat zur Folge®, ,,aus ... folgt ...), < (,,... ist gleichbedeutend mit ..., ,.... gilt
genau dann wenn ... gilt“) und @ (,,exklusives oder®, in der englischsprachigen Fachliteratur

auch XOR) verwendet, die durch folgende Wahrheitstafeln definiert sind:

Wabhrheitswerte von

P Q (P=0Q) (P=Q) (P®Q)
FALSCH | FALSCH WAHR WAHR FALSCH
FALSCH WAHR WAHR FALSCH WAHR

WAHR FALSCH FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR FALSCH
Bezeichnung Implikation Aquivalenz Antivalenz

Der folgende Satz zeigt strukturelle Aquivalenzen zwischen Sitzen der elementaren Mengen-

lehre (Satz 1.1-1) und der Aussagenlogik.
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Satz 1.1-2:

Es seien P, Q und R Aussagen. Die Aussage W
habe den Wahrheitswert WAHR, die Aussage F
habe den Wahrheitswert FALSCH.

Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien.

i) (PVF)oP,PAFoF.

i) (PAQ)=P,(PArQ)=Q,
P=(PvQ),Q=(PvQ).

i)  (PvQ)«=(QvP), (PAQ)=(QAP)
(Kommutativgesetze).

vy (Pv(QvR)=((PvQ)vR),

(PA(QAR)) < ((PAQ)AR) (Assozia-
tivgesetze);
diese Regeln rechtfertigen die Schreib-

weisen (Pv Qv R) anstelle von

(Pv(QVvR)) und (PAQAR) anstelle
von (PA(QAR)).

v (PvQ)e (PA-Q)v(PAQ)V(QA—P)).
vi) (PA(QVR) = (PAQ)v(PAR)),
(Pv(QAR) <= (PvQ)A(PVR))

stributivgesetze)

(Di-

i) (PA(PvQ))= P, (Pv(PAQ)) = P.

P.

(~=P)) =

(viii)

Satz 1.1-1:

Es seien im folgenden A, B und C Mengen.

Dann gilt:

(1) Av=A, AnD=0.

(i1) AnNBc A, AnNBcB,
Ac AuB, BCc AUB.

(111) AuUB=BUA, AnB=BnA
(Kommutativgesetze).

(ivy Au(BuC)=(AuB)uC,

An(BNC)=(ANB)NC (Assozia-

tivgesetze).

(v) AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).

(vi) An(BuC)=(AnB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(Distributivgesetze)

(vii)  An(AUB)=A, AU(ANB)=A.

——\C
(viii) Ist Ac C, soist (AS) = A,
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(ix) (—|(P /\Q)) & (—|P v—|Q), (ix) Sind AcC und B c C, so gelten
(«(PvQ))= (-PA—Q) (Regeln von (A~B) =A°UBS,
de Morgan) (AUuB ic = A°NB® (Regeln von
de Morgan)
x) (P=Q)e(-Q=-P) (x) Sind AcC und BcC, so folgt
aus A c B die Beziehung B¢ < A
und umgekehrt.

Allgemein gilt, dass ein Satz der elementaren Mengenlehre, der nur die Relationenzeichen =
und < und die Operatoren U, Nbzw. ™ (Komplement) verwendet, eine korrespondierende

logische Aussage besitzt und umgekehrt, indem man Ersetzungen gemil3 folgender Tabelle

vornimmt.
Elementare Mengenlehre = c -
Aussagenlogik & = v A -

Die Erweiterung der Aussagenlogik fiihrt auf die Pradikatenlogik (erster Stufe), in der logi-
sche Sitze formuliert werden, die die Quantoren V (. fiir alle ...) und 3 (,,es gibt ...*) ent-
halten kénnen, wobei iiber ,,freie Variablen* in Formeln quantifiziert wird.

Es seien A und B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element a € A genau ein Element
b € B zuordnet, heil3t (totale) Funktion von A nach B, geschrieben:
{A—) B

a— f(a)

héufig auch in der Form
f:A->B, f(a)= ..

Die Angabe f:A— B legt fest, dass einem Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch*
fiir A ist, jeweils ein Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch* fiir B ist, zugeordnet
wird. Beispielsweise konnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die Menge B
aus natiirlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:A— B fest, dass jedem Objekt
vom Objekttyp T in der Menge A durch f eine natiirliche Zahl, die beispielsweise als Primér-
schliisselwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt, wie die-

se Zuordnung fiir jedes Element a € A geschieht.
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Formal ist eine (totale) Funktion f:A — B eine Abbildungsvorschrift (genauer: eine zweistel-

lige Relation), die folgenden beiden Bedingungen gentigt:
(1) sie ist linkstotal: fiir jedes a€ A gibtes be B mit f(a)=b
(i)  sieist rechtseindeutig: f(a)=b, und f(a)=Db, implizieren b, = b,.

Die Menge A heilit Definitionsbereich von f, die Menge
f(A)={b|beB,undes gibtac Amit f(a)=b}
heifit Wertebereich von f. Esist f(A)c B.

Eine Abbildungsvorschrift f:A— B heilit partielle Funktion, wenn lediglich die obige Be-

dingung (ii) erfiillt ist. Eine partielle Funktion f:A— B ordnet u.U. nicht jedem a € A ein
beB zu.

Eine Abbildungsvorschrift f:A— B heilt injektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn
gilt:

fir jedes @, € A und jedes a, € A gilt: Aus f(a,)= f(a,) folgt a, =a,. Gleichbedeutend
damit ist:

fiir jedes @, € A und jedes @, € A mit a, #a, ist f(a,)= f(a,).

Eine Abbildungsvorschrift f:A— B heilit surjektiv, wenn sie rechtstotal ist, d.h. wenn gilt:

f (A) = B. Dieses bedeutet, dass es zu jedem b € B ein a € A mit f(a)=b gibt.

Eine Abbildungsvorschrift f:A— B heilit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. In
-1 -1

diesem Fall gibt es eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion f:B— A mit f(f(a))=a

-1
und f[f(b))zb.Hierbeisind acAund beB.

Die Menge der natirlichen Zahlen wird definiert durch N= {0, 1,2, 3,4, ... }.

Die Theoretische Informatik untersucht hdufig Eigenschaften von Zeichenketten, die sich aus
einzelnen Symbolen (Buchstaben, Zeichen) zusammensetzen.

Es sei X eine endliche nichtleere Menge. Die Elemente von X heilen Symbole oder Zeichen
oder Buchstaben. ¥ heifit Alphabet. Eine Aneinanderreihung a,a, ...a, von n Symbolen

(Zeichen, Buchstaben) a, €X, a,€X, ..., a, €X heillit Wort (Zeichenkette) tUber X . Die
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Lange von a,a, ...a, wird durch |a,a, ...a, |=n definiert. Das leere Wort (leere Zeichen-

kette), das keinen Buchstaben enthilt, wird mit & bezeichnet; es gilt |£]=0.

Formal lassen sich die Worter Uber X wie folgt definieren:

(1) ¢ istein Wort iiber £ mit |¢|=0

(i) ist x ein Wort liber X mit |X|: N—1 und aeZX, dann ist xa ein Wort iiber ¥ mit
xa|=n

(ii1) Yy ist ein Wort liber £ genau dann, wenn es mit Hilfe der Regeln (i) und (ii) konstruiert
wurde.

Die Menge aller Worter (beliebiger Lange) iiber X, einschlieBlich des leeren Worts, wird
mit X" bezeichnet. Zusitzlich wird £* ="\ {¢} gesetzt.

Sind x=aa,..a, und y=hbb,..b, zwei Worter aus X, so heift das Wort

n m

Xy =a,a, ...a,bb, ...b, die Konkatination von X und y. Die Lénge von Xy ist |xy| =X +|y].

Fiir xe X" definiert man x’ =& und X" =x"x fiir n>0.
Eine Teilmenge L = X" heiBt (formale) Sprache iiber dem Alphabet X .

Fiir Sprachen L, ¢ > und L, c Y" definiert man das Produkt von L, und L, durch
L-L,={xy|xel und yel,j.

Der Abschluss L™ einer Sprache L " wird durch folgende Regeln (i) — (iii) definiert:

O LU={
G) L™ =L"-L firn>0
(i) L ={JL".

n=0

Unter dem positiven Abschluss L* einer Sprache L = X" versteht man L* = U L".

nx1

Offensichtlich ist L' = L™ U {g}.

Der folgende Satz fiihrt einige Rechenregeln auf:
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Satz 1.1-3:
Es sei X ein Alphabet, und es seien L, L, und L, Sprachen iiber X . Dann gilt:

(i) @ =le}.

Giy (L) =L

(iii) (Ll VL, )* = (LT L )*

(iv) L'=L-L'=L-L.

(v) L'(L1UL2):(L'L1)U(L'L2)-

i) L-(LnL)e(L-L)n(L-L,).

Beweis:

Zu (i):

Zu (ii):

Fiir jede Sprache L gilt: L’ = {g} und L’ c L', insbesondere auch fiir L =&. Daher
ist {s}c @".

Ist umgekehrt we &, dann ist we @° oder we @" mit n>1. Im ersten Fall ist

w=¢; der zweite Fall kann wegen @" ="' - = nicht auftreten. Daher ist
@ {e}.

Es sei we (L* ) Dann ist W= ¢&, oder es ist We (L* )n mit n>1. Im ersten Fall ist
(wegen {g}c L") we L. Im zweiten Fall ist w=w, ...w, mit w, e L’ fiir i =1,...,n.

Jedes w; besteht nur aus Buchstaben aus L, d.h. w; =a;, ... 3

i, mit a,, eX. Setzt

n
man m = z ji » so sicht man we L", und wegen L" < L™ ist auch in diesem Fall
in1

*

wel .

Ist umgekehrt we L', so ist entweder W=¢& oder wW=a,...a_ fiir ein n>1 und
a €L fir i=1,..,n. Im ersten Fall sicht man direkt we (L* )*. Im zweiten Fall ist

wegen a, . (a1 .. ay )1 und a,..a, el : we (L* )1 und damit wegen (L*y c (L* )*

.a =
auch we (L* )*
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Zu (iii):

Zu (iv):

Zu (v):

Es sei we (L, UL,) . Ist w=¢, so ist We(LT-LZ) CIst w# g, s0ist W=W, ... W,
mit n>1 und w, el, UL, fiir i=1..,n. Ist w,el,, so ist wegen W, =W, ¢,

geliund L cLj auch w,eL;-L,. Ist W, eL,, so ist wegen W, =&-W,, €€l

und L, c L, auch w, € L -L,. Insgesamt ist daher w, ..., € (LI L )

Ist umgekehrt we (L1 L )*, so besteht w aus Buchstaben aus L, uL,, dh.
we(Lul,).

Es sei wel'. Dann ist w=4a,...a, mit n>1 und a €L fiir i=1,..,n. Es ist
W=a-a,..a,=4a,..a,_-a, also welL-L' und wel -L, dh. L' cL-L" und
L' < L' -L. Ist umgekehrt we L-L", so besteht w aus Buchstaben aus L und ist nicht
das leere Wort. Daher ist we L™, dh. L-L" < L". Genauso ergibt sich L -Lc L".
Insgesamt folgt L-L' =L"=L"-L.

Es gilt wel-(L,UL,) genau dann, wenn w=ww, ist mit w, el und
W, el UL,. Das ist gleichbedeutend mit wel-L, oder wel-L, bzw.
wel-LLulL-L,.

Zu (vi): Ist we L-(L, nL,), dann ist w=w,w, ist mit w, e L und W, € L, "\ L,. Daher gilt

wel-L und wel-L, bzw. welL-L,nL-L,.
1

Bemerkung: Mit L={¢,1}, L, ={0} und L, ={10} siecht man, dass die Inklusion in Satz 1.1-

3 (vi) nicht umkehrbar ist.

Zwei Mengen A und B heiflen gleichmachtig, wenn es eine bijektive Abbildung f : A— B

gibt. Wegen der Existenz der bijektiven Umkehrfunktion g zu f ist diese Definition gleichbe-
deutend mit der Existenz einer bijektiven Abbildung g: B — A.

Bei unendlichen Mengen A und B tritt die folgende Situation auf, die sich am Beispiel der
Vorgangerfunktion pred auf den natiirlichen Zahlen verdeutlichen ldsst:

N
pred :{

o — N
n — n-1
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Wie man leicht nachrechnet, handelt es sich hierbei um eine bijektive Abbildung, d.h. die
Menge N der natiirlichen Zahlen ist gleichméchtig mit der echten Teilmenge N_, = N\ {0 }.

Dieses Phidnomen erlaubt es, die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit einer Menge exakt zu defi-

nieren:

Eine Menge A ist endlich von der Machtigkeit n, wenn es eine bijektive Abbildung
f: { 0,...,n-1 } — A gibt, d.h. man kann die Elemente in A mit den natiirlichen Zahlen 0, ...,

n—1 durchnumerieren: A= { f(0),..., f(n-1) }: { 8y, .eer 8 } Hierbei ist f(i) = f(]) bzw.

a #a flri=]j.

Eine Menge A ist von der Méachtigkeit unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
f : B — A zwischen einer echten Teilmenge B — A und A gibt.

Eine Menge heifit abzahlbar, wenn sie entweder endlich oder gleichméchtig zu den natiirli-
chen Zahlen ist. Eine unendliche Menge, die nicht abzihlbar ist, heifit Uberabzahlbar.

Fiir ein endliches Alphabet X = {al,..., an} kann man die Worter aus X (in lexikographi-
scher Reihenfolge) gemal folgender Tabelle notieren und durchnumerieren:

Nummer | Wort aus %" Bemerkung Nummer | Wort aus 3" Bemerkung
0 & | Wort der Lange 0 n+n+1 a, a, a, | Worter der Lénge 3:
1 a, | Worter der Lange 1: | n+n?+2 a a a, (Anzahl: n3)
2 a, (Anzahl: n)
n’+2n a, a, a,
n a, n*+2n+1 a, a,a,
n+1 a, a, | Worter der Lange 2:
n+?2 a, a, (Anzahl: nz) n2 +3n a a,a,
2n a, a, n+n’+n’ a, a, a,
2n+1 a, a,
2n+2 a, a,
3n a, a,
n+n? a, a,
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Das leere Wort ¢ erhélt dabei die Nummer 0; die Worter der Lange k >0 bekommen die
= k_ K Kk

Nummern [Zn'j+1: n 11 bis Zn' :n(n—ll).Es gilt also:

n n

i=1 - -

i=l

Satz 1.1-4:
Es sei  ein endliches Alphabet. Dann gilt:

(i) X’ ist abzihlbar unendlich.

(ii) Jede Sprache L X" ist entweder endlich oder abzihlbar unendlich.

Teil (i1) des Satzes folgt aus der Tatsache, dass jede Teilmenge einer abzidhlbar unendlichen
Menge abzéhlbar ist.

Satz 1.1-5:
Die Potenzmenge P(M ): { LiLcM } einer endlichen Menge M mit n Elementen ent-

hilt 2" Elemente (Teilmengen von M).

Beweis:

Essei M = {mo, vy mn_l} eine endliche Menge mit n Elementen. Jede Teilmenge N < M mit
k Elementen, etwa N = {min,..., mikil} kann als 0-1-Vektor der Lénge n dargestellt werden.

Dabei sind alle Komponenten dieses Vektors gleich 0 bis auf die Komponenten an den Positi-
onen I, ..., I,_,; dort steht jeweils eine 1. Umgekehrt kann jeder 0-1-Vektor der Lénge n als

Teilmenge von M interpretiert werden.
/1

Satz 1.1-6:
Die Potenzmenge P(M ): { LiLcM } einer abzdhlbar unendlichen Menge M ist nicht
abzdhlbar (man sagt: sie ist Uberabzahlbar).

Beweis:

Es wird die Diagonalisierungstechnik angewandt:

Es sei f:N— M eine Abzihlung von M, d.h. M ={ f(0), f(1), f(2),... } mit f(i)= f(])
fiir 1# J. Angenommen, P(M ) ist abzdhlbar, etwa mit Hilfe der bijektiven Abbildung
g:N—>P(M), dh. P(M ): { g(0), 9(1), g(2), ... } Ein Wert f (i) ist ein Element von M, ein
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Wert g(i) ist eine Teilmenge von M. Es wird eine Teilmenge D von M durch
D={f()| f(i)eg() | definiert.

Da D eine Teilmenge von M ist (denn alle Werte f (i) sind Elemente von M), ist D Element
von P(M), hat also eine Nummer ny € N, d.h. D=g(n,). Es wird nun untersucht, ob das
Element von M mit der Nummer n, (das ist das Element f (nD )) in D liegt oder nicht:

Es gilt f(n,)eD nach Definition von D genau dann, wenn f(n,)eg(n,) ist. Wegen
D=g(n,) ist dieses gleichbedeutend mit f(n,)e D . Dieser Widerspruch zeigt, dass die
Annnahme, P(M) sei abzahlbar, falsch ist.

/1
Mit M =X" sieht man sofort das folgende Ergebnis:
Satz 1.1-7:
Die Menge {L ILc Z*} aller Sprachen iiber einem endlichen Alphabet X ist iiberab-
zdhlbar.

Im folgenden seien f :N—> R und g:N— R zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der
(GréRen-) Ordnung O(g(n)), geschrieben f(n)eO(g(n)), wenn gilt:

es gibt eine Konstante ¢ >0, die von n nicht abhéngt, so dass |f(n)| < C-|g(n)| ist flir jedes

neN bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen (,, ..., so dass |f(n)| < C-|g(n)| ist fur fast
alle neN*).

Einige Regeln, die sich direkt aus der Definition der Groenordnung einer Funktion herleiten
lassen, lauten:

f(meo(f(m)
Fiir d = const. ist d - f(n) e O(f(n))

Es gelte |f(n)| < C-|g(n)| fiir jedes ne N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen. Dann
ist O(f(n))c 0(g(n)), insbesondere f(n)eO(g(n)).

0(0(f(n)))=0(f(m);

hierbei ist
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h:N — R und es gibt eine Funktion g € O(f (n)) und eine Konstante ¢ > 0
mit |h(n)| <c- |g(n)| fiir jedes n € N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen

o(o(fm))):{h\

Im folgenden seien S, und S, zwei Mengen, deren Elemente miteinander arithmetisch ver-

kniipft werden konnen, etwa durch den Operator o. Dann ist
S,0S,={s,08,]s, €S, unds, €8S, }.
Mit dieser Notation gilt:

O(f(n))-0(g(n))=O(f(n)-g(n)),
O(f(n)-g(m)<|f(m]-0(g(n),

O(f (m)+0(g(m) < O( f ()| +]g(n))).

Satz 1.1-8:
(1) Ist |f (n)| fiir fast jedes n € N durch eine Konstante beschrinkt, so ist f(n) e O(l).

m .
(i1) Ist p ein Polynom vom Grade m, p(n)= Zai ‘n' mit @, eR und a, #0, so ist
i=0

p(n) €O(n*) fiir k >m,

insbesondere n™ e O(nk) fir k>m.

Beweis:

Zu (1): Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Operators O.

am|} und n > 2 ist

m m m-+1 m
pm < Slal-n <c->ni=c. Lo D e <2t
OB YIS

Zu (ii): Mit ¢ = max {|a,

9 eeey

n-1 1-1/n

fiir kK > m, also nach Definition p(n)e O(nk )
1/

Aus der Analysis ist fiir a>1 und b>1 die Umrechnung log, (n) = -log, (n) bekannt.

log, (a)
Daher gilt



1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen und Sachverhalte 19

Satz 1.1-9:
Fiir a>1 und b >1 ist log, (n) € O(log, ().

Statt O(logb(n)) schreibt man daher O(log(n)).

Wegen a"™ = 20e@"M ot

Satz 1.1-10:
Fiir a>1 ist a"™ e 0(2°0™)),

Da eine Exponentialfunktion der Form f(n)=a" mit a >1 schneller wichst als jedes Poly-

lp(n)|

o =0.ista’ 20(p(n)). jedoch p(n)eO(a”).

nom p(N), genauer: hrn

Entsprechend gelten fiir jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jedes Polynom
p(n) die Beziehungen p(n) ¢ O(log, (n)) und log, (n) € O(p(n)).

Fir jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jede Wurzelfunktion Un st
%n ¢ O(log, (n)), jedoch log, (M) € O¥/n).

Insgesamt ergibt sich damit

Satz 1.1-11:
Esseien a>1,b>1, meN_,, p(n) ein Polynom; dann ist

O(log, (M) < 0(¥n )= 0(p(n))=0fa”).

Bei der Analyse des Laufzeitverhaltens von Algorithmen treten hiufig Funktionen auf, die a-
rithmetische Verkniipfungen von Logarithmusfunktionen, Polynomen und Exponentialfunkti-
onen sind. Man sagt, eine durch f(n) gegebene Funktion hat langsameres Wachstum als
eine durch g(n) gegebene Funktion, wenn O(f (n)) c O(g (n)) ist. Entsprechend weist ¢

schnelleres Wachstum als f auf. So sind beispielsweise die folgenden Funktionen geméf ihrer
Wachstumsgeschwindigkeit geordnet:
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langsames Wachstum =——— schnelles Wachsstum

n4

(log,(n)f == n* —> n* —> und
log, (n)
(logz(n))2 —> N en'(loz(-ﬁz(n))3 > 1 L .
0g,(n)

Ein Boolescher Ausdruck (Boolesche Formel) ist eine Zeichenkette iiber dem Alphabet
A= { AV, (5),0,1, X }, der gemil folgenden Regeln aufgebaut ist:

(1) 0 und 1 sind Boolesche Ausdriicke und heilen Konstanten.
(11) Xah ... 8 mit a, € {0,1 }, vy Q€ {O,l } ist ein Boolescher Ausdruck; mit

= z a, -2" steht dieser Boolesche Ausdruck fiir die Variable x. .
k=0

(iiiy  Ist F ein Boolescher Ausdruck, so ist auch (—F) ein Boolescher Ausdruck und heift

Negation des Booleschen Ausdrucks F.
(iv)  Sind F und F, Boolesche Ausdriicke, so ist auch (F1 A Fz) ein Boolescher Ausdruck

und heifit Konjunktion der Booleschen Ausdriicke F, und F,.
(v) Sind F, und F, Boolesche Ausdriicke, so ist auch (F, v F,) ein Boolescher Ausdruck
und heifit Disjunktion der Booleschen Ausdriicke F, und F,.

(vi)  Ein Boolescher Ausdruck entsteht genau aus einer endlichen Anzahl von Anwendun-
gen der Regeln (i) bis (v).

Die Zeichen —, A und v hei3en Junktoren.

Zur Vereinfachung Boolescher Ausdriicke kann man iberfliissige Klammern weglassen,
wenn man unterschiedliche Bindungsstarke der Junktoren voraussetzt: In der Reihenfolge
—, A und v bindet ein weiter vorn stehender Junktor jeweils stirker als ein weiter hinten
stehender Junktor. Im Zweifelsfalle werden jedoch zur Verdeutlichung Klammern beibehal-
ten.

AuBlerdem wird meist anstelle des Booleschen Ausdrucks Xa, ... a9 mit a, € {0,1 }, -

a, € {0,1 } die fiir den Boolescher Ausdruck stehende Variable x, mit i = Zak -2* einge-
k=0

setzt.

Beispielsweise wird der Boolesche Ausdruck (((x1 A (=x101))v ((=x11)A (x100v x101)))v 0)

auf diese Weise vereinfacht zu (X, A—X, )v (=X, A(X, v X;))v 0.
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Unter einem Literal innerhalb eines Booleschen Ausdrucks versteht man eine Variable X;

oder eine negierte Variable —X; .

Die Variablen eines Booleschen Ausdrucks konnen mit den Wahrheitswerten FALSE
(FALSCH) bzw. TRUE (WAHR) belegt werden. Die Konstante 0 bekommt den Wahrheitswert
FALSE (FALSCH), die Konstante 1 den Wahrheitswert TRUE (WAHR). Enthilt ein Boolescher
Ausdruck n unterschiedliche Variablen, so gibt es 2" mogliche Belegungen mit Wahrheits-
werten. Nach Festlegung einer Belegung der Variablen und Konstanten eines Booleschen
Ausdrucks mit Wahrheitswerten kann dieser ausgewertet werden und so der Wahrheitswert
des gesamten Booleschen Ausdrucks unter der vorgegebenen Belegung bestimmt werden. Die
Auswertung erfolgt ,,von innen nach auBlen* gemil3 seinem Aufbau, wie er durch die Reihen-
folge der Anwendung obiger Regeln (iii) bis (v) entstanden ist. Dabei hidngt der Wahrheits-
wert eines zusammengesetzten Booleschen Ausdrucks, der aufgrund der Anwendung einer
der Regeln (iii) bis (v) entstanden ist, etwa (—F), (F AF,) bzw. (F, v F,), von den Wahr-

heitswerten der im Aufbau einfacheren Booleschen Ausdriicke F, F bzw. F, wie folgt ab:

Wahrheitswerte von

F (—F)
FALSE TRUE
TRUE FALSE
Bezeichnung | Negation

Wabhrheitswerte von
F F, (Fl A Fz) (Fl v Fz)
FALSE FALSE FALSE FALSE
FALSE TRUE FALSE TRUE
TRUE FALSE FALSE TRUE
TRUE TRUE TRUE TRUE
Bezeichnung Konjunktion Disjunktion

In vielen Anwendungen tritt auch noch die Exklusiv-Oder-Operation @ auf, die definiert ist
durch:

Wahrheitswerte von
Fl F2 (Fl @ FZ)
FALSE FALSE FALSE
FALSE TRUE TRUE
TRUE FALSE TRUE
TRUE TRUE FALSE
Bezeichnung Exklusiv-Oder
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Ein Boolescher Ausdruck F heifit erflllbar, wenn es eine Belegung der Variablen und Kon-
stanten in F durch Werte FALSE bzw. TRUE gibt, so dass sich bei Auswertung der Wahrheis-
wert TRUE ergibt.

Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform, wenn F die Form
F=FA.AF,

und jedes F; die Form

Fi=(y, vevy,)

hat, wobei y; ein Literal ist, d.h. fir eine Variable (d.h. y; = X;) oder fiir eine negierte Va-
riable (d.h. y; =—x;) steht.

Die Teilformeln F; von F bezeichnet man als die Klauseln (von F). Natiirlich ist eine Klau-

sel selbst in konjunktiver Normalform.

Eine Klausel F; von F ist durch eine Belegung der in F vorkommenden Variablen erfillt,
wenn mindestens ein Literal in F; den Wahrheitswert TRUE besitzt. F ist erfillt, wenn alle in

F vorkommenden Klauseln erfillt sind.

Zu jedem Booleschen Ausdruck F gibt es einen Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform, der genau dann erfiillbar ist, wenn F erfiillbar ist. Die Konstruktion eines Boole-
schen Ausdrucks in konjunktiver Normalform zu einem gegebenen Booleschen Ausdruck ,,in
allgemeiner Form* wird in Kapitel 5.5 beschrieben.

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfiillbar. Bei-
spielsweise ist X A—X nicht erfiillbar. Mit Hilfe eines systematischen Verfahrens kann man
die Erfiillbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dass man

nacheinander alle 2" moglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE
bzw. FALSE erzeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die
Variablen eingesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F er-

fiillbar ist oder nicht, kann u.U. erst nach Uberpriifung aller 2" Belegungen erfolgen.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V = {Vl - ,vn} von
Knoten (vertices) und einer endlichen Menge E = { €, 58 }gV xV von Kanten (edges).

Die Kante e = (v;,V;) lduft von v; nach v, (verbindet v; mit v;). Der Knoten v; heifit An-

fangsknoten der Kante e = (v;,V; ), der Knoten v; Endknoten von e = (v;,V;). Zu einem

Knoten v €V heilit pred(v)= {v’ [(V',v) e E} die Menge der direkten VVorganger von v,
succ(v) = {v' [(v,v") e E} die Menge der direkten Nachfolger von v.
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Bei einem ungerichteten Graphen ist keine Richtung der Kanten festgelegt. Eine Kante hat

also die Form {Vi )V } Im folgenden wird jedoch auch bei einem ungerichteten Graphen eine

Kante meist mit (V;,V;) bezeichnet.

Ein Bindrbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1.  Entwederist n>1und [V|=n>1und |E|=n-1,
oderesist n=0 und V = E = (leerer Baum).

2. Bei n>1 gibt es genau einen Knoten r €V , dessen Menge direkter Vorgéinger leer ist;
dieser Knoten heift Wurzel von B,,.

3. Bei n2>1 besteht die Menge der direkten Vorgénger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzel ist, aus genau einem Element.

4.  Bei n2>1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem E-
lement oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nach-
folger leer ist, heilt Blatt.

In einem Bindrbaum B = (V, E) gibt es fiir jeden Knoten v €V genau einen Pfad von der
Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ((a0 , ),(al ,a, ), cees (am_1 ,a, )) mit r=a,, V=a,
und (aH , ai) eE firi=1, .., m. Der Wert m gibt die Lange des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus liber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.
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500 Rang 0 A
120 700 Rang 1
100 300 Rang 2
Hohe 6
110 220 400 Rang 3
200 Rang 4
210 Rang 5 v
13
8 18
4 12 16 20
1 7 15 17 19 23
21 27

Der Rang eines Knotens lésst sich auch folgendermallen definieren:

(i)  Die Wurzel hat den Rang 0.
(i) Ist v ein Knoten im Baum mit Rang r—1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w
den Rang r.



1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen und Sachverhalte 25

Unter der HOhe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1. Die Hohe ist gleich der Anzahl der Knoten, die auf einem Pfad maximaler Lénge
von der Wurzel zu einem Blatt durchlaufen werden.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthélt genau einen Knoten, nimlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthélt hochstens doppelt soviele
Knoten wie das Niveau j—1. Daher gilt:
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Satz 1.1-12:
(i) Das Niveau j>0 eines Bindrbaums enthilt mindestens einen und hochstens 2
Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau 0 bis zum Niveau j (einschlieB3lich)

i
betragt mindestens j+1 Knoten und hochstens 22' =2 —1 Knoten.
i=0

(i) Ein Bindrbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
hélt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten
enthélt. Also gilt fir die Hohe h(B,,) eines Bindrbaums mit n Knoten:

[log,(n+1)|<h(B,)<n.

(iii) Fiir die Anzahl b(h) der Blatter eines Bindrbaums der Hohe h > 1 gilt
1<b(hy<2™".

(iv) Fiir die Mindesthohe h(b) eines Bindrbaums mit b >1 vielen Blittern gilt
h(b) >[log, (b)+1].

(v) Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines
beliebigen Knotens eines Binidrbaums mit n Knoten (gemittelt iiber alle N Knoten)
besucht werden muss, d.h. der mittlere ,,Abstand** eines Knotens von der Wurzel,

ist /70 + C mit einer reellen Konstanten C > 0. Im giinstigsten Fall (wenn also al-
le Niveaus voll besetzt sind) ist der groBite Abstand eines Knotens von der Wurzel
in einem Bindrbaum mit n Knoten gleich |_10g2 (n+ 1)—‘ = log, (n), im unglinstigsten

Fall ist dieser Abstand gleich n.

Beweis:!
Zu (i): Die Aussage ergibt sich durch vollstdndige Induktion.

Zu (ii): Die obere Abschitzung h(B,) < n ist offensichtlich. Fiir die untere Abschétzung be-
trachtet man einen Bindrbaum mit n Knoten und minimaler Hohe h. Jedes Niveau,
bis eventuell das hochste Niveau m, ist vollstdndig gefiillt. Es ist h=m+1. Bis zum
Niveau m—1 enthilt der Bindrbaum gemiB (i) insgesamt 2™ "' —1=2"—1 viele
Knoten, auf Niveau m sind es mindestens einer und hochstens 2™ . Daraus folgt:
2" —14+1<n<2"—1+2", also 2" <n<2™' —1 und damit m <log,(n+1)<m+1,

1 Teil (v) wird in diesem Text nicht verwendet; der Beweis kann beispielsweise in Graham, Knuth,
Patashnik: Concrete Mathematics, 7. Auflage, Addison-Wesley, 1991, nachgelesen werden.
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d.h. |_10g2(n + 1)—| =m+1=h. Fiir einen beliebigen Bindrbaum mit n Knoten gilt da-
her [log,(n+1)|<h(B,).

Zu (iii): Jeder Bindrbaum mit Hohe h >1 hat mindestens ein Blatt. Daraus ergibt sich die un-
tere Abschdtzung in (iii). Ein Bindrbaum hat besonders viele Blitter, wenn diese
samtlich auf dem maximalen Niveau m = h—1 liegen. Mit Teil (i). folgt b(h) <2"".

Zu (iv): Lost man die zweite Ungleichung in (iii) nach h=h(b) auf, so ergibt sich
h>log,(b)+1. Da h eine natiirliche Zahl ist, folgt die Abschitzung

h(b) >[log,(b)+1] .
I/

1.2 Problemklassen

In der Informatik beschiftigt man sich haufig damit, Problemstellungen mit Hilfe von Rech-
nerprogrammen zu l6sen. Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von
Problemparametern als Eingaben abhingt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung
zundchst unspezifiert sind, deren Typbeschreibung jedoch in die Problembeschreibung ein-
geht. Ein Problem wird beschrieben durch:

1.  eine allgemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemldsung abhéngt; die-
se Beschreibung wird als (Problem-) Instanz (Eingabeinstanz) bezeichnet

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemldsung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhilt man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im folgenden werden drei grundlegende Problemtypen unterschieden und zunichst an Bei-
spielen erldutert.
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Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Instanz: G = (V,E,W)
G= (V ,E, W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der Kno-
tenmenge V = {Vl, sV }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

E cV xV; die Funktion w:E - R, gibt jeder Kante €€ E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: Eine optimale Tour durch G.

Dabei ist eine Tour eine geschlossene Kantenfolge

<(Vi17vi2 (viz,vi3 ...,(vinil,vin ), (vin,vil )> mit (Vi,.sViM)E E fir j=1,..,n-1,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt. Die Kosten einer Tour <(ViI Vi, ), (Viz’vi3)’"'=(vin,1 Vi ), (Vin Vi )> ist dabei

die Summe der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

ZW(Vi,- Vi, )+ W(Vin Vi ) Eine optimale Tour ist eine Tour mit minimalen Kosten
j=1

(unter allen moglichen Touren durch G).
Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

. Transportoptimierung;:
Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, N —1Kunden erreicht und im
Depot endet.

o FlieBbandproduktion:
Ein Roboterarm soll Schrauben an einem am FlieBband produzierten Werkstiick festdrehen. Der
Arm startet in einer Ausgangsposition (iiber einer Schraube), bewegt sich dann von einer zur
ndchsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangsposition zurtick.

o Produktionsumstellung:
Eine Produktionsstitte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Herstel-
lungsprozess verlduft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produziert. Die

Anderungskosten von der Produktion des Artikels V; auf die des Artikels V j betragen
W((Vi )V )) (Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfolge. Das Durch-

laufen der Kante (Vi ,V j) entspricht dabei der Umstellung von Artikel V; auf Artikel V. Ge-

sucht ist eine Tour (zum Ausgangspunkt zuriick), weil die Kosten des nichsten, hier des ersten,
Zyklusstarts mit einbezogen werden miissen.
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Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Berechnungsproblem

Instanz: G = (V,E,W)
G= (V ,E, W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der Kno-
tenmenge V = {Vl, sV }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E cV xV; die Funktion w:E - R, gibt jeder Kante €€ E ein nichtnegatives
Gewicht.

Losung: IS . .
Der Wert ZW(V v, )+ W(V V. ) einer kostenminimalen Tour

<("I)’( )» (nla.),(.,,»durchG

Zu beachten ist hierbei, dass nicht eine kostenminimale Tour selbst gesucht wird, sondern le-
diglich die Kosten einer kostenminimalen Tour. Eventuell ist es moglich, diesen Wert (durch
geeignete Argumentationen und Hinweise) zu bestimmen, ohne eine kostenminimale Tour
explizit anzugeben. Das Berechnungsproblem scheint daher ,,einfacher* zu 16sen zu sein als
das Optimierungsproblem.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungsproblem

Instanz: [G,K],
G= (V ,E, W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der Kno-
tenmenge V ={V,,..,V, }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

>°n

E cV xV; die Funktion w:E — R, gibt jeder Kante €< E ein nichtnegatives
Gewicht; K e R,

Losung: Die Antwort auf die Frage:
Gibt es eine kostenminimale Tour <(VI Vi, ),( o Vi, ) (Vim’vin) ( Lo Vi )> durch G,

deren Wert < K ist?

Bei dieser Problemstellung ist nicht einmal der Wert einer optimalen Tour gesucht, sondern
lediglich eine Entscheidung, ob dieser Wert ,,nicht zu gro3*, d.h. kleiner als eine vorgegebene
Schranke ist. Das Entscheidungsproblem scheint daher ,,noch einfacher* zu losen zu sein als
das Optimierungs- und das Berechnungsproblem.
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Im vorliegenden Fall des Problems des Handlungsreisenden befindet man sich jedoch im Irr-
tum: In einem noch zu prézisierenden Sinne sind bei diesem Problem alle Problemvarianten
algorithmisch gleich schwierig zu 16sen.

Die Beispiele lassen sich verallgemeinern, wobei im folgenden vom (vermeintlich) einfache-
ren Problemtyp zum komplexeren Problemtyp libergegangen wird.

Die Instanz X eines Problems IT ist eine endliche Zeichenkette liber einem endlichen Alpha-

bet X, das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. X e 2}, .

Es werden folgende Problemtypen unterschieden:
Entscheidungsproblem IT:

Instanz: x < z;

und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus X}, zu-
kommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, < =, mit

L, = {u € 21, |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Losung: Entscheidung ,,ja“, falls x € L, ist,

Entscheidung ,,nein®, falls X ¢ L, ist.

Bemerkung: In konkreten Beispielen fiir Entscheidungsprobleme wird gelegentlich die Pro-
blemspezifikation nicht in dieser strengen formalen Weise durchgefiihrt. Insbe-

sondere wird die Spezifikation der die Menge L,, ¥, beschreibenden Eigen-

schaft direkt bei der Losung angegeben.

Bei der Losung eines Entscheidungsproblems geht es also darum, bei Vorgabe einer Instanz
X € 2}, zu entscheiden, ob X zur Menge L, gehért, d.h. eine genau spezifizierte Eigenschaft

besitzt, die genau allen Elementen in L;; zukommt, oder nicht.

Es zeigt sich, dass der hier formulierte Begriff der Entscheidbarkeit sehr eng gefasst ist. Eine
erweiterte Definition eines Entscheidungsproblems verlangt bei der Vorgabe einer Instanz

X EZ; nach endlicher Zeit lediglich eine positive Entscheidung ,,ja“, wenn X e L, ist. Ist
X ¢ L, so kann die Entscheidung eventuell nicht in endlicher Zeit getroffen werden. Dieser

Begriff der Entscheidbarkeit fiihrt auf die rekursiv aufzdhlbaren Mengen (im Gegensatz zu
den entscheidbaren Mengen) und ist Gegenstand von Kapitel 3.
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Berechnungsproblem IT:

Instanz: x e 2’;{

und die Beschreibung einer Funktion f :X;, — X" .

Losung: Berechnung des Werts f(x) .

Optimierungsproblem IT:

Instanz: 1.

2.

XeXy
Spezifikation einer Funktion SOL,,, die jedem x € X, eine Menge zulassiger

Ldsungen zuordnet
Spezifikation einer Zielfunktion m, die jedem x X und yeSOL,(x) ei-

nen Wert m,,(x,y), den Wert einer zuldssigen Lésung, zuordnet
goal, e{min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Losung: y" eSOL,,(x) mit my(x,y")=min{m(x,y)|y eSOL,(X)} bei einem Minimie-
rungsproblem (d.h. goal,; =min) bzw. m (X,y*):max{ mg (X, y)| yeSOLH(X)}

bei einem Maximierungsproblem (d.h. goal; = max).

Der Wert m, (X, y*) einer optimalen Losung wird auch mit m”, (x) bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie

folgt formuliert:

Instanz: 1.

G=(V,E,w)

G= (V , E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={V,,...,v, |, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E cV xV ; die Funktion w: E - R, gibt jeder Kante e € E ein nichtnegati-
ves Gewicht

SOL(G) ={T T ={(v; v, } (v, ., foes (v v, L (v, ., ) st eine Tour durch G ;
eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

3. fir TeSOLG), T={(v,.v, }(vi,.vi, b vy v, )} (v, v, ). ist die Zielfunktion

2
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-1

definiert durch m(G,T )= W(vij,vim )+ w(v, v, )

4 27
J

>

Il
—_

4. goal =min

Losung: Eine Tour T" € SOL(G), die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch

G) verursacht, und m(G,T ' )

Im folgenden werden zunichst hauptsidchlich Entscheidungsprobleme (kommt einem Wort

X € X, eine spezifische Eigenschaft zu, d.h. gilt x € L, fiir eine Sprache L,, < X, ?) und Be-

rechnungsprobleme (man berechne den Wert f(x) fiir eine Funktion f:Z; —X'") behan-
delt. Diese Probleme sollen algorithmisch geldst werden. Dazu miissen die Begriffe der Ent-

scheidbarkeit und der Berechenbarkeit praziser gefasst und geeignete Berechnungsmodelle
definiert werden.

1.3 Ein intuitiver Algorithmusbegriff

Ein Algorithmus ist eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die aus ei-
ner endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge von O-
perationen spezifiziert, so dass eine Losung zu einem Problem bzw. einer spezifischen Klasse
von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus als ein Computerprogramm vorstellen, das in einer

Pascal-ahnlichen Programmiersprache formuliert ist. Darunter versteht man Programmier-

sprachen, die

. Deklarationen von Variablen (mit geeigneten Datentypen) zulassen

. die tiblichen arithmetischen Operationen mit Konstanten und Variablen und Wertzuwei-
sungen an Variablen enthalten

o Kontrollstrukturen wie Sequenz (Hintereinanderreihung von Anweisungen, blockstruk-
turierte Anweisungen, Prozeduren), Alternativen (IF ... THEN ... ELSE, CASE ...
END) und Schleifen (WHILE ... DO .., FOR i := ... TO ... DO..., REPEAT ... UN-
TIL ...) besitzen.

Von einem Algorithmus erwartet man eine Reihe von Eigenschaften, damit er als ,,effektives
Rechenverfahren® gelten kann:

1.  Die Verfahrensvorschrift (das Programm) soll aus einem endlichen Text bestehen.
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2. Der Ablauf einer Berechnung soll schrittweise als Folge elementarer Rechenschritte
erfolgen.

3. Das Verfahren soll deterministisch sein, d.h. in jedem Stadium einer Berechnung soll
vollstdndig und eindeutig bestimmt sein, welcher elementare Rechenschritt als néchster
getan wird. Ein Text ,,Bei Eingabe von X kann man fiir f(X) in einem einzigen (ele-

mentaren) Schritt einen von endlich vielen Werten als korrekten Wert aussuchen® ist als
Teil eines deterministischen Verfahrens nicht zuldssig?.

4.  Das Verfahren soll abgeschlossen sein, d.h. welcher Rechenschritt als nédchster getan
wird, soll ausschlieSlich von den Eingabewerten und den vorangegangenen berechneten
Zwischenergebnissen abhingen.

5. Das Verfahren soll im Prinzip beliebig gro3e Zahlen handhaben kénnen.

Typische Fragestellungen bei einem gegebenen Algorithmus fiir eine Problemldsung sind:

o Hailt der Algorithmus immer bei einer giiltigen Eingabe nach endlich vielen Schritten
an?

o Berechnet der Algorithmus bei einer giiltigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positive Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrektheitsbe-
weis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht man von
partieller Korrektheit. Fiir die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen, dass der Al-
gorithmus bei einer giiltigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten anhilt, ein kor-
rektes Ergebnis liefert.

o Wieviele Schritte benétigt der Algorithmus bei einer giiltigen Eingabe hdchstens
(worst case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-)
Komplexitat hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabei ist es natiirlich beson-
ders interessant nachzuweisen, dass die Komplexitdt des Algorithmus von der jeweili-
gen Formulierungsgrundlage (Programmiersprache, Maschinenmodell) weitgehend un-
abhéngig ist.

Entsprechend kann man nach dem benétigten Speicherplatzbedarf (Platzkomplexitat) eines
Algorithmus fragen.

2 Die Forderung nach Determinismus des Verfahrens wird in spiteren Kapiteln gelegentlich fallen-
gelassen.
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Die Beantwortung dieser Fragen fiir den schlechtesten Fall gibt obere Komplexitatsschran-
ken (Garantie fiir das Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzbedarf) an.

o Gibt es zu einer Problemldsung eventuell ein ,,noch besseres* Verfahren (mit weniger
Rechenschritten, weniger Speicherplatzbedarf)? Wie viele Schritte wird jeder Algorith-
mus mindestens durchfiihren, der das vorgelegte Problem 16st?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexititsschranken.

Mit diesem noch sehr ,,vagen* Algorithmusbegriff ldsst sich bereits zeigen, dass es sehr einfa-
che Funktionen gibt, die algorithmisch nicht berechenbar sind. Genauer:

Satz 1.3-1:
Es gibt Funktionen g:N — {0, 1 }, die nicht berechenbar sind.

Beweis:

Wieder wird die Diagonalisierungstechnik verwendet (vgl. den Beweis von Satz 1.1-6):
Jedes Berechnungsverfahren ist ein Algorithmus, der mit Hilfe eines endlichen Alphabets X
formuliert werden kann. Die Menge B aller Berechnungsverfahren fiir Funktionen der Form

g:N—> {0,1 } ist daher eine Teilmenge von %" und damit abzihlbar (unendlich). Es gibt da-
her eine bijektive Funktion f:N— B, dh. B={ f(0), f(1), f(2),... }. Der Wert f(i) be-
zeichnet das Berechnungsverfahren in B mit der Nummer i. Die von f (i) berechnete Funkti-

onsei f,:N—{0,1}.

Es wird eine Funktion g, : N —{0,1 } wie folgt definiert:

N — {01}
gO : n 0 falls fn(n) =1 ist.
1 falls f,(n)=0

Angenommen, die Funktion ¢, ist berechenbar, d.h. es gibt ein Berechnungsverfahren fiir g,
in B. Es sei i; €N die Nummer dieses Berechnungsverfahrens, also g, = fig. Nun gibt es
zwei Moglichkeiten: entweder go(ig): 0 oder go(ig): 1.

Ist go(ig ): 0, dann ist (nach Definition von g,) f; (ig ): 1. Wegen g, = f; entsteht der Wi-
derspruch 0= go(ig): f; (ig): 1.

Iy
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Ist go(ig):l, dann ist (nach Definition von g,) fig (ig ): 0. Wieder ergibt sich ein Wider-
spruch, ndmlich 1= go(ig ): fi (ig ): 0.
Daher ist g, eine nichtberechenbare Funktion der Form g:N—{0,1}.

11
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2 Modelle der Berechenbarkeit und Komplexitat von Berechnungen

In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche Ansétze beschrieben, die den Begriff der Be-
rechenbarkeit mathematisch exakt formulieren: das Modell der Turingmaschine und das Mo-
dell der Random Access Maschine. Beide Modelle sind ,,theoretische® Modelle, da man we-
der eine Turingmaschine noch eine Random Access Maschine (wegen der Modellierung des
eingesetzten Speichers) physisch bauen kann. Sie dhneln jedoch sehr der Architektur heutiger
Rechner.

Beide Modelle haben ihre Starken. Die Turingmaschine ist Basismodell in der Automatenthe-
orie, die ihrerseits eng verkniipft mit der Theorie der Formalen Sprachen ist. Diese wiederum
hat erst die Grundlage dazu gelegt, dass wir heute iiber ,,verniinftige* Programmiersprachen
und schnelle Compiler und liber méchtige Modellierungswerkzeuge in der Anwendungsent-
wicklung verfligen. Die Random Access Maschine ist ein Modell eines Rechners einschlief3-
lich einer sehr einfachen Assemblersprache, so dass es eher einen mechanischen Zugang zum
Begriff der Berechenbarkeit liefert. Es stellt sich heraus, dass die Modelle dquivalent in dem
Sinne sind, dass sie in der Lage sind, die gleiche Menge von Funktionen zu berechnen bzw.
die gleichen Mengen zu entscheiden (in einem noch zu prézisierenden Sinn).

Ein weiterer Ansatz, der jedoch auch hier nicht vertieft wird, beschiftigt sich damit, eine Pro-
grammiersprache auf ihre minimale Anzahl moglicher Anweisungstypen zu reduzieren. Auch
hier stellt sich heraus, dass die Berechnungsfahigkeit dieses Modells mit der einer Turingma-
schine dquivalent ist.

Auch weitere hier nicht behandelte Ansidtze wie die eher mathematisch ausgerichteten Theo-
rien der u -rekursiven Funktionen oder des Churchsche A -Kalkiils haben bisher keinen for-

malen umfassenderen Berechenbarkeitsbegriff erzeugt. Daher wird die als Churchsche These
bekannte Aussage als giiltig angesehen, nach der das im folgenden behandelte Modell der Tu-
ringmaschine die Formalisierung des Begriffs ,,Algorithmus* darstellt.

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Das hier beschriebene Modell zur Berechenbarkeit wurde 1936 von Alan Turing (1912 —
1954) vorgestellt, und zwar noch vor der Entwicklung der Konzepte moderner Computer.
Grundlage ist dabei die Vorstellung, dass eine Berechnung mit Hilfe eines mechanischen Ver-
fahrens durchgefiihrt wird, wobei Zwischenergebnisse auf einem Rechenblatt notiert und spé-
ter wieder verwendet werden konnen. Die seinem Initiator zu Ehren genannte Turingmaschine
stellt ein theoretisches Modell zur Beschreibung der Berechenbarkeit dar und ist trotz seiner
Ahnlichkeit mit heutigen Computern hardwaremiBig nicht realisierbar, da es iiber einen ab-
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zahlbar unendlich grofen Speicher verfiigt. Es hat wesentlichen Einfluss sowohl auf die ma-
thematische Logik als auch auf die Entwicklung heutiger Rechner genommen.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine (k-DTM) TM ist definiert durch
TM = (sza I vé‘vbaqovqaccept)

mit;

1.  Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. Y ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet; X enthélt alle Zeichen, die
in Feldern der Bénder (siche unten) stehen kénnen

3. | < ¥ ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet; mit den Zeichen aus |

werden die Worter der Eingabe gebildet

beX \list das Leerzeichen (Blankzeichen)

q, € Q ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

S

Qaceept € Q st der akzeptierende Zustand (Endzustand)

7. o: (Q\ {qaccept})ka —-Q x(Zx{L,R,S})k ist eine partielle Funktion, die Uberfiih-
rungsfunktion; insbesondere ist 5(q,a,,...,a, ) fir q= Uaccepe DiCht definiert; zu beach-

ten ist, dass o fiir weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Anschaulich kann man sich die Arbeitsweise einer k-DTM wie folgt vorstellen:

Es gibt k (Speicher-) Bander, die jeweils in Zellen eingeteilt sind und nach rechts unendlich
lang sind. Jede Zelle eines jeden Bands kann einen Buchstaben des Arbeitsalphabets aufneh-
men. Eine Zelle, die das Leerzeichen enthélt, wird als leere Zelle bezeichnet. Fiir jedes Band
gibt es genau einen Schreib/Lesekopf, der jeweils genau iiber einer Zelle steht. Dieser kann
den Zellinhalt lesen, neu beschreiben und zur linken oder rechten Nachbarzelle {ibergehen o-
der auf der Zelle stehenbleiben. Welche Aktion der jeweilige Schreib/Lesekopf unternimmt,
wird in der Uberfiihrungsfunktion & in Abhiingigkeit vom Zustand (des Steuerwerks) und der
auf den Bandern gelesenen Zeichen angegeben.

Die Arbeitsweise der K-DTM wird durch ein endliches Steuerwerk festgelegt, dessen Zu-
standsiiberfithrungen getaktet ablaufen und durch & beschrieben werden:

Liest der Kopf des i-ten Bandes den Buchstaben a, € X (i = 1, ..., k), ist das Steuerwerk im
Zustand q und ist

s(a.a,,...,a.)=(q"(b,.d,)...,(b..d,)),

dann geht das Steuerwerk in den Zustand q' iiber, der i-te Kopf schreibt b, und geht zur lin-
ken Nachbarzelle fiir d, =L (falls dieses moglich ist), zur rechten Nachbarzelle fiir d, =R
oder bleibt fiir d, =S iber der Zelle stehen.
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Ist 5(g,a,,...,a, ) nicht definiert, so halt die k-DTM im Zustand q an (stoppt im Zustand
0). Sobald also der akzeptierende Zustand 0, erreicht wird, hélt die Turingmaschine an, da
5(a.a,,...,a,) fiir q= Oaccepr Dicht definiert ist. Sie kann aber auch eventuell vorher in einem

anderen Zustand anhalten (ndmlich dann, wenn & (Q,al,...,ak) nicht definiert ist), oder sie

kann beliebig lange weiterlaufen (sie halt nicht an). Diese Situation tritt beispielsweise

dann ein, wenn die Turingmaschine in einen Zustand 0 # (g, kommt und
5(a.a,,...,a,)=(a,(a,,S),....(a,,S)) ist. Eine weitere Moglichkeit eines endlosen Weiterlau-
fens ergibt sich dann, wenn die Turingmaschine in einen Zustand ¢ # 0, kommt, alle Kop-

fe tiber Zellen stehen, die das Leerzeichen b enthalten, rechts dieser Zellen auf allen Bindern
nur noch Leerzeichen stehen und 5(g,b, ...,b)=(q,(b,R), ..., (b,R)) ist.

Die Werte 5(q,a,,...,a,)=(q"(b,.d,),...,(b.,d, )) der Uberfiihrungsfunktion werden haufig in

Form einer endlichen Tabelle angegeben:
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momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symbol,
Zustand Schreib/Lesekopf auf Kopfbewegung auf
Band 1 Band k Band 1 Band k
q a, a, q’ b,,d, b,,d,

Eine Konfiguration K einer k-DTM TM beschreibt den gegenwértigen Gesamtzustand von
TM, d.h. den gegenwirtigen Zustand zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der
Schreib/Lesekopfe:

K =(a, (i, )y (@i, ) mit qeQ, a, e’ i =1 firj=1, ..,k

Diese Konfiguration K wird folgendermal3en interpretiert:

TM ist im Zustand @, das j-te Band (fiir j = 1, ..., K) enthélt linksbiindig die endliche Zeichen-
kette «; (jeder Buchstabe von «; belegt eine Zelle), gefolgt von Zellen, die das Leerzeichen

enthalten (leere Zellen), der Schreib/Lesekopf des j-ten Bands steht iiber der i, -ten Zelle; fiir
i e [1 : ‘a JH ist dieses der i, -teBuchstaben von «;, fiir i; 2 ‘a j‘+l steht der Schreib/Lesekopf

hinter «; Uber einer Zelle, die das Leerzeichen enthilt.

Ist @; der i;-te Buchstabe von «; bzw. a; =b fiir i, Z‘aj‘+1,und ist

5(q’a1a--- ’ak): (q,’(bl’dl)""’ (bk’dk))’

dann geht die TM in die Folgekonfiguration K’ iiber, die durch

K'=(a.(8.i1)... (Bi-iy)

definiert wird. Dabei entsteht 3, aus «; durch Ersetzen von a; durch b;. Die Positionen i

der Schreib/Lesekopfe der Folgekonfiguration K’ lauten
i;+1 fir d;=R

=11, fir d;=S

i;—1 fir d;=Lundi;>2.

J

Man schreibt in diesem Fall

K=K".

Die Bezeichnung K =" K’ besagt, dass entweder keine Konfigurationsinderung stattgefun-
den hat (es ist dann K =K") oder dass es eine Konfiguration K, gibt mit K = K, und

K, =" K’ (auch geschrieben als K = K, =" K").
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Man schreibt K =" K’ mit me N, wenn K’ aus K durch m Konfigurationsédnderungen her-

vorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K, gibt mit
K=K =..=2K, =K".
Fiir m=0 ist dabei K =K".

Eine Konfiguration K, die den Anfangszustand ¢, und auf dem 1. Band linksbiindig ein

Wort we |~ enthilt, wobei sich auf allen anderen Béndern nur Leerzeichen befinden und die
Kopfe tiber den am weitesten links stehenden Zellen stehen, d.h. eine Konfiguration der Form

Ko = (a0, (w,1), (£,1), ..., (&,1)),

heiBt Anfangskonfiguration mit Eingabewort w. Da we | ist und das Leerzeichen nicht
zu | gehort, kann TM (bei entsprechender Definition der Uberfiihrungsfunktion) das Ende von
w, ndmlich das erste Leerzeichen im Anschluss an w, erkennen. Im folgenden wird zur Ver-

einfachung der Notation haufig fiir eine Eingabe we |~ auch we X" geschrieben und dabei
implizit angenommen, dass W nur Buchstaben aus | enthilt.

Eine Konfiguration K., , die den akzeptierenden Zustand Q. enthlt, d.h. eine Konfigu-

ration der Form
Kaccept = (qacceptﬂ(alﬂil )9 R (ak vi )):
heif3it akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Ein Wort w iiber dem Eingabealphabet wird von TM akzeptiert, wenn gilt:
(A (W), (1), s (1)) = K e

mit einer Endkonfiguration K, .

Die von einer k-DTM TM akzeptierte Sprache ist die Menge
L(TM) = {w|we I" und w wird von TM akzeptiert

= {W\WE 1" und (q,,(W,1),(&,1), ..., (£,1)) =" (qaccept,(al,il),...,(ak,ik))}.

Zu beachten ist, dass TM eventuell auch dann bereits eine Endkonfiguration erreicht, wenn
das Eingabewort W noch gar nicht komplett gelesen ist. Auch in diesem Fall gehort w zu
L(TM).

Fir wg L(TM) hélt TM entweder nicht im Zustand 0., , oder TM lduft unendlich lange

weiter, d.h. die Uberfiihrungsfolge K, => K’ ldsst sich unendlich lang fortsetzen, ohne dass

eine Konfiguration erreicht wird, die den Endzustand enthélt.



2.1 Deterministische Turingmaschinen 41

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz von
L(TM) = {W\ We { 0,1 }+ und wist die Bindrdarstellung einer geraden Zahl }u {g}

Die 2-DTM TM = (Q,Z, I ,5,b,q0,qaccept) wird gegeben durch
Q= { Qo> ;> 0, }, X = {O, 1,b }, Il = {0,1 }, Qaccep = U, mit der Uberfithrungsfunktion &, die
durch folgende Tabelle definiert ist:

momentaner Symbol unter dem neuer Zustand neues Symbol,

Zustand Schreib/Lesekopf auf Kopfbewegung auf
Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

d, b b accept b, S 1,S

0 b do 0,R b, S

1 b a, I,R b, S

a, b b a, b, R b, S

0 b d, 0,R b, S

1 b a, I,R b, S

TM stoppt bei Eingabe von W nicht, falls w die Bindrdarstellung einer ungeraden Zahl ist.

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome tber {0, 1}

Die folgende Turingmaschine 2-DTM TM akzeptiert genau die Palindrome tiber { 0, 1}:
L(TM) = {w|WE {0,1}"undw=a,..a,_a, =a,a,,..a }u{g}.

nAn—p+e.

TM = (Q’Za I 757b’q0’qaccept) mlt Q = {qO""’ qS }’ Z = {O’l’b’# }’ I = {0’1 } > qaccept = qS N
TM arbeitet wie folgt:

1. Die 1. Zelle des 2. Bandes wird mit # markiert. Dann wird das Eingabewort auf das 2.
Band kopiert; der Kopf des 1. Bandes steht jetzt unmittelbar rechts des Eingabeworts.

2. Der Kopf des 2. Bandes wird bis zum Zeichen # zuriickgesetzt.

3. Der Kopf des 1. Bandes wird jeweils um 1 Zelle nach links und der Kopf des 2. Bandes
um 1 Zelle nach rechts verschoben. Wenn die von den Kopfen jeweils gelesenen Sym-
bole sdmtlich iibereinstimmen, ist das Eingabenwort ein Palindrom, und die Maschine
geht in den Zustand (., =05 und stoppt. Sonst stoppt die Maschine in einem von

Qaccept verschiedenen Zustand.
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Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner | Symbol unter dem neuer neues Symbol,
Zustand Schreib/Lesekopf auf | Zustand Kopfbewegung auf
Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

do 0 b a, 0,S # R

1 b q, 1,S # R

b b acoept b, S b, S

a, 0 b a, 0,R 0,R

1 b q, I,R I,R

b b a, b, S b, L

d, b 0 a, b, S 0,L

b 1 q, b, S I,L

b # as b, L # R

a; 0 0 a, 0,S 0,R

1 1 a, 1,S I,R

a, 0 0 as 0,L 0,S

0 1 a; 0,L 1,S

1 0 as I, L 0,S

1 1 a; I, L 1,S

0 b accept 0,S b, S

1 b accept 1,S b, S

Beobachtet man die Arbeitsweise einer Turingmaschine TM bei einem Eingabewort W, so

liegt nach endlich vielen Uberfithrungen eine der folgenden Situationen vor:

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

TM ist in einem Zustand Q # 0, Stehengeblieben (d.h. 5(q,...) ist nicht definiert).
Dannist we L(TM).

TM ist im Zustand q,,, stehengeblieben. Dann ist we L(TM).

TM ist noch nicht stehengeblieben, d.h. TM befindet sich in einem Zustand ¢ # 0,qcep »

fiir den 0(Q,...) definiert ist. Dann ist noch nicht entschieden, ob we L(TM) oder
we L(TM) gilt. TM ist eventuell noch nicht lange genug beobachtet worden. Es ist

nicht ,,vorhersagbar®, wie lange TM beobachtet werden muss, um eine Entscheidung
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zu treffen (es ist algorithmisch unentscheidbar).

Eine Turingmaschine TM kann als Berechnungsvorschrift definiert werden: Das 1. Band
wird als Eingabeband und ein Band, etwa das k-te Band, als Ausgabeband ausgezeichnet.

Die Turingmaschine TM berechnet eine partielle Funktion f,, : 1" — X", wenn gilt:

Startet TM im Anfangszustand mit w, d.h. startet TM mit w auf dem Eingabeband im Zustand
g, (alle anderen Béinder sind leer), und stoppt TM nach endlich vielen Schritten im akzeptie-

renden Zustand Q. , dann wird die Bandinschrift y des Ausgabebands von TM als Funkti-

onswert Yy = f, (W) interpretiert. Falls TM iiberhaupt nicht oder nicht im Endzustand ste-

henbleibt, dann ist f;,, (W) nicht definiert. Daher ist f;,, eine partielle Funktion.

N - N
Eine 2-DTM zur Berechnung der (totalen) Funktion f :{
n — n+l

- N

N
Die folgende 2-DTM berechnet die (totale) Funktion f : { :
n — n+l

Hierbei wird ein ne N als Zeichenkette in seiner Bindrdarstellung auf das Eingabeband ge-
schrieben; die hochstwertige Stelle steht dabei ganz links. Der Wert 0 wird als Zeichenkette 0
eingegeben, alle anderen Werte ne N ohne fiihrende Nullen. Entsprechend steht abschlie-
Bend n + 1 in seiner Bindrdarstellung ohne fiihrende Nullen auf dem Ausgabeband (2. Band).

TM = (Qaza I ,55b7q07qaccept) mlt Q :{qoa-'-5 ql9}’ Z = {O’ 1, b> #}5 I = {O) 1} s qaccept = q19 *
TM arbeitet wie folgt:

1.  Auf das 2. Band wird zunichst das Zeichen # geschrieben, das das linke Ende des 2.
Bandes markieren soll. Dann wird auf das 2. Band eine 0 geschrieben und das Einga-
bewort w auf das 2. Band kopiert (auf dem 2. Band steht jetzt #0w, d.h. das Eingabewort
w ist durch eine fiihrende 0 ergéinzt worden).

2. Auf dem 2. Band werden von rechts alle 1°en in O‘en invertiert, bis die erste 0 erreicht
ist; diese wird durch 1 ersetzt (Addition n :=n+ 1).

3. Der Kopf des 2. Bandes wird auf die Anfangsmarkierung # zurlickgesetzt und gepriift,
ob rechts dieses Zeichens eine 0 steht (das bedeutet, dass die anfangs an w angefiigte
fiihrende 0 wieder entfernt werden muss).

4.  In diesem Fall wird der Inhalt des 2. Bandes komplett um zwei Position nach links ver-
schoben. Dadurch werden die fiihrende 0 und das Zeichen # auf dem 2. Band entfernt.
Es ist zu beachten, dass am rechten Ende des 2. Bandes 2 Leerzeichen gesetzt werden.
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5. Andernfalls wird der Inhalt des 2. Bandes um 1 Position nach links verschoben und da-
durch das Zeichen # entfernt.

Die Uberfiihrungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner | Symbol unter dem neuer neues Symbol, Bemerkung
Zustand Schreib/Lesekopf auf | Zustand | Kopfbewegung auf
Band 1 Band 2 Band 1 Band 2
d, 0 b q, 0,S # R linkes Ende fiir n+1
1 b q, 1,S # R markieren
q, 0 b d, 0,S 0,R fiihrende 0 erzeugen
1 b d, 1,S 0,R
a, 0 b d, 0,R 0,R Inhalt des Eingabe-
1 b d, I,R I,R bandes auf 2. Band
b b a, b, S b, L kopieren
a, b 0 d, b, S 1,S 1 addieren:
anhéngende 1°‘en in-
b 1 ds b, S 0,L vertieren, erste 0 von
rechts invertieren
q, b 0 q, b, S 0, L auf # zuriickgehen
b 1 d, b, S 1L
b # ds b, S #,R
as b 0 o} b, S 0,R muss fiihrende 0
b 1 Uys b, S 1,S entfernt werden?
Js b 0 a, b, S 0,L gelesenes Zeichen
b 1 VR b, S I,L im Zustand merken
b b Uys b, S b, L
g, b 0 do b, S 0,L 2. Kopfum 1 Positi-
b 1 ds b, S I,L on nach links setzen
O b 0 oI b, S 0,L 2. Kopfum 1 Positi-
b 1 Uy b, S I,L on nach links setzen
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Jy b 0 qy, b, S 0,R | 0 schreiben
b 1 ds, b, S 0,R
b # a, b, S 0,R
Ui b 0 q,, b, S I,R |1 schreiben
b 1 di, b, S I,R
b # dy, b, S I,R
a, b 0 dp, b, S 0,R |2 Kopfum I Positi-
b 1 i, b, S I,R on nach rechts set-
zen
a,, b de b, S 0,R |2 Kopf 1 weitere
1 ds b, S I,R Position nach rechts
setzen
ai; 0 O b, S b,L |letztes Zeichen
1 O b,S b, L 16schen und  nach
links gehen
a. b 0 o = Oascept b, S b, S letztes Zeichen
b 1 U5 = Oaceept b, S b, S 16schen und STOP
Qs b 0 U6 b, S 0,L |geclesenes Zeichen
b 1 A, b, S 1,L |[im Zustand merken
b b s b, S b, L
v/} b 0 O b, S 0,R 0 schreiben
b 1 Qs b, S 0,R
b # s b, S 0,R
a7 b 0 Oy b, S I,R |1 schreiben
b 1 Uys b, S I,R
b # Uys b, S I,R
O b 0 Uys b, S 0,R |2.Kopfum 1 Posi-
b 1 d,s b, S I,R tion nach rechts set-
zen

Die Konzepte der Berechnung partieller Funktionen und das Akzeptieren von Sprachen mit-

tels Turingmaschinen sind dquivalent:
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Satz 2.1-1:

Berechnet die Turingmaschine TM die partielle Funktion f.,, : 1~ — X", dann kann man

eine Turingmaschine TM' konstruieren mit L(TM')= {W# yly= fu(w) }

Akzeptiert die Turingmaschine TM die Sprache L(TM), dann ldsst sich TM so modifi-
zieren, dass sie die partielle Funktion f.,, : 1 — X" berechnet, die definiert ist durch

fiu (W) =y genau dann, wenn gilt:

(qu(Wal)a (‘951)’ “e (5,1), (5’1)) =’ (qaccept 7(a1 Ay )’(az 0, )’ “e (O‘k-1 N )(y,

y|+1))

Die erste Aussage lédsst die Interpretation zu, dass die Verifikation eines Funktionsergebnisses
genauso komplex ist wie die Berechnung des Funktionsergebnisses selbst. Die zweite Aussa-
ge verbindet die Akzeptanz einer Sprache mit dem Berechnungsvorgang einer Funktion.

Die Uberfiihrungsfunktion & einer Turingmaschine TM werde folgendermaBen modifiziert:
Die Zustandsmenge Q wird um einen neuen Zustand (., erweitert. Ist fiir einen bisherigen
Zustand q€Q mit  # 0, und fiir (a,....a )e =" der Wert 5(q,a,,...,a,) nicht definiert,
so wird 5 um den Eintrag &(q,a,,...,a, )= ( Ol reject » (a,,S),...(a,, S)) erweitert. FUr ¢, ist
0 nicht definiert. Kommt die so modifizierte Turingmaschine bei Eingabe eines Wortes
wel” in einen Zustand qeQ mit q = Oaccept » TUr die & (g,...) bisher nicht definiert war (es ist
dann we L(TM)), so macht die modifizierte Turingmaschine noch eine Uberfiihrung, ohne
die Bandinhalte und die Positionen der Kopfe zu dndern, und stoppt im Zustand Q. , ohne

das Wort w zu akzeptieren. Man kann daher annehmen, dass eine Turingmaschine TM so de-
finierte Zustinde 0, und (., enthélt. Der Zustand d,.,, heit akzeptierender Zu-

stand, der Zustand g, heiBt nicht-akzeptierender (verwerfender) Zustand. Startet TM

bei Eingabe eines Wortes we |~ im Anfangszustand q,, so zeigt sie folgendes Verhalten:
Entweder kommt TM in den Zustand 0,y , dann ist we L(TM) und die Eingabe w wird
akzeptiert; oder TM kommt in den Zustand ¢ , dann ist w¢ L(TM) und die Eingabe w

wird verworfen; oder TM lduft unendlich lange weiter, dann ist ebenfalls w¢ L(TM). Man
kann TM daher als Blackbox darstellen, die eine Eingangsschnittstelle besitzt, iiber die im An-
fangszustand g, ein Wort we |~ eingegeben wird und der Start der Berechnung gemiB der

Uberfiihrungsfunktion & erfolgt. Sie besitzt zwei ,,aktivierbare Ausgangsschnittstellen: Die
erste Ausgangsschnittstelle wird von TM dann aktiviert, wenn TM bei der Berechnung den
Zustand (., erreicht und stoppt; es ist dann we L(TM). Die zweite Ausgangsschnittstelle

wird von TM aktiviert, wenn TM bei der Berechnung den Zustand g, erreicht und stoppt;
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es ist dann w¢ L(TM). Wird keine Ausgangsschnittstelle aktiviert, weil TM nicht anhilt,
dann ist ebenfalls w¢ L(TM). Eine graphische Reprasentation von TM sieht wie folgt aus.

qaccept —pWe L(TM )
qreject 4’ w E L(TM )

>

stoppt nichtf W ¢ L(TM)

—» U
™

Da die Turingmaschine TM dazu verwendet wird, um festzustellen, ob ein Eingabewort

we | von ihr akzeptiert wird, kann man TM vereinfacht auch folgendermaBen darstellen:

qaccept —pWe L(TM )

wel
—»
qreject
™ ?
stoppt nicht

Turingmaschinen konnen zu neuen Turingmaschinen zusammengesetzt werden: Es seien zwei
Turingmaschinen TM, = (QI’ZI’ | ,51,b,q1’0,q1’accept) und TM, = (QZ,ZZ, | ,52,b,q2,0,q2,accept)
mit disjunkten Zustandsmengen (Q, N Q, =< ) und demselben Eingabealphabet | < X, und
I X, und jeweils getrennten Béndern gegeben. Die Anzahl der Bander von TM, sei k,, die
von TM, sei K,. Jeweils das 1. Band ist das Eingabeband. Beispiele fiir die Moglichkeiten
der Zusammensetzung sind:

o Man kann eine neue Turingmaschine TM durch Hintereinanderschaltung von TM,
und TM, konstruieren, die die Bander von TM, und TM, umfasst, d.h. k, +k, viele
Binder besitzt, und folgendermaBen arbeitet: Eine Eingabe w e |~ fiir die zusammenge-
setzte Turingmaschine TM wird auf das 1. Band von TM, gegeben und auf das 1. Band
von TM, kopiert. Jetzt wird zunédchst das Verhalten von TM, auf w simuliert. Falls
TM, das Wort w akzeptiert, d.h. in den Zustand wird g, ..., gelangt, wird das Verhal-
ten von TM, auf w simuliert. TM akzeptiert das Wort w, falls TM, das Wort w akzep-

tiert. Es gilt:
L(TM )= L(TM . )m L(TM 2). Graphisch lésst sich TM wie folgt darstellen.
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. wel(T™,)
wel S g 01 accept W 0 Qs accept - >
1,0 ) ;
ql,reject qz,reject we L(TMl)m L(TMz)
™, ? ™, ?
stoppt nicht stoppt nicht
™

Die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion ist etwas uniiber-
sichtlich:

Es ist TM =(Q,,1,8,b,0, .0, aczepe )- Dabei ist

Q=Q,uQ,u { Ocopy » qskip} die Zustandsmenge von TM mit zwei neuen Zusténden g,
und g, » die nicht in Q, UQ, enthalten sind,

Y =3, UZ, U{#} das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in
Y, UZX, enthalten ist,

5 (Q\ {Oraccept}) X2 > Qx(2x{L,R,S})*" die Uberfiihrungsfunktion, die sich
aus den Uberfiihrungsfunktionen &, und &, wie folgt ergibt:

Die Binder von TM werden von 1 bis K, + K, numeriert; die ersten k;, Bénder sind die
urspriinglichen Bander von TM,. Insbesondere ist das Eingabeband von TM das ur-
spriingliche Eingabeband von TM,. Das Band mit der Nummer k, +1 ist das urspriing-
liche Eingabeband von TM, . Ein Eingabewort We |~ wird auf das erste Band von TM
gegeben. Es sei n= |W| In die erste Zelle des Bands mit der Nummer k, +1 wird das

Zeichen # geschrieben und W auf dieses Band kopiert. Das Zeichen # dient dazu, das
linke Ende des Bands mit der Nummer K, +1 zu erkennen. Nach diesem Kopiervorgang
steht der Kopf des ersten Bands iiber der (n+1)-ten Zelle und der Kopf des (k, +1)-ten

Bands tiber der (n+2)-ten Zelle, alle iibrigen K&pfe wurden nicht bewegt. Das Ende des
Kopiervorgangs wurde dadurch erkannt, dass auf dem ersten Band das Leerzeichen ge-
lesen wurde. Nun werden die Kopfe des ersten und des (K, +1)-ten Bands beide zuriick

auf das erste Zeichen von W gesetzt.

Fiir den Kopier- und den Riicksetzvorgang der Kopfe werden folgende Zeilen in die
Uberfithrungsfunktion 6 von TM aufgenommen:
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,b, b,.k..,bJ={ Ooopy» (85 S) (B, S), ... (b, S), (#, R), (b,S),...,(b,S)J fir alle

S| G,.8,0,...
kl kz

ki

aeX, (bistdas Leerzeichen),

...,b,b, 2 b} [ Oeopys (@ R), (0,S), ... (b, S). (@, R), (b, S)..... (b, s)] fiir alle

o qcopy , 8, b’
Ky k,

Ky

a el (man beachte, dass a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

O] Qoopy>b,D, .., b, u] =| yip-(0,5). (b, S),.... (b, S), (b, L), (b, S)...., (b, s)}
1 k2

k K, K,

S| Uggp-a’,b,....b,a,b,...,b [qsk,p,(a’,L),(b,S),...,(b,S),(a,L),(b,S),...,(b,S)J fiir

Ky ky ki ky

alle a’elu{b}und acl,

5[ Oip» @5 Dy ey B, #, D, bJ =[ 0.0, (@,5)(b,S)....(0,S), (#,R),(b,S),..., (b, S)J fur

Ky Ky k; Ky

alle a’e 1 U{b}.

Nun wird das Verhalten von TM, simuliert, wobei die Inhalte der Binder mit den
Nummern K, +1 bis k, +k, (entsprechend den urspriinglichen Béandern von TM, ) und

die Positionen der Kopfe auf diesen Béndern nicht verdndert werden. Die dafiir erfor-
derlichen Zeilen in der Uberfiihrungsfunktion & lauten:

sl a.a,,a,,..a,,a,b,...b|=| af,(b,d,),(0,,d,)... (b, ,d, }(a,S)(b,S)....(b,S)

k; Ky Ky k,

fiir jeden Eintrag 9, ( Op> @5 8y, ees By ): ( q..(b,,d,).(b,,d,),..., (bkl ,dy )) in der Uberfiih-

rungsfunktion 6, von TM, und ael.

Falls bei der Simulation der akzeptierende Zustand q, .., von TM, erreicht wird, d.h.

we L(TM, ), wird die Simulation des Verhaltens von TM, auf w gestartet. Auf den ers-
ten k, Bindern dndert sich dabei nichts mehr. Folgende Zeilen werden in die Uberfiih-

rungsfunktion o aufgenommen:

S| Uyacoept> Q15 Byseees @y, D, D | = qz’o,(al,S),(az,S),...,(akl,Sl(a,S),(b,S),...,(b,S)

X ky X ks

mit 8, €%, ..., 3 €%, unda e lund
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O 0,885, 8,091,095, Gy, |= q;o(alaS)n(apS)z---»(akl=S)s(h1:d1)=(hzad2):'":(hk2=dkz)

K, ky ky ky
fir jeden Eintrag 52(q2,gl,gz,...,gkz):(q;,(hl,dl),(hz,dz),...,(hkz,dkz » in der
Uberfiihrungsfunktion &, von TM, und a, €%, , ..., 8 €X,.

Durch Parallelschaltung kann man aus TM, und TM, eine neue Turingmaschine TM
bilden: ein Wort W wird sowohl auf das 1. Band von TM, als auch auf das 1. Band von
TM, gegeben und das Verhalten beider Turingmaschinen simultan simuliert. Sobald

eine der beiden Turingmaschinen w akzeptiert, wird w von TM akzeptiert. Es gilt:
L(TM )= L(TM, )u L(TM,).

q 1,accept

>
—» 1o wel(h) 4 we L(TMI)UL(TMz)

ql,reject

=

% stoppt nicht

™,

wel

welTM)

q2 accept
> qzjo

q2,reject

=

stoppt nicht ™

™,

Auch hier ist die formale Notation von TM mit Hilfe der Uberfiihrungsfunktion etwas
miithsam:

Es ist TM =(Q,,1,8,b,0y, 0yccey )- Dabei ist

Q=(Q xQ,)u { (qcopy » 050 ), (qskip » 00 ), (e > Qace )} die Zustandsmenge von TM mit
zwei neuen Zustdnden (,, und g, , die nicht in Q, enthalten sind, und einem neuen
Zustand q,,, , der nicht in Q, UQ, enthalten ist (die Zustdnde bestehen jetzt aus Paaren
von Zustidnden der Turingmaschinen TM, und TM, und drei neuen Zusténden),

Y =3, UZ, U{#} das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in

2, enthalten ist,
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S (Q\ {(Guer Qo ) ¥ 1™ 5> Qx(Ex{L,R,S})*"* die Uberfithrungsfunktion, die
sich aus den Uberfiihrungsfunktionen &, und &, ergibt (siche unten),

q, = ( o qz’o) der Anfangszustand und
Qaccept = ( Uuee» Uuge ) der akzeptierende Zustand von TM.

Die Binder von TM werden wieder von 1 bis K, +k, numeriert; die ersten k;, Bénder
sind die urspriinglichen Bénder von TM,. Insbesondere ist das Eingabeband von TM
das urspriingliche Eingabeband von TM,. Das Band mit der Nummer k, +1 ist das
urspriingliche Eingabeband von TM, . Ein Eingabewort we |~ wird auf das erste Band
von TM gegeben. Wieder wird in die erste Zelle des Bands mit der Nummer k, +1 das
Zeichen # geschrieben und W auf dieses Band kopiert. Anschlieend werden der Kopf
des ersten Bands auf den Bandanfang und der Kopf des (K, +1)-ten Bands auf die

zweite Zelle (rechte Nachbarzelle der Zelle, die das Zeichen # enthilt) zurlickgesetzt.
Der Vorgang verlduft dhnlich dem Vorgang, der bei der Hintereinanderschaltung von
TM, und TM, beschrieben wurde. Die erforderlichen Eintréige in der Uberfiihrungs-

funktion lauten jetzt:

5| (09> s ) a,b, ..., b, b,...,b}—[ (deopy> a0 1 (85 S ), (b, S), ., (b, S), (#, R), (b,S),...,(b,S)]

ki k;

ki ks

fiir alle a € X, (b ist das Leerzeichen),

ki ka ky ky

fiir alle a € | (man beachte, dass a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

S (Gpy» G0 ) b.b.....b, u} = { (dgep» G0 ) (0,5 ), (b, S), ., (b, S ), (b, L), (b, S), .. (b, s)]

Ky ky ki k,

5| (Geopy» Gap b @b, b, b, bJ —[ (deopy> oo ) (85 R), (B, S ) .s (B, S ), (2, R), (B, S ), .. (b, S)J

ki ky ky k,

fiiralle a’e | U{b}und acl,

8| (Gyaps Gap ) %Dy B, #,, bJ —[ (G 0> G0 1 (8, S). (b,S). ... (b, S), (#, R), (b, S ). .. (b, S)

|

! ka K ka

fiir alle a’e 1 U {b}.

Nun wird parallel das Verhalten von TM, und von TM, simuliert, wobei fiir die Simu-
lation von TM, nur auf die Inhalte der Béander mit den Nummern 1 bis k; (entspre-
chend den urspriinglichen Bandern von TM, ) und fiir die Simulation von TM, nur auf

die Inhalte der Bander mit den Nummern k, +1 bis k, +k, (entsprechend den urspriing-

5| (dagp-Goo @%b, b, 2 . bJ = [ (dyp» Goo 1 (&5 L), (b, S), ., (b, S ), (2, L), (b, S ), (b, S)J
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lichen Bindern von TM,) zugegriffen wird. Die dafiir erforderlichen Zeilen in der U-

berfiihrungsfunktion o lauten:

5 (qlaqz)’al’az""’aklagla gza"'a ng

ki ky

=| () (b, ) (b0, ) ons b, 0y ) () (o) (B s ) |

ki ky
falls 51(q1,a1,a2,...,akl):(ql’,(bl,dl), (b,,d,), ... (bk ,d, )) in der Uberfiihrungsfunkti-
on 0, von TM, und 52(q2,gl,gz, ,gkz)z(q2 (h,,e), hz,ez),...,(hkz,ekz)) in der

Uberfiihrungsfunktion &, von TM, ist.

Falls bei der Simulation ein Zustand der Form (qureject, qz) mit ¢, €Q, bzw. der Form
(ql, ngreject) mit ¢, €Q, erreicht wird, muss sichergestellt werden, dass die Simulation

von TM, bzw. von TM, weiterlduft. Daher werden auch folgende Eintrige in die Uber-

fiihrungsfunktion 6 aufgenommen:

o (ql,reject: qz)a alﬂ 8.2,..., akl ’ 919 gzﬁ"': gk2

ki k;

( ql,reject b q;)j (al s S)’ (az b S) (ak b S)> hz b € ) (hk2 s ek2 )

ki k;

mit a ez, - 8, €2, und falls
52(q2,gl,gz,...,gkz):(q;,(hl,el), (hz,ez),...,(hkz,ekz )) in der Uberfiihrungsfunktion
0, von TM, ist und

o (Q1 > U, reject )a a5 8955 85015055000 Gy,

ki k2

= (ql'aqz,reject)’(bl’dl)’(bZ’dz) (bk 5d ))gw gz’ )’ --,(gkz,s)

ki ks

fiir jeden Eintrag 51(q1, Ay, Ay, Ay )z ( q,(b,.d,) (b,,d,)...., (bk1 ,dy » in der Uberfiih-

rungsfunktion 6, von TM, und g, €%,, ..., g, €Z,.

SchlieBlich soll TM die Eingabe w akzeptieren, wenn TM, oder TM, die Eingabe ak-

zeptiert. Folgende Eintriige werden daher in die Uberfiihrungsfunktion von TM
aufgenommen:
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o (ql,accept’ qz)’ al’ a'2’ e a'kl 4 glﬂ gza-'-a gk2

ki kz

= ( Qace > Yace )’ (al’ S)’ (az’ S)’“" (a‘kI ’ S)’ (gl’ S)’ (gza S)’ ) (gkz’ S) und

ki ky

o (qla qz,accept)9 alﬂ a25 e akl ’ gl: gzs"'a gk2

ki k;

= ( Qace > Jace )’ (ala S)’ (az’ S)""’ (a'kl > S)> (gla S)’ (gz’ S)a s (gkza S)

ki k,

furalle g, €Q,, 0,€Q,, 8, €%, .., 8 €XZ, und g, €X,, .., g, €X,.

o Dadurch, dass man die Turingmaschine TM, als Unterprogramm in die Berechnung der
Turingmaschine TM, einsetzt, erhélt man eine neue Turingmaschine TM, die prinzipiell
folgendermafen abliuft: Eine Eingabe we |~ wird in TM, eingegeben. Ein Band von
TM, wird als ,,Parameteriibergabeband” fiir TM, ausgezeichnet. Sobald TM, in einen
als Parameteriibergabezustand ausgezeichneten Zustand ¢, gelangt, wird der Inhalt des
Parameteriibergabebands auf das erste Band von TM, kopiert. Wird diese Eingabe von
TM, akzeptiert, wobei bei Akzeptanz der Inhalt des k,-ten Bands y lautet, wird das Pa-
rameteriibergabeband geldscht, y darauf kopiert, das erste Band von TM, geldscht und
die Berechnung von TM, fortgesetzt. Die Ausformulierung der Details dieser Konstruk-

tion werden dem Leser als Ubung iiberlassen.

Man sagt, eine Klasse K von Sprachen, die jeweils liber demselben Alphabet definiert sind,
ist gegenlber einer Operation o abgeschlossen, mit L, e K und L, e K auch L oL, eK

gilt.

Obige Uberlegungen und spitere Ausfiihrungen in Kapitel 3.2 zeigen:
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Satz 2.1-2:
Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen iiber einem Alphabet ¥ ist
gegeniiber Vereinigungsbildung und Schnittbildung abgeschlossen.

Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen iiber einem Alphabet ¥ ist
gegeniiber Komplementbildung nicht abgeschlossen: Wenn L X" von einer Turing-
maschine TM akzeptiert wird, d.h. L=L(TM), muss das Komplement X"\ L von L

nicht auch notwendigerweise von einer Turingmaschine akzeptiert werden.

Fiir eine k-DTM TM =(Q,Z,1,8,b,0,,0auze ) und eine Eingabe w e L(TM) gelte

(g, (o)1) (1) =" K e
mit einer Endkonfiguration K = (qaccepta(al,il), oo (01, )) Dann wird durch t;, (W)=m

accept
eine partielle Funktion t,, :=° — N definiert, die angibt, wie viele Uberfiilhrungen TM
macht, um w zu akzeptieren. Es handelt sich hierbei um eine partielle Funktion, da t;,, nur
fiir Worter w e L(TM) definiert ist.

Die Zeitkomplexitat von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T;, : N — N mit

Tpe (N) = max{t,,, (W) [we X und|w|<n }.

Bemerkung: In der Literatur findet man auch die Definition

To (N) = max{ty,, (W) [We =" und|w|=n |

Eine Turingmaschine TM heif3t f(n)-zeitbeschrankt mit einer Funktion f : N — N, wenn fiir
ihre Zeitkomplexitit T;,, die Abschitzung T, (n) € O(f (n)) gilt.

Entsprechend kann man die Platzkomplexitat von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
Siy(n) als den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts W e L(TM ) mit |W| <n erreicht.

Die oben angegebene Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome {iber {0,1 } hat eine

Zeitkomplexitit der Grofle T;,, (n) =4n+3 und eine Platzkomplexitdt S;, (n)=n+2.
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N —- N
Die oben angegebene Turingmaschine zur Berechnung der Funktion f :{ : hat
n —> n+
folgende Zeitkomplexitit: Der Wert n wird in Binérdarstellung auf das Eingabeband gege-

ben. Die Eingabe w =bin(n) belegt daher fiir n>1 | w | =| bin(n) | = Llogz(n)JJrl viele Zei-
chen bzw. ein Zeichen fiir n = 0. Dann fiihrt die Turingmaschine Oq w |)=O(log(n)) viele

Schritte aus. Die Zeitkomplexitit ist linear in der Lange der Eingabe.

Bei der Betrachtung der Zeitkomplexitit werden in diesem Beispiel also die Bitoperationen

gezahlt, die bendtigt werden, um f(n) zu berechnen, wenn n in Bindrdarstellung gegeben ist.

Die Turingmaschine dieses Beispiels lédsst sich leicht zu einer Turingmaschine modifizieren,
L : NxN — N L : :

die die Funktion SUM : berechnet. Hierbei werden die Zahlen n und m in

(n,m) — n+m
Binidrdarstellung, getrennt durch das Zeichen #, auf das Eingabeband geschrieben, d.h. die
Eingabe hat die Form w =bin(n)#bin(m). Dann werden die Zahlen n und m stellengerecht
NxN — N

addiert. Auch fiir die arithmetischen Funktionen DIF : (n.m) — n-m firnzm,

’ 0 firn<m

NxN — N
(n,m) — n-m

NxN_, — N
(n,m) — |[n/m]
ringmaschinen angeben. Dabei wird beispielsweise die Berechnung von MULT auf sukzessive

Anwendung der Berechnung fiir SUM zuriickgefiihrt. In jedem Fall erfolgt die Eingabe in der
Form w=hin(n)#bin(m), und die Zeitkomplexititen geben an, wie viele Bitoperationen zur

MULT :{ und DIV :{ lassen sich entsprechende Tu-

Berechnung der jeweiligen Funktionen erforderlich sind. Die Ergebnisse sind in folgendem
Satz zusammengefasst.

Satz 2.1-3:
Es seien n und m natiirliche Zahlen. Mit size(n) werde die Lidnge der Binérdarstellung

der Zahl n (ohne fiihrende bindre Nullen) bezeichnet. Dabei sei size(0)=1. Es gelte
, k =size(n)>size(m), k €O(log(n)). Dann gibt es Turingmaschinen, die die
Funktionen SUM (n,m), DIF(n,m), MULT (n,m) und DIV (n,m) berechnen und fol-

gende Zeitkomplexitdten besitzen:

| m

(1) Die Addition und Differenzenbildung der Zahlen n und m (Berechnung von
SUM (n,m) und DIF(n,m)) ist jeweils von der Ordnung O(k). Es werden also

O(log(n)) viele Bitoperationen ausgefiihrt.
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(i1) Die Multiplikation der Zahlen n und m (Berechnung von MULT (n, m) ) kann mit
einer Zeitkomplexitit der Ordnung O(k?), also mit O((log(n))z) vielen Bitoperati-

onen, ausgefiihrt werden.
(iii) Ist size(n)>2-size(m), dann kann die Berechnung des ganzzahligen Quotienten

|_n/mj (Berechnung von DIV (n,m)) mit einer Zeitkomplexitit der Ordnung

O(k?), also mit O((log(n ))2) vielen Bitoperationen, ausgefiihrt werden.

Meist ist man nicht am exakten Wert der Anzahl der Konfigurationsédnderungen interessiert,
sondern nur an der Grolienordnung der Zeitkomplexitat (in Abhingigkeit von der Grofe
der Eingabe). Bei der Analyse wird man meist eine obere Schranke g(n) fiir Ty, (n) herlei-

ten, d.h. man wird eine Aussage der Form T, (n)<g(n) begrinden. In diesem Fall ist
T (M) eO(g(n)). Eine zusidtzliche Aussage T;,, (N) <h(n) < g(n) mit einer Funktion h(n)
fiihrt auf die verbesserte Abschitzung T, (n)eO(h(n)). Man ist also bei der worst case-

Analayse an einer moglichst kleinen oberen Schranke fiir T, (n) interessiert.

Es gibt eine Reihe von Varianten von Turingmaschinen:

. Die Turingmaschine besitzt Bander, die nach links und rechts unendlich lang sind.

. Die Turingmaschine besitzt ein einziges nach links und rechts oder nur zu einer Seite
unendlich langes Band.

. Die Turingmaschine besitzt mehrdimensionale Bénder bzw. ein mehrdimensionales
Band.

o Das Eingabealphabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa | = {0, 1}.

o Das Arbeitsalphabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa X = {0, 1}.

o Die Turingmaschine hat endlich viele Endzusténde.

Es zeigt sich, dass alle Definitionen algorithmisch &quivalent sind, d.h. eine Turingmaschi-
nenvariante kann eine andere Turingmaschinenvariante simulieren. Allerdings dndert sich da-
bei u.U. die Zeitkomplexitit, in der von der jeweiligen Turingmaschinenvariante Sprachen er-
kannt werden. Beispielsweise kann eine k-DTM TM mit Zeitkomplexitdt T, (n) durch eine

1-DTM mit Zeitkomplexitét O(TTZ,\,I (n)) simuliert werden.
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2.2 Random Access Maschinen

Eine Random Access Maschine (RAM) modelliert einen Algorithmus in Form eines sehr
einfachen Computers, der ein Programm ausfiihrt, das sich nicht selbst modifizieren kann und
fest in einem Programmspeicher geladen ist. Das Konzept der RAM ist zundchst als Modell
fir die Berechnung partieller Funktionen f :Z" — Z" gedacht, die n-stellige Zahlenfolgen
(ganzer Zahlen) auf m-stellige Zahlenfolgen abbilden. Eine Turingmaschine dagegen ist zur
Akzeptanz von Sprachen L < X" bzw. zur Berechnung von partieller Funktionen f :3" — X"
konzipiert, die Zeichenketten (Wortern) iiber einem endlichen Alphabet auf Zeichenketten
iiber eventuell einem anderen Alphabet abbilden. Es wird sich jedoch zeigen, dass beide Mo-
delle dquivalent sind. Beide Modelle sind in der Lage, numerische Funktionen zu berechnen
und als Sprachakzeptoren eingesetzt zu werden. Wahrend die ,,Programmierung® einer Tu-
ringmaschine in der Definition der Uberfiihrungsfunktion besteht, entspricht die Programmie-
rung einer RAM eher der Programmierung eines Computers auf Maschinensprachebene.

Eine RAM hat folgende Bestandteile:

o Eingabeband: cine Folge von Zellen, die als Eingabe n ganze (positive oder negative)
Zahlen X, ..., X, enthalten und von einem Lesekopf nur gelesen werden kénnen. Nach-

dem eine Zahl X, gelesen wurde, riickt der Lesekopf auf die benachbarte Zelle, die die
ganze Zahl X;,, enthilt.

o Ausgabeband: eine Folge von Zellen, iiber die ein Schreibkopf von links nach rechts
wandert, der nacheinander ganze Zahlen y; schreibt. Ist eine Zahl geschrieben, kann

sie nicht mehr veridndert werden; der Schreibkopf riickt auf das rechts benachbarte Feld.
o Speicher: eine unendliche Folge r,, 1, I,, ..., von Registern, die jeweils in der Lage

sind, eine beliebig grole ganze Zahl aufzunehmen. Das Register r, wird als AKkumu-

lator bezeichnet. In ihm finden alle arithmetische Operationen statt.

o Programm: eine Folge aufsteigend numerierter Anweisungen, die fest in der RAM
,verdrahtet” sind. Zur besseren Lesbarkeit eines RAM-Programms konnen einzelne
Anweisungen auch mit symbolischen Marken versehen werden. Jede RAM stellt ein
eigenes Programm dar, das natiirlich mit unterschiedlichen Eingaben konfrontiert wer-
den kann. Das Programm kann sich nicht modifizieren. Ein Programm ist aus einfachen
Befehlen aufgebaut (siehe unten). Die einzelnen Anweisungen werden nacheinander
ausgefiihrt.

o Befehlszahler: enthélt die Nummer der nidchsten auszufiihrenden Anweisung.
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x1 x2 x3 ’ ‘ Xn
.
Eingabeband T

r0 Akkumulator

Befehlszahler

Programm

Speicher

ale e [l [

Ausgabeband

Um die Bedeutung des Befehlsvorrats eciner RAM festzulegen, wird die Speicherabbil-
dungsfunktion c:N — Z verwendet. c(i) gibt zu jedem Zeitpunkt des Programmlaufs den

Inhalt des Registers I, an. Zu Beginn des Programmlaufs wird jedes Register mit dem Wert 0

initialisiert, d.h. es ist ¢(i) =0 fiir jedes i € N.

Jeder Anweisung (Befehl) ist aus einem Operationscode und einem Operanden aufgebaut.
Ein Operand kann eine der folgenden Formen aufweisen:

1.
2. c(i), fur i >20; bei i <0 stoppt die RAM
3. c(c(i)), fir i>0und c(i)>0; bei i <0 oder c(i) <0 stoppt die RAM.

Die RAM-Anweisungen und ihre Bedeutung sind folgender Tabelle zu entnehmen. Dabei
steht i1 fiir eine natiirliche Zahl und m fiir eine Anweisungsnummer bzw. fiir eine Anwei-
sungsmarke im Programm der RAM.
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RAM-Anweisung

Bedeutung

LOADI

LOAD c(i) fiuri>0

LOAD c(c(i)) furi>0
und c(i)>0

c(0):=i
c(0):=c(i)
c(0):=c(c(i))

STORE c(i) firi>0
STORE c(c(i)) fiiri>0
und c(i)>0

c(i):=c(0)
c(c(i)):=c(0)

ADDi

ADD c(i) firi=0

ADD c(c(i)) firi>0
und c(i)>0

c(0):=c(0)+Ii
c(0):=c(0)+c(i)
c(0):=c(0)+c(c(i))

SUB i

SUB c(i) firi>0

SUB c(c(i)) firi>0
und c(i)>0

c(0):=c(0)—i
c(0):=c(0)—c(i)
c(0):=c(0)—c(c(i))

MULT i

MULT c(i) fiir i>0

MULT c(c(i)) firi>0
und c(i)>0

c(0):=c(0)*i
c(0):=c(0)*c(i)
c(0):=c(0)*c(c(i))
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DIVi firi#0

DIV c(i) fiiri>0

DIV c(c(i)) fiiri>0
und c(i)=>0

c(0):=]c(0)/i |

c(0):=| c(0)/c(i) ], falls c(i)# 0 ist, sonst stoppt die RAM
c(0):=| c(0)/c(c(i)) |, falls c(c(i))=0 ist, sonst stoppt die
RAM

READ c(i) firi>0

READ c(c(i)) furi>0
und ¢(i)>0

c(i) := momentaner Eingabewert , und der Lesekopf riickt eine

Zelle nach rechts
c(c(i)) := momentaner Eingabewert , und der Lesekopf riickt

eine Zelle nach rechts

WRITE i
WRITE c(i) fiiri>0

WRITE c(c(i)) fiir i 20
und ¢(i) =0

i wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
riickt um eine Zelle nach rechts
c(i) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
riickt um eine Zelle nach rechts
c(c(i)) wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreib-

kopf riickt um eine Zelle nach rechts

JUMP m

Der Befehlszihler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m trigt (ndchste auszufiihrende Anwei-
sung)

JGTZ m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m trigt (nichste auszufilhrende Anwei-
sung), falls ¢(0) >0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszéh-

lers um 1 erhoht

JZERO m

Der Befehlszdhler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m trigt (nichste auszufilhrende Anwei-
sung), falls ¢(0) =0 ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszéh-

lers um 1 erhoht

HALT

Die RAM stoppt

Falls eine Anweisung nicht definiert ist, z.B. STORE 3 oder STORE c(c(3)) mit ¢(3)=-10,
dann stoppt die RAM, desgleichen bei einer Division durch 0.

Die RAM RAM definiert bei Beschriftung der ersten n Zellen des Eingabebandes mit X, ...,

X, eine partielle Funktion fg,, :Z" — Z™ (die Funktion ist partiell, da RAM nicht bei jeder

Eingabe stoppen muss): falls RAM bei Eingabe von X, ...

, X, stoppt, nachdem y,, ..., y, in

die m ersten Zellen des Ausgabebands geschrieben wurde, dann ist

fRAM (Xla eens Xn)= (yl’ cees ym)'
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N — N

Eine RAM zur Berechnung der Funktion f:{ =~ { I fir n=0

Ein entsprechendes RAM-Programm lautet:

n" fir n>1

RAM-Anweisungsfolge

Bemerkung zur Bedeutung

Zeilennummer RAM-Befehl
1 READ c(1) I :=n, Eingabe
2 LOAD c(1) IF r, <0 THEN Write(0)
3 JGTZ pos
4 WRITE 0
5 JUMP endif
pos LOAD c(1) r,=r
STORE c¢(2)
8 LOAD c(1) ro=r-1
9 SUB 1
10 STORE c¢(3)
while LOAD c(3) WHILE r, >0 DO
12 JGTZ continue
13 JUMP endwhile
continue LOAD c(2) r,:=r, ",
15 MULT c(1)
16 STORE c¢(2)
17 LOAD c(3) ro=r-1
18 SUB 1
19 STORE c¢(3)
20 JUMP while
endwhile WRITE ¢(2) Write (r,)
endif HALT

Eine RAM kann auch als Akzeptor einer Sprache interpretiert werden. Die Elemente des

endlichen Alphabets ¥ werden dazu mit den Zahlen 1, 2, ...,

Z| identifiziert. Das RAM-

Programm RAM akzeptiert ein Wort we X~ auf folgende Weise. In die ersten n Zellen des

Eingabebandes werden die Zahlen geschrieben, die den Buchstaben X, ..., X, des Wortes

entsprechenden (W= X, ...X,). In die (n+1)-te Zelle kommt als Endmarkierung der Wert 0.

RAM akzeptiert w, falls alle den Buchstaben von w entsprechenden Zahlen und die Endmar-

kierung 0 gelesen wurden, von RAM eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben wurde, und
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RAM stoppt. Falls RAM mit einer Ausgabe ungleich 1 stoppt, oder RAM nicht stoppt, wird w
nicht akzeptiert. Die auf diese Weise akzeptierten Worter aus £ bilden die Menge L(RAM).

Ein RAM-Programm P zur Akzeptanz von
L(P)= {W |we { 1, 2}* und die Anzahl der 1'en ist gleich der Anzahl der 2'en }

P liest jedes Eingabesymbol nach Register I, (hier wird angenommen, dass nur die Zahlen 0,
1 und 2 auf dem Eingabeband stehen) und berechnet in Register r, die Differenz d der Anzah-

len der bisher gelesenen 1‘en und 2°en. Wenn beim Lesen der Endmarkierung 0 diese Diffe-
renz gleich 0 ist, wird eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben, und P stoppt.

RAM-Anweisungsfolge Bemerkung zur Bedeutung
Zeilennummer RAM-Befehl

LOAD 0 d:=0
STORE ¢(2)

READ c(1) Read (x)

while LOAD c(1) WHILE x=0 DO
JZERO endwhile

LOAD c(1) IF x=#1
SUB 1
JZERO one

LOAD c(2) THEN d:=d -1
SUB 1
STORE c(2)

JUMP endif

one LOAD c(2) ELSE d:=d +1
ADD |
STORE ¢(2)

endif READ c(1) Read (x)
JUMP while

endwhile LOAD c(2) IF d =0 THEN Write (1)
JZERO output
HALT

output WRITE 1
HALT

Auch beim RAM-Modell interessieren Zeit- und Raumkomplexitét einer Berechnung.

Essei Z* die Menge aller endlichen Folgen ganzer Zahlen, d.h. Z" = UZ” .

n=0
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Ein RAM-Programm RAM lese die Eingabe X,, ..., X, und durchlaufe bis zum Erreichen der
HALT-Anweisung m viele Anweisungen (einschlieBlich der HALT-Anweisung). Dann wird
durch  tg,, (X,,..., Xn): m eine partielle Funktion tg,, :Z" — N definiert. Falls RAM bei

Eingabe von X, , ..., X, nicht anhilt, dann ist te,, (X,,..., X, ) nicht definiert.

In diesem Modell werden zwei Kostenkriterien unterschieden:

Beim uniformen Kostenkriterium benétigt die Ausfithrung jeder Anweisung eine Zeitein-
heit, und jedes Register belegt eine Platzeinheit. Die Zeitkomplexitat von RAM (im schlech-
testen Fall, worst case) wird unter dem uniformen Kostenkriterium definiert durch die
partielle Funktion Tp,,, : N — N mit

Teay (M) = max{ t,,,, (W)| W besteht aus bis zu n vielen ganzen Zahlen }.

Entsprechend wird die Platzkomplexitdt von RAM (im schlechtesten Fall, worst case)
Sraw (M) unter dem uniformen Kostenkriterium als die wihrend der Rechnung benétigte

maximale Anzahl an Registern definiert, wenn bis zu n viele ganze Zahlen eingelesen werden.

Ein Register bzw. eine Zelle des Eingabe- und Ausgabebandes kann im RAM-Modell eine be-
liebig grofle Zahl aufnehmen. Eine Berechnung mit n ,,groBen Zahlen* ist unter dem unifor-
men Kostenkriterium genauso komplex wie eine Berechnung mit n ,kleinen Zahlen“. Diese
Sichtweise entspricht hdufig nicht den praktischen Gegebenheiten. Es erscheint daher sinn-
voll, die GroBenordnung der bei einer Berechnung beteiligten Zahlen bzw. Operanden mit zu
beriicksichtigen. Dieses fiihrt auf das logarithmische Kostenkriterium, das die Groen der
bei einer Berechnung beteiligten Zahlen (gemessen in der Anzahl der Stellen zur Darstellung
einer Zahl in einem geeigneten Stellenwertsystem) berticksichtigt.

Mit I(i) werde die Lange einer ganzen Zahl i bezeichnet:

I(i) = {Llog|iu+l fiiri #0
1 fliri=0
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Die Kosten eines Operanden einer RAM-Anweisung fasst folgende Tabelle zusammen.

Operand Kosten
[ I(i)
c(i) (i) +1(c(i))
c(c(i)) (i) +1(c(i)) + I (c(c(i))

Beispielsweise erfordert die Ausfithrung einer Anweisung ADD c(c(i)) folgende Einzelschrit-
te:

1. ,Decodieren* des Operanden i: Kosten I(i)

2. ,Lesen“von c(i): Kosten I(c(i))

3. ,Lesen“von c(c(i)): Kosten I(c(c(i)))

4.  Ausfithrung von ADD c(c(i)): Kosten I(c(0))+1(i)+1(c(i))+1(c(c(i))).

Die folgende Tabelle zeigt die Kosten unter dem logarithmischen Kostenkriterium der Aus-
fiihrung fiir jede RAM-Anweisung.

RAM-Anweisung Bedeutung Kosten der Ausfiihrung
LOADIi c(0):=i I(1)
LOAD c(i) firi>0 c(0):=c(i) [(1)+1(c(i))

LOAD c(c(i)) fiiri>0
und c(i) >0

c(0):=c(c(i))

(i) +1(c(i)) + I (c(c(i))

STORE c(i) firi>0
STORE c(c(i)) fiir i >0
und c(i) >0

c(i):=c(0)
c(c(i)) =c(0)

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) + (i) +1(c(i))

ADD i

ADD c(i) firi>0

ADD c(c(i)) furi>0
und ¢(i)>0

c(0):=c(0)+i
c(0):=c(0)+c(i)
c(0):=c(0)+c(c(i))

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) +1(i) +1(c(i))
1(c(0)) +1(i) + I (c(i)) +1(c(c(i)))

SUB i

SUB c(i) firi>0

SUB c(c(i)) fiir i >0
und c(i)>0

c(0):=c(0)—i
c(0):=c(0)—c(i)
c(0):=c(0)—c(c(i))

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) +1(i) +1(c(i))
1(c(0)) +1(1) +1(c(i)) + I (c(c(i))
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MULT i
MULT c(i) firi>0
MULT c(c(i)) furi>0

c(0):=c(0)*i
c(0):=c(0)*c(i)
c(0):=c(0)*c(c(i))

1(c(0)) +1(i)
1(c(0)) +1(i) +1(c(i))
1(c(0)) +1(i) + I (c(i)) +1(c(c(i)))

und ¢(i)>0
DIVi fiiri=0 c(0):=|c(0)/i 1(c(0)) +1(i)
DIV c(i) firi>0 c(0):=| c(0)/c(i) | 1(c(0)) + (i) +1(c(i))
DIV c(c(i)) firi>0 c(0) :=| c(0)/c(c(i)) | 1(c(0)) +1(D) +1(c(i)) + I (c(c(i)))
und ¢(i)>0

READ c(i) firi>0
READ c(c(i)) furi>0
und c(i)>0

c(i):= Eingabewert
c(c(i)) := Eingabewert

|(Eingabewert) + I (i)
I(Eingabewert) + 1(c(i))

WRITE i
WRITE c(i) fiiri>0
WRITE c(c(i)) fiiri=0

Ausgabe von i
Ausgabe von (i)
Ausgabe von c(c(i))

()
1(i) +1(c(i))
(i) +1(c(i)) + I (c(c(i))

und c(i)>0
JUMP m Befehlszdhler := m 1
JGTZ m Befehlszéhler ;= m, 1(c(0))
falls ¢(0)>0 ist
JZERO m Befehlszéhler ;= m, 1(c(0))
falls ¢(0) =0 ist
HALT Die RAM stoppt 1

Die Zeitkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Eingabewerten unter dem loga-
rithmischen Kostenkriterium ist gleich der Summe der Kosten der abzuarbeitenden Anwei-
sungen. Entsprechend sind die Platzkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Einga-
bewerten unter dem logarithmischen Kostenkriterium gleich dem Produkt der wéhrend der
Rechnung benétigte maximalen Anzahl an Registern und der Lénge der ldngsten wihrend der

Abarbeitung abgespeicherten Zahl.
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Kosten des RAM-Programms zur Berechnung der Funktion

N — N
f 1 fir n=0
1 -
n" fir n>1
uniformes Kostenkriterium logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkomplexitit O(n) O(n* -log(n))
Platzkomplexitit o) O(log(n))

Kosten des RAM-Programm P zur Akzeptanz von
L(P)= {W |we{1,2} und die Anzahl der 1'en ist gleich der Anzahl der 2'en }

uniformes Kostenkriterium logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkomplexitéat O(n) O(n-log(n))
Platzkomplexitit o) O(log(n))

Eine RAM RAM kann eine deterministische Turingmaschine mit k Bandern (k-DTM) TM si-
mulieren. Dazu wird jede Zelle von TM durch ein Register von RAM nachgebildet. Genauer:

der Inhalt der i-ten Zelle des j-ten Bandes von TM kann in Register . gespeichert werden.

ril<+j+
Hierbei wird angenommen, dass die Symbole des Alphabets £ von TM fiir RAM mit den

Zahlen 1, ...,

Z| identifiziert werden, so dass man davon sprechen kann, dass ,,ein Symbol aus
¥ in einem Register oder einer Zelle des Eingabe- oder Ausgabebandes von RAM gespeichert
werden kann“. Der Wert € >k ist eine Konstante, durch die die Register r,, ..., I, als zusdtz-
liche Arbeitsregister fiir RAM reserviert werden. Unter diesen Arbeitsregistern werden k Re-
gister, etwa I, ..., I, dazu verwendet, die jeweilige Kopfposition von TM wihrend der Simu-

lation festzuhalten (r; enthélt die Kopfposition des j-ten Bandes). Um den Inhalt einer Zelle

von TM in der Simulation zu lesen, wird indirekte Adressierung eingesetzt. Beispielsweise
kann der Inhalt der simulierten Zelle, tiber der sich gerade der Schreib/Lesekopf des j-ten
Bandes befindet, in den Akkumulator durch die RAM-Anweisung LOAD c(c(j)) geladen
werden.
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Satz 2.2-1:
Hat die k-DTM TM die Zeitkomplexitdt T,,(n)>n, dann gibt es eine RAM RAM, die

die Eingabe von TM in die Register liest, die das erste Band nachbilden, und anschlie-
Bend die T,(n) Schritte von TM simuliert. Dieser Vorgang verlduft unter uniformem

Kostenkriterium in O(Ty,, (n)) vielen Schritten, unter logarithmischem Kostenkriterium
in O(T;,, (n)-log(Ty, (n))) vielen Schritten.

Umgekehrt gilt:

Es sei L eine Sprache, die von einem RAM-Programm der Zeitkomplexitét T ;,,,(n) un-

ter dem logarithmischen Kostenkriterium akzeptiert wird. Falls das RAM-Programm
keine Multiplikationen oder Divisionen verwendet, dann wird L von einer k-DTM (fiir

ein geeignetes k) mit Zeitkomplexitit O(TRAM 2(n)) akzeptiert.

Falls das RAM-Programm Multiplikationen oder Divisionen einsetzt, werden diese Operatio-
nen jeweils durch Unterprogramme simuliert, in denen als arithmetische Operationen nur Ad-
ditionen und Subtraktionen verwendet werden. Es lésst sich zeigen (vgl. Satz 2.1-3), dass die-
se Unterprogramme so entworfen werden konnen, dass die logarithmischen Kosten zur Aus-
filhrung des jeweiligen Unterprogramms hochstens das Quadrat der logarithmischen Kosten
der Anweisung betragen, die es nachbildet.

Die folgende Ubersicht zeigt (in Ergéinzung mit den Aussagen aus Kapitel 2.1) die Anzahl der
Schritte (Zeitkomplexitit), die Maschinenvariante A bendtigt, um die Ausfiihrung einer Rech-
nung zu simulieren, der auf Maschinenvariante B bei einem akzeptierten Eingabewort w der
Linge n eine Schrittzahl (Anzahl der Uberfiihrungen bis zum Akzeptieren) von T(n) bend-

tigt. Dabei wird fiir das RAM-Modell das logarithmische Kostenkriterium angenommen.

simulierende Maschine A

Simulierte Maschine B 1-DTM k-DTM RAM
1-DTM - O(T(n)) O(T (n)log(T (n)))
k-DTM o(T*(n)) - O(T (n)log(T (n)))
RAM o(T*(n)) o(r*(n) -
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2.3 Programmiersprachen

In den meisten Anwendungen werden Algorithmen mit Hilfe der gdngigen Programmierspra-
chen formuliert (sieche Kapitel 1.3). Es zeigt sich (siehe angegebene Literatur), dass man sehr
einfache Programmiersprachen definieren kann, so dass man mit in diesen Sprachen formu-
lierten Algorithmen Turingmaschinen simulieren kann. Umgekehrt kann man mit Turingma-
schinen das Verhalten dieser Algorithmen nachbilden. Da eine Turingmaschine einen unend-
lich groflen Speicher besitzt, muss man fiir Algorithmen in diesen Programmiersprachen un-
endlich viele Variablen zulassen bzw. voraussetzen, dass die Algorithmen auf Rechnern ab-
laufen, die einen unendlich grofen Speicher besitzen. Dieses Prinzip wurde ja auch im RAM-
Modell verwirklicht.

Eine Programmiersprache, deren Programme die Turingberechenbarkeit nachzubilden in der
Lage sind, benétigt die Definition von:

. abzédhlbar vielen Variablen, die Werte aus N annechmen konnen (negative ganzzahlige
Werte werden in Komplementdarstellung abgelegt; rationale Werte konnen als Paare
ganzzahliger Werte nachgebildet werden; reelle Werte werden durch natiirlichzahlige
Werte approximiert, siche Gleitpunktdarstellung von Zahlen)

o elementaren Anweisungen wie Wertzuweisungen an Variablen, einfachen arithmeti-
schen Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, ganzzahlige Division) zwi-
schen Variablen und Konstanten

o zusammengesetzten Anweisungen (Sequenz anweisung;; anweisungs;), Blockbildung
(BEGIN anweisung; ..., anweisung, END), bedingte Anweisungen (IF bedingung
THEN anweisung; ELSE anweisung,; hierbei ist bedingung ein Boolescher Ausdruck,
der ein logisches Priadikat mit Variablen darstellt), Wiederholungsanweisungen (WHI-
LE bedingung DO anweisung;)

o einfachen Ein/Ausgabeanweisungen (READ (x), WRITE (x)).

Auf eine formale Beschreibung dieses Ansatzes soll hier verzichtet werden.

Auch bei der Formulierung eines Algorithmus mit Hilfe einer Programmiersprache kann man
nach der Zeit- und Raumkomplexitét fragen.

Ein Programm PROG habe die Eingabe x = [Xl, vy Xn], die sich aus n Parametern (Formalpa-

rameter bei der Spezifikation des Programms, Aktualparameter bei Aufruf des Programms)
zusammensetzt. Beispielsweise kann x ein Graph sein, der n Knoten besitzt. PROG berechne
eine Ausgabe y=[y,,...,y, ], die sich aus m Teilen zusammensetzt. Beispielsweise kann y

das Ergebnis der Berechnung einer Funktion f sein, d.h. [yl,..., ym]= f(xl,...,xn). Oder
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PROG soll entscheiden, ob die Eingabe X eine spezifizierte Eigenschaft besitzt; dann ist
ye {TRUE, FALSE } In der Regel wird die Zeit- und Raumkomplexitdt von PROG in Ab-

hiangigkeit von der Eingabe X = [Xl, ves Xn] gemessen.

In Anlehnung an die uniforme Zeitkomplexitdt im Random-Access-Maschinenmodell konnte
man als MaB fiir die Zeitkomplexitdt die Anzahl an Anweisungen festlegen, die PROG bei
Eingabe von x durchliuft, bis das Ergebnis y berechnet ist. Entsprechend konnte man zur Be-
rechnung der Raumkomplexitidt von PROG bei Eingabe von X die Anzahl der benétigten Va-
riablen zdhlen.

Dieser Ansatz bietet sich immer dann an, wenn die so ermittelten Werte der Zeit- und Raum-
komplexitit nur von der Anzahl n der Komponenten der Eingabe X = [X1 yees Xn] abhéngen und

nicht von den Werten X; selbst. Diese Situation liegt beispielsweise vor, wenn PROG die

Aufgabe hat, die Komponenten der Eingabe (nach einem ,,einfachen Kriterium) zu sortieren.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dass der Ansatz nicht immer adéquat ist. Die Pascal-

Prozedur zweier_potenz berechnet bei Eingabe einer Zahl n >0 den Wert Cc = 2% 1.

PROCEDURE zweier_potenz ( n - INTEGER;
VAR c : INTEGER);

VAR i1dx : INTEGER;
p : INTEGER;

BEGIN {zweier-potenz }

idx = n; { Anweisung 1 }
p = 2; { Anweisung 2 }
WHILE idx > O DO { Anweisung 3 }
BEGIN
p 1= p*p; { Anweisung 4 }
idx = i1dx - 1; { Anweisung 5 }
END;
c :=p -1; { Anweisung 6 }

END { zweiler-potenz };

Werden nur die Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen gezihlt, so ergibt sich bei Eingabe der
Zahl n >0 eine Zeitkomplexitit der Ordnung O(n) und eine Raumkomplexitit der Ordnung
O(1). Das Ergebnis ¢=2> —1 belegt jedoch 2" viele bindre Einsen und benétigt zu seiner

Erzeugung mindestens 2" viele (elementare) Schritte. VergroBert man die Eingabe n um eine
Konstante k, d.h. betrachtet man die Eingabe n+k, so bleibt die Laufzeit in der Ordnung

O(n), wihrend das Ergebnis um den Faktor 2 groBer wird.
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Es bietet sich daher eine etwas sorgfiltigere Definition der Zeit- und Raumkomplexitit an.
Diese wird hier aufgezeigt, wenn die Ein- und Ausgabe eines Programms aus numerischen
Daten bzw. aus Daten besteht, die als numerische Daten dargestellt werden konnen (bei-
spielsweise die Datentypen BOOLEAN oder SET OF ... in Pascal).

Wenn die Zeit- und Raumkomplexitét nicht nur von der Anzahl n der Komponenten der Ein-
gabe X =[x, ..., X, | abhingt, sondern wie im Beispiel der Prozedur zweier_potenz von den

Zahlenwerten X,,..., X, selbst, wird folgender Ansatz gewihlt. Der gleiche Ansatz ist ange-

n
bracht, wenn arithmetische Operationen im Spiel sind, deren Anzahl die Zeit- und Raumkom-
plexitdt wesentlich beeinflussen.

Fiir eine ganze Zahl z sei die Grole size(z) = |bin(z)| die Anzahl signifikanter Bits, die beno-

tigt werden, um z im Binérsystem darzustellen. Fiir negative Werte von z wird die Komple-
LlogZQZD +1 flirz=#0

mentdarstellung gewahlt. Dabei sei size(0) =1. Es gilt also size(z) = { ) fi 0
Uurz =

und size(z) e O(log(|z]). Fiir x =[x,, .., x,] sei size(x) = Zn:(size(xi)+1)+1.

i=1

Der Wert size(x) gibt damit die Anzahl der Bits an, um die Zahlenwerte darzustellen, die in X
vorkommen, einschlieflich der die Zahlenfolge X, ..., X, umfassenden eckigen Klammern und
Trennsymbolen zwischen den Werten X, ..., X,. Haufig wird auch als GroB3e der Eingabe der
Wert n- (Size(max{ Xiseer X, })+ 1)+1 verwendet. Dieser Mallstab ist wohl etwas grober als
size(x) . Fiir Analysezwecke eignet er sich jedoch, da in einer Komplexitdtsbetrachtung meist
die Abschitzung size(x) € O(n-size(max{ x,, ..., X, })) verwendet wird. Zudem gibt es Einga-
ben X, deren Zahlen in der Folge X,,..., X, zusammen genau n-size(max{ x,,..., X, }) viele Bits

belegen.

Die (logarithmische) Zeitkomplexitéat eines Programms PROG bei Eingabe von X ist die
Anzahl der Bitoperationen in den durchlaufenen Anweisungen, gemessen in Abhingigkeit
von der so definierten GroBe size(x). Bei der Berechnung der (logarithmischen) Raum-
komplexitat von PROG bei Eingabe von x wird die Anzahl der Bits gezihlt, um alle von
PROG bendétigten Variablen abzuspeichern; dieser Wert wird in Abhédngigkeit von size(X)

genommen.

Die so definierte Zeitkomplexitdt eines Programms entspricht der fiir eine Turingmaschine
definierten Zeitkomplexitdt, wenn bei der Turingmaschine die Eingabe in Form von Binér-
werten auf das Eingabeband gegeben werden und die Anzahl der Arbeitsschritte der Turing-
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maschine in Abhingigkeit von der Lange der Eingabe, d.h. der Anzahl bendtigter Bits, ge-
zahlt wird.

In obiger Pascal-Prozedur zweier_potenz gilt fiir die Eingabe n und k = size(n) die Bezie-
hung k € O(log(n)). Die Anweisungen 1, 2 und 6 werden jeweils einmal durchlaufen. Die
Wertzuweisung in Anweisung 1 ist von der Ordnung O(log(n )), die Wertzuweisung in An-
weisung 2 von der Ordnung O(1) und die arithmetische Operation in Anweisung 6 von der
Ordnung O(log(Zzn )): 0(2”). Die Anweisungen der Schleife werden insgesamt n-mal durch-
laufen (Anweisung 3 sogar (n +1)-mal). Zu Beginn des i-ten Schleifendurchlaufs hat p den

Wert 27 , und idx hat den Wert n—i+1. Die Anzahl der Bitoperationen zur Durchfiihrung
der Anweisung 4 im i-ten Schleifendurchlauf ist daher nach Satz 2.1-3 von der Ordnung

0(22i ), die Anzahl der Bitoperationen fiir Anweisung 5 von der Ordnung O(log(n -1 +l)).
Insgesamt benétigt die Schleife eine Anzahl von Bitoperationen, die sich durch
c,- Y log(h—i+1)+c, > 2% <c,-n-log(n)+c, 4/3-(2> -1)

i=1 i=1

mit geeigneten Konstanten ¢, und c, abschdtzen ldsst. Dieser Wert ist von der Ordnung

0(20(”)). Insgesamt wird eine Anzahl von Bitoperationen durchgefiihrt, die von der Ordnung

0(2 a ) mit k = size(n) ist. Dieser Wert gibt die Realitédt exakt wieder.

Da fiir die Bestimmung der Zeitkomplexitdt die Anzahl der Bitoperationen eine wesentliche
Rolle spielt, werden diese (in Anlehnung an Satz 2.1-3) im folgenden flr die géngigen a-
rithmetischen Operationen zusammengefasst. Dabei erfolgt eine Beschrinkung auf natiirli-
che Zahlen; negative ganze Zahlen werden in Komplementdarstellung behandelt.

Es seien X und y natiirliche Zahlen mit x>y, k =size(x) und | =size(y). Hier geben
size(x) bzw. size(y) die Anzahl an Bits an, um X bzw. y im Bindrsystem darzustellen. Die

Binérdarstellungen seien X = [Xk_lxk_2 XIXO]2 bzw. y = [yl_1 Y, Y, yo]2 .
Addition z:=x+Yy

Fiir | <k wird y durch Voranstellung von k —1 fithrende bindre Nullen auf dieselbe Lange
wie X gebracht, so dass Yy =[y, Vi, - Y1Yo ]2 ist. Das Ergebnis z besitzt eventuell eine Bi-

nérstelle mehr als X: z = [Zkzk_1 . 2,Z, ]2 . Bei der bitweisen stellengerechten Addition wer-
den fiir Stelle i die Bits x; und Yy, und ein eventueller Ubertrag aus der Stelle i —1 addiert.
Wird mit U = [ukuk_l uluo] die Bitfolge der Ubertriige aus der jeweils vorherigen Bitaddi-

tion bezeichnet, so ist
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U, =0,z =u, und z,=x+Y,+U, (mod2) firi=0, .., k- 1.

Die Addition ,,+* ldsst sich mit Hilfe der logischen Operationen A, v und @ (Exklusiv-
Oder-Operation (Addition modulo 2) ausdriicken: Hierzu werden die in Kapitel 1.1 defi-
nierten logischen Operationen A, v, — und @ auf Variablen iibertragen, die Werte aus
Z/2Z annehmen, indem man den Wahrheitswert TRUE (in der Belegung eines Booleschen

Ausdrucks) mit dem numerischen Wert 1 und den Wahrheitswert FALSE mit dem numeri-
schen Wert 0 gleichsetzt und die Tabellen fiir die arithmetischen Operationen entsprechend

anpasst:
Werte von Werte von
X y | kay) | (kvy) | (xey) X —X
0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1
1 1 1 1 0

Wie man leicht nachpriift, ist die Operation @ assoziativ, d.h. es gilt
(X S y)@ =X (y @ Z), so dass man im Ausdruck (X @ y)(—B z die Klammern weglassen

kann.
Es ist dann
2, =%®Yy,®u und u,, =(x Ay,)v(u A(xvy)) firi=0,..,k-1.

Bei der Addition werden also O(k) = O(log(x)) viele Bitoperationen ausgefiihrt.

Multiplikation z:=x-y

Das Ergebnis z besitzt eventuell doppelt so viele Bindrstellen wie X: z = [sz_lzzk_2 2,2, ]2.

Gemal der ,,Schulmethode* wird folgender (Pseudo-) Code ausgefiihrt:

z = 0; { Anweisung 1 }

FOR i := 1-1 DOWNTO O DO { Anweisung 2 }
BEGIN

SHL (z, 1); { Anweisung 3 }

IF y; =1 THEN z := z + x; { Anweisung 4 }
END;
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Der Aufwand fiir Anweisung 1 ist von der Ordnung O(1). Die FOR-Schleife (Anweisungen
2 bis 4) wird |-mal durchlaufen, wobei jeweils ein Aufwand der Ordnung O(size(z)) ent-

steht. Wegen size(z) <2k und | <k werden zur Multiplikation O(k2)= O((log(x)z) viele

Bitoperationen ausgefiihrt.

Ein schnelleres Multiplikationsverfahren beruht auf einer Idee von A. Karatsuba. Zur Ver-

einfachung der Darstellung sei k eine Zweierpotenz, d.h. k =2" mit me N..

“2 4 q mit

. k/2
Es ist x = [Xk—l Xz - X%y ]z = [Xk—lxk—z coe Xy o1 X2 ]2 247 4 [Xk/Z—IXk/z—Z - X Xp ]2 =p-2
den k/2 -stelligen Binérzahlen p = lxk_lxk_2 "'Xk/2+1Xk/2Jz und (= le/Z—IXk/Z—z XIXOJZ' Ent-

sprechend ist
y= [yk—l Y - Yi¥o ]2 = [yk—l Yoz - Yion yk/z]Z 24 [Yk/z—l Yippa Vi YO]Z =r-2”+s mit den
k/2 -stelligen Binérzahlen r = b’k-1 Yiea -+ Yy Vi /2J2 und S = lyk Yo Vi yOL. Es gilt

x-y=(p-r)2*+(p-s+q-r)-2"*+q-s
=(p-r)-2“+(p-r+q-s—(a-p)-(s-r))-2" +q-s .

Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen X und y kann also auf drei Multiplikation von
k/2 -stelligen Zahlen, ndmlich auf die Bildung der drei Produkte p-r, q-s und
(q—p)-(s—r), zuriickgefiihrt werden (die Faktoren (q— p) und (s—r) sind ebenfalls k/2 -
stellig). Die Ergebnisse dieser Multiplikationen miissen dann noch zur Bildung der Summe
p-r+q-s— (q - p)- (S - r) additiv verkniipft werden; die einzelnen Summanden sind dabei
hochstens k-stellig, so dass hierbei ein Aufwand der Ordnung O(k) entsteht. Die Teilergeb-
nisse p-r, p-r+q-s —(q — p)- (S - r) und -S werden dann noch in einen Bindrvektor der
Léange 2k eingefiigt. Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen x und y wird also rekursiv
auf drei Multiplikation von k/2 -stelligen Zahlen (und einigen Additionen und Bitoperatio-
nen) zuriickgefiihrt, wobei fiir kK =1 die Multiplikation direkt erfolgt.

Bezeichnet M (k) die Anzahl erforderlicher Bitoperationen zur Multiplikation zweier k-

stelliger Zahlen, so gilt bei diesem Verfahren
M (k)<3-M(k/2)+c-k mit einer Konstanten ¢ > 0.

Der Summand c-k resultiert aus der Bildung der Summe p-r +q-s—(q - p)-(s— r), die

aus drei Summanden mit maximal k Bits entsteht. AuBerdem ist M (l) =1.Mit k=2" er-
gibt sich damit
M(2")<3-M(2™" )+c-2" fiir m>1 und M(1)=1.

Die allgemeine Form dieser Rekursionsgleichung lautet
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M(2")<3' -M(2m")+c~i3i 2™
i=0
Mit | =m ergibt sich
M(2")<3m 4o 33 am 23m e S (3/2) =37 v 2.0 (3 —2")< d (37 —2")
i=0

i=0
mit einer Konstanten d > 0 . Insgesamt:
M (k) -M (Zm)S d (3m _2m): d- (( m)logz(3) _zm): d .(kl,ssu. _ k), dh M (k) c O(kl,s&.).
Gegeniiber der Schulmethode zur Multiplikation mit der Komplexitit O(kz) stellt diese

Methode also eine Verbesserung dar, die sich besonders bei der Multiplikation von Zahlen
mit sehr vielen Stellen zeigt.

Durch Aufteilung der Zahlen X und y in mehr als zwei kleinere Teile und Anwendung sorg-
faltig entworfener Verfahren zur Multiplikation der entstandenen Teile erhdlt man ein Mul-
tiplikationsverfahren (Toom-Cook-Verfahren), das zur Multiplikation zweier k-stelliger
Zahlen eine Komplexitit der Ordnung O(c(g)- kl”) besitzt; hierbei hingt £ von der Anzahl
Aufteilungen ab, und C(e) ist eine von Kk unabhingige Konstante. Dieses Verfahren ist je-
doch eher von theoretischem als von praktischen Interesse, da es schwierig zu implementie-
ren ist und erst fiir Zahlen mit einer sehr grof8en Stellenzahl iiberhaupt eine signifikante
Verbesserung gegeniiber der Karatsuba-Methode aufweist.

Bemerkung: Der schnellste bekannte Multiplikationsalgorithmus benétigt unter Einsatz ei-
ner Variante der diskreten Fouriertransformation eine Anzahl an Bitmultipli-
kationen der Ordnung O(k -log(k)-log(log(k))).
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Ganzzahlige Division z:=|x/y | fir y #0

Die Berechnung von | x/y | erfolgt durch sukzessive Additionen:

IF y <= X THEN BEGIN

z 1= -1;
w = 0;
WHILE w <= X DO
BEGIN
7 =27+ 1;
W I=w + y;
END
END
ELSE z := O;

Offensichtlich ist z=|x/y|. Die WHILE-Schleife wird O(x/y)-mal durchlaufen, wobei
wegen W< X, y<X und z<X jeweils die Anzahl der Bitoperationen durch eine GrofR3e

der Ordnung O(k) = O(size(x)) begrenzt ist. Insgesamt ist die Anzahl der Bitoperationen
nach diesem Verfahren von der Ordnung O(k : %/), d.h. im ungiinstigsten Fall, ndmlich

fiir kleine Werte von Yy, exponentiell von der Ordnung O(k 2K )

Der folgende Ansatz bringt eine Laufzeitverbesserung:
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IF y <= x THEN BEGIN

vV = X;
z -= 0;
WHILE v >=y DO { Schleife 1 }
BEGIN
w I=y;
u = 0;
WHILE 2*w <= v DO { Schleife 2 }
BEGIN
w = SHL (w, 1); {w:=2*w}
u =u+ 1;
END;
z =z + SHL (1, u);
V IV — Ww;
END;
END
ELSE z = 0O;

Da der Ablauf des Verfahrens nicht ganz offensichtlich ist und um das Verstindnis des
nachfolgenden Korrektheitsbeweises zu fordern, wird er an einem Beispiel er-

ldutert: Bei der Berechnung von |117/5 | nehmen die Variablen nacheinander

folgende Werte an:
X Yy VvV w u y4
117 5 117 5 0
10 1
20 2
40 3
80 4 2*=16
37 5 0
10 1
20 2 16+22=20
17 5 0
10 1 20+2'=22
7 5 0 22+2°=23
2
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Die Korrektheit des Verfahrens sicht man wie folgt:

Schleife 1 werde t-mal durchlaufen. Die Werte der Variablen u am Ende der Schleife 2 seien
I,.... I, . Dann gilt:

2".y<x und 2"y > x,

2.y <x—=2".yund 2*".y>x-2".y,

28 .y <x—2".y—2%.y und 2.y > x-2".y—2" .y,

2hy<x=2t.y—2b.y— 2% .y und 2" .y > x-2".y—2.y— 2%y,

Daraus folgt i, > i, >...i,_, > 1, (2il +2% 42" +...+2i‘)~ y <X und

[x/y]=2"+2% + 2" +.. 4+ 2%,

Esist te O(log(\_x/ yJ)) Der Aufwand an Bitoperationen fiir einen Durchlauf der gesamten
Schleife 2 kann durch einen Wert der GroBenordnung O(i, - (log(x) +log(| x/y )) abge-

schitzt werden. Insgesamt ist damit die Anzahl an Bitoperationen beschrdankt durch einen
Ausdruck der Ordnung

Ot - (log(y) +i, - (log(x) + log(| ¥/ y )+ log( x/y )} + log(x))) < Ol(log( x/y )’ < Of(log(x))’))-

Die Anzahl der erforderlichen Bitoperationen zur Bildung von z =|x/y | ldsst sich jedoch

durch Anwendung ,,subtilerer Verfahren auf die Anzahl der Bitoperationen bei der Multi-
plikation zuriickfithren3, so dass die ganzzahlige Division ebenfalls mit einem Aufwand an

Bitoperationen von der Ordnung O(k2)= O((log(x)z) bzw. sogar von der Ordnung
O(k -log(k)- log(log(k))) durchgefiihrt werden kann.

Modulo-Operation z := X mod y

Wegen Xmody = X—y-I_X/ yJ ist der Aufwand an Bitoperationen bei der Modulo-

Operation von derselben GréBenordnung wie die Multiplikation.

3 Das Verfahren fiihrt die Division auf die Multiplikation mit reziproken Werten zuriick:
X/y=X- (1/ y) und 1/y kann mittels des Newtonverfahrens sehr schnell durch die Folge (an )neN

mit a,,, =4, -(2— y-an) approximiert werden. Siehe Aho, A.V.; Hopcroft, J.E.; Ullman, J.D.:
The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley, 1974.
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Exponentiation z := x’ und modulare Exponentiation z := x modn

Wegen y = [y, Vi - ¥, Yo, ist

1-1

R
)Y = 2T a2y 2y, I I x N2 — I I (XZ' )y'
i=0

i=0
Man konnte zur Berechnung von x” zunéchst | viele Zahlen e, (i=1-1, ..., 1, 0) bestim-

2i

x* firy, =1
1 firy, =0

men, die durch e, = { definiert sind. Diese Zahlen werden dann zusammen-

multipliziert. Die Berechnung einer Zahl e, = x* konnte durch sukzessives Quadrieren er-

folgen:
C :=X;
FOR idx := 1 TO i DO c:=c*cC;
g :=C;
Hierzu sind firi=1-1, ..., 1, 0 jeweils maximal i viele Multiplikationen, also insgesamt

maximal I(I-1)/2 viele Multiplikationen, erforderlich. AnschlieBend miissten die | vielen
Zahlen e, in | — 1 vielen Multiplikationen zusammenmultipliziert werden. Die Anzahl der
Multiplikationen betrigt bei diesem Ansatz maximal 1(I—1)/2+1-1=1(1+1)/2—1, ist also
von der Ordnung O(Iz). Die Berechnung und das Zusammenmultiplizieren aller Werte e,

kann gleichzeitig erfolgen:

C I= X;
FOR i = 1-1 DOWNTO 1 DO
BEGIN
C:=C*C;
IF y,,=1 DO c = c*X;
END;

Der abschlieBende Wert der Variablen c ist x”.

Auch hier soll der Ablauf an einem Beispiel gezeigt werden. Bei der Berechnung von x*'
nehmen die Variablen nacheinander folgende Werte an (y =21, = [10101]2 ):
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i c Vi
X

4 X2 0

3 x* 1
X5

2 x'° 0

1 x?° 1
X21

Offensichtlich kommt man mit 2(1-1), d.h. mit O(l) = O(log(y)) vielen Multiplikationen
aus. Belegt die groBte bei dieser Berechnung auftretende Zahl hochstens h Binérstellen, so

kann x’ mit hochstens O(h2 -log(y)) vielen Bitoperationen berechnet werden.

Das Verfahren kann auf die Modulo-Arithmetik iibertragen werden. Zur Berechnung von
xY modn wird dabei in obigem Verfahren jede Multiplikation C:=C*C; bzw.
C = c*X; durch c:=c-c(modn); bzw. C:=C- x(mod n); ersetzt. Alle bei der Berech-

nung auftretenden Zahlen belegen dann héchstens h =|log,(n +1)| viele Binirstellen. Da-

her werden zur Berechnung von X’ modn hochstens O((log(n))2 -log( y)) viele Bitoperati-

onen bendtigt.

2.4 Universelle Turingmaschinen

Jede Turingmaschine und jeder in einer Programmiersprache formulierte Algorithmus ist zur
Losung eines spezifischen Problems entworfen. Dabei ist natiirlich die Eingabe wechselnder
Werte der Problemparameter moglich. Entsprechend kdnnte man in dieser Situation den Al-
gorithmus hardwaremifig implementieren und hétte dadurch einen ,,Spezialrechner®, der in
der Lage ist, das spezifische Problem, fiir das er entworfen ist, zu 16sen. Ein Computer wird
jedoch iiblicherweise anders eingesetzt: ein Algorithmus wird in Form eines in einer Pro-
grammiersprache formulierten Quelltextes einem Compiler (etwa innerhalb einer Entwick-
lungsumgebung) vorgelegt. Das Programm wird im Computer in Maschinensprache {ibersetzt,
so dass er in der Lage ist, das Programm ,,zu interpretieren. Anschliefend wird es von die-
sem Computer mit entsprechenden eingegebenen Problemparametern ausgefiihrt. Der Com-
puter ist also in der Lage, nicht nur einen speziellen Algorithmus zur Losung eines spezifi-
schen Problems, sondern jede Art von Algorithmen auszufiihren, solange sie syntaktisch kor-
rekt formuliert sind.

Diese Art der Universalitét ist auch im Turingmaschinen-Modell moglich. Im folgenden wird
dazu eine universelle Turingmaschine UTM definiert. Diese erhilt als Eingabe die Be-
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schreibung einer Turingmaschine TM (ein Problemldsungsalgorithmus) und einen Eingabeda-
tensatz U fiir TM. Die universelle Turingmaschine verhilt sich dann genauso, wie sich TM bei
Eingabe von u verhalten wiirde.

Im folgenden wird zunéchst gezeigt, wie man die Beschreibung einer Turingmaschine aus ih-
rer formalen Definition erhalt.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine TM :(Q,Z,I,é',b,qo,qaccept) kann als endli-

ches Wort tiber {0, 1} kodiert werden. Dazu wird angegeben, wie eine mogliche Kodierung
von TM aussehen kann (die hier vorgestellte Kodierung ist natiirlich nur eine von vielen mog-
lichen):

Es sei # ein neues Zeichen, das in Q UZX nicht vorkommt. Das Zeichen # dient als syntakti-

schen Begrenzungssymbol innerhalb der Kodierung.

Die Zustandsmenge von TM sei Q = {qo, s QgL }, ihr Arbeitsalphabet X = {ao, o By } Man
kann annehmen, dass der Startzustand ¢, und der akzeptierende Zustand Qe =0 ist.
Das Blankzeichen b kann mit a, identifiziert werden. Die Anzahl der Zustdnde, die Anzahl

der Elemente in £ und die Anzahl der Binder werden in einem Wort w, € {0,1,#} fest-

gehalten:
w, =#bin(Q|Jbin(| Jbin(k y## .

Hierbei bezeichnet wieder bin(n) die Bindrdarstellung von n.

Die Uberfiihrungsfunktion & habe d viele Zeilen. Die t- te Zeile laute:
500,22, )- e a0} 3, )
Es sind (fir I =1,..,k und m=1,..,k) & €%, a, €X und d, e{L,R,S }. Diese Zeile

wird zunichst als Zeichenkette

W, = (bin(i)#bin(i1 )# ...#bin(ik ))(bin( j)#(bin(j1 )#d1 )# ...#(bin(jk )#dk ))#
kodiert. Diese Zeichenkette ist ein Wort iiber dem Alphabet {O, L,,),#,LR,S } Zu beach-

ten ist, dass w, sich 6ffnende und schlieBende Klammern enthélt; der Ausdruck bin(i) enthélt

keine Klammern, sondern ist eine Zeichenkette iiber {0,1 }.

Die gesamte Turingmaschine TM lésst sich durch Konkatination w;,, der Worter w,, w,, ...,

w, kodieren: Wy, =W,W, ...w, . Es ist Wy, €{0,1,(,),#,L,R,S | . Die 8 Buchstaben dieses

Alphabets werden buchstabenweise gemil der Tabelle
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Zeichen Umsetzung Zeichen Umsetzung
0 000 # 100
1 001 L 101
( 010 R 110
) 011 S 111

umgesetzt. Das Resultat der Umsetzung von Wy, in eine Zeichenkette iiber {0, 1} wird mit

code(TM) bezeichnet.

Beispiel:

Kodierung einer Turingmaschine

Gegeben sei die 1-DTM TM :(Q,Z,I,&b,qo,qaccept) mit Q={q,,9,.9,}, Z={0,1,b},

I ={0,1}, Qaccepr = U, und & gemél der folgenden Tabelle:

Uberfithrungsfunktion
da.a,..-3)
=loy.(a.d.)--fa; .0, )

Zwischenkodierung
w, = (bin(i)#bin(i, }#...#bin(i, ))

(bin( j)# (bin(j ¢ d, J#..#(bin(j, )k

entsprechend dem Wort tiber {0, 1}

5(a.1)=(a,.(0.R))
5(q1 70) = (qu(la R))
5(a,.1)=(9,.(0,R))

5((:11 =b) = (Q1 ,(1, L))

w, =(0#1)(1#(0H#R))#
010000100001011010001100010000100110011011100

W, = (1#0)(O#(LHR))#
010001100000011010000100010001100110011011100

W, = (1#1)(10#(0H#R))#
010001100001011010001000100010000100110011011100
W, = (O#11)(1#(1#L))#
010001100001001011010001100010001100101011011100

Das Wort w, lautet: w, =#11#11#1## . Dieses Wort wird {ibersetzt in eine 0-1-Kodierung und
ergibt 1000010011000010011001100100.

Die Turingmaschine TM ist also kodiert durch code(TM) =
100001001100001001100110010001000010000101101000110001000010011001101110
001000110000001101000010001000110011001101110001000110000101101000100010
0010000100110011011100010001100001001011010001100010001100101011011100.
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Die Turingmaschine TM mit der kiirzesten Kodierung ist die k-DTM

™ o = (Q.2,1,8,0,0), Gaege ) mit k=0, Q={q,}, T={b} und 5§=0. Das dieser Tu-
ringmaschine entsprechende Wort w, lautet: w, =#1#1#0##, libersetzt in eine 0-1-Kodierung
100001100001100000100100. Da 6 = ist, stimmt Code(TM min) mit dieser 0-1-Folge be-

reits uberein.

Zu jeder Turingmaschine TM gibt es also ein Wort we {0,1 }*, w =code(TM), das TM ko-

diert. Offensichtlich ist { code(TM )| TM ist eine Turingmaschine }g { 0,1 }* . Die Ubersetzung
der Angabe einer Turingmaschine TM in ihre Kodierung code(TM) geméil der angegebenen

Regeln kann mit Hilfe eines algorithmischen Verfahrens erfolgen.

Fiir unterschiedliche Turingmaschinen TM, und TM, gilt dabei code(TM,) # code(TM,),
d.h. die so definierte Abbildung code ist injektiv.

Andererseits kann man einem Wort we{0,1} ,ansehen“, ob es eine Turingmaschine ko-
diert. Nicht jedes Wort we{0,1} kodiert eine Turingmaschine, und natiirlich kann es vor-
kommen, dass die durch ein Wort we {0,1} kodierte Turingmaschine wenig Sinnvolles leis-

tet. Weiterhin ist es moglich, dass verschiedene Worte w, € {0,1} und w, €{0,1} unter-

schiedliche Turingmaschinen kodieren, die dieselbe Sprache akzeptieren. Die oben informell
beschriebenen Regeln der Kodierung einer Turingmaschine TM durch ein Wort code(TM)

erlauben ein algorithmisches Verfahren der syntaktischen Analyse, das feststellt, ob ein Wort
we{0,1} die Kodierung einer Turingmaschine darstellt. Beispielsweise muss dabei unter-

sucht werden, ob w

o eine durch drei teilbare Lange besitzt
J mit einem Teilwort der Form 100v,100v,100v;100100 beginnt, wobei sich v,, v, und

v, ausschlieBlich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammenset-

zen (nimmt man von V, jedes dritte Zeichen, so erhdlt man eine Binérzahl, die die An-
zahl der Zustinde der durch w kodierten Turingmaschine angibt; der Zustand mit der
hochsten Nummer ist der akzeptierende Zustand, der Zustand mit der Nummer O der

Anfangszustand; entsprechend erhélt man aus v, die Anzahl der Zeichen des Arbeitsal-
phabets und damit implizit das Arbeitsalphabet ¥ und aus v, die Anzahl k der Bénder)

o in seinem restlichen Teilwort syntaktisch korrekt eine Uberfiihrungsfunktion kodiert
(dazu ist eine Reihe von Bedingungen zu priifen, etwa die der Klammersetzung entspre-
chende Kodierung, die korrekte Angabe der Stellenzahl der Uberfiihrungsfunktion, die
korrekte Verwendung von Zustandsnummern und Buchstabennummern des Arbeitsal-
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phabets in der Uberfiihrungsfunktion, die Tatsache, dass die Uberfiihrungsfunktion fiir
den akzeptierenden Zustand nicht definiert ist usw.).

Dieses Verfahren, auf dessen detaillierte Darstellung hier verzichtet werden soll, werde mit
VERIFIZIERE_TM bezeichnet.

Fiir ein Wort we{0,1} ist

TRUE  falls wdie Kodierung einer Turingmaschine darstellt
VERIFIZIERE TM(w) = ' ' ' ' ' '
FALSE falls w nicht die Kodierung einer Turingmaschine darstellt

Falls ein Wort We{O,l }* eine Turingmaschine TM kodiert, d.h. w=code(TM), dann be-

-1
zeichnet man mit TM = code(w) die durch w kodierte Turingmaschine (diese Notation ist

zuldssig, da code injektiv ist). Wir schreiben dafiir kiirzer

™ =K

w*

Mit Hilfe der Kodierungen von Turingmaschinen kann man eine lineare Ordnung auf der
Menge der Turingmaschinen definieren. Es sei we {0,1} . Fiir i e N_, heiBt w Kodierung
der i-ten Turingmaschine, falls gilt:

()  VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE

(i)  die Menge {X

X € { 0,1 }* und X liegt in der lexikographischen Ordnung vor w ent-
und VERIFIZIERE TM (x) =TRUE

hélt genau i —1 viele Elemente.
Falls w=code(TM) die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist, dann heiit TM =K, die i-
te Turingmaschine.
Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe einer Zahl i € N_, die Kodierung der i-ten

Turingmaschine.

Eingabe: Eine natiirliche Zahl ie N,
Verfahren:  Aufruf der Funktion Generiere_TM (i)

Ausgabe: we{0,1},wist die Kodierung der i-ten Turingmaschine.
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Die Funktion Generiere_TM wird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTION Generiere_TM (i : INTEGER) : STRING;

VAR X : STRING;
y - STRING;
k - INTEGER;

BEGIN { Generiere_TM }
x = “0°; { Xe{O,l}*}
k = 0;

WHILE k < 1 DO

BEGIN
IF VERIFIZIERE_TM(x)
THEN BEGIN
k :=k + 1;
y I= X;
END;
x 1= Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von {0,1 }* ;
END;
Generiere_TM := y;

END  { Generiere_TM }

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe von w e { 0,1 }* die Nummer i in der oben de-

finierten Ordnung auf der Menge der Turingmaschinen, falls w {iberhaupt eine Turingmaschi-
ne kodiert; ansonsten gibt er den Wert 0 aus.

Eingabe: We { 0, 1}*
Verfahren:  Aufruf der Funktion Ordnung_TM (W)

Ausgabe: I >0, falls w die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist,
i =0, sonst.

Die Funktion Ordnung_TM in Pseudocode lautet:
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FUNCTION Ordnung_TM (w : STRING) : INTEGER;

VAR X : STRING;
k - INTEGER;

BEGIN { Ordnung_TM }
IF NOT VERIFIZIERE_TM(w)
THEN BEGIN
Ordnung_TM := 0;
Exit;
END;

x = “0°; { Xe{O,l}*}
k == 1;

WHILE NOT (x = w) DO
BEGIN

IF VERIFIZIERE_TM(x)
THEN k == k + 1;
x = Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von {0,1 } ;
END;
Ordnung_TM := k;
END  { Ordnung_TM };

Ein Wort we{0,1} kann damit sowohl als die Kodierung der i-ten Turingmaschine als auch
als ein Eingabewort fiir eine gegebene Turingmaschine oder auch als Binédrzahl interpretiert
werden. Die Nummer i kann aus w algorithmisch deterministisch ermittelt werden (falls w {i-
berhaupt eine Turingmaschine kodiert); ebenso kann die Kodierung der i-ten Turingmaschine
erzeugt werden.

Satz 2.4-1:
Es gibt eine universelle Turingmaschine UTM mit Eingaben ze{0,1,#}, so dass
zeL(UTM) genau dann gilt, wenn z die Form z=u#W mit Ue€ {0,1 } und
we{0,1 }* besitzt, VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE ist (d.h. w=code(TM) fiir eine Tu-
ringmaschine TM, TM =K, )und u e L(KW) gilt.

Falls z die Form z=u#w mit U e {0,1 }* und We { 0,1 }* besitzt und
VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE ist, simuliert die universelle Turingmaschine UTM das

Verhalten von K, auf u.
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Beweis:

Die Turingmaschine UTM wird informell durch ihre Arbeitsweise beschrieben:

Zunidchst priift UTM, ob die Eingabe z e {0, 1, # }* genau ein Zeichen # enthilt. Ist dieses
nicht der Fall, so wird z nicht akzeptiert. Hat z die Form z=u#w mit ue{0,1} und

we { 0,1 }* , so Uberpriift UTM, ob w eine Turingmaschine kodiert (siche Funktion

VERIFIZIERE_TM(w)). Falls dieses nicht zutrifft, wird z nicht akzeptiert. UTM kann so kon-
struiert werden, dass UTM in diesen beiden nichtakzeptierenden Fillen nicht stoppt®.

Andernfalls hat w die Form w=100v,100v,100v,100100v, wobei sich v,, v, und v; aus-
schlieBlich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammensetzen und
Ve {0,1 } ist. Aus v, ldsst sich die Anzahl der Zustdnde, aus v, die Anzahl der Zeichen des
Arbeitsalphabets und damit implizit das Arbeitsalphabet ¥ und aus v, die Anzahl k der Bén-
der von K, ermitteln (siche Beschreibung von VERIFIZIERE-TM). Der Zustand mit der

hochsten Nummer ist der akzeptierende Zustand, der Zustand mit der Nummer 0 der An-
fangszustand.

UTM erzeugt jetzt auf einem weiteren Band, das als Konfigurations-Simulationsband be-
zeichnet werden soll, die Kodierung der Anfangskonfiguration von K, mit Eingabewort u,

d.h. die Kodierung von K, =[qo,(u,l),(g,l),...,(5,1)}. Hierbei kann ein dhnlicher Umset-

k
zungsmechanismus wie zur Erzeugung der Kodierung einer Turingmaschine verwendet wer-
den. Eine Konfiguration von K, der Form K =(q,,(e,,i, ),..., (&.i, ), wobei g, der t-te Zu-
stand von K, und «; € I ;21 furj =1, .., kist, wird zunéchst (gedanklich) umgesetzt in
(bin(t)# (g, #bin(i, )} ... #(, #bin(i, ). Hierbei erhilt man B, aus «; (firj=1, ..., k), indem
man jeden Buchstaben durch den Bindrwert seiner Nummer in X, gefolgt vom Zeichen # er-
setzt. Ist beispielsweise a; =aacca und sind a bzw. ¢ die Zeichen in £ mit den Nummern 1

bzw. 3, so ist f; = W#1#11#11#1#. Die Zeichenfolge (bin(t)# (B, #bin(i,)}...#(B, #bin(i, )))

wird mittels anfangs angegebener Tabelle in eine Folge tiber { 0,1 } umgesetzt.

4 Ist UTM eine k-DTM mit der Uberfiihrungsfunktion d;;, und dem Arbeitsalphabet X, und be-
findet sich UTM nach erfolgloser Korrektheitspriifung von z im Zustand g, so enthlt &, die Zeile

Sym(0,a,,...8,)=(q,(,,S)....(a,,S)) fiir &, €Zypy».r & €Zypy -
Dadurch stoppt UTM nicht, wobei die Bandinhalte nicht mehr verdndert werden.
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Ist K, etwa eine 3-DTM mit X = {b, 0,1,a }, wobei b das Blankzeichen (mit Nummer 0) be-

zeichnet und die Zeichen 0, 1 und a die Nummern 1 bis 3 tragen, so lautet die Anfangskonfi-
guration K; von K, mit dem Eingabewort u=11001:

Ko = (0o, (11001, 1),(&,1), (&, 1), (&,1)) bzw.
(0#(10#10#1#1#1 0##1 ) (0##1 }# (0##1)) und in eine 0-1-Folge kodiert:

010000100010001000100001000100001100001100001000100100001011100010000100100
001011100010000100100001011011.

Im Endstiick v des Wortes w =100v,100v,100v,100100v ist die Uberfiihrungsfunktion von
K, kodiert. UTM kann mit Hilfe der dort enthaltenen Informationen das Verhalten von K,

simulieren, indem UTM die Eintrdge auf dem Konfigurations-Simulationsband entsprechend
der aus v gelesenen Uberfiihrungsfunktion schrittweise dndert. Auf dem Anfangsstiick
010m100 des Konfigurations-Simulationsbands (hierbei besteht m ausschlieBlich aus Teilzei-
chenketten der Form 000 und 001) steht dabei jeweils die Kodierung des aktuellen Zustands
von K, . Endet die Simulation mit einem Wert m, der dem akzeptierenden Zustand von K,

entspricht, akzeptiert UTM die Eingabe z.
/1

Die universelle Turingmaschine UTM kann so konstruiert werden, dass sie mit einem Band
auskommt, da sich jede Turingmaschinen mit mehreren Béndern durch eine einbéndige Tu-
ringmaschine simulieren l4sst.

Das Konzept einer universellen Turingmaschine wird u.a. dazu verwendet, die Grenzen der
Berechenbarkeit aufzuzeigen (Kapitel 3.2).

2.5 Nichtdeterminismus

Der Begriff ,,deterministisch® in der Definition einer K-DTM driickt aus, dass die Nachfolge-
konfiguration einer Konfiguration K in einer Berechnung der k-DTM eindeutig durch den in
K vorkommenden Zustand g, die von den Schreib/Lesekdpfen gerade gelesenen Zeichen a;,
..., 8, durch den eindeutigen Wert o (q, a, ... ak) der Uberfiihrungsfunktion und beziiglich
der Positionierung der Schreib/Lesekopfe durch deren gegenwirtige Positionen bestimmt ist.

In diesem Kapitel wird das Modell des Nichtdeterminismus in Form einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine und eines nichtdeterministischen Algorithmus eingefiihrt.
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Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
TM = (sza I vé‘vbvqovqaccept)

mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. X ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet

3. | < ¥ ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
4.  beX \listdas Leerzeichen

5. g, €Q istder Anfangszustand (oder Startzustand)

6. U €Q ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

7. 0 : (Q\ {Qaccept}) xTk P(Q X (Z X {L, R,S})k) ist eine partielle Funktion, die Uberfih-
rungsfunktion; insbesondere ist 5(q,a,,...,a, ) fir q= Uaccepe iCht definiert; zu beach-

ten ist, dass o fiir einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine unterscheidet sich von einer deterministischen
Turingmaschine in der Definition der Uberfiihrungsfunktion & . Die Uberfiihrungsfunktion
ordnet nun jedem Argument (g,a,,..,a,) nicht einen einzigen (eindeutigen) Wert

(q.(b,,d,),..,(b.,d,)), sondern eine endliche Menge von Werten der Form
{(a,,(b,,,d;, )y es (B Ay s ons (@, (b, ) ooy (B Dy ) } 0, von denen in einer Berechnung

ein Wert genommen werden kann (natiirlich kann diese endliche Menge auch aus einem ein-
zigen Element bestehen).

Damit muss auch die Form einer Berechnung einer nichtdeterministischen Turingmaschine
TM neu definiert. Auch hierbei wird wieder der Begriff der Konfiguration verwendet, um
den gegenwirtigen Gesamtzustand von TM zu beschreiben, d.h. den gegenwirtigen Zustand
zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der Schreib/Lesekopfe:

K =(q,(al,i1),...,(ak,ik)) mit €Q, a; ex’, 21 furj=1,..,k

TM startet wie im deterministischen Fall im Anfangszustand mit einer Anfangskonfiguration
K, =(a,,(W,1).(¢.1), .., (¢,1)). Ist TM in eine Konfiguration K =(q,(a,.i,),.... (e,.i, )) gekom-

men und ist &(q,a,,...,a, ) definiert, dann besteht 5(q,a,,...,a, ) aus einer endlichen Menge
von Werten der Form (q',(b,,d, ..., (b, ,d, )), d.h.

S(0,ay, 53 ) = { (0 by, 0y s (s ) o (G (B Uiy ) oy (B4, 0y )) -

Als Folgekonfiguration von K wird eine der t moglichen Konfigurationen

Ky = (@ (Bl oo (Bis)) s s Ky = (0 (Bl ) ooss (Bt )

genommen. K; fiiri =1, ..., t entsteht aus K dadurch, dass man wie im deterministischen Fall

q durch ¢ und a,, .., &, durch by, .., b, ersetzt und die Kdpfe so bewegt, wie es
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(9,,(b,.d;),.... (b,.d, ) in 5(q,a,,...,a, ) angibt. Welche der t moglichen Folgekonfiguratio-

nen auf die Konfiguration K folgt, wird nicht gesagt (wird nichtdeterministisch festgelegt); es
wird ,,eine geeignete Folgekonfiguration® genommen. Man schreibt dann
K=K,.

Wie im deterministischen Fall heifit eine Konfiguration K die den akzeptierenden Zu-

accept °

stand Q,,, enthilt, d.h. eine Konfiguration der Form

Kaocept = (qaccept ,(0(1 ’ i1 )’ i (ak > ik ))’
akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Wie im deterministischen Fall schreibt man K =™ K’ mit me N, wenn K’ aus K durch m
Konfigurationsdanderungen hervorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen K, ..., K

gibt mit
K=K =..=2K, =K".

Fir m=0 ist dabei K =K".

Die von einer k-NDTM TM akzeptierte Sprache ist dic Menge
L(TM) = {w|we " und w wird von TM akzeptiert

= {W| we l und (qo,(W,l),(g,l), ey (g,l)) =" (qaccept,(ozl,il ), ey (ak,ik)) }

Wie im deterministischen Fall kann man die Uberfiihrungsfunktion & modifizieren, indem

man die Zustandsmenge Q um einen neuen Zustand 0, erweitert und 6 um entsprechende
Zeilen ergénzt (siche Kapitel 2.1), so dass alle Berechnungen, die in einem Zustand ¢ # 0,y

enden, fiir die 5( g, ..., ak) mit (al, - ) e 3% bisher nicht definiert ist, um eine Uberfiih-

rung in den Zustand 0, fortgesetzt werden kdnnen. Fiir g, ist o nicht definiert.

Im deterministischen Fall kann man sich den Ablauf einer Berechnung als eine Folge
Ki=.=K=K'=..

vorstellen, wobei jeder Schritt K = K’ eindeutig durch die Uberfiihrungsfunktion & fest-
steht. Im nichtdeterministischen Fall hat man in einem Schritt K = K’ eventuell mehrere Al-
ternativen, so dass sich eine Berechnung hier als ein Pfad durch einen Berechnungsbaum
darstellt. Jeder Knoten dieses Berechnungsbaums ist mit einer Konfiguration markiert. Die

Wurzel ist mit einer Anfangskonfiguration K, =(q,,(w.,1).(¢.1)....,(¢,])) mit einem Wort
we |” markiert. Ist die Konfiguration K =(q,(e,i, ),..., (&.i, ) die Markierung eines Kno-
tens und kann hier der Eintrag & (q,al, ,ak) der Uberfiihrungsfunktion angewendet werden,

etwa
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s(a.a,,....a,)=1{(q,,(b,,,d,, ). .... (0,.,d; ) -orr (0 (B, Ayy s ooos (0D ) |, dann enthiilt dieser
Knoten des Berechnungsbaums t direkte Nachfolger, die mit den sich ergebenden Nachfolge-
konfigurationen K, = (qlﬂ(ﬁllﬂil,l)’“"(ﬂlk’il'k ))’ s K =(qt’(ﬂtl’it’1 )""’(ﬂtk’it’k )) markiert

sind. Fiihrt einer der Pfade von einer Anfangskonfiguration K, zu einer Endkonfiguration

K so wird das in der Anfangskonfiguration stehende Wort w akzeptiert.

accept °

}/V(’ﬁh - | K1,;,é
cee Ko

. K131t

Das Partitionenproblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: I:{al,. a}

e Ap

| ist eine Menge von N natiirlichen Zahlen.

Losung: Entscheidung ,ja“, falls es eine Teilmenge J < {1, ves n} mit Zai = Zai gibt (d.h.
ied igd
wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen lésst, deren jeweilige Summen
gleich groB sind).
Entscheidung ,,nein‘ sonst.

n
Offensichtlich lautet bei einer Instanz | ={a,,...,a, } mit ungeradem S = Zai die Entschei-
i=1

dung ,,nein®. Daher kann S als gerade vorausgesetzt werden.
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Zunichst wird eine 3-NDTM TM angegeben, die dieses Problem 16st, wenn die Eingaben in
,undrer” Kodierung eingegeben werden: Eine Eingabeinstanz | = {al, a,, ..., an} wird dabei

als Wort w=10%10% ...10* kodiert.

Die 3-NDTM T™ =({q,,....q; »{0,1,b,$ },{0,1},8,b,q,,q;) arbeitet folgendermaBen:

1. Das Eingabewort wird von links nach rechts gelesen. Jedesmal, wenn eine Folge 10% er-
reicht wird, wird die Folge der Nullen entweder auf das 2. oder das 3. Band kopiert

2. Wenn das Ende des Eingabeworts erreicht ist, wird gepriift, ob auf dem 2. und 3. Band die
gleiche Anzahl von Nullen steht; dieses geschieht durch simultanes Vorriicken der Kop-
fe nach links.

Die Uberfiihrungsfunktion & wird durch folgende Tabelle gegeben.

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- neues Symbol,

Zustand Schreib/Lesekopf auf stand Kopftbewegung auf
Band 1 | Band 2 | Band 3 Band 1 | Band 2 | Band 3

do 1 b b q, 1,S $,R $,R

q, 1 b b d, I,R b, S b, S

ds I,R b, S b, S

a, 0 b b d, 0,R 0,R b, S

1 b b q, 1,S b, S b, S

b b b d, b, S b, L b, L

as 0 b b ds 0,R b, S 0,R

1 b b a, 1,S b, S b, S

b b B d, b, S b, L b, L

d, b 0 0 d, b, S 0,L 0,L

b $ $ 0 b, S $,S $,S

Nichtdeterministische Strategien konnen den Ablauf von Berechnungen vereinfachen. Als
Beispiel werde die Sprache

L={X#y|XE{0,1}*,ye{o,l}*,X¢é‘,X¢ y}

betrachtet. Es sei we {O,l,# }*. Eine deterministische Turingmaschine wiirde bei Eingabe
von W zundchst an der Position des Zeichens # feststellen, wo y beginnt, und dann X und y
buchstabenweise auf einen Unterschied hin vergleichen (falls w kein oder mehr als ein Zei-
chen # enthélt, wiirde w nicht akzeptiert werden). Eine nichtdeterministische Turingmaschine

NTM wiirde ebenfalls (deterministisch) zunéchst priifen, ob W genau ein Zeichen # enthélt. Ist
dieses nicht der Fall, wird w nicht akzeptiert. Ist W = x# Yy und besteht X aus n Buchstaben und
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y aus m Buchstaben, etwa X=X, ...X, und y=Y, ...y, , so Uberpriift NTM (deterministisch),
ob n=m gilt (in diesem Fall wird w akzeptiert). Bei n=m erzeugt NTM auf einem seiner
Arbeitsbiander nichtdeterministisch eine Zeichenkette z e {0,1 }* der Form z=0“10% mit
k, +k, +1=n=m: Ist dieses Arbeitsband etwa das Band mit der héchsten Nummer und wur-
de es bisher in der Berechnung noch nicht verwendet (der Schreiblesekopf steht dort immer
noch iiber der ersten Zelle), so enthélt die Uberfiihrungsfunktion zur nichtdeterministischen
Erzeugung von z den Wert

(a.(a,S).... (8, 5). (0, R))
5(a.a,,....a, ,,b)=<(q,(a,,S),...(a,,,S),(1,R)),; mita, €%, .., a,_ Z.

(a'.(a.8)..... (@1, S). (b, S))
Hierbei sei X das Arbeitsalphabet von NTM, g derjenige Zustand, den NTM unmittelbar vor
Erreichen des Erzeugungsvorgangs von z erreicht hatte, und q' ein Zustand, der den Erzeu-
gungsvorgang von Z beeendet.
Das Zeichen 1 in z gibt die Position an, an der sich x und y unterscheiden. Diese Position
i =k, +1wird von NTM ,nichtdeterministisch geraten*. AnschlieBend iiberpriift NTM die

Buchstaben X; und y;. Das Wort w wird genau dann akzeptiert, wenn X; # Y, ist. NTM rét al-

so nichtdeterministisch die Position, an der sich X und Yy unterscheiden und verifiziert an-
schlieBend die Richtigkeit des Ratevorgangs. Die nichtdeterministisch erzeugte Zeichenkette z
kann auch als Beweis (Zertifikat) dafiir angesehen werden, dass X # y bzw. we L gilt.

Die Arbeitsweise der Turingmaschine in diesem Beispiel ist typisch fiir nichtdeterministisches
Verhalten. Im allgemeinen enthilt die Uberfiihrungsfunktion einer nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine TM deterministische und nichtdeterministische Teile, d.h. Eintrige der Form

S(02, .3 )= { (0, (0061, o (Bt ) (A (0 ) (B0 ) }

mit t =1 (deterministisch) und Teile mit t >1 (nichtdeterministisch). Soll in einer Konfigura-
tion der Eintrag & (q, Ayenes ak) angewendet werden und ist t =1, so ist die Nachfolgekonfigu-
ration wie bei einer deterministischen Turingmaschine eindeutig bestimmt. Ist t > 1, so wird
einer der Eintrage (q,(b,,d, ), ..., (b,.d, )) mit 1<i<t ausgewshlt, um die Nachfolgekonfi-
guration zu bilden. Dabei wird in dieser Situation ein ,richtiger Eintrag
(g;,(b,.d,, ..., (b, ,d, )) ausgewihlt, nimlich ein Eintrag, der die Berechnung schlieBlich in
eine akzeptierende Endkonfiguration fiihrt, falls das Eingabewort aus L(TM ) ist. Ist das Ein-
gabewort nicht aus L(TM ), so wird auch ein Eintrag (q;,(b,,d, ..., (b,,d, )) ausgewihlt, es

ist jedoch gleichgiiltig, welche Alternative gewahlt wird: in keinem Fall wird die Berechnung
in einer akzeptierenden Endkonfiguration enden.

Es kann hilfreich sein, sich diese nichtdeterministische Auswahl auch folgendermallen vorzu-
stellen: bei der Auswahl einer der Alternativen (q;,(b,,d; )...., (b, ,d; )) mit 1 <i<t bemiiht
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man eine ,,externe Instanz“, die eine Zusatzinformation liefert, aus der man schlieBen kann
welche Alternative zu wéhlen ist (die Befragung die externen Instanz und die Auswertung der
Antwort ist nicht Teil der Berechnung)’. Die externe Instanz liefert diese Zusatzinformation
in jedem Fall, ob das Eingabewort nun aus L(TM) ist oder nicht. Ist das Eingabewort aus
L(TM ), so wird hier eine Zusatzinformation geliefert, die in diesem Schritt zu einer Folge-
konfiguration fiihrt, die sich zu einer akzeptierenden Berechnung fortsetzen lédsst. Die externe
Instanz ist also ,,verladsslich“. Ist das Eingabewort nicht aus L(TM ), so wiirde auch eine ande-

re Antwort der externen Instanz in dieser Situation nicht zu einer Folgekonfiguration fiihren,
die sich zu einer akzeptierenden Berechnung fortsetzen lie3e. In jedem Fall muss die Berech-
nung fortgesetzt werden, d.h. die Zusatzinformationen miissen verifiziert werden.

Die Zeitkomplexitdt und die Platzkomplexitét (im schlechtesten Fall, worst case) einer nicht-
deterministischen Turingmaschine wird dhnlich wie im deterministischen Fall definiert:

Fiir eine K-NDTM TM = (Q,Z, I ,5,b,q0,qaccem) und eine Eingabe we L(TM) gelte

(s (WL (21) e (1)) =" K ey

mit einer Endkonfiguration K Hierbei sei m der kleinste Wert, so dass eine Endkonfigu-

accept *
ration erreicht wird. Dann wird durch t;,, (W) =m eine partielle Funktion t;, : =" — N defi-
niert, die angibt, wie viele Uberfiihrungen TM in der kiirzesten Berechnung macht, um w zu
akzeptieren (eventuell ist t;,, (W) nicht definiert, nimlich dann, wenn die Eingabe von W nicht

auf eine Endkonfiguration fiihrt).

Die Zeitkomplexitat von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion T;, :N — N mit

To (M) = max{t;,, (W) [we X" und|w|<n |.

Die Turingmaschine TM heif3t f(n)-zeitbeschrankt mit einer Funktion f :N — N, wenn fiir
ihre Zeitkomplexitit T;,, die Abschitzung T, (n) € O(f (n)) gilt.

Entsprechend kann man die Platzkomplexitéat von TM (im schlechtesten Fall, worst case)

S;u(n) als den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts W e L(TM ) mit |W| <n mindestens erreicht.

3 Diese ,,externe Instanz” wird hier nicht als Orakel bezeichnet, um keine Verwechslung mit Orakel-
Turingmaschinen bervorzurufen.
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Beispielsweise ist die oben angegebene Turingmaschine zur Losung des Partitionenproblems
(2n + 2)-zeitbeschrankt und (n + 1)-raumbeschrankt.

Eine Funktion T :N — N heilit zeitkonstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bei
Eingabe eines Wortes W der Lange n auf dem k-ten Band (Ausgabeband) die Zeichenkette
0"™ generiert und im akzeptierenden Zustand stoppt und dabei eine Anzahl Schritte hochs-

tens der Ordnung O(T (n)) benotigt.

Der Funktionswert einer zeitkonstruierbaren Funktion kann also deterministisch berechnet
werden, wobei die Anzahl der ausgefiihrten Schritte in derselben Grofenordnung wie der
Funktionswert liegt. Die meisten gewohnlichen monotonen Funktionen mit T(n)>n sind

zeitkonstruierbar.

Der folgende Satz zeigt, dass sich nichtdeterministisches Verhalten deterministisch simulieren
lasst:

Satz 2.5-1:
Falls L von einer k-NDTM TM akzeptiert wird, d.h. L = L(TM ), dann gibt es eine k'-

DTM TM' mit L(TM ') =L.Man kann TM' so konstruieren, dass gilt:
Falls TM T(n) -zeitbeschrankt mit einer zeitkonstruierbaren Funktion T(n)>n ist,

dann ist TM' O(T(n) drm™ )—zeitbeschréinkt mit einer Konstanten d > 2.

Beweis:

Der Beweis wird zunéchst flir den Fall skizziert, dass TM T (n) -zeitbeschriankt mit einer zeit-

konstruierbaren Funktion T(n)>n ist.

Es sei TM eine kK-NDTM, die T(n)-zeitbeschriankt mit einer zeitkonstruierbaren Funktion
T(n)=n ist. Fiir jedes Wort we L(TM) mit |W| =n gibt es also eine Folge von Konfigurati-
onen, die von einer Anfangskonfiguration K, mit W zu einer akzeptierenden Konfiguration
K

Jede Zeile der Tabelle, mit der die Uberfiihrungsfunktion & von TM gegeben wird (Uberfiih-
rungstabelle), hat die Form

8(a.ay, - .a )= { (0 (011,81 e By i) s (0 (01 0 ) o (B0 )

(hier stehen t ,,Teilzeilen®). Wenn in einer Konfigurationenfolge &(q,a,,...,a, ) angewendet

fiihrt und deren Lange <T(n) ist.

accept

wird, gibt es t mdgliche Folgekonfigurationen. Der maximale Wert t an Teilzeilen in einer
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Zeile der Uberfiihrungstabelle sei d >2 . In einer Berechnung von TM gibt es fiir eine Konfi-
guration maximal d mogliche Folgekonfigurationen. Es sei D = {1, . d } . Dann kann man
eine von TM ausgefiihrte Berechnung bzw. die dabei durchlaufene Konfigurationsfolge der
Linge | durch ein Wort x =d, ...d, iiber D beschreiben: d, gibt an, dass in der i-ten Uberfiih-
rung die d.-te Alternative in der entsprechenden Zeile der Uberfiihrungstabelle verwendet

wird. Eventuell beschreibt nicht jedes Wort {iber D giiltige Konfigurationenfolgen von TM.

Eine Simulation des Verhaltens von TM durch eine deterministische Turingmaschine TM'
kann folgendermaBen durchgefiihrt werden. Eine Eingabe we | wird auf einem Band von
TM’ zwischengespeichert (es wird eine Kopie angelegt). TM' erzeugt ein Wort X € D* mit
|X| =1<T(n), x=d, ...d,, falls es noch ein nicht bereits erzeugtes Wort dieser Art gibt. Ins-
gesamt konnen die Worter in lexikographischer Reihenfolge erzeugt werden. Hierzu muss
einmal der Wert T (n) berechnet werden. Aufgrund der Voraussetzung der Zeitkonstruierbar-
keit von T(n) kann dieses determininistisch in einer Anzahl von Schritten der Ordnung
O(T(n)) erfolgen. Dann kopiert TM' das Eingabewort w aus dem Zwischenspeicher auf das
Eingabeband von TM und simuliert auf deterministische Weise das Verhalten von TM fiir |
Schritte, wobei in der i-ten Uberfiihrung die d. -te Alternative in der entsprechenden Zeile der
Uberfiihrungstabelle verwendet wird. Falls die Simulation auf den akzeptierenden Zustand

fithrt, wird das Wort w akzeptiert, ansonsten wird das nichste Wort x € D" erzeugt und die
Simulation erneut ausgefiihrt.

Erzeugung aller Worter X € D’
mit [x| =1 < T ()
(in lexikographischer Reihenfolge)

— | Sind bereits alle derartigen Worter
erzeugt worden?

. nein
Falls ja >
Falls nein: néchstes Wort : : x¢ L(TM)
D’ Simulation
Xe D erzeugen des  Verhal-
tens von TM | ja Ja
P . .

. bei Eingabe X e L('I’I\/I )

wel von W mit den

2 I S . i
Alternativen nein

aus X




96 2 Modelle der Berechenbarkeit und Komplexitéit von Berechnungen

Um ein Wort xe D" mit |X| =1<T(Nn)zu erzeugen, benodtigt man O(l) viele Schritte (ent-

sprechend der Addition einer 1 auf eine Zahl mit | Stellen). AnschlieBend wird w in O(n) vie-
len Schritten aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM kopiert. Das Verhalten
von TM wird dann fiir | viele Schritte simuliert. Es gibt d' viele Moglichkeiten fiir x e D"

mit |X| =1 . Insgesamt ergibt sich ein zeitlicher Aufwand der Grof3e

T
T'(n)=¢,-T(n)+ > (c,-1+c,-n+c,-1)-d'

=0
(der erste Term gibt den zeitlichen Aufwand zur anfanglichen Berechnung von T(n) an, der
erste Term unter dem Summenzeichen beschreibt den zeitlichen Aufwand, um X zu erzeugen,

der zweite Term, um W aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM zu kopieren,

der dritte Term, um | Schritte von TM zu simulieren). Es gilt

T'(n)< C[T(n) +T§(| d'+n-Sd! D = C(T(n) UL ™" +T(md 0 | 4T _1]

1=0 1=0 (d - 1) d -1

mit einer geeigneten Konstanten c. Der Ausdruck rechts ist von der Ordnung O(T (n)-d™™ );

hierbei wurde n <T(n) verwendet.

Ist man lediglich an der deterministischen Simulation des nichtdeterministischen Verhaltens
von TM interessiert, entféllt die anfangliche Berechnung von T(n). Es werden dann nachein-

ander alle Worter xe D™ (beliebiger Linge) in lexikographischer Reihenfolge erzeugt und

jeweils der durch X beschriebene Berechnungsablauf deterministisch simuliert.
I

Diese deterministische Simulation der K-NDTM TM erfolgt also zum Preis einer exponentiel-

len Steigerung des Laufzeitverhaltens, denn O(T(n)-dT(”))g O(CT(”)) mit einer Konstanten

C>0:es gilt ¢c-T(n)-d"™<c.d™™.d™™ =¢.d>™™ :C-(dz)T(n), d.h. man kann C=d?

nehmen.

Bisher ist keine nicht-exponentiell wachsende untere Zeitschranke fiir die Simulation einer
nichtdeterministischen Turingmaschine durch eine deterministische Turingmaschine bekannt.
Insbesondere ist nicht bekannt, ob eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren Laufzeit
durch ein Polynom begrenzt ist, durch eine deterministische Turingmaschine simuliert werden
kann, deren Laufzeit ebenfalls ein Polynom ist (eventuell von einem sehr viel hoheren Grad).

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang von Nichtdeterminismus und Determinis-
mus.
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Satz 2.5-2:
Es sei T:N— N eine zeitkonstruierbare Funktion mit T(n) >n. Ferner seinen ¥ und

2, endliche Alphabete. Dann gilt:

(i) Wird Lc X" von einer T(n)-zeitbeschrinkten k-NDTM TM akzeptiert, d.h.
L= L(TM ), dann gibt es eine (von TM abhingige) Konstante ¢ >0 und eine k'-
DTM TM' mit
L={w|wex undesgibtxe{0,1} mit|x<c-T(wf)und (w, x)e L(TM") |

y < T (i) |

werde von einer k'-DTM TM' akzeptiert, die fiir jede Eingabe (w, y) mit we X’

(ii) Essei ¢ >0 eine Konstante. Die Menge L' c {(W, y)‘ weX,yeZ,,

und |y| < C~TQW|) hochstens T, QW|) viele Schritte mit einer Funktion T, : N — N
benotigt. Dann gibt es eine (T(n) +T, (n))—zeitbeschrénkte K-NDTM TM mit
L(TM) ={w|we X" undesgibt y € = mit|y| < c-T(wf)und (w, y) e L' }.

Bemerkung: Aussage (ii) ist eine Art Umkehrung von Aussage (i), wobei in (i1) die allgemei-
nere Formulierung mit einem beliebigen Alphabet X, anstelle von {0,1} und

die Zeitkomplexitét ,,vorsichtiger gewéhlt wurden.
Beweis:

Zu (1): Der Beweis ist im wesentlichen die Konstruktion des Beweises von Satz 2.5-1. Ko-

diert man dort die Elemente der Menge D={1,...,d } als Bindrwerte, so ist
c= |_10g2 (d )J+1. TM' ist die deterministische Simulation des Verhaltens von TM

bei Eingabe von W mit den in X beschriebenen Alternativen.

Zu (i1): Die im Satz anzugebende nichtdeterministische Turingmaschine TM wird durch ihr
Verhalten informell beschrieben:

Bei Eingabe eines Worts W e X" berechnet TM den Wert C-TQM) und erzeugt auf
nichtdeterministische Weise ein Wort y € £, mit |y| <c TQM) Die Anzahl der aus-
geflihrten Berechnungsschritte ist von der Ordnung O(T (MD) AnschlieBend simuliert
TM das Verhalten von TM' bei Eingabe (w,y) und akzeptiert genau dann, wenn

TM' akzeptiert. Hierbei werden hochstens T, QW|) viele Schritte ausgefiihrt.
I
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Die Aussage in Satz 2.5-2 (i) legt eine Modellvorstellung fiir nichtdeterministische Turingma-
schinen nahe, in der bei Eingabe eines Worts We X  zunichst in nichtdeterministischen

Schritte eine ,,Zusatzinformation y € ¥, erzeugt wird, um dann die Zugehdrigkeit des Paars

(W, x) zu einer deterministischen Sprache zu iiberpriifen. Die nichtdeterministischen und de-
terministischen Berechnungsteile werden also separiert. Diese Modellvorstellung flihrt auf
einen Spezialfall einer nichtdeterministischen Turingmaschine, das RV-Modell (rate und ve-
rifiziere) einer nichtdeterministischen Turingmaschine:

Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (Kk-NDTM) TM geméill dem RV-Modell
ist definiert durch TM = (Q,Z, 1,0 ,b,qo,qaccept). Die Uberfiihrungsfunktion ist eine partielle

Abbildung §: (Q \ {Qaccept}) xZ* — P(Q x(Zx{L,R,S})k), die sich in zwei Teile &, und &,
(0 =0,U0,) zerlegen ldsst. Alle nichtdeterministischen Teile von 6 sind in 6, zusammen-
gefasst, 0, besteht ausschlieBlich aus deterministischen Teilen. Das Eingabeband (1. Band)

ist nach links abzdhlbar unendlich erweitert worden; die Zellen werden mit 0, —1, -2, ...
nummeriert. Die Zelle mit der Nummer 0 enthilt ein eindeutiges Markierungszeichen #, so
dass die beiden Bandteile mit positiven und negativen Nummern wihrend des folgenden Ab-
laufs separiert werden konnen. Zusétzlich verfiigt TM {iber ein ,,Ratemodul®, das einen zu-
sdtzlichen Schreib/Lesekopf besitzt, der liber dem Bandabschnitt des 1. Bands mit nicht-
positiven Nummern operiert. Anfangs steht dieser Kopf {iber der Zelle mit der Nummer O.

HEEEIEREEEE

Ratemodul E

Zustandsmenge
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Ein Eingabewort we |~ steht auf dem 1. Band in den Zellen mit Nummern 1, ..., n mit

n= |W| . Allen iibrigen Zellen, auBler der Zelle mit der Nummer 0, enthalten jeweils das Leer-

zeichen. Die iibrigen Schreib/Lesekopfe stehen auf den jeweiligen Béndern iiber der ersten
Zelle.

Die Arbeitsweise von TM verlauft in zwei Phasen. In Phase 1 schreibt das Ratemodul getaktet
mit seinem Schreib/Lesekopf auf das 1. Band ein Symbol aus X, mit X, < ¥ und bewegt je-
weils den Kopf um eine Zelle nach links. Dann wird der Vorgang der Zeichenerzeugung ge-
stoppt; wie viele Zeichen erzeugt werden, wird auf nichtdeterministische Weise entschieden.
AnschlieBend bewegt das Ratemodul den Kopf des 1. Bands auf die Zelle mit der Nummer —1
(zur Erkennung der Zellennummer wird die Markierung in Zelle 0 verwendet). Dieser Vor-
gang der Phase 1 wird durch den nichtdeterministischen Teil 6, von 6 gesteuert. Die so vom
Ratemodul auf dem 1. Band erzeugte Zeichenkette wird auch als Beweis (Zertifikat) be-
zeichnet. Das Ratemodul rat auf diese Weise nichtdeterministisch einen in Phase 2
,brauchbaren* Beweis, falls es ihn {iberhaupt gibt. Das Ratemodul ,,wei}*, wie viele Zeichen
im Beweis und welche Zeichen fiir den nun folgenden Berechnungsabschnitt der Phase 2 be-
ndtigt werden.

In Phase 2 verhélt sich TM deterministisch, gesteuert durch den deterministischen Teil 6, von

o0 , wie eine ,,normale* K-DTM, wobei die Zeichenkette, die das Ratemodul in Phase 1 erzeugt
hat, in die Berechnung einbezogen wird. Dazu wird der in Phase 1 erzeugte Beweis gelesen.

Ein typischer Beweis besteht beispielsweise aus einer Bitfolge, die abschnittsweise als Zah-
lenfolge natiirlicher Zahlen interpretiert werden kann. Auch 6, enthélt zundchst nichtdeter-
ministische Anteile. Jede der Zahlen auf Band 1 bestimmt in einem nachfolgenden durch 9,
gesteuerten eigentlich nichtdeterministischen Schritt die Nummer einer Alternative von 6, , so
dass dann Nichtdeterminismus vermieden werden kann. Die syntaktische Form muss aber im
allgemeinen keine Bitfolge sein, die als Folge von Zahlenwerten interpretierbar ist. In den
Beispielen der folgenden Kapitel, insbesondere Kapitel 5, werden die syntaktische Form und
die Bedeutung eines Beweises explizit angegeben. Eventuell stoppt das Ratemodul nicht, so
dass die Turingmaschine bei der entsprechenden Eingabe nicht anhalt.

Phase 2 kann auch als Verifikationsphase von TM bezeichnet werden. Es wird ndmlich die
,Brauchbarkeit* der in Phase 1 erzeugten (,,geratenen‘) Zeichenkette, der in Phase 1 erzeugte
Beweis, fiir die Berechnung verifiziert.

Alternativ konnte man den Bandabschnitt des 1. Bands mit nichtpositiven Zellennummern
auch als zusitzliches Band modellieren. In der hier gewéhlten Darstellung wird jedoch eher
deutlich, dass sowohl das Eingabewort we |~ als auch der selbst erzeugte Beweis die Funkti-
onen von Eingaben fiir die Verifikationsphase iibernechmen.
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Man kann wie in Satz 2.5-2 zeigen, dass sich jede NDTM in eine dquivalente Turingmaschine
im RV-Modell iiberfiihren lésst. Je nach Anwendung kann man daher Nichtdeterminismus im
urspriinglichen oder im speziellen RV-Modell beschreiben.

Die deterministische Simulation des nichtdeterministischen Verhaltens einer Turingmaschine
aus Satz 2.5-1 fiihrt auf eine exponentielle Zeitsteigerung. Wie bereits erwidhnt, ist bis heute
keine Simulation bekannt, die diesen exponentiellen Zeitsprung vermeidet. Anders verhilt es
sich bei Betrachtung der Platzkomplexitit:

Eine Funktion S:N — N heilit platzkonstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bei

Eingabe eines Wortes der Linge n ein spezielles Symbol in die S(n)-te Zelle eines ihrer

Bénder schreibt, ohne jeweils mehr als S(n) viele Zellen auf allen Béandern zu verwenden.

Satz 2.5-3:
Ist TM eine k-NDTM mit einer platzkonstruierbaren Speicherplatzkomplexitit S(n),

dann gibt es eine k'-DTM TM'mit einer Speicherplatzkomplexitit der Ordnung
0(S%(n)) und L(TM")=L(TM).

Beweis:

Es sei TM :(Q,Z,I,é,b,qo,qaccept) eine K-NDTM mit einer platzkonstruierbaren Speicher-
platzkomplexitit S(n). Es wird ein deterministischer Algorithmus, d.h. eine deterministische
k"-DTM TM', angegeben, der das Verhalten von TM bei Eingabe eines Wortes W mit |W| =n
simuliert und dessen Speicherplatzbedarf durch einen Wert der GréBenordnung O(S2 (n)) be-
schrinkt ist. Es sei K =(q,(e,,i,)..... (e, i, )) eine Konfiguration in einer Berechnung von TM
bei Eingabe von w. Wegen ‘aj‘s S(n) und 1<i; <S(n) fir j =1, ..., k ist die Anzahl ver-

k-S(n)

schiedener Konfigurationen durch |Q||Z| -(S(M) <c*™ mit einer Konstanten ¢ > 0 be-

grenzt. Falls in einer Berechnung von TM also K, =" K, gilt, dann kann man annehmen,

dass dabei hochstens ¢3™

viele Uberfiihrungen vorkommen. Es gilt: K, = K, in hdchstens
i Schritten genau dann, wenn es eine Konfiguration K, gibt, so dass K, =" K, in hdchstens

[i/2] vielen Schritten und K, =" K, in hochstens |i/2]| vielen Schritten abliuft. Fiir K,

kommen nur ¢*" viele Méglichkeiten in Frage. Diese Uberlegung fiihrt auf folgenden Algo-
rithmus:
Eingabe: Eine k-NDTM TM = (Q,Z, l,0 ,b,qo,qaccept) mit einer platz-konstruierbaren

Speicherplatzkomplexitit S(n) und ein Wort we |~ mit |W| =n
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Verfahren:  Aufruf der Funktion space_Simulation (TM, w)

Ausgabe: TRUE, falls we L(TM), FALSE sonst.

Die Funktion space_Simulation wird in Pseudocode beschrieben; sie besitzt zwei For-
malparameter TM und w, iiber die die Beschreibung einer K-NDTM und ein Eingabewort fiir
diese Turingmaschine eingegeben werden. Innerhalb von space_Simulation wird eine
Funktion test verwendet, die als Parameter zwei Konfigurationen K1 und K2 und eine natiir-

liche Zahl 1 hat. Auf die genaue syntaktische Spezifikation soll hier verzichtet werden.

FUNCTION space_Simulation (TM : __._;
w - ...) : BOOLEAN;
VAR KF - ...;
KO - ...;

OK : BOOLEAN;

FUNCTION test (K1 :...;
K2 - ...;

VAR resultat
K3
BEGIN { test }
resultat := FALSE;
IF 1 = 1 THEN BEGIN
IF (KI1=K2) OR (K1 = K2)
THEN resultat := TRUE;
END
ELSE BEGIN

Fiir jede Konfiguration K3 = (q,(a,i, ).... (@i, ))

BOOLEAN;

i - INTEGER) : BOOLEAN;

mit |ez;|<S(n) und 1<i;<S(n) DO

BEGIN
resultat = test (K1, K3, (i+1) DIV 2)
AND
test (K3, K2, i DIV 2);
IF resultat = TRUE THEN Break;
END;
END;
test := resultat;
END { test };
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BEGIN { space_Simulation }

KO = (qp,(w,1)(&,1) ... (s,1))
OK := FALSE;
FOR_EACH Endkonfiguration K = (q,.(a,.[a|+1)... (@0l | +1)) mit |or[<S(n)
DO BEGIN
OK := test (KO, KF, c*™);
IF OK THEN Break;
END;
space_Simulation := OK;

END  { space_Simulation };

Eine genauere Untersuchung der Aufrufe der rekursiven Funktion test zeigt, dass bei jedem

Aufruf innerhalb von test der dritte Parameter im wesentlichen halbiert wird. Der maximale

S(n)

Wert des dritten Parameters ist i = ¢ . Daher werden zu keinem Zeitpunkt der (rekursi-

ven) Abarbeitung von test mehr als 1+ log([cs“”])e O(S(n)) viele Aktivierungsrecords auf
dem Stack benotigt. Jeder Aktivierungsrecord hat eine Grofle der Ordnung O(S(n)), so dass

der Speicherplatzbedarf von der Ordnung O(S2 (n)) ist.
/1

Das Konzept des Nichtdeterminismus ldsst sich auf Algorithmen (formuliert als Programm in
einer Programmiersprache, vgl. Kapitel 2.3) iibertragen. Es soll hier der dem RV-Modell einer
nichtdeterministischen Turingmaschine entsprechende Ansatz beschrieben werden, der auf die
Definition eines nichtdeterministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers
fiihrt. Dabei ist ein Verifizierer fur das Entscheidungsproblem IT iiber einem Alphabet X,

ein deterministischer Algorithmus V, , der eine Eingabe X e€X, und eine Zusatz-

information (einen Beweis, ein Zertifikat) B € X, lesen kann und die Frage ,, X € L, 2 mit

Hilfe des Beweises B entscheidet. Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des
Verifizierers; B wird ,,von auflen” vorgegeben. Eventuell stoppt der Verifizierer bei Eingabe

von XeX; nicht. Der Verifizierer reprasentiert also die Verifikationsphase im RV-

Modell einer nichtdeterministischen Turingmaschine; der erforderliche Beweis wird zuvor
von einem Ratemodul auf nichtdeterministische Weise erzeugt, wobei der Ratemodul nur

einmal durchlaufen wird. Der Verifizierer {iberpriift mit Hilfe des Beweises B € X, ob die
Eingabe x €|, die Eigenschaft ,,x € L, * besitzt, d.h. eine Eigenschaft, durch die die Ele-
mente aus L definiert werden. Er akzeptiert in diesem Fall die Eingabe X; andernfalls ver-

wirft er sie oder stoppt nicht.
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Ein Verifizierer V,flr das Entscheidungsproblem TT mit der Menge L, T, hat die

Schnittstellen und die Form

Eingabe: XxeX,, BeX,
Ausgabe: Ja (accept), falls die in B enthaltene Information die Eigenschaft X € L; belegt
nein (reject), falls die in B enthaltene Information die Eigenschaft x € L

nicht belegt
falls V| bei einer Eingabe X e ¥, nicht stoppt, gilt X ¢ L

qaccept 4>j a
\V/ qreject —» nein
* L1‘[
—» =

stoppt nichtl X ¢ L,

Falls V_ bei Eingabe von x € X}, stoppt, wird mit V_ (x,B), \/ (x,B)e{ ja, nein },

die Entscheidung von V, bezeichnet.

Damit ergibt sich:

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A flr ein Entscheidungsproblem IT mit der

Menge L, c Z; hat die Form

Bex' qaccept }j a
Ratemodul ———>—p -
V qreject > nemn
* * I‘l'[
XeX, XeZ q ?
ALH stoppt nicht| X & L

Fiir x € 2}, wird folgende Entscheidung getroffen:

X € L, genau dann, wenn es einen Beweis B, € X, gibt, so dass V., bei Eingabe von X und
B, mit V,_ (x,B,)=ja stoppt;

X ¢ L, genau dann, wenn fiir jeden Beweis B e, gilt: entweder stoppt V., bei Eingabe

von X und B nicht, oder V, stoppt mit V (x,B)=nein.
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Die Laufzeit eines nichtdeterministischen Algorithmus bei Eingabe von X € £, mit |x| =n

ist die Anzahl der Schritte, einschlieBlich der nichtdeterministischen Ratephase, bis der Algo-

rithmus zur Entscheidung kommt. Die Laufzeit wird in Abhéngigkeit von |X| =N angegeben.

Das Partitionenproblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: | = { a,...,a, }
| ist eine Menge von n natiirlichen Zahlen mit &, >0 fir i=1,...,n. Als Problem-
grofle der Eingabe wird n-A mit A= \_logz(max({ a [i=1,.., n}))j+1 genommen,

d.h. k gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der Bits an, um | darzustellen.

Losung: Entscheidung ,ja“, falls es eine Teilmenge J < {1, ves n} mit Zai = Zai gibt (d.h.

ied igd
wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen lésst, deren jeweilige Summen
gleich groB sind).
Entscheidung ,,nein‘ sonst.
Ein nichtdeterministischer Algorithmus Apgrron (1) zur Losung des Partitionenproblems
wird in folgendem Pseudocode vorgeschlagen:
CONST n = ..._; { ProblemgroiRe }

FUNCTION Appgrmon () = - - -3

VAR S: INTEGER;

F: ARRAY [1..2] OF INTEGER;
i: 1..n;
J: ARRAY [1..n] OF INTEGER;

BEGIN { Apmrmon (1= --2)

{ Ratephase: }
FOR i := 1 TO n DO

setze (nichtdeterministisch) J[1] := 1 bzw. J[i]

I
N
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{ Verifizierer, Verifikationsphase }

S = 0;
FOR i =1 TO n DO { Zeile 1 }
S =S+ g; { Zeile 2 }
IF (S MOD 2) =
THEN Appnnon = nein
ELSE BEGIN
FL11
FL21
FOR 1 := 1 TO n DO { Zeile 3 }
FIILi1l := FOILi1] + &; { Zeile 4 }
IF F[1] = F[2] { Zeile 5 }

THEN APARTITION ::ja

ELSE ALrmon -= Nein;
END;

END { Acarrimon (D 33

Die Zeitkomplexitdt wird in Abhdngigkeit von der Grof3e der Eingabe gemessen, wobei hier
wieder die Anzahl der erforderlichen Bitoperationen abgeschitzt wird. Man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dass die Ratephase dabei einen Aufwand der Ordnung O(n) erzeugt. In

den Zeilen 1 und 2 wird mit n Additionen der Wert S = Zai berechnet. Das Ergebnis Za,

i=1 1=1

jeder einzelnen Addition in Zeile 2 hat eine Bitldnge < \_log2 (S)J—i— 1, so dass eine Ausfiihrung
der Operation in Zeile 2 hochstens ¢, | log,(S) | viele Bitoperationen (mit einer Konstanten

c, > 0) erfordert. Die Anzahl der Bitoperationen fiir die Zeilen 1 und 2 zusammen ldsst sich
durch

¢, -n-|log,(S)|<c, -n-log,(S) <c, -n-ilogz(a

i=1
<¢,-n- log,(a,)]+1)<c A=c, -n’
ZL (@) Z

abschitzen. In Zeile 4 wird entweder zu S[1] oder zu S[2] addiert. In jedem Fall ist das Er-
gebnis < S, so dass fiir die Zeilen 3 und 4 ein Aufwand der Ordnung O(n2 . A) resultiert. Der
Aufwand in Zeile 5 ist von der Ordnung O(logz(S))g O(n-A). Der Gesamtaufwand lédsst
sich daher durch einen Wert der Ordnung O(n2 -A) abschitzen. Wegen a, >0 fir i=1,...,n
ist I<A und damit n>-A<(n-A}. Ist k die ProblemgroBe der Eingabeinstanz, dann ist
k eO(n-A), und es ergibt sich eine obere Schranke fiir den Aufwand dieses nichtdeterminis-
tischen Algorithmus der Ordnung O(kz), also nichtdeterministisch polynomielles Laufzeit-

verhalten (gemessen in Bitoperationen).
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Fiir dieses Problem ist bisher kein deterministischer Entscheidungsalgorithmus bekannt, des-
sen Laufzeit sich durch ein Polynom beschrianken ldsst.

Erfullbarkeit Boolescher Ausdriicke

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfiillbar. Mit Hilfe
eines deterministischen Algorithmus kann man bespielsweise die Erfiillbarkeit eines Boole-
schen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, dass man systematisch nacheinander alle
2" moglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE bzw. FALSE er-
zeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die Variablen ein-
gesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F erfiillbar ist oder
nicht, kann u.U. erst nach Uberpriifung aller 2" Belegungen erfolgen. Das Verfahren ist daher
von der Ordnung O(2").

Ein nichtdeterministischer Algorithmus wiirde bei Eingabe eines Booleschen Ausdrucks F mit
n Variablen (in geeigneter Kodierung) im Ratemodul zunéchst nichtdeterministisch eine 0-1-
Folge der Linge n erzeugen. Anschlieend wird diese 0-1-Folge durch einen Verifizierer als
Belegung der n Variablen interpretiert (0 entspricht FALSE, 1 entspricht TRUE). Der Beweis
Be ist hier die 0-1-Folge bzw. deren Interpretation als Belegung der in F vorkommenden
Variablen. Die durch B angegebene Belegung durch den Verifizierer in F eingesetzt, F aus-
gewertet und die Entscheidung ,,F ist erfiillbar* genau dann getroffen, wenn bei dieser Aus-
wertung der Wahrheitswert TRUE entsteht. Der Ratemodul kann, falls F erfiillbar ist, in der
Tat eine 0-1-Folge erzeugen, die einer erfiillenden Belegung der Variablen von F entspricht.
Das geht nicht, wenn F nicht erfiillbar ist; in diesem Fall wird die Auswertung jeder in F ein-
gesetzten Belegung, die einer vom Ratemodul erzeugten 0-1-Folge entspricht, den Wahr-
heitswert FALSE ergeben.

Der Verifizierer fiir das Erfiillbarkeitsproblem kann so entworfen werden, dass er ein Lauf-
zeitverhalten der Ordnung O(n) hat. Insgesamt ist die Laufzeit dieses nichtdeterministischen

Algorithmus also von der Ordnung O(n), da der Ratemodul in diesem Beispiel in linerarer

Zeit arbeitet. Auch fiir dieses Problem ist nicht bekannt, ob es einen deterministischen Algo-
rithmus gibt, der die Erfiillbarkeit Boolescher Ausdriicke mit einem Laufzeitverhalten der
Ordnung O(p(n)) mit einem Polynom p testet.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus ist also zunichst ein Konzept oder Gedankenmodell,
da nicht explizit gesagt wird, wie fiir den Fall X € L;; vom Ratemodul der korrekte Beweis

B, € X, erzeugt wird. Mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis zu Satz 2.5-1 kann

man jedoch das Verhalten eines nichtdeterministischen Algorithmus deterministisch simulie-
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ren und erhélt damit einen funktional gleichwertigen ,,normalen* deterministischen Algorith-
mus. Die folgende Betrachtung soll dabei auf den Fall beschrinkt werden, dass der Verifizie-
rer, der innerhalb des nichtdeterministischen Algorithmus einen vom Ratemodul erzeigten
Beweis B verifiziert, stets zu einer ja/nein-Entscheidung kommt, d.h. fiir jede Eingabe x und
B mit einer Antwort stoppt. Aulerdem habe das Laufzeitverhalten des gesamten nichtdeter-
ministischen Algorithmus die Ordnung O(T(n)) mit einer zeitkonstruierbaren Funktion

T(n)>n. Bei Eingabe von X € X}, kommt der Algorithmus also innerhalb einer Laufzeit zur

Ja/nein-Entscheidung, die durch ¢ -TQX|) mit einer Konstanten ¢ > 0 beschréinkt ist. Daher

hat der vom Ratemodul erzeugte Beweis eine durch c-T QX|) beschriankte Liange.

Satz 2.5-4:

Es sei A, ein nichtdeterministischer Algorithmus fiir ein Entscheidungsproblem IT mit
der Menge L, c X, der seine Entscheidung mit Hilfe des Verifizierers V., in einer

Laufzeit trifft, die die Ordnung O(T(n)) mit einer zeitkonstruierbaren Funktion

T(n)=n besitzt. Dann gibt es einen deterministischen Algorithmus A[ , der fiir jedes
XeX| mit |X| =nentscheidet, ob xe L, gilt oder nicht und die Zeitkomplexitit

O(T(n) -d O(T("») mit einer Konstanten d > 2 besitzt.

Bemerkung: Es gilt O(T(n)-d O(T(“»)g O(zo(T(n))).
Beweis:

Die Simulation erzeugt bei Eingabe von X € ¥, mit |X| =n systematisch alle Beweise B e X,

mit |B| <c¢-T(n). Dazu muss natiirlich der Wert T(n) in ,kontrollierbarer Zeit berechenbar

sein (das trifft zu, da T als zeitkonstruierbar angenommen wird). Der folgende Pseudocode fiir
AL, beschreibt die wesentlichen Aspekte der Simulation:

Bemerkung: Ein Beweis B, den der Verifizierer liest, ist ein Wort {iber einem Alphabet % .
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FUNCTION A[ (X);

VAR n : INTEGER;
Ing : INTEGER;
B DM
antwort : BOOLEAN;
weiter : BOOLEAN;

BEGIN { A_ () }

n 1= size(Xx) ; { GroRe der Eingabe }
Ing = C * T(n); { maximale L&nge eines Beweises }
antwort := FALSE;
weiter := TRUE;

WHILE weiter DO
IF (es sind bereits alle Worter aus £, mit Linge < Ing erzeugt worden)

THEN weiter := FALSE
ELSE
BEGIN

B:= nichstes Wort aus ¥, mit Linge < Ing;

IF V,(x,B)=ja

THEN BEGIN
antwort := TRUE;
weiter := FALSE;
END;
END;

CASE antwort OF
TRUE : Al (x):=ja;
FALSE : A/ (x):=nein;
END;

END  { AL (0 s

Die Anzahl der zu iiberpriifenden Beweise BeX, mit |B|SC‘T(n) ist von der Ordnung

OQZOF‘T(H)). Damit ergibt sich wie im Beweis von Satz 2.5-1 die Komplexitéitsabschédtzung

der Simulation.

I
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3 Grenzen der Berechenbarkeit

In Kapitel 2 werden zwei Ansédtze vorgestellt, um Berechenbarkeit zu modellieren. Beide
Modelle haben sich als dquivalent erwiesen in dem Sinn, dass die Fahigkeit, etwas zu berech-
nen, beiden Modellen in gleicher Weise zukommt. Selbst das Konzept des Nichtdeterminis-
mus erweitert nicht die Berechenbarkeit, da nichtdeterministisches Verhalten deterministisch
simuliert werden kann, auch wenn dabei die Dauer einer Berechnung exponentiell wéichst.
Von den Modellen, die in Kapitel 2 behandelt werden, zeichnet sich das Modell der Turing-
maschine aufgrund seiner Einfachheit und Universalitit und nicht zuletzt aus historischen
Griinden gegeniiber den anderen Modellen aus.

Im folgenden wird unter dem Begriff Turingmaschine eine deterministische Turingmaschine
mit einer dem jeweiligen Problem angemessenen geeigneten Anzahl an Béndern verstanden.

3.1 Jenseits der Berechenbarkeit

Es sei T ein endliches Alphabet und L = X". Die Menge L heift rekursiv aufzahlbar, wenn
es eine Turingmaschine TM gibt mit L =L(TM).

Die Bezeichnung rekursiv aufzahlbar leitet sich aus der Tatsache her, dass eine von einer Tu-
ringmaschine akzeptierte Menge L =X durch eine totale (d.h. iiberall definierte) berechenba-

re Funktion ,,auf algorithmische Weise aufgezéhlt* werden kann. Genauer:

Satz 3.1-1:

L2 mit L= ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion h:(Zu{O,l,# })* — %" gibt mit L:h((Zu{O,l,# })*)

Die Funktion h ,,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Beweis:

Diese Aussage enthdlt zwei ,,Richtungen®, deren Beweise beide eine genauere Betrachtung
verdienen:

Die eine ,,Richtung* dieser Aussage, ndmlich der Nachweis der Existenz einer totalen und be-
rechenbaren Funktion h:(XU{0,1,#}) - =" mit L= h((Z u{0,1,# })*) wird folgenderma-
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Ben bewiesen. Wegen L#J gibt es ein Wort W, € L. Da L als rekursiv aufzahlbar ange-

nommen wird, gibt es eine Turingmaschine TM mit L =L(TM). Es wird eine Turingmaschi-

ne TM' angegeben, die zwei Bander mehr als TM besitzt (ndmlich ein zusatzliches Eingabe-
band und ein Ausgabeband), bei jeder Eingabe stoppt und die gesuchte Funktion

h:(zu{0,1,#}) — =" berechnet:
Bei Eingabe von we (X U{0,1,#}) priift TM' zunichst, ob w die Form w = u#bin(i) mit
ueX” und der 0-1-Folge bin(i) hat. Falls nicht, schreibt TM' das Wort W, auf sein Ausga-

beband und stoppt. Falls w diese Form hat, schreibt TM' den Teil u auf das 1. Band von TM
und simuliert das Verhalten von TM fiir hochstens i viele Schritte. Falls TM das Wort u inner-
halb dieser Schrittzahl akzeptiert, wird u auf das Ausgabeband geschrieben, und TM' stoppt.
Falls TM das Wort u innerhalb dieser Schrittzahl nicht akzeptiert, schreibt TM' das Wort w,

auf sein Ausgabeband und stoppt. Es sei h die von TM' berechnete Funktion. Dann gilt
L=h(zu{0,1.#})):

Ist ndmlich u e L, dann akzeptiert TM das Wort in einer endlichen Anzahl i von Schritten.
Mit w =u#bin(i) gilt h(w)=u. Das bedeutet L < h(zu{0,1,#})).

Ist umgekehrt U e h((Zu {0,1,# })), etwa U=h(w) fiir ein Wort we(ZuU{0,1,#})", dann
ist entweder u=w, oder w=u#bin(i) und TM' hat hochstens i viele Schritte von TM simu-

liert und dabei u e L festgestellt. In beiden Fiéllen ist also ue L, d.h. h((Z u{0,1,#}) )g L.

Zum Beweis der anderen ,Richtung“ der Aussage wird angenommen, dass
L= h((Z u{0,1,# })*) mit einer totalen und berechenbaren Funktion h gilt, und es ist zu zei-
gen, dass es eine Turingmaschine TM gibt, die genau L akzeptiert:

Bei Eingabe von weX  verhilt sich TM wie folgt. TM erzeugt alle Worter
ue(Zu{0,1,#}) in lexikographischer Reihenfolge. Sobald ein Wort U erzeugt ist, berechnet
TM den Wert h(u). Gilt h(u) =w, so stoppt TM und akzeptiert w. Andernfalls wird das néch-
ste Wort U erzeugt. Es ldsst sich L=L(TM) zeigen:

Ist we L, dann ist nach Voraussetzung w = h(u) fiir ein Wort u e (Z U { 0,1,# }) Da |u| <00

ist, findet TM dieses Wort U (bei der Erzeugung aller Worter in lexikographischer Reihenfol-
ge. Da h total und berechenbar ist, kann TM den Wert h(u) ermitteln und feststellen, dass

h(u) =w gilt. Daher wird w von TM akzeptiert, d.h. L < L(TM).
Ist we L, dann gilt fiir jedes U e (2 U { 0,1,# })*: h(u) # w. Dann stoppt TM bei Eingabe von
W nicht, d.h. wg L(TM) . Daher gilt L(TM)c L.

I

In Kapitel 1.1 wird der Begriff der Abzdhlbarkeit definiert: Eine Menge M ist abzihlbar un-
endlich, wenn es eine bijektive Abbildung f:N— M gibt, dh. M ={ f(i)|ieN }= f(N),
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und jedes Element me M tridgt eine eindeutige Nummer i: m= f(i). Die Elemente von M
konnen mit natiirlichen Zahlen durchnumeriert bzw. indiziert werden. Ersetzt man in dieser
Definition den Begriff ,bijektiv* durch ,,total und berechenbar® und N durch (U {0,1,#})
so kommt man auf den Begriff der rekursiven Aufzdhlbarkeit. Fiir eine rekursiv aufzdhlbare

Menge L gilt L:h((Zu{O,l,# })*) mit einer totalen und berechenbaren Funktion

*
2

h:(2u{0,1,#}) > =". Die Elemente ue L koénnen aus Elementen gewonnen werden, die

als Zusatzinformation eine obere Schranke fiir die Schrittzahl enthalten, die eine Turingma-
schine benoétigt, um das jeweilige Wort zu akzeptieren.

Die Buchstaben des endlichen Alphabets X = {ao,.., a‘z‘_l} einer Turingmaschine lassen sich

als Zeichenkette iiber dem Alphabet {0, 1} kodieren: der Buchstabe a; hat dabei die Kodie-
rung bin(i). Ein Wort w = a, ---a, kann man dann zunichst in bin(i, }#... #bin(i, }# umsetzen

und dann die darin vorkommenden einzelnen Zeichen aus {0, 1, #} in eine 0-1-Folge, wie es
etwa in Kapitel 2.4 beschrieben wurde, umkodieren. Entsprechend kann man Paare (w,Vv) von
Worten W=3, ...3; und V=0, ...b;, zunéchstin

(bin(i, }#... #bin(i, ##bin(j, }#...#bin(j, }#) umsetzen und die darin vorkommenden Zeichen
aus { 0, 1, #, (, ) } dhnlich wie in Kapitel 2.4 in eine 0-1-Folge umkodieren. Je nach Anwen-
dung soll es daher erlaubt sein, dass eine Turingmaschine Eingaben der Form we X", aber
auch Eingaben der Form (W,Vv)e X" xX’ verarbeitet. Letztlich lassen sich diese aus Paaren

bestehenden Eingaben mit ,,normalen* 0-1-Folgen identifizieren.

Der obige Satz kann dann auch so formuliert werden:

Satz 3.1-2:

L2 mit L= ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion h: {0,1 }* — 3" gibtmit L= h({ 0,1 }*)

Die Funktion h ,,zéhlt L rekursiv auf* (erzeugt L).

Folgender Satz ist unmittelbar einsichtig:

Satz 3.1-3:
Jede rekursiv aufzéhlbare Menge liber einem Alphabet X ist endlich oder abzadhlbar un-
endlich ist.
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Es fragt sich, ob umgekehrt jede abzihlbare Teilmenge von X" bereits rekursiv aufzihlbar ist.
Folgende Uberlegungen zeigen, dass diese Frage verneint werden muss.

Zu jeder rekursiv aufziahlbaren Teilmenge von X" gibt es nach Definition eine Turing-
maschine, die die Menge akzeptiert. Natiirlich kann eine rekursiv aufzdhlbare Menge von ver-
schiedenen Turingmaschinen akzeptiert werden. Andererseits ist jede von einer Turingma-
schine akzeptierte Menge rekursiv aufzéhlbar. Daher gibt es hochstens so viele rekursiv auf-
zihlbare Teilmengen von X wie Turingmaschinen mit dem Alphabet X . Die Menge der Tu-
ringmaschinen mit dem Alphabet ¥ ist abzdhlbar; denn jede Turingmaschine TM lésst sich
mit Hilfe der injektiven Funktion code auf ein endlich langes Wort code(TM) iiber {0,1} ab-

bilden, siehe Kapitel 2.4). Satz 1.1-7 sagt aus, dass es iiberabzihlbar viele Teilmengen von X~

gibt. Daher existieren auch nicht-rekursiv aufzihlbare Teilmengen von .

Eine derartige nicht rekursiv aufzihlbare Teilmenge von £° kann auch konstruktiv durch Di-
agonalisierung konstruieren. Der Einfachheit halber soll hier X = { 0,1 } angenommen wer-

den. Die Elemente von X" = {0,1 }* werden in lexikographischer Reihenfolge aufgezahlt:

Nummer i| Wort w, €{0,1} Nummer i |  wort w, €{0,1}

0 & 11 100
1 0 12 101
2 1 13 110
3 00 14 111
4 01 15 0000
5 10 16 0001
6 11 17 0010
7 000 18 0011
8 001 19 0100
9 010 20 0101
10 011

Das i-te Wort w; kann als Eingabe fiir eine Turingmaschine mit Eingabealphabet {0, 1} und
auch, falls VERIFIZIERE TM(w, )=TRUE gilt, als die von w, kodierte Turingmaschine Ky,

interpretiert werden (siehe Kapitel 2.4). Es ldsst sich daher eine Matrix M definieren, deren

Zeilen und Spalten mit den Wortern w; markiert sind. Die Zeilenmarkierung w; stellt ein der-
artiges Eingabewort fiir eine Turingmaschine dar, die Spaltenmarkierung w; bezeichnet even-
tuell die Turingmaschine K, . Im Schnittpunkt der i-ten Zeile von M mit der j-ten Spalte wird

entweder der Wert 0 oder der Wert 1 eingetragen, und zwar so, dass dort
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)

0 firVERIFIZIERE TM(w,)=FALSE oder w;  L(K,,
I fir VERIFIZIERE _TM(w,)=TRUEund w, € L(KW;)

steht. Da die ersten Spaltenmarkierungen w,, W,, W,, ... nicht sinnvolle Turingmaschinen

kodieren, enthilt die Matrix M im linken Teil nur die Eintrdge 0.

Satz 3.1-4:
Die Menge Menge L, < {0,1} sei definiert durch:
we{0,1},
ERIFIZIERE TM(w)=FALSE
Ly =<w -
oder
ERIFIZIERE TM(w)=TRUEundw ¢ L(K,,)
Dann gilt:
Die Menge L, ist nicht rekursiv aufzdhlbar, d.h. es gibt keine Turingmaschine TM mit
L(TM)=L,.
Beweis:

Esist we L, genau dann, wenn W =W, ist (das i-te Wort in der lexikographischen Reihenfol-

ge) und M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0 hat.

Offensichtlich ist L, #J.

Angenommen, L, ist rekursiv aufzidhlbar. Dann gibt es eine Turingmaschine TM mit
L(TM)=L,. Die Kodierung dieser Turingmaschine sei w=w,, dh. TM =K, und
Ly = L(KWi ) Gilt nun w; e L, ? Falls w; e L, gilt, dann enthélt nach Definition von L, die

Matrix M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0. Nach Definition von M und wegen
VERIFIZIERE _TM (w,)=TRUE bedeutet das aber: w, ¢ L(K, ), also w, ¢ L. Dieser Wider-

spruch erlaubt nur die Alternative W, ¢ L,. Nach Definition von L, enthilt die Matrix M in
der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 1. Das bedeutet nach Definition von M:
W, € L(KWi ) und damit w, € L, . Dieser Widerspruch zeigt, dass die urspriingliche Annahme,

dass L, rekursiv aufzéhlbar sei, falsch ist.
1/

Mit L, ist also ein erstes Beispiel einer abzéhlbaren, aber nicht rekursiv aufzihlbaren Teil-

menge von {0,1} gefunden.
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3.2 Rekursiv aufzahlbare und entscheidbare Mengen

In Kapitel 2.1 werden bereits einige Eigenschaften rekursiv aufzdhlbarer Mengen angegeben,
die im folgenden Satz in Teil 1 noch einmal aufgefiihrt werden:

Satz 3.2-1:

(i) Sind L, cX" und L, X" rekursiv aufzihlbar, dann sind auch L, UL, und
L, nL, rekursiv aufzihlbar. Die Klasse der rekursiv aufzédhlbaren Mengen tiber ei-
nem endlichen Alphabet X ist abgeschlossen gegeniiber Vereinigung- und Schnitt-
bildung.

(ii) Ist L < X" rekursiv aufzihlbar, dann ist nicht notwendigerweise auch %" \ L rekur-
siv aufzéhlbar. Die Klasse der rekursiv aufzihlbaren Mengen iiber einem endlichen
Alphabet X ist nicht abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung.

Der Beweis fiir die Giiltigkeit der Aussage in Teil (ii) ergibt sich aus den folgenden Sitzen
3.2-5und 3.2-7.

Die Menge L X" werde von der k-DTM TM akzeptiert. Wird w e L auf das Eingabeband
von TM gegeben, dann hélt TM nach endlich vielen Schritten im Zustand Q. an. Wird ein
Wort W mit we X" \ L auf das Eingabeband gegeben, dann hilt TM eventuell nicht an. Es wi-
re natiirlich wiinschenswert, dass TM auch in diesem Fall anhilt, z.B. im Zustand Qg , der
ausdriickt, dass we L gilt. Gibt es also zu jeder von einer Turingmaschine TM akzeptierten
Sprache L c X" eine Turingmaschine TM' mit L(TM')=L und der Eigenschaft, dass TM'
bei jedem Wort We X" anhilt: im Zustand Oaccept » falls We L ist, und im Zustand Q. , falls

we L ist (nichtstoppende Berechnungen kommen nicht vor)? Diese Frage fiihrt auf die fol-
gende Definition:

Die Menge L <X heiBt entscheidbar (oder rekursiv), wenn es eine Turingmaschine TM
gibt mit der Eigenschaft:
TM stoppt bei jeder Eingabe We X", und TM akzeptiert W genau dann, wenn W e L ist.

In praktischen Anwendungen sind die entscheidbaren Mengen gerade diejenigen Sprachen,

mit denen man ,,umgehen* kann. Denn man mochte ja bei Eingabe von we X" in einen Ent-
scheidungsalgorithmus nach endlicher Zeit die Frage geklart haben, ob W eine spezifizierte
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Eigenschaft hat, d.h. ob we L ist oder nicht. Ist L entscheidbar, ldsst sich diese Entscheidung
definitiv herbeifiihren. Bei einer rekursiv aufzihlbaren Menge L und einer passenden Turing-
maschine (Entscheidungsverfahren), der man eine Eingabe We X" vorgelegt hat und die be-
reits einige Rechenschritte vollzogen hat, ohne bisher eine Entscheidung zu treffen, kann man

nicht sicher sein, ob iiberhaupt jemals eine Entscheidung getroffen wird (vgl. dazu Satz 3.1-
4).

Satz 3.2-2:
(1) Jede entscheidbare Menge ist rekursiv aufzihlbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen {iber einem endlichen Alphabet X ist in der
Klasse der rekursiv aufzihlbaren Mengen tiber diesem Alphabet enthalten.

(i1) Jede endliche Menge ist entscheidbar.

(iii) Ist L= X" entscheidbar, dann ist auch X \ L entscheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen iiber einem endlichen Alphabet ¥ ist abge-
schlossen gegeniiber Komplementbildung.

(iv) Sind L, X" und L, c =" entscheidbar, dann sind auch L, UL, und L, NL, ent-
scheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen tiber einem endlichen Alphabet X ist abge-
schlossen gegeniiber Vereinigung- und Schnittbildung.

Beweis:

Zu (1): Die Aussage ergibt sich direkt aus der Definition.

Zu (i1): Ist L:{Wl,...,wn} eine endliche Menge, L X", so ist eine auf allen Eingaben

weX" stoppen Turingmaschine TM anzugeben, die genau dann im akzeptierenden
Zustand hilt, wenn w mit einem der endlich vielen Werte in L iibereinstimmt. Es ist
also eine Turingmaschine zu definieren, die das (Pseudocode-) Statement

CASE w OF

w, : accept;

w, : accept;
ELSE reject;
END;

realisert.
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Zu (iii): Es sei TM eine auf allen Eingaben weX  stoppende Turingmaschine mit
L=L(TM). Man kann annehmen, dass TM den akzeptierenden Zustand 0, hat,

der erreicht wird, wenn w e L gilt, und den verwerfenden Zustand 0, hat, wenn

we L ist. Eine auf allen Eingaben weX” stoppende Turingmaschine TM’ mit

L(TM’) =Z"\L erhilt man aus TM, indem man die Rollen von Oaccepr UNA Opgjoey VET-

tauscht.
Zu (iv): Diese Aussage wird genauso gezeigt wie bei rekursiv aufziahlbaren Mengen.

11

Die folgende Definition stellt ein Hilfsmittel bereit, das es erlaubt, auf einfache Weise Ent-
scheidbarkeitsergebnisse zwischen Mengen zu iibertragen, die eventuell mit unterschiedlichen
Alphabeten formuliert sind und damit unterschiedlichen Anwendungsgebieten entnommen
sind.

Es seien £ und X' endliche Alphabete, Lc X" und L'cX'". Die Sprache L heiBt auf die
Sprache L' reduzierbar, geschrieben L <L', wenn gilt:

Es gibt eine Funktion h: X" — X", die folgende beiden Eigenschaften besitzt:

(i)  hist total und von einer Turingmaschine berechenbar
(i) esgiltwelL<h(w)el'.

Eigenschaft (ii) kann auch so formuliert werden:
welL=h(w)eL" und wgL=h(w)eL'.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit zeigt folgender Satz:

Satz 3.2-3:
Es seien £ und X’ endliche Alphabete, Lc X" und L' X" und L<L'. Dann gilt:

(1) Ist L' entscheidbar, dann ist auch L entscheidbar.
(ii) Ist L nicht entscheidbar, dann ist auch L' nicht entscheidbar.
(iii) Ist L" rekursiv aufzéhlbar, dann ist auch L rekursiv aufzihlbar.

(iv) Ist L nicht rekursiv aufzéhlbar, dann ist auch L' nicht rekursiv aufzihlbar.
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Beweis:

Zu (i):

Zu (ii):

Zu (iii):

Zu (iv):

Es sei TM' ecine auf allen Eingaben ueX’ stoppende Turingmaschine mit
L(TM")=L’". Die Funktion h:X" — %", die in der Definition der Relation L <L’

vorkommt, werde durch die Turingmaschine TM, berechnet. Durch Hintereinander-

schalten von TM,, und TM' erhélt man eine Turingmaschine TM:

W S Z* h(W) S Z’* q' qaccept
_’ TM 0 ’ TM l accept >
q reject q et >
™

TM stoppt auf allen Eingaben we X", weil h total ist und TM' auf allen Eingaben

stoppt).
Die folgende Argumentation zeigt, dass L(TM) =L gilt:

Ist we X" eine Eingabe fiir TM, die zum Zustand Oaceepe T0hIt, d.h. We L(TM), dann
hat die Eingabe h(w) in TM' zum Zustand 0, gefiihrt. Das bedeutet h(w)e L’

und wegen Eigenschaft (ii) in der Definition der Relation L<L': we L. Damit ist
L(TM) c L gezeigt.

Ist umgekehrt w e L, dann gilt wegen L<L": h(w) eL’. Die Eingabe h(w) in TM'
fihrt zum Zustand Q. , d.-h. TM kommt bei Eingabe von W in den Zustand 0, -
Das bedeutet we L(TM) und damit L < L(TM).

Hier ist nichts zu beweisen, da es sich um eine logisch dquivalente Formulierung zu
(1) handelt.

Die Argumentation verlduft wie in (i), wobei im vorherigen Bild nur der mit Q.

markierte Ausgang betrachtet wird.

Es handelt sich um eine logisch dquivalente Formulierung zu (iii).
/1

Satz 3.2-4:

Die Klasse der entscheidbaren Mengen ist eine echte Untermenge der Klasse der
rekursiv aufzédhlbaren Mengen.
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Dazu ist mindestens ein Beispiel einer rekursiv aufzdhlbaren Menge, die nicht entscheidbar
sind, anzugeben. Dieses kann konstruktiv geschehen; das Ergebnis ist in folgendem Satz 3.2-5
formuliert:

Die zum Halteproblem gehérende Sprache L,, < {0,1,# | wird definiert als die Menge

L, :{z

z=u#wmitue{0,1},we{0,1] ,VERIFIZIERE TM (w)=TRUE und
K., stoppt bei Eingabe von u .

Satz 3.2-5:
L,, ist rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar.

Insbesondere heil3t das: es gibt keine immer anhaltende Turingmaschine TM mit akzeptieren-
dem Zustand 0, und nicht-akzeptierendem Zustand (., mit folgender Eigenschaft: Bei

Eingabe von u#w stoppt TM im akzeptierenden Zustand Q. , falls K, auf u stoppt, und

TM stoppt im nicht-akzeptierendem Zustand ¢, > falls K,, auf u nicht stoppt.

Beweis:

Um die rekursive Aufzdhlbarkeit von L, zu zeigen, ist eine Turingmaschine TM mit
L(TM) =L, anzugeben. TM ist eine einfache Modifikation der in Kapitel 2.4 beschriebenen

universellen Turingmaschine UTM: Man kann annehmen, dass UTM nur ein Band hat und ei-

nen akzeptierenden Zustand Q,,, und einen nicht-akzeptierenden Zustand ¢, besitzt.

Kommt UTM in einen dieser beiden Zustinde, stoppt UTM. Eventuell stoppt UTM jedoch bei
einer Eingabe nicht. Es wird ein neuer akzeptierender Zustand Gy e 10 TM eingefiihrt und

die Uberfiihrungsfunktion 8,5, von UTM so geindert, dass noch eine Uberfithrung in den
Zustand Gy e ausgefiihrt wird, wenn UTM in Q. oder Q,,, kommt. Dazu wird 65

um die Zeilen &y ( Qaccept » a): ( Orm accept » (a’ S)) und Sy ( Ureject » a): ( Orm accept » (aa S)) fur
jedes Symbol a aus dem Arbeitsalphabet von UTM erweitert.
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* uelL(K,
7¢ {0, 1, #} qaccept ( ) qTM,accept
—— 1 »{q, ] L,
UTM reJect
stoppt nicht ™

Essei zel,,dh z=u#w mit ue{0,1}, we{0,1}, VERIFIZIERE TM(w)=TRUE und
K, stoppt bei Eingabe von u. Daher kommt UTM bei Eingabe von z in den Zustand Q.

w

oder in den Zustand 0, - TM kommt in beiden Féllen in den Zustand Gy secep > SO dass
zeL(TM) gilt.
Ist z¢ L, , dann hat z entweder nicht die syntaktische Form z=u#w mit ue{0,1} und

we{0,1} oder VERIFIZIERE TM (w)=FALSE oder K, stoppt bei Eingabe von u nicht. In

den ersten beiden Féllen stoppt UTM bei Eingabe von z nicht (vgl. Beweis von Satz 2.4-1). Im
dritten Fall startet UTM wohl die Simulation von K, die jedoch nicht zu einem stoppenden

Zustand fiihrt. Daher ist in diesem Fall z¢ L(TM).
Insgesamt ist damit L(TM)=L,, gezeigt.

Zum Beweis der Nichtentscheidbarkeit von L, wird wieder die Methode der Diagonalisie-

rung eingesetzt:

Angenommen, es gibt eine auf allen Eingaben z e {O, 1,# }* stoppende Turingmaschine TM

mit L(TM) =L, . Dann wird TM leicht abgewandelt zu einer Turingmaschine TM ', die wie

folgt arbeitet: TM" liest eine Eingabe we{0,1} und erzeugt mit einer Kopie von w das Wort
w#w. Dann verhalt sich TM' wie TM bei Eingabe von w#w. Falls TM im akzeptierenden Zu-
stand ... Stoppt, geht TM' in einen neuen Zustand ' iiber und stoppt nicht®. Falls TM im

nicht-akzeptierenden Zustand ¢, stoppt, dann stoppt TM'; dabei ist es irrelevant, ob TM'

in einem akzeptierenden oder einem nicht-akzeptierenden Zustand stoppt.

6 Ist TM' eine k-DTM mit der Uberfiihrungsfunktion &', dann ist
5'(q.a,..,a)=(09,(,S)..(,,9)) fira e, .., a cX.
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W#W qaccept —>
- p| Erzeugung von —»(Q,

| =

stoppt nicht

TM qreject >
LTM) =L, STOP

™'

Falls TM existiert, dann auch TM ', und zwar mit einer Kodierung ue{0,1} , dh. TM'=K, .

Nun gibt es zwei Alternativen: TM' stoppt auf der eigenen Kodierung u, oderTM '’ stoppt auf
der eigenen Kodierung u nicht. Im ersten Fall ist u#u ¢ L,, ; nach Definition von L,, stoppt

K, =TM’ bei Eingabe von u nicht. Dieser Widerspruch ldsst nur die zweite Alternative zu;
das bedeutet aber u#uel,,, also stoppt K, =TM' bei Eingabe von u. Beide Alternativen

fiihren auf einen Widerspruch. Daher existiert TM nicht.
I

Die zum Halteproblem mit leerem Eingabeband gehorende Sprache L, <{0,1} wird

definiert als die Menge
Ly, = {w‘ we{0,1],VERIFIZIERE TM (w) = TRUEund K, stoppt bei leerem Eingabeband }

Satz 3.2-6:
L, ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:
Die rekursive Aufzihlbarkeit 1asst sich dhnlich wie im Beweis zu Satz 3.2-5 nachweisen.

Um die Nichtentscheidbarkeit von L,, zu beweisen, zeigt man, dass L,, nach L, reduzier-
bar ist, d.h. dass L, <L, gilt. Dazu ist eine totale und berechenbare Funktion
h: {0,1,#}* - {0,1}* anzugeben, fiir die ze L, genau dann gilt, wenn h(z)eL, ist. Aus
Satz 3.2-3 (ii) folgt dann die Aussage des Satzes.
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Zu ue{0,1} und we{0,1f mit VERIFIZIERE_TM(W) = TRUE sei TM,,, eine Turingma-
schine, die folgendes Verhalten aufweist: TM,, , startet mit leerem Eingabeband und erzeugt
das Wort ue{0,1} . Dann simuliert TM o das Verhalten von K . Die Kodierung von TM  ,

sei v. Es gilt ve{0,1} und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE.

> Erzeugung von ——»| K,

Mit Hilfe eines entsprechenden Algorithmus, eines ,,Turingmaschinengenerators®, kann man

bei Vorgabe von U und w die Kodierung v von TM , auf deterministische Weise erzeugen.
Die Funktion h wird definiert durch

{o,1,# — {01}

) falls z = u#wmitu e {0,1} undwe{0,1}

code(TMU w
" undVERIFIZIERE _TM(w)=TRUE

1 sonst

Diese ist total und berechenbar. Nach Definition von L, gilt:
u#wel,, & K, stoppt bei Eingabe von u
< TMy, = Koggefrm,,) = Knusw) Stoppt bei leerem Eingabeband
< h(u#w) el .
/1

Eine Charakterisierung der Entscheidbarkeit einer Menge liefert der folgende Satz:

Satz 3.2-7:
Eine Menge L X" ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch das Komple-

ment X" \ L von L rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis:

Auch dieser Satz beinhaltet wieder zwei ,,Richtungen*:
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Ist die Menge L — X" entscheidbar, dann ist sie rekursiv aufzihlbar. Satz 3.2-2 Teil 3 besagt,

dass mit L auch X°\L entscheidbar und damit rekursiv aufzihlbar ist.

Gilt umgekehrt fiir eine Menge L < X", dass mit ihr auch das Komplement X"\L rekursiv auf-
zihlbar ist, dann gibt es zwei Turingmaschinen TM, und TM, mit L=L(TM,) und ='\L =
L(TMZ). Aus diesen beiden Turingmaschinen wird durch Parallelschaltung eine auf allen
Eingaben weX" stoppende Turingmaschine TM konstruiert, die W genau dann akzeptiert,
wenn We L gilt. Dabei wird eine dhnliche Konstruktion gewihlt, wie sie zum Nachweis der

Abgeschlossenheit der rekusiv aufzdhlbaren Mengen beziiglich Vereinigungsbildung angege-
ben wurde (Kapitel 2.1):

ql,accept wel

—P ql,O qaccept
ql,reject
™,

=

A stoppt nicht

weX

weX \L
qz accept >
> qz,o qreject

qz,reject

=

stoppt nicht ™™

™,

Es gilt fiir weX": Ist we L, dann stoppt TM, im Zustand 0, accepr UNd damit stoppt TM im
Zustand Qg - Ist W¢ L, dann stoppt TM, im Zustand q, .., und damit stoppt TM im Zu-
stand 0, - Da entweder we L oder wg L gilt, stoppt TM bei allen Eingaben w e > und

akzeptiert genau die Menge L.
I

Die oben aufgefiihrte zum Halteproblem gehorige Menge L,, ist rekursiv aufzihlbar, aber

nicht entscheidbar. Das Komplement von L,,, die Menge {0, 1, #}*\ L,, , kann daher nicht re-

kursiv aufzdhlbar sein. Daher ist die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Mengen gegeniiber
Komplementbildung nicht abgeschlossen (das ist Satz 3.2-1 Teil 2).

Da die Rollen von L und X"\L im letzten Satz ,symmetrisch® sind, ergibt sich als Konse-
quenz:
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Satz 3.2-8:
Essei LcX". Dann gilt

Entweder

sowohl L als auch =" \ L ist entscheidbar
oder

weder L als noch X" \ L ist entscheidbar
oder

entweder L oder " \ L ist rekursiv aufzihlbar, aber nicht entscheidbar, und die je-
weils andere Menge ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Die Klasse der rekursiv aufzdahlbaren Mengen iiber einem Alphabet X ist eine echte Teilklas-
se von P(Z*). Die Klasse der entscheidbaren Mengen iiber X ist echt enthalten in der Klasse

der rekursiv aufzéhlbaren Mengen. Es stellt sich die Frage, ob man mit Hilfe eines durch eine
Turingmaschine definierten algorithmischen Verfahrens die Klasse der entscheidbaren bzw.
die Klasse der nicht-entscheidbaren Mengen erkennen kann oder wenigstens rekursiv aufzéh-
len kann. Genauer: Es wird danach gefragt, ob es eine Turingmaschine gibt, die die Kodie-
rungen aller derjenigen Turingmaschinen erzeugt (rekursiv aufzéhlt), deren akzeptierte Spra-
chen gerade die entscheidbaren bzw. nichtentscheidbaren Mengen sind. Leider ist das nicht
moglich, wie folgender Satz zeigt:

Satz 3.2-9:
Es seien

L, = {w‘w € {0,1} ,VERIFIZIERE _TM(w)=TRUEund L(K,, )ist entscheidbar} und

L, = {w\w €{0,1],VERIFIZIERE _TM(w)=TRUE und L(K,, )ist nicht entscheidbar}.

Dann ist weder L, noch L, rekursiv aufzihlbar (und damit auch nicht entscheidbar).

Beweis:

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten, die jeweils einzeln begriindet werden. Es wird da-
bei die von der universellen Turingmaschine UTM akzeptierte Sprache

z=u#wmitue{0,1},we{0,1} {0,147
VERIFIZIERE _TM(W)=TRUEundueL(K,)| =~

*
b

L, =LUTM)= {z

herangezogen.

1.  Die Menge L, ist rekursiv aufzdhlbar.

uni

Begriindung: L,

. wird gerade von der Turingmaschine UTM akzeptiert.
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2. Die Menge L, istnicht entscheidbar.

uni

Zur Begriindung: Satz 3.1-4 zeigt, dass die Menge
L, = {w|we {01 VERIFIZIERE _TM (W) =FALSE oderw L(K,) |
nicht rekursiv aufzihlbar ist. Daher ist die Menge {0,1 | \L, ist nicht entscheidbar. Die
Funktion g: {O,l}* - {0,1,#}* mit g(w)=w#w ist total und durch eine Turingma-
schine berechenbar. Es gilt
we{0,1]\L, < wel,

< VERIFIZIERE_TM(W) = TRUE und w e L(K,)

< wWHwe L,

< gw)ely,.

Das bedeutet {0,1 }*\Ld <L, - Nach Satz 3.2-3 ist daher L, nicht entscheidbar.

uni i

3. Das Komplement L = {0, 1, #}* \L,, nicht rekursiv aufzihlbar.

Begriindung: Satz 3.2-3 und 2.
<L,.

4. Esgilt L

Zur Begriindung: Das Aussehen der dabei beteiligten totalen und berechenbaren Funk-
tion h:{0,1,#} —{0,1} wird im folgenden skizziert. Aus Satz 3.2-
3 folgt, dass L, nicht rekursiv aufzéhlbar ist.

Zu ue{0,1} und we{0,1} mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE wird mit Hilfe eines

deterministisch arbeitenden Turingmaschinengenerators eine Turingmaschine TM,

uni

konstruiert, die wie folgt arbeitet:

Bei Eingabe von y e {O, 1, #}* wird die Eingabe zunichst nicht beriicksichtigt, sondern
™,

w

verhilt sich wie K, auf der Eingabe u. Falls ue L(K,,) festgestellt wird, simu-
liert TM,,, das Verhalten von UTM auf der Eingabe y. Die Kodierung von TM , sei V.
Es gilt ve{0,1} und VERIFIZIERE_TM(V) = TRUE. Das Wort V ist deterministisch be-

rechenbar, da nur Beschreibungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.

ue { 0, 1} qaccept Orm wu-acoept  ——P>

ye { O, 1, #}* w qUTM,accept

UTM
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, LUTM)=L,, fallsuelL(K,)ist
Es gilt L(K,)=L(T™, )= _
’ %) fallsu ¢ L(K,, )ist
Bemerkung: Offensichtlich ist L(K,) genau dann entscheidbar, wenn u ¢ L(K, ) ist;
denn dann ist L(K,)=@. Fiir ue L(K, ) ist L(K,)=L

nicht entscheidbar.

und diese Menge ist

uni °

Es set w, {0, 1}* die Kodierung einer Turingmaschine mit L(KWn ): {0, 1}*. Es ist
w, € L, . Die gesuchte Funktion h wird definiert durch

{o,1,#/ — {01}

code(TM ) falls z = u#wmitu e{0,1} undwe{0,1}

h- ©" undVERIFIZIERE TM (w)=TRUE

W, sonst

Wie obige Ausfiihrungen zeigen, ist h ist total und berechenbar. AuB3erdem gilt nach
Definition von L bzw. L
zel,, < zhatnicht die Form z=u#w mit ue{0,1} und we{0,1}

oder

z hat die Form z = u#w mit u€{0,1} und we{0,1} und

VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE
oder

z hat die Form z = u#w mit u€{0,1} und we{0,1} und
VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE und u¢ L(K, ).

Es sei zeL,,. In den ersten beiden Fillen ist h(z) =w,, also h(z) € L,. Im dritten
Fall ist h(z) = Code(TM U’W): v und nach obiger Bemerkung und nach Definition von
L.: h(z)eL,.

Ist zgL,,, dann ist zeL,,, dh. z=u#w mit ue{0,1}, we{0,1}, VERIFIZIE-
RE_TM(w) = TRUE und ue L(K,, ). Daher ist h(z) = code(TM,,, )=V und nach obi-
ger Bemerkung ve L, .

Insgesamt gilt also z e L,,; <> h(z) eL,, und damitist L, <L, gezeigt.

uni —

Der Beweis fiir L, verlduft entsprechend.

11
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Im folgenden wird nach einem allgemeinen algorithmischen Verfahren gefragt, das einer
Turingmaschine irgendeine nichttriviale Eigenschaft ansieht. Unter einem algorithmischen
Verfahren ist hierbei eine auf allen Eingaben (entweder akzeptierend oder nicht akzeptierend)
stoppende Turingmaschine zu verstehen. Der Begriff ,nichttriviale Eigenschaft* wird wie
folgt definiert:

Eine Menge L < {0,1] von Kodierungen von Turingmaschinen heift nichttriviales Ent-

scheidungsproblem tber Turingmaschinen, wenn gilt:

(i) Lzg

(i) L enthélt nicht die Kodierungen aller Turingmaschinen

(11) fiir zwei Turingmaschinen TM, und TM,, die durch w, bzw. w, kodiert werden, d.h.
TM, =K,, und TM, =K,,, impliziert L(TM,)=L(TM,): Es gilt w, e L genau dann,

wenn W, € L gilt.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit eines nichttrivialen Entscheidungsproblems L Uber

Turingmaschinen lautet dann in unterschiedlichen dquivalenten Formulierungen:

. Ist L entscheidbar?

o Die Turingmaschinen, deren Kodierungen zu L gehoren, haben alle eine durch L be-
schriebene Eigenschaft E, . Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe
einer Turingmaschine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Turingma-
schine die Eigenschaft E, aufweist oder nicht?

. Kann man mit Hilfe eines algorithmischen Verfahrens entscheiden, ob eine Turingma-
schine eine definierte Eigenschaft E, aufweist oder nicht?

Beispiele nichttrivialer Entscheidungsprobleme:

1. L = { w|die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet eine konstante Funktion };

das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine eine kon-
stante Funktion berechnet?
2. Essei g eine Turingberechenbare Funktion.

L:{W

das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine

b

die durch w kodierte Turingmaschine K, berechnet }

eine mit g identische Funktion

berechnete Funktion mit g iibereinstimmt?
3. L, ={wfiir die durch w kodierte Turingmaschine K, gilt L(K,)=@ }; das Entschei-

dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge leer ist?
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4. L,, ={w]fiir die durch w kodierte Turingmaschine K, gilt L(K,)# @ }; das Entschei-

dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge mindestens ein Wort enthélt?
5. L = { w|fiir die durch w kodierte Turingmaschine K, gilt: L(K, )istendlich }; das Ent-

scheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzep-
tierte Menge endlich ist?

6. Essei L, c{0,1} eine entscheidbare Menge und
L = { w|fiir die durch w kodierte Turingmaschine K, gilt: L(K, )=L, };
das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine die ent-

scheidbare Menge L, akzeptiert?

Satz 3.2-10:
Jedes nichttriviale Entscheidungsproblem L {0,1}* iiber Turingmaschinen ist nicht

entscheidbar.

Beweis:

Es wird gezeigt, dass entweder L, <L oder L, <{0,1}"\L gilt. Mit Satz 3.2-3 lasst sich

dann argumentieren: Da L,, nicht entscheidbar ist, ist im ersten Fall L nicht entscheidbar und

im zweiten Fall {0,1} \L und damit auch L nicht entscheidbar (Satz 3.2-2).
Der Beweis folgt dem Schema der Beweise fiir die Sétze 3.2-6 und 3.2-9:

Es sei TM, eine Turingmaschine mit L(TM,)=@ und w, =code(TM,), d.h. TM, =K, . Es

werden die beiden Fille
1. Fall: w, eL und

2. Fall: w, ¢ L

unterschieden.

Zum 1. Fall (w, eL):

Nach obiger Bedingung (ii) fiir L gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung W e {O, 1}*
und W¢ L. Es wird die Giiltigkeit von L, < {0, 1}*\L gezeigt, indem eine totale und bere-
chenbare Funktion h:{0,1] —{0,1} angegeben wird, fiir die we L, < h(w)e {0,1}\L
gilt.
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Es sei we{0,1] mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE. Mit Hilfe eines deterministisch arbei-
tenden Turingmaschinengenerators wird aus W eine Turingmaschine TM , konstruiert, die wie
folgt arbeitet:

Bei Eingabe von y E{O, 1}* wird die Eingabe zundchst nicht beriicksichtigt, sondern TM ,

simuliert das Verhalten von K, bei leerem Eingabeband. Falls K, stoppt, wird y in T™ ein-
gegeben, und TM, simuliert das Verhalten von TM auf der Eingabe y. Die Kodierung von
TM,, sei v. Es gilt ve{0,1] und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort V ist determinis-

tisch berechenbar, da nur Beschreibungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.

acoept
qrejm> qTMW,accept —>
. K
ye { 0, 1} v ? L qm,accept
™
™, =K,
Man sieht:
L(KV): L(TM W): {L(TM ) fallswe LHO 1st .
%) sonst
Die Funktion h wird definiert durch:
{o,1f — {o,1}
h: W IR Code(TMW) fallsVERIFIZIERE TM(w)=TRUE
W, sonst

Die Funktion h ist total und berechenbar. Aulerdem ist diese Funktion fiir den Nachweis der
Relation L, < {0, l}*\L geeignet:

Ist wel, , dann ist (nach Definition von L, ) VERIFIZERE_TM(w) = TRUE und
h(w) = code(TM,, )=V . AuBerdem gilt (siehe oben) L(K,)=L(TM )=L(K ). Nach Bedin-
gung (iii) ist wegen W ¢ L auch ve L, d.h. h(w) ¢ L bzw. h(w)e{0,1} \L.

Ist we L, und ist VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE, dann ist h(w)=w, und h(w)eL bzw.
h(w) &{0,1}\L.

Ist wel, und ist VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE, dann ist h(w)=code(TM,)=v und
L(KV)= = L(KWO ) Bedingung (ii1), jetzt jedoch zusammen mit der Annahme w, € L, imp-
liziert h(w) e L bzw. h(w)e{0,1} \L.
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Zum 2. Fall (w, ¢ L):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM mit Kodierung we {0, 1}* und
wel. Es wird die Giltigkeit von L, <L gezeigt, indem eine totale und berechenbare Funk-
tion h:{0,1] —{0,1] angegeben wird, fiir die we L,, < h(w)elL gilt. Der Beweis er-

folgt wie im 1. Fall; dabei wird die dortige Rolle von TM von TM iibernommen.
/1

Satz 3.2-10 ldsst sich auch so formulieren:

Satz 3.2-11:

Ist Lc {O, 1}* eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L nur in

den Féllen entscheidbar, dass L = ist oder dass L aus der Menge der Kodierungen al-
ler Turingmaschinen besteht.

Sédmtliche oben angefiihrten Entscheidungsprobleme sind nicht entscheidbar, d.h. es ist bei-
spielsweise nicht entscheidbar, ob

o eine Turingmaschine eine konstante Funktion berechnet
o eine Turingmaschine eine vorgegebene Funktion berechnet
o die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache leer ist

. die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache endlich ist
. die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache mit einer entscheidbaren Menge ii-
bereinstimmt.

Der letzte Punkt kann in der Praxis folgendermaBBen verwendet werden. Es zeigt sich namlich,
dass Programmverifikation bzw. die Verifikation einer Spezifikation algorithmisch unmoglich
ist.

Satz 3.2-12:
Fiir kein algorithmisch 16sbares Problem (fiir keine entscheidbare Menge) ldsst sich
durch einen einzigen Algorithmus testen, ob ein entworfener Algorithmus eine korrekte
Losung des Problems liefert.

Sucht man also nach Beispielen fiir entscheidbare Mengen, so wird man bei Mengen, die aus
Kodierungen von Turingmaschinen mit speziellen Eigenschaften bestehen, nur in den trivia-
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len Fallen flindig, die in Satz 3.2-11 beschrieben sind. Selbstverstindlich gibt es nichttriviale
entscheidbare Mengen; diese bestehen dann aber nicht ausschlielich aus Kodierungen von
Turingmaschinen.

Die Bedingungen, unter denen Mengen aus Kodierungen von Turingmaschinen rekursiv auf-
zahlbar ist, sind wesentlich komplexer:

Satz 3.2-13:

Es sei Lc {0, 1}* eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L ge-

nau dann rekursiv aufzihlbar, wenn folgende Eigenschaften (i) — (iii) gelten:

(1 Ist wel, L= L(le) und ist L, eine rekursiv aufzdhlbare Menge, etwa
L,= L(KWZ) fiir ein Wort w, €{0,1} , mit L,  L,, dann ist auch w, e L.

(i) Ist w,elL und L, = L(KWI) eine unendliche Menge, dann gibt es eine endliche
Teilmenge L, c L, mit L, = L(sz) und W, e L.

(ii1) Es sei E < L die Menge der Kodierungen, die Turingmaschinen kodieren, deren

akzeptierte Sprachen endlich sind; dann ist E entscheidbar.

Beispielsweise folgt aus Satz 3.2-11, dass die Mengen

L, = {W‘ we{0,1],VERIFIZIERE TM(w)=TRUEund L(K, )= ®} und

L, = {w\ we{0,1} ,VERIFIZIERE _TM(w) = TRUE und L(K,,) @}

nicht entscheidbar sind. Es wird jedoch nichts dariiber gesagt, ob sie rekursiv aufzihlbar sind
oder nicht. Aus Satz 3.2.-13 folgt, dass L_, nicht rekursiv aufzihlbar ist; denn Bedingung (i)

ist verletzt: Die Menge L_, enthdlt das Wort w, mit L(KWO )= & aus dem Beweis zu Satz
3.2-10. Setzt man L, = L(KWO) und L,= {O, 1}* , so ist L, trivialerweise rekursiv aufzéhlbar,

etwa L, = L(sz) fiir eine Kodierung w, € {0,1} . Es gilt L, cL,,aber w, & L_,.

Im Fall von L_, und L,, kann man auch anders argumentieren: Man zeigt direkt, dass die
Sprache L, rekursiv aufzahlbar und folglich {0,1}\L,, nicht rekursiv aufzihlbar ist (denn

sonst wire L, entscheidbar). Weiterhin gilt {0,1}\L,, <L_,, und daher ist L_, nicht re-

kursiv aufzdhlbar. Dazu ist zum einen eine Turingmaschine TM anzugeben mit L(TM)=1L_,,
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zum anderen zum Nachweis der Relation {0,1 }*\L#a <L eine ,geeignete“ Funktion

h:{0,1} ->{0,1}.

TM arbeitet wie folgt: Als Eingabe erhilt TM ein Wort we { 0,1} . Falls

VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE ist, wird W nicht akzeptiert. Andernfalls beginnt TM, alle
Worte z € {0,1,# }* der Form z =v#bin(i) mit ve{0,1 }* in lexikographischer Reihenfolge
zu erzeugen. Jedesmal, wenn ein derartiges Wort generiert worden ist, simuliert TM das Ver-
halten von K, bei Eingabe von v fiir hochstens i Schritte. Wird v dabei akzeptiert, akzeptiert

TM die Eingabe w. Andernfalls wird das nichste Wort v'#bin(i’) erzeugt und getestet. Es gilt:
Ist we L(TM), dann gibt es ein Wort vV e {0,1 }*, so dass K, dieses Wort in hochstens i
Schritten fiir ein i € N akzeptiert. Daher ist L(K, )# @ und we L.

Ist umgekehrt we L, d.h. L(K,)# @, dann gibt es ein Wort v e L(K, ). Dieses Wort wird

in endlich vielen, etwa j Schritten akzeptiert. Wenn TM also bei Eingabe von w das Wort
v#bin(]) generiert hat, stoppt K, nach der Simulation von j Schritten im akzeptierenden Zu-

stand, und TM akzeptiert w, d.h. we L(TM).

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass zum Nachweis der Relation {0,1}\L , <L_
folgende Funktion geeignet ist:
(0,1 - {01}
h: {W fallsVERIFIZIERE _TM (w) = TRUE
_)

W
W, sonst

Hierbei ist W, die Kodierung einer Turingmaschine mit L(KWO )= .

Fiir die in Satz 3.2-9 untersuchten Sprachen
L, = {w‘w €{0,1},VERIFIZIERE TM (w)=TRUEund L(K,)ist entscheidbar} und
L, = {W‘w €{0,1},VERIFIZIERE TM (w) = TRUEund L(K, )ist nicht entscheidbar}

folgt ebenfalls aus Satz 3.2-13, dass sie nicht rekursiv aufzéhlbar sind; in beiden Féllen ist
wieder Bedingung (i) verletzt.
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Zusammenfassung wichtiger Beispiele:

nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzihlbar nicht rekursiv aufzéhlbar

e{0,1f,we{o0,1},
L, =qu#wVERIFIZIERE TM (w)=TRUE,
K, stoppt bei Eingabe von u

€ {0, l}*,
Ly, = WVERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,
K., stoppt bei leerem Eingabeband

{01},
L, ={wW|VERIFIZIERE _TM(w)=TRUE, L, ERIFIZIERE TM(W) FALSE
w, eL(K, ) oder w, ¢ L(K
E{O,l}*,WE{O,l}*, Z hat nicht die Form z = u#w
Ly =1 U#W\VERIFIZIERE_TM (W) =TRUE, | - _ mltUE we{0,1} oder
uel(K,) ERIFIZIERE TM(W) FALSE oder
u¢L
e{0,1f,
L., =<W\VERIFIZIERE TM(w) = TRUE, L, =W ERIFIZIERE _TM(w) = TRUE,
L(K,)# D

L, =qw ERIFIZIERE_TM(W):TRUE,
L(K,, )ist entscheidbar

e{0,1f,
L. =4 W\VERIFIZIERE _TM (w) =TRUE,
L(K,, )ist nicht entscheidbar
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4 Elemente der Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Bisher wurden Sprachen iiber die Akzeptanz durch Turingmaschinen definiert. Das Ergebnis
ist die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen. Diese soll nun weiter strukturiert werden,
indem das Modell der Turingmaschine eingeschrinkt wird. Eine Einschriankung wurde bereits
in Kapitel 3.1 behandelt: es werden dort Turingmaschinen betrachtet, die bei jeder Eingabe
stoppen. Diese Spezialisierung fiihrte auf die Klasse der entscheidbaren Sprachen, die eine
echte Teilklasse der Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist.

Insgesamt werden in den folgenden Unterkapiteln vier Sprachklassen beschrieben. Diese Ein-
teilung ist nach Noam Chomsky benannt, der diese Klassen als mogliche Modelle fiir natiirli-
che Sprachen charakterisiert hat. Allerdings definiert die Chomskyhierarchie Sprachen nicht
tiber die Akzeptanz durch geeignete Maschinenmodelle, sondern definiert jede Klasse durch
die Form von syntaktischen Regeln, nach denen Worter der jeweiligen Sprache ,.erzeugt®
werden konnen. Fiir jede Sprache wird eine entsprechende (formale) Grammatik festgelegt. Je
nach Art der erzeugenden Regeln ist die erzeugte Sprache eine Typ-0-Sprache, Typ-1-
Sprache, Typ-2-Sprache bzw. Typ-3-Sprache. Die zugrundeliegende Theorie heifst Theorie
der Formalen Sprachen. Zu jedem Sprachtypen der Chomskyhierarchie gibt es ein entspre-
chendes Berechnungsmodell (Automatentyp), das sich aus dem Modell der Turingmaschine
durch die erwéhnten Einschrinkungen ableitet. Somit besteht ein enger Zusammenhang zwi-
schen der Theorie der Formalen Sprachen und der Automatentheorie, die sich wesentlich mit
der Definition von Modellen der Berechenbarkeit und Ubersetzbarkeit beschiftigt. Beide An-
sdtze werden in den folgenden Unterkapiteln gegeniibergestellt.

4.1 Grammatiken und formale Sprachen

Die Akzeptanz (das Erkennen) einer Sprache L X" iiber einem endlichen Alphabet® mit
Hilfe eines Berechnungsmodells wie der Turingmaschine kann als ,,analytischer Ansatz be-
zeichnet werden. Dem gegeniiber steht ein ,,synthetischer” Ansatz, der beschreibt, wie die
Worter einer Sprache mit Hilfe von Regeln erzeugt werden kdnnen. Dieser Ansatz wird in der
Theorie der formalen Sprachen verfolgt.

Eine Grammatik G = (Z, N, S, R) wird definiert durch

das endliche Alphabet ¥ der Terminalsymbole

das endliche Alphabet N der Nichtterminalsymbole (Variablen)

das Startsymbol S e N

eine endliche Menge R von Erzeugungsregeln (Ableitungsregeln, Produktionen) mit

i
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*’V

Rg{v—>W|VE(N uz),we(NuUZ) 21}.

Fir xe(NUZ), ye(NUZ), ve(NUZ), we(N UZ) heisst das Wort xwy von G in ei-
nem Schritt aus xvy erzeugt, wenn es eine Erzeugungsregel v — w in R gibt. Man schreibt

Vow

dann: xvy = Xwy oder xvy:G>xwy.

Wenn der Zusammenhang klar ist, werden die Super- bzw. Subskripte weggelassen.

Ein Wort we (N UX)" heisst von G aus x (N UZ)" erzeugt, wenn es eine Folge von Wor-

tern X, e(N UZ)*, i =0, ..t gbt mt X=X, Xi:G>X fuiri=0, .., t—-1, w=X,. Man

i+1
*

schreibt dann auch X=2W. Die Menge L(G)= { W‘ weX und S:G>W} heisst die von G er-

zeugte Sprache.

Grammatik fiir einige Sprachen uber {a,b,c}

1. G,=(ab}{S,AB}LS,{S—>AB,A>aA A—e,B—>bB,B—¢}) erzeugt die Spra-
che L, = {aibj lieN,je N}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik
G/ =({a,b},{S,B},S,{S—>&,S—>aS,S—hbB,B—bB,B—¢}) erzeugt.

2. G,=({a,b}{s}S,{S—> &S —aSh}) erzeugt die Sprache L, = {a”b” Ine N}.

3.  G,=({a,b}{S,AB},S,{S—> AB,A— ¢, A—>aAb,B —» &, B —CB}) erzeugt die Spra-
che L, = {a”b”ci IneN,ie N}.

4.  G,=(a,b,c}{S,B},S,{S—asSBc,S — abc, cB — Bc,bB — bb}) erzeugt die Sprache
L, = {a”b“cn IneN,n> 1}. Die Sprache L, wird auch von der Grammatik

S —>aSBC,S —»aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,
bC — bc,cC —cc

G, =£{a,b,c},{S,B,C}, s,{

erzeugt.

5. Gy=({0,1},{S,A},S,{S > 1A0A,S — 0AIA, A—> &, A— 0AIA, A— 1A0A})  erzeugt
die Sprache
L, = {W |we { 0, 1}+ und die Anzahl der Zeichen 0 in W ist gleich der Anzahl der Zeichen 1}
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Eine Grammatik G = (Z, N, S, R) kann dhnlich wie eine Turingmaschine (siche Kapitel 2.4)
durch eine Zeichenkette aus {0,1 } (algorithmisch auf deterministische Weise) kodiert wer-
den. Die Kodierung ist dabei eine injektive Abbildung, die jeder Grammatik G ein Wort
code(G) € {0,1 }* zuordnet. Zusétzlich kann die Codierung so entworfen werden, dass man

entscheiden kann, ob ein Wort we { 0,1} die Kodierung einer Grammatik darstellt, und dass

man aus der Kodierung einer Grammatik diese rekonstruieren kann. Auf Details der Darstel-
lung und der Verfahren soll hier verzichtet werden.

Fiir ein Wort w e { 0,1 } ist
TRUE  falls wdie Kodierung einer Grammatik darstellt

VERIFIZIERE G(w)= . : . . :
- FALSE falls w nicht die Kodierung einer Grammatik darstellt

Die durch ein Wort we {0,1} mit VERIFIZIERE_G(W) = TRUE kodierte Grammatik sei

KG

w*

Die zum Wortproblem gehdrende Menge L, wird definiert durch

Lo = {u#w‘ uex',we{0,1} VERIFIZIERE _G(w)=TRUEundu € L(KG,)}.

Das Wortproblem ist entscheidbar, wenn L, entscheidbar ist. In diesem Fall gibt es einen

auf allen Eingaben der Form u#w mit ueX” und we {0,1 }* stoppenden Algorithmus, der

die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn u#w e L, ist.

Vereinfacht ausgedriickt ist das Wortproblem entscheidbar, wenn es einen auf jeder Einga-
be stoppenden Algorithmus A gibt, der eine aus zwei Teilen bestehende Eingabe, ndmlich be-

stehend aus (der Kodierung) einer Grammatik G =(Z, N, S, R) und einer Zeichenkette

ueX’, erhilt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn U e L(G) gilt, d.h. wenn sich u

aus dem Startsymbol von G durch Anwendung der in G definierten Ableitungsregeln herleiten
lasst.

—P> qaccept ————p» Ue L(G)

qreject —» Uu¢ L(G)

Entsprechend kann man das Leerheitsproblem definieren:
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Die zum Leerheitsproblem gehdrende Menge L., wird definiert durch

leer

L

o = {w‘ we{0,1},VERIFIZIERE G(w)=TRUEund L(KG, )= }

Das Leerheitsproblem ist entscheidbar (hier in der vereinfachten Darstellung), wenn es ei-
nen auf jeder Eingabe stoppenden Algorithmus A gibt, der als Eingabe eine Grammatik
G= (Z, N, S, R) erhdlt und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn L(G)=J gilt.

G qaccept > L(G) = @

qreject —> L(G) * @

4.2 Typ-0-Sprachen

Eine Sprache, die von einer Grammatik G = (Z, N, S, R) erzeugt wird, fur die
Rc{vowve(NUE)\ ', we(NuUS) | gilt, heift Typ-0-Sprache. Die Regeln v —>w
einer Typ-0-Sprache erfiillen also die Bedingung

V| >1, und die linke Seite v einer Regel ent-

hélt mindestens ein nichtterminales Symbol; auBerdem kann in einer Ableitung durch An-
wendung einer Regel keine einmal entstandene rein terminale Zeichenkette mehr ersetzt wer-

VoW

den. In einem Ableitungsschritt Xvy = Xwy kann es aber durchaus vorkommen, dass das Er-

gebnis xwy des Ableitungsschritts kiirzer als die Ausgangszeichenkette ist.

Man kann zeigen, dass jede Typ-0-Sprache mit einem Alphabet ¥ von einer Turingmaschine
mit Eingabealphabet ¥ akzeptiert werden kann. Dazu wird der Erzeugungsvorgang einer
Grammatik mit Hilfe einer nichtdeterministischen Turingmaschine simuliert. Umgekehrt 1dsst
sich jede rekursiv aufzdhlbare Menge durch eine Typ-0-Grammatik erzeugen. Daher gilt:

Satz 4.2-1:
Die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Mengen (von Turingmaschinen akzeptierte Men-
gen) liber einem endlichen Alphabet X ist mit der Klasse der Typ-0-Sprachen mit Al-
phabet X identisch.
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In Kapitel 3.2 wird gezeigt, dass die Menge
Ly = {u#w‘u €{0,1f,we{0,1],VERIFIZIERE TM(w)=TRUEundu e L(KW)}

nicht entscheidbar ist. Satz 4.2-1 legt nahe, in der Definition von L, das Pradikat VERIFI-

ZIERE_TM durch VERIFIZIERE G zu ersetzen und dieses dann durch das leicht modifizierte
Préadikat
VERIFIZIERE G _TYP 0(w)

TRUE  falls wdie Kodierung einer Typ - 0 - Grammatik darstellt
- {FALSE falls w nicht die Kodierung einer Typ - 0 - Grammatik darstellt
Man erhélt dann das Wortproblem fir Typ-0-Grammatiken, das danach fragt, ob die Men-
ge
LwOn _Typ-0
= {u#w‘ uex',we{0,1},VERIFIZIERE G TYP 0(w)=TRUEundu e L(KG,) }

entscheidbar ist. Diese Frage muss verneint werden.

Ahnlich verhilt es sich mit dem Leerheitsproblem fur Typ-0-Grammatiken. Die Menge
Lieer 1yp0 = {w‘ we{0,1},VERIFIZIERE G TYP_ 0(w)=TRUEund L(KG,)=2 }

ist nicht entscheidbar, da (vgl. Kapitel 3.2) die Menge

L, = {W‘w €{0,1},VERIFIZIERE TM(w)=TRUEund L(K,)= & }

nicht rekursiv aufzihlbar und damit auch nicht entscheidbar ist.

Insgesamt ergibt sich

Satz 4.2-2:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fiir Typ-0-Grammatiken sind nicht ent-
scheidbar:

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G = (2, N, S, R) und eines Wortes U e X" entscheidet, ob u e L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik G =(Z, N, S, R) entscheidet, ob L(G) =@ gilt.
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4.3 Typ-1-Sprachen

Essei G = (Z, N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln

Rc {V —>wive(NuZ)\ =, we(N UZ)*} folgender zusitzlicher Einschriankung unterlie-
gen:

Fiir alle Regeln v —>w gilt |v| < |W| Als einzige Ausnahme ist die Regel S — ¢ zugelassen;

wenn diese Regel vorkommt, darf S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen.

Wie bei einer Typ-0-Grammatik diirfen auf der linken Seite einer Regel in einer Typ-1-
Grammatik also sowohl terminale als auch nichtterminale Zeichen vorkommen, wobei links
mindestens ein nichtterminales Zeichen steht. Die Lénge der rechten Seite einer Regel ist bis
auf die Ausnahme S — ¢ mindestens so gro3 wie die Lange der linken Seite. Daher wird in

VoW

einem Ableitungsschritt xvy = xwy die Linge des Ableitungsergebnisses nicht kiirzer. In ei-

ner Ableitung S—=weines Wortes wWeX™, etwa S=> X, =>..=> X, = X, =>...=> W, gilt fir

i+1
alle Zwischenschritte 1= |S| < |X1| <..=< |Xi| < |Xi+1| <..< |W| Diese Beobachtung wird wichtig,
wenn man den Turingmaschinentyp charakterisieren mochte, der eine von einer Typ-1-
Grammatik erzeugten Sprache erkennt.

Enthélt R die Regel S — ¢, dann ist € € L(G), und die Anwendung der Regel S — ¢ stellt

die einzige Moglichkeit dar, um & aus S abzuleiten.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heifit Typ-1-Sprache oder kontext-
sensitive Sprache. Die Grammatik heift kontextsensitive Grammatik. Beispielsweise ist

die Sprache L, = {a”b”cn IneN,n>1 } aus Kapitel 4.1 eine kontextsensitive Sprache (Typ-
1-Sprache).

Jede Typ-1-Sprache ist natiirlich auch eine Typ-0-Sprache.

Es ist nicht immer einfach, fiir eine gegebene Sprache die sie erzeugende Grammatik zu ent-
wickeln, wie folgendes Beispiel zeigt:
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Eine Typ-1-Sprache fir L = {azi lie N>0}

Ein erster Ansatz fithrt auf die Grammatik G, =({a},{S, A, B,C,D,E},S,R), wobei R aus
den Regeln

(1) S — ACaB (5) aD — Da
(2) Ca — aaC (6) AD — AC
(3) CB — DB (7) aE — Ea

(4) CB > E (8) AE - a

besteht. Die Nichtterminalzeichen A und B dienen als ,,Begrenzer; C ist eine Markierung, die
durch die Zeichenkette a ... a zwischen A und B hindurchlduft und dabei die Anzahl der Zei-
chen a verdoppelt; D lduft in der anderen Richtung zwischen B und A. Die Ableitung der Zei-

chenkette a'® lautet (die Zeichen, an denen die nichste Anwendung einer Regel ansetzt, sind
jeweils unterstrichen):

S = ACaB = AaaCB = AaaDB = AaDaB = ADaaB = ACaaB =" AaaaaCB
=" ADaaaaB =" Aa'°CB = Aa"aE = Aa''aEa =" AEa'® = a'°

Die Grammatik G, ist aufgrund der syntaktischen Form der Regeln (4) und (8) nicht kontext-
sensitiv. Es gibt jedoch eine kontextsensitive Grammatik G, auf der Basis von G,, die L er-

zeugt, so dass L kontextsensitiv ist: Die nichtterminalen Zeichen A, ..., E werden mit Zeichen
a zu neuen nichtterminalen Zeichen zusammengesetzt:

G, =({a}N,,S,R,) mit
N, = { S, Zpcans LcasZag> Leas> Lacar Laas Lace> Lavss Lae s Loa> Loas> L avas Leas ZAEa}; aus den
urspriinglichen Regeln (1) bis (8) wird:

(D S>> Zycee (5) aZp, = Zp,a

(2) Z.,a—> aaZg, Z.os > Lo
Leolog = 8Ly Zpalps = Lppad
ZACaa - ZAaaZCa aZDaB - ZDaZaB
ZACaZaB - ZAaaZCaB ZAaZDaB - ZADaZaB
ZACaB - ZAaZaCB (6) ZADa - ZACa
Leg >l g (7) aZg, > Zg,a

() Zace = Zaps Zig > Zea

(4) Zocs > Zae Zpalea = Zpead

(8) Zpea > 2
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Die Ableitung von a'® in G, lautet (wieder sind die Zeichen, an denen die niichste Anwen-

dung einer Regel ansetzt, jeweils unterstrichen):

S=>Zpcas @ Zpalacs = Lnalavs = Lnalows = Lavalas = Lacales = LnadZcap

= ZAaaaZaCB = ZAaa‘a‘ZaDB = ZAaaa'ZDaB = ZAa aZDaZaB = ZAaZDaaZaB
=>Zp8aly > 2,88l g > 72, alal = 7,83l = Z, 888885
= Z,,aaaaaa”Z ., = Z,,aaaaaaZ,, = Z,a" 7., =>2,a"Z, = Z,a%az.,

—>Z,a%aZga=> Z,2a" = 7,,8a" =>a

Es stellt sich die Frage, ob es Typ-0-Sprachen gibt, die nicht kontextsensitiv sind. Der folgen-
de Satz beantwortet die Frage.

Satz 4.3-1:
Jede kontextsensitive Sprache iiber einem Alphabet X ist entscheidbar.

Die Entscheidung kann bei einem Wort we " mit Linge n in 0(20(")) vielen Schritten

getroffen werden; das Entscheidungsverfahren hat also exponentielle Laufzeit.

Beweis:

Es sei G = (Z, N, S, R) eine kontextsensitive Grammatik. Zu zeigen ist: L(G) ist entscheid-
bar. Dazu wird eine auf allen Eingaben We X" stoppende Turingmaschine TM, angegeben,
die w genau dann akzeptiert, wenn We L(G) ist. Die Arbeitsweise von TM; wird hier in-

formell in Form eines Algorithmus beschrieben:

Essei weX’ eine Eingabe von TM,, . Fiir W= & akzeptiert TM diese Eingabe genua dann,

wenn G die Ableitungsregel S — ¢ enthilt. Ist |W| =n2>1, so erzeugt TMy einen Graphen,

dessen Knoten mit den Zeichenketten in (N UZ) markiert sind, die eine Linge besitzen, die

kleiner oder gleich n ist (andere Zeichenketten kommen in einer Ableitung S=>W nicht vor).

Ist dabei der Knoten K, mit der Zeichenkette o e(NUZ) und der Knoten K; mit

pe (N UZ)* markiert und kann man in G durch Anwendung einer Regel f# aus a in einem

Ableitungsschritt herleiten, d.h. a= f, dann wird eine Kante von K; nach K; eingefiigt. Ein

Knoten ist mit S markiert und einer mit w. Es ist we L(G) genau dann, wenn es einen Pfad

von dem mit S markierten Knoten zu dem mit w markierten Knoten gibt. Um diese Tatsache
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festzustellen, kann man einen der bekannten Algorithmen zum Auffinden von Pfaden in Gra-
phen zwischen definierten Knoten anwenden. Da der beschriebene Graph O(C”) viele Knoten

(mit einer Konstanten ¢ =c(G)) besitzt und sich die Laufzeit des Pfadsuchalgorithmus durch
eine Funktion der Ordnung O(m3) beschrinken lédsst, wobei m e O(C”) die Anzahl der Kno-

ten im Graphen angibt, ist das gesamte Entscheidungsverfahren von der Ordnung 0(20(”) )
I

Eine nichtentscheidbare Menge kann also nicht kontextsensitiv sein.

Wie bei Typ-0-Sprachen lassen sich Typ-1-Sprachen durch ein Berechnungsmodell beschrei-
ben, das sich aus dem Modell der Turingmaschine ableitet und genau kontextsensitive Spra-
chen akzeptiert:

Ein linear beschrankter Automat LBA ist eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren
Schreib/Lesekopfe auf allen Béndern bei Eingabe eines Wortes W mit |W| =N jeweils nicht
mehr als n+1 Zellen auf den Biandern verwenden. Insbesondere bewegt sich kein Kopf wei-
ter nach rechts als bis zur Position n+1 (an dem Blank auf dem Eingabeband bei Position

n+1 wird das Ende des Eingabeworts erkannt). Die von einem LBA akzeptierte Menge
L(LBA) wird wie bei Turingmaschinen definiert.

Man kann zeigen, dass es zu jeder von einem linear beschrinkten Automaten LBA akzeptier-
ten Sprache L =L(LBA) eine kontextsensitive Grammatik G, gz, gibt mit L(G LBA) = L(LBA).

Umgekehrt gibt es zu jeder von einer kontextsensitiven Grammatik G erzeugten Sprache
L'=L(G) einen linear beschrinkten Automaten LBA; mit L(LBA,)=L(G). In diese Uber-

legungen geht wesentlich ein, dass die Produktionen v — w der kontextsensitiven Grammatik

der Bedingung Regeln |v| < |W| gentigen, so dass zur Akzeptanz auf allen Bandern jeweils ein

durch die Lénge des Eingabeworts linear beschrinkter Speicherplatz ausreicht’.

Satz 4.3-2:
Die Klasse der von linear beschrinkten Automaten akzeptierten Sprachen iiber einem
endlichen Alphabet X ist mit der Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-
Sprachen) iiber X identisch.

Die von einem linear beschrinkten Automaten LBA akzeptierte Menge L(LBA) {iiber
einem Alphabet ¥ ist entscheidbar.

7 Den Beweis dieser Aussage findet man beispielsweise in Hopcroft, J.E.; Ullman, J.D.: Einfihrung
in die Automatentheorie, Formale Sprachen und Komplexitatstheorie, Addison Wesley, 1988.
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Mochte man daher Aussagen iiber kontextsensitive Sprachen beweisen, so kann man dazu mit
kontextsensitiven Grammatiken oder linear beschrankten Automaten argumentieren.

Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen ist eine echte Teilklasse der Klasse der entscheid-
baren Sprachen, wie folgende Sitze zeigen.

Mit der Diagonalisierungstechnik lésst sich zunédchst folgender (technischer) Hilfssatz zeigen:

Satz 4.3-3:
Es sei

L, {w‘ we{0,1],VERIFIZIERE TM(w)=TRUE und K, stoppt auf jeder Eingabe}
eine rekursiv aufzdhlbare Menge. Dann gibt es eine entscheidbare Sprache L, die von

einer auf allen Eingaben stoppenden Turingmaschine TM erkannt wird, deren Kodie-

rung in L, nicht vorkommt.

Bemerkung: Da die Menge
L, = {w\w €{0,1}',VERIFIZIERE TM (w) = TRUEund L(K,,)ist entscheidbar}

aus Kapitel 3.2 nicht rekursiv aufzihlbar ist, gilt L, = L, .

Beweis:

Da L, als rekursiv aufzdhlbar angenommen wird, gibt es nach Satz 3.1-2 eine totale bere-
chenbare Funktion h:{0,1} — " mit L, = h({ 0,1 }*)

Es wird L = {W‘ we{0,1] undwg L(Kh(w) )} gesetzt.

Dann ist L entscheidbar: Eine auf allen Eingaben w e {0, 1}* stoppende Turingmaschine TM

mit L(TM) =L, d.h. die entscheidet, ob we L gilt oder nicht, arbeitet wie folgt: TM berech-
net zunichst h(w). Dabei ist h(w)eL,, insbesondere VERIFIZIERE TM (h(w))=TRUE.

Jetzt simuliert TM das Verhalten von K, bei Eingabe von w. Da K, nach Definition von
L, auf allen Eingaben stoppt, kann TM feststellen, ob we L(Kh(w)) gilt oder nicht. Das Wort
w wird von TM genau dann akzeptiert, wenn bei dieser Simulation W ¢ L(Kh(w)) festgestellt

wird.

TM habe die Kodierung w,. Falls w, €L, gilt, dann sei we{0,1] so gewihlt, dass
h(w)=w,_ ist. Dann folgt (nach Definition von L) der Widerspruch
wel < weg L(Kh(w)) (nach Definition von L)

S wWe L(KWL) (wegen h(W)z w, )

< weL(TM) (da w, die Kodierung von TM ist)
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< wel (wegen L(TM)=L).
Daher kommt die Kodierung w, von TM in L, nicht vor.
11

Satz 4.3-3 kann genutzt werden, um zu zeigen, dass es eine entscheidbare Menge gibt, die
nicht kontextsensitiv ist:

Jede kontextsensitive Grammatik kann dhnlich wie eine Turingmaschine (siche Kapitel 2.4
und Kapitel 4) durch eine Zeichenkette aus {0,1 }* (algorithmisch auf deterministische Wei-

se) kodiert werden. Wie in Kapitel 2.4 auf der Menge der Turingmaschinen kann man dann
auf der Menge der kontextsensitiven Grammatiken auf Basis ihrer Kodierungen eine lineare
Ordnung definieren. Man kann also von der i-ten kontextsensitiven Grammatik G, sprechen.

Nach Satz 4.3-2 ist L(G;) entscheidbar mit einer (dort angegebenen) Turingmaschine TM G5
die Turingmaschine TM  stoppt (nach Konstruktion) auf jeder Eingabe. Deren Kodierung
sei (gemdl dem Vorgehen aus Kapitel 2.4) Code(TM G, ) Die Berechnung des Werts
Code(TM Gi) bei Vorgabe von i bzw. von bin(i) erfolgt insgesamt auf deterministische Weise
und definiert eine Funktion h: {0, 1}* - {0, 1}* :

(i <>)bin(i) — i - te kontextsensitve Grammatik G, — TM 6 code(TM G, )

Diese Abbildung ist injektiv, wie man leicht nachpriifen kann. Durch h wird jeder Zeichenket-
te u=hin(i) die Kodierung einer Turingmaschine zugeordnet, die auf jeder Eingabe stoppt.

Setzt man L, = h({ 0,1 }*), so sind die Voraussetzungen in Satz 4.3-3 erfiillt. Daher gilt der
folgende Satz.

Satz 4.3-4:
Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-Sprachen) iiber einem endlichen Al-
phabet ¥ ist eine echte Untermenge der Klasse der entscheidbaren Sprachen iiber X
und damit auch der Typ-0-Sprachen iiber X .

Wie im allgemeinen Fall der Turingmaschine unterscheidet man auch bei linear beschrénkten
Automaten nichtdeterministisches und deterministisches Verhalten. Ein nichtdeterministi-
scher linear beschrankter Automat liegt vor, wenn die Uberfiihrungsfunktion die Form

5:Qxzf > P(Q x(Zx{L,R,S})k) hat, ein deterministischer linear beschréankter Automat
liegt vor, wenn die Uberfiihrungsfunktion die Form 6:QxX* - Q x(Zx{L, R,S})k hat. Im

deterministischen Fall ist die Folgekonfiguration (falls sie iiberhaupt existiert) einer Konfigu-
ration eindeutig bestimmt; zum Nichtdeterminismus vgl. Kapitel 2.5. Es ist nicht bekannt, ob
jede von einem nichtdeterministischen linear beschrinkten Automaten auch von einem deter-
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ministischen linear beschrankten Automaten akzeptiert wird. Dieses offene Problem heift
LBA-Problem. Zu beachten ist dabei folgendes: Ist L eine kontextsensitive Sprache, dann
gibt es einen nichtdeterministischen linear beschriankten Automaten LBA mit L =L(LBA).

Die Akzeptanz eines Wortes W mit |W| =n benotigt eine Anzahl von Zellen, die durch die li-
neare Funktion S(n)=n+1 gegeben ist. Das nichtdeterministische Verhalten einer Turing-
maschine, die durch eine Funktion der Ordnung O(f(n)) platzbeschriinkt ist mit einer platz-
konstruierbaren Funktion f, kann deterministisch simuliert werden, wobei dabei der Speicher-
platzbedarf die Ordnung O(f 2(n)) annimmt (Satz 2.5-2). Da ein linear beschriankter Automat
auch eine nichtdeterministische Turingmaschine ist, konnte man versuchen, diese determinis-
tische Simulation hier zu verwenden. Diese fiihrt jedoch aus der Klasse der linear beschrink-
ten Automaten heraus, da sie quadratischen Speicherplatz der Ordnung o(sz(n)): O(nz) be-
notigt. Daher trigt die deterministische Simulation einer nichtdeterministischen Turingma-
schine in dieser Allgemeinheit zur Losung des LBA-Problems nichts bei.

Die Klasse der von deterministischen linear beschrinkten Automaten akzeptierten Sprachen
ist abgeschlossen gegen Komplementbildung (das zeigt man wie in Satz 3.2-2 Teil 3.). Man
hat lange Zeit vermutet, dass diese Abschlusseigenschaft fiir die Klasse der von nichtdetermi-
nistischen linear beschrinkten Automaten akzeptierten Sprachen nicht zutrifft. Die Richtigkeit
dieser Vermutung hétte die (negative) Losung des LBA-Problems nach sich gezogen. Inzwi-
schen weil man jedoch, dass auch die Klasse der von nichtdeterministischen linear be-
schrinkten Automaten akzeptierten Sprachen abgeschlossen gegen Komplementbildung ist.
Das LBA-Problem ist weiterhin ungeldst.

Die Definition des Wortproblems fiir Typ-0-Grammatiken kann man auf Typ-1-Grammatiken
iibertragen: Dazu wird das Pradikat
VERIFIZIERE G _TYP 1(w)

_JTRUE  falls wdie Kodierung einer Typ - 1- Grammatik darstellt
~ |FALSE falls w nicht die Kodierung einer Typ - 1 - Grammatik darstellt

definiert. Dieses Préadikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-

gungsregeln in KG,, den Bedingungen einer kontextsensitiven Grammatik gentigen.

Das Wortproblem fir Typ-1-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Nort_Typ—l
= {u#w‘ uex’,wef{0,1] ,VERIFIZIERE G TYP I(w)=TRUEundue L(KGW)}

entscheidbar ist.
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Aus dem Beweis von Satz 4.3-2 folgt, dass das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammati-
ken entscheidbar ist. Das Leerheitsproblem fiir Typ-1-Grammatiken, ndmlich die Frage,

ob die Menge
L = {w\ we{0,1},VERIFIZIERE G TYP_ I(w)=TRUEund L(KG, )= @}

leer _Typ-1

entscheidbar ist, muss wie bei Typ-0-Grammatiken verneint werdens.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.3-5:
Das Wortproblem fiir Typ-1-Grammatiken ist entscheidbar; das Leerheitsproblem fiir
Typ-1-Grammatiken ist nicht entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-1-
Grammatik G = (E, N,S, R) und eines Wortes U € X" entscheidet, ob u e L(G) ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
1-Grammatik G = (2, N, S, R) entscheidet, ob L(G) =T gilt.

4.4 Typ-2-Sprachen

Es sei G= (2, N,S, R) eine Grammatik, in der fiir die Erzeugungsregeln
Rc{A—>w|AeN undwe (N UE) | gilt. Auf der linken Seite ciner Regel steht immer ge-

nau ein nichtterminales Symbol, rechts kann auch die leere Zeichenkette vorkommen.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heifit Typ-2-Sprache oder kontext-
freie Sprache. Die zugehdrige Grammatik heifit kontextfreie Grammatik. Beispielsweise

sind die Sprache L, ={a'h"|neN |, L, ={a""c'[ne N,ieN } und
L, = {W| w e {0,1} und die Anzahl der Zeichen 0in wist gleich der Anzahl der Zeichen 1 }
aus Kapitel 4.1 kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen).

Die kontextfreien Sprachen zéhlen zu den am intensivsten erforschten Sprachen. Einen iiber-
ragenden Erfolg haben sie in der Anwendung und der Theorie des Compilerbaus. Program-
miersprachen wie Pascal und ihre Nachfolger sind erst nach intensiver Erforschung der kon-
textfreien Sprachen und unter Anwendung dieser Theorie entwickelt worden. Die Syntax der

8  Den Beweis dieser Aussage findet man ebenfalls in Hopcroft, J.E.; Ullman, J.D.: Einfilhrung in
die Automatentheorie, Formale Sprachen und Komplexitéatstheorie, Addison Wesley, 1988.
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meisten heute iiblichen Programmiersprachen wird in Form einer Grammatik definiert, die
weitestgehend kontextfrei ist. Man kann jedoch formal zeigen, dass eine Programmiersprache,
in der Variablen mit Datentypen deklariert werden, so dass Typvertriglichkeit verlangt wird,
in der die Anzahl von Formal- und Aktualparametern in Prozeduren {ibereinstimmen miissen,
in der ausschlieBlich die Verwendung vorher deklarierter Objekte zuldssig ist usw., nicht
komplett durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben werden kann (diese Tatsache wird
am Ende von Kapitel 4.5 erldutert).

Ausschnitt aus der Sprachdefinition der Programmiersprache Object Pascal

Die Syntax der Sprache Object Pascal wird wie bei vielen anderen Programmiersprachen
(weitgehend) durch eine kontextfreie Grammatik definiert. Nichtterminale Symbole werden
dabei durch Bezeichner angegeben, die mit einem GroBbuchstaben beginnen und weitere
Kleinbuchstaben enthalten. Bezeichner, die nur Grobuchstaben enthalten, stehen fiir jeweils
ein einziges terminales Symbol. So bezeichnet im folgenden Ausschnitt der Bezeichner Ziel
das Startsymbol der Sprache, wihrend der Bezeichner UNIT fiir ein einziges terminales Sym-
bol steht.

Eine Regelangabe der Form A— ¢, |a, |...|a, steht fiir die n Regeln A—»¢a,, A—>«,, ...,
A— «, . Ein Angabe in eckigen Klammern innerhalb einer Regel bezeichnet einen optionalen

Teil, dh. A—> a[ﬂ]y steht fiir die Regeln A— afy und A— ay .

Ziel -> (Programm | Package | Bibliothek | Unit)
Programm -> [PROGRAM Bezeichner ["("Bezeichnerliste®)"] ";"]

Programmblock ".*

Unit -> UNIT Bezeichner ";*
interface-Abschnitt
implementation-Abschnitt
initialization-Abschnitt *.*

Package -> PACKAGE Bezeichner ;-

[requires-Klausel]
[contains-Klausel]
END *.°
Bibliothek -> LIBRARY Bezeichner *;*
Programmblock *_*
Programmblock -> [uses-Klausel]

Block

uses-Klausel -> USES Bezeichnerliste *";*
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interface-Abschnitt -> INTERFACE

[uses-Klausel]
[interface-Deklaration]...

interface-Deklaration -> const-Abschnitt
-> type-Abschnitt
-> var-Abschnitt
-> exported-Kopf
exported-Kopf -> Prozedurkopf ";" [Direktive]
-> Funktionskopf ";" [Direktive]

implementation-Abschnitt -> IMPLEMENTATION

[uses-Klausel]
[Deklarationsabschnitt]. ..

Block -> [Deklarationsabschnitt]
Verbundanweisung
Deklarationsabschnitt -> Label-Deklarationsabschnitt
-> const-Abschnitt
-> type-Abschnitt

-> var-Abschnitt
-> Prozedurdeklarationsabschnitt

Einfache Anweisung -> Designator ["(" Ausdrucksliste ")"]
-> Designator ":=" Ausdruck
-> INHERITED
-> GOTO Label-Bezeichner
Strukturierte Anweisung -> Verbundanweisung
-> Bedingte Anweisung
-> Schleifenanweisung

-> with-Anweisung

Verbundanweisung -> BEGIN Anweisungsliste END
Bedingte Anweisung -> if-Anweisung

-> case-Anweisung

if-Anweisung -> IF Ausdruck THEN Ausdruck [ELSE Ausdruck]

case-Anweisung -> CASE Ausdruck OF case-Selektor/";"... [ELSE Ausdruck] [":"] END

case-Selektor -> case-Label/","... ":" Anweisung
case-Label -> Konstanter Ausdruck [".." Konstanter Ausdruck]
Schleifenanweisung -> repeat-Anweisung

-> while-Anweisung
-> for-Anweisung
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repeat-Anweisung -> REPEAT Anweisung UNTIL Ausdruck

while-Anweisung -> WHILE Ausdruck DO Anweisung

for-Anweisung -> FOR Qualifizierter Bezeichner ":=" Ausdruck (TO | DOWNTO)
Ausdruck DO Anweisung

with-Anweisung -> WITH Bezeichnerliste DO Anweisung

Prozedurdeklarationsabschnitt -> Prozedurdeklaration

-> Funktionsdeklaration

Klassentyp -> CLASS [Klassenvererbung]

[Klassenfelderliste]
[Klassenmethodenliste]
[Klasseneigenschaftenliste]
END

Klassenvererbung -> (" Bezeichnerliste ")~

Klassensichtbarkeit -> [PUBLIC | PROTECTED | PRIVATE | PUBLISHED]

Klassenfelderliste -> (Klassensichtbarkeit Objektfelderliste)/";". ..

Klassenmethodenliste -> (Klassensichtbarkeit Methodenliste)/";" ...

Klasseneigenschaftenliste -> (Klassensichtbarkeit Eigenschaftenliste ";").._.

Eigenschaftenliste -> PROPERTY Bezeichner [Eigenschaftsschnittstelle]
Eigenschaftsbezeichner

Eigenschaftsschnittstelle -> [Eigenschaftsparameterliste] ":" Bezeichner
Eigenschaftsparameterliste -> "[* (Bezeichnerliste ":" Typbezeichner)/";"... "]"
Eigenschaftsbezeichner -> [INDEX Konstanter Ausdruck]

[READ Ildent]

[WRITE Bezeichner]

[STORED Bezeichner | Konstante)]

[(DEFAULT Konstanter Ausdruck) | NODEFAULT]
[IMPLEMENTS Typbezeichner]

Schnittstellentyp -> INTERFACE [Schnittstellenvererbung]

[Klassenmethodenliste]
[Klasseneigenschaftenliste]
END

Schnittstellenvererbung -> (" Bezeichnerliste ")"
requires-Klausel -> REQUIRES Bezeichnerliste... ";*
contains-Klausel -> CONTAINS Bezeichnerliste... ";"
Bezeichnerliste -> Bezeichner/",". ..

Qualifizierter Bezeichner -> [Unit-Bezeichner "."] Bezeichner
Typbezeichner -> [Unit-Bezeichner "."] <Typbezeichner>

Ident -> <Bezeichner>

ConstExpr -> <Konstanter Ausdruck>

Unitld -> <Unit-Bezeichner>

Labelld -> <Label-Bezeichner>

Number -> <Nummer>
String -> <String>
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Die Erzeugungsregeln einer kontextfreien Grammatik erfiillen (auf den ersten Blick) auch die
Bedingung, die man an eine kontextsensitive Grammtik stellt. In einer kontextfreien Gramma-
tik konnen jedoch auch Produktionen der Form A— ¢ vorkommen, wobei A#S oder zu-
sdtzlich A auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt. In diesem Fall kann man in ei-
nem endlichen Verfahren die Regeln und nichtterminalen Symbole der Grammatik so abén-
dern, dass keine Produktionen der Form A — & mehr vorkommen aufer fiir den Fall, dass A
das Startsymbol ist (A steht dann auf keiner rechten Seite einer Produktion). Die Anderung
kann so erfolgen, dass weiterhin dieselbe Sprache erzeugt wird. Es gilt daher:

Satz 4.4-1:
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextsensitive Grammatik G', die
dieselbe Sprache erzeugt:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-1-Sprachen) {iber einem endlichen Alpha-
bet ¥ ist eine echte Teilmenge der kontextsensitiven Sprachen iiber X .7

Die Tatsache, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen iiber einem endlichen Alphabet X
echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen iiber £ enthalten ist, wird weiter unten be-

wiesen.

Der folgende Satz besagt, dass man jede kontextfreie Grammatik in eine Grammatik in Nor-
malform tiberfithren kann, deren Regeln eine einfache Struktur aufweisen.

Satz 4.4-2:
Jede kontextfreie Grammatik kann so umgeformt werden, dass alle Regeln die Form
S — ¢ oder
A—BC mit AeN, BeN, CeN oder
A—a mit AcN,aecX
haben (Chomsky-Normalform) und dabei dieselbe Sprache erzeugt wird.

Der folgende Satz (uvwxy-Theorem, pumping lemma) liefert ein Beweismittel, mit dessen
Hilfe man zeigen kann, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist.

9 Den Beweis dieses und des folgenden Satzes findet man in Aho, A.V.; Hopcroft, J.E.; Ullman, J.D.:
The Theory of Parsing, Translation, and Compiling, Vol. I: Parsing, Addison-Wesley, 1972.
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Satz 4.4-3:
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Zahl n, >0 mit der Eigenschaft:

jedes z e L mit |Z| >n, lésst sich zerlegen in Z = UVWXY mit
(i) [vwx/<n,
(i) [vx|>0

(iii) uv*wx*y e L fiir jedes k € N..

Beweis:

Es sei G = (Z, N,S, R) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform mit L = L(G)

und n, =2

Fir ein Wort zeL,etwa z=4a,...a, mit 8, €X, ..., a, €2 und |Z| =n=2>n,, hat eine Ablei-
tung aus S die Form S = BC = ...= 4, ... a, . Diese Ableitung kann als Ableitungsbaum ge-

schrieben werden, in dem jeder Knoten durch ein in der Ableitung vorkommendes Symbol
markiert ist: Die Wurzel des Ableitungsbaums ist mit S markiert. Wird in der Ableitung eine
Regel der Form A— BC mit Be N und C € N angewendet, so gibt es im Ableitungsbaum
einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten Knoten, dessen direkte Nach-
folger mit B bzw. C markiert sind. Wird eine Regel der Form A— a mit a € ¥ angewendet,
so gibt es im Ableitungsbaum einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten
Knoten, dessen direkter Nachfolger mit a markiert ist. Da G Chomsky-Normalform hat, ist
dieser Ableitungsbaum ein Bindrbaum, in dem jeder innere Knoten genau zwei Nachfolger
hat und der Anwendung einer Regel der Form A— BC entspricht. Die Blitter des Baums
sind mit a,, ..., a, markiert. Ein mit a, markiertes Blatt mit seinem mit A markierten Vor-

géanger entspricht der Anwendung der Regel A — @,. Nur an den Blittern werden Regeln

dieser Form angewendet.

o/

>

L
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Fiir die Anzahl n der Blétter dieses Ableitungsbaums gilt n= |Z| 2N, = 2! Dann hat der

Baum nach Satz 1.1-9 Teil 4. eine Mindesthche von [log,(n)+1]> log, (Z‘N‘+l)+1 = |N | +2.Es
gibt also einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, das mit einem terminalen Zeichen a,
markiert ist, auf dem mindestens |N|+1 viele innere Knoten liegen, die mit nichtterminalen
Symbol markiert sind. Da die Grammatik nur |N| viele nichtterminale Symbole enthilt,
kommt auf diesem Pfad ein Ae N mindestens zweimal vor. Da G kontextfrei ist, kann die
Ableitung S = 7 so organisiert werden, dass gilt:

S =" wW,AW, =" WW,AW,W, = uvwxy mit w, =" u, w,=" v, A="w, w, =" x und
w, ="y, und in der Teilableitung w,Aw, =" w,w,Aw,w, wird in keinem Ableitungsschritt,
bis auf den ersten, das nichtterminale Symbol A ersetzt. Ebenso werden in jedem Ableitungs-
schritt der Teilableitungen w; =" v, A="w und w, = X jeweils von A verschiedene
nichtterminale Symbole ersetzt.
Da G kontextfrei ist, hdngen diese Ableitungen nicht zusammen, man kann sie unabhingig
voneinander in einer beliebigen Reihenfolge ausfiihren. Daher sind in G auch folgende Ablei-
tungen moglich:

S =" UAY =" uw,Aw,y =" UVAXY =" UVWXY .
Der erste Schritt in der Teilableitung UAy =" uw,Aw,y erfolgt durch Anwendung einer Re-
gel der Form A — BC, daher ergibt sich

UAYy = UBCy =" uw,Aw,y und BC =" w,Aw, =" VAX . Wiren beide Teilworte v und X leer,
so konnte man in G eine Ableitung BC =" A durchfiihren. Dieses ist nicht mdglich, da G in
Chomsky-Normalform vorliegt. Daher gilt Eigenschaft (ii).
Die Teilableitung A=" vwx hat hochstens |N| viele Ableitungsschritte, da in G wegen der
Chomsky-Normalform keine Ableitungen der Form A=" B mdglich sind und jeweils von A
verschiedene nichtterminale Symbole ersetzt werden. Daher gilt |VWX| <2 < n, (Eigenschaft
(1).
Die in G mogliche Ableitung A=>" VAX kann man beliebig oft in die Ableitung S =>" uvwxy
einbauen und mit der Ableitung A="w kombinieren:

S =" uAy =" uvAxy =" uwAxxy =" uv¥Ax*y =" uv*wx*y fiir k >1; auBerdem ist die Ab-
leitung S =" UAY =" uwy méglich. Insgesamt ist dieses die Eigenschaft (iii).

/1

Mit Hilfe dieses Satzes lédsst sich zeigen, dass die Sprache L, = {a”b”c” IneN,n>1 } (aus
Kapitel 4.1) nicht kontextfrei (aber kontextsensitiv ist). Es sei n=n,. Fiir das Wort

z=a"b"c" ist |Z| =3n, >n,. Dann lésst sich z zerlegen in Z =uvwxy mit den obigen Eigen-

schaften (i), (i1) und (ii1). Der Teil vwx enthélt hochstens n, viele Zeichen und kann daher
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nicht gleichzeitig aus a’s, b’s und C’s bestehen. Eigenschaft (iii) besagt, dass auch

uv’wx’y e L, ist, d.h. uwy e L, . Es werden zwei Fille unterschieden:

1. Fall: vwx enthlt kein Zeichen ¢. Dann ist uvwx =a"b™, y=b""c". Da |VX| >0 ist, enthélt
vX k>1 Zeichen a oder b. Das Wort uwy enthélt n+m—-k+n-m=2n-k <2n Zei-
chen a oder b und n Zeichen c. Daher ist uwy ¢ L, .

2. Fall: vwx enthilt mindestens ein Zeichen ¢. Wegen |VWX| <n, enthilt es kein Zeichen a. Es

ist u=a"b", vwx=b""c', y=c"" mit I >1. Da |vx/>0 ist, enthdlt vx k=1 Zei-

chen b oder c. Das Wort uwy enthélt n Zeichena, m+n-m+1-k=n+1-k Zeichen
b oder c und n—1 Zeichen c. Daher ist uwy ¢ L,.

In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch. Daher ist Sprache L, = {a”b”cn IneN,n> 1}

nicht kontextfrei.

Satz 4.4-4:
Es sei f:N— N eine Funktion mit einem Wachstumsverhalten, das fiir jedes ne N

durch f(n+1)— f(n)>n beschrieben wird. Dann ist die Sprache L = {af(n) IneN }

nicht kontextfrei.

Beweis:
Die Funktion f hat folgende Eigenschaften:

(i) Firjedes neN ist f(n)>n.
Dieses lasst sich durch Induktion zeigen: f(0)>0, da f(0)e N ist; mit der Indukti-
onsvoraussetzung f(n)y>n folgt die Aussage auch fiir n+1:
f(n+)>f(n)+n>2-n>n+1.

(i) Firjedes ne N ist f(n+1)> f(n).
Denn f(n+1)> f(n)+n> f(n).

(iii) Fir n, <n, ist f(n,)< f(n, +1)< f(n,).

Denn wegen N, +1<n, folgt aus (ii): f(n,)< f(n, +1)< f(n,).

Angenommen, die Sprache L = {a””) IneN } sei kontextfrei. Dann betrachte man das Wort
z=a'™ mit n, wie in Satz 4.4-3. Es ist |Z| = f(n,)>n,, so dass sich es sich in z = uvwxy
mit den angegebenen Eigenschaften zerlegen ldsst. Insbesondere enthdlt L auch das Wort

uv?wx’y, fiir dessen Linge f(n,)< ‘uvzwxzy‘ < f(n,)+n, < f(n,+1) gilt. Wegen Eigen-
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schaft (iii) von f gibt es weder n, e N mit n,<n, und f(n,)< f(n,)< f(n,+1) noch
n,eN mit n,+1<n, und f(n,)< f(n,)< f(n,+1). Daher ist uv*wx’y nicht in L. Daher

ist die Annahme, L sei kontextfrei, falsch.
/1!

Satz 4.4-4 zeigt, dass die kontextsensitiven Sprachen L, = {azi [1>1 } und L, = {ai2 [1>1 }

nicht kontextfrei sind.

Etwas anders muss man argumentieren, um nachzuweisen, dass die Sprache

L, = {a” |nist Primzahl} nicht kontextfrei ist: Angenommen L, sei kontextfrei. Dann wéhle
man eine Primzahl n > max{n,,2 } mit n, wie in Satz 4.4-3 und z=a". Das Wort lisst sich

in z = uvwxy zerlegen, und uvfwx“y e L, fiir alle k e N, d.h. alle Zahlen ‘uvkkay‘ sind
Primzahlen. Es ist ‘uvkkay‘ = [uvwxy|+ (k —1)-[vx| . Speziell fiir k =|uvwxy|+1> 3 ist

‘uv"kay‘ = (k =1)+ (k =1)-vx| = (k = 1)- (1+|vx|). Beide Faktoren sind > 2, so da die Primzahl
‘ukaXky‘ in zwei nichttriviale Faktoren zerlegt wurde. Daher ist die Annahme, L, sei kon-

textfrei, falsch.

Es gilt daher die in Satz 4.4-1 formulierte Aussage, dass die Klasse der kontextfreien Spra-
chen iiber einem endlichen Alphabet ¥ eine echte Teilmenge der Klasse der kontextsensiti-
ven Sprachen {iber X ist.

Exemplarisch fiir viele interessante Entscheidungsprobleme im Zusammenhang mit kontext-
freien Grammatiken und kontextfreien Sprachen sollen wieder das Wortproblem und das
Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf kontextfreie Sprachen, betrachtet werden.

Wieder wird (analog zu den Typ-0- und Typ-1-Grammatiken) ein Pradikat
VERIFIZIERE G _TYP 2(w)

_JTRUE  falls wdie Kodierung einer Typ - 2 - Grammatik darstellt
~ |FALSE falls w nicht die Kodierung einer Typ - 2 - Grammatik darstellt

definiert. Dieses Pridikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-

gungsregeln in KG,, den Bedingungen einer kontextfreien Grammatik geniigen.

Das Wortproblem fur Typ-2-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
I-Worthyp—z
= {u#w‘ uex’,we{0,1] ,VERIFIZIERE G TYP 2(w)=TRUEundue L(KGW)}
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entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf allen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer kontextfreien

Grammatik G iiber dem Alphabet £ und eines Worts ueX’ entscheidet, ob ueL(G) gilt

oder nicht. Da dieses Entscheidungsproblem fiir kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist,
ist es auch im kontextfreien Fall entscheidbar. Das Entscheidungsverfahren aus Kapitel 4.3 ist
im Falle einer kontextfreien Grammatik jedoch zu aufwendig (exponentielles Laufzeitverhal-
ten). In der Theorie des Compilerbaus, die sich intensiv mit der Frage beschiftigt, ob ein Wort
zur Sprache einer gegebenen Grammatik gehort, wird gezeigt, dass die Frage sogar mit einem

Zeitaufwand der Ordnung OQU|3) bei gegebener Grammatik G entschieden werden kann. Auf

Details soll hier verzichtet werden.

Das Leerheitsproblem, das fiir Typ-0- und Typ-1-Grammatiken nicht entscheidbar ist, fragt

far Typ-2-Grammatiken, ob diec Menge
L = {w‘ we{0,1] ,VERIFIZIERE G TYP 2(w)=TRUEund L(KG,)= @}

leer Typ-2 —

entscheidbar ist, bzw. in vereinfachter Darstellung, ob es einen auf allen Eingaben stoppenden
Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer Grammatik G entscheidet, ob
L(G) =4 gilt oder nicht.

Der folgende (Pseudocode-) Algorithmus entscheidet bei Eingabe einer kontextfreien Gram-
matik die G =(Z, N, S,R) die Frage ,,L(G) # @ ? . Aus diesem Algorithmus lasst sich leicht

ein Entscheidungsalgorithmus fiir das Leerheitsproblem fiir Typ-2-Grammtiken gewinnen.

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (Z, N, S, R)

Verfahren:  Aufruf der Funktion ist_nichtleer (G)

Ausgabe: TRUE, falls L(G) # &, FALSE sonst.

FUNCTION ist_nichtleer (G): BOOLEAN;
{ G=(Z,N,S,R) }

VAR V - ...;
W = ...;

BEGIN { ist_nichtleer }
V 1= O;
W o:= {A‘ Ae N und A — wist eine Erzeugungsregel mit w € Z*};

WHILE NOT (V = W) DO



4.4 Typ-2-Sprachen 155

BEGIN

V = W;

W o:= {A‘ Ae N und A — wist eine Erzeugungsregel mit w € (VUZ)* }uV ;
END;

IF SeW THEN ist_nichtleer := TRUE
ELSE ist _nichtleer := FALSE;
END { ist_nichtleer };

Es lasst sich zeigen, dass die WHILE-Schleife hochstens n-mal durchlaufen wird, wenn G n
Erzeugungsregeln enthilt. Daher bricht das Verfahren ab. Die Korrektheit des Verfahrens er-
gibt sich aus der Behauptung

Ein nichtterminales Symbol Ae N wird im i-ten Durchlauf der WHILE-Schleife genau

dann in W aufgenommen, wenn es ein Ue X’ gibt mit A="u.

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.4-5:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem fiir Typ-2-Grammatiken sind entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G = (E, N,S, R) und eines Wortes U € X" entscheidet, ob u e L(G) ist.

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik G =(Z, N, S, R) entscheidet, ob L(G) =@ gilt.

Auch zu den kontextfreien Sprachen gibt es ein Berechnungsmodell, das genau diese Spra-
chen erkennt und als eine Einschrinkung einer Turingmaschine gesehen werden.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA) ist eine 2-NDTM, die ihre beiden Bander
in einer speziellen Weise nutzt. Vor der Angabe einer formalen Definition eines nichtdetermi-
nistischen Kellerautomaten wird das Modell informell beschrieben. Das 1. Band (Eingabe-
band) eines nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA kann nur gelesen werden, wobei der
Lesekopf nach dem Lesen eines Zeichens um eine Zelle nach rechts riickt. Das 1. Band ent-
hilt bei Start von NKA ein Wort {iber einem Eingabealphabet, der Lesekopf steht iiber dem er-
sten Zeichen des Eingabeworts. NKA kann auch tétig werden, wenn das Eingabeband eine
leere Zeichenkette enthilt; dann findet ein ,,spontaner (Konfigurations-) Ubergang* statt. Er
kann auch Zustandsédnderungen durchfiihren, ohne ein Symbol des Eingabebands zu lesen;
man nennt diese Konfigurationsiiberginge & -Uberfiilhrungen. Das 2. Band heifit Keller; auf
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dem Keller bewegt sich ein Schreib/Lesekopf. Der Keller enthdlt zu Beginn der Berechnungs-
folge von NKA ein spezielles Symbol #, und der Schreib/Lesekopf steht iiber diesem Symbol.
Bei jeder Konfigurationsdnderung wird das Symbol unter dem Schreib/Lesekopf durch ein
endlich langes Wort ersetzt, das mit Hilfe eines Kelleralphabets gebildet wird, und der
Schreib/Lesekopf riickt {iber das letzte Zeichen der nun im Keller befindlichen Zeichenkette.
Es kann auch das leere Wort in den Keller geschrieben werden; dann wird der Inhalt des Kel-
lers verkiirzt. Auf diese Weise kann immer nur auf das zuletzt in den Keller gebrachte Zei-
chen zugegriffen werden. Der Schreib/Lesekopt im Keller riickt nicht iiber das Ende des Kel-
lers auf Zeichen, die weiter links stehen (last-in-first-out-Prinzip).

o | Y O O A
LR R I N R R TS
// —
[ . R
Zustandsmenge

Eine formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten wandelt die Definition
einer nichtdeterministischen Turingmaschine ab. Die Definition einer Konfiguration und des
Konfigurationsiibergangs wird der besonderen Arbeitsweise eines Kellerautomaten angepasst.
In der Literatur finden sich hdufig Varianten der hier gegebenen Definitionen, die aber auf
dieselbe Sprachklasse fiihren.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat NKA ist definiert durch
NKA=(Q,Z,T.,5,q,,#,F) mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge

2. ¥ ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
3. T isteine endliche nichtleere Menge: das Kelleralphabet
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4. 5:Qx(Zuifel)xI > P, (Q X 1"*) ist eine partielle Funktion, die Uberfuihrungsfunkti-
on; hierbei bezeichnet P, (Q X F*) die Menge aller endlichen Teilmengen von Q xI™*

5. g, €Q istder Anfangszustand (oder Startzustand)

6.  #el istdas Startsymbol im Keller
7. F < Q ist die Menge der Endzustéande.

In jedem Schritt eines nichtdeterministischen Kellerautomaten ist klar, wo sich der Kopf des
jeweiligen Bandes befindet: Wenn das Eingabewort w die Form w = w,w, hat und der Keller-
automat bereits die Zeichen in w, gelesen hat, dann steht der Lesekopf des 1. Bandes {iiber
dem ersten Zeichen von W, , und auf die Zeichen von w, kann der Kopf nicht mehr zugreifen.
Anstelle daher in einer Konfiguration fiir das 1. Band den gesamten Bandinhalt und die Posi-

tion des Kopfes in der Form (Wlwz, Wl|+1) festzuhalten, wird der Inhalt des 1. Bandes nur

durch die Zeichenkette W, beschrieben; implizit wird angenommen, dass der Kopf iiber dem
ersten Zeichen von w, steht. Entsprechend braucht man in einer Konfiguration fiir das 2.

Band nicht den gesamten Bandinhalt und die Position des Kopfes in der Form (a, a|) festzu-

halten, sondern es geniigt die Zeichenkette o zusammen mit der impliziten Annahme, dass
der Kopf iiber dem zuletzt in den Keller geschriebenen Zeichen steht. Daher wird eine Konfi-
guration fur einen nichtdeterministischen Kellerautomaten in der Form (g, W, o) mit
qeQ, weX und a eI notiert. Die Konfiguration driickt aus, dass sich der Kellerautomat
gegenwidrtig im Zustand q befindet, dass das Eingabeband eine Zeichenkette w,w enthilt, von
der bisher die Zeichen in w=a, ...a, noch nicht gelesen wurden, dass der Lesekopf des 1.
Bandes tliber dem ersten Zeichen a, steht, dass sich im Keller die Zeichenkette o = A, ... A,
befindet, und dass der Schreib/Lesekopf des 2. Bandes iiber A steht. Falls &(q,a,, A,) defi-

niert ist (das ist eine endliche Teilmenge von Q xI'") und ein Element (q’, B, ... B, ) enthilt,
dann kann der Kellerautomat in eine Nachfolgekonfiguration iibergehen, die den Zustand Q'

enthélt, den Lesekopf auf dem 1. Band um eine Position nach rechts verriickt, im Keller das
Zeichen A, durch B, ... B, ersetzt und den Schreiblesekopf im Keller auf B, positioniert hat.

Formal wird fiir Konfigurationen die Ubergangsrelation = definiert durch

(@a,..a A An):{(q’,az...an,A...AH_IBI...BK) falls(q', B, ... B, ) (g, a,, A,)
e (o,a,a,..a,,A ..A B ..B) falls(q,B,..B,)ed(qe A,)

Entsprechend bedeutet fiir Konfigurationen K und K’ die Beziehung K =" K':
Es gibt Konfigurationen K,, K,, ..., K, mit | >0 und K=K, K'=K, und K, = K,,, fiir
i=0,..1-1.

Eine Anfangskonfiguration fur einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA hat
die Form (q,, W, #), eine Endkonfiguration hat die Form (g, &, ) mit qe F .
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Ein Wort we X" wird von NKA akzeptiert, wenn (qg,,w,#)="(g,&,&) mit qe F gilt. Die
von NKA akzeptierte Sprache ist L(NKA) = {W |we X", und w wird von NKA akzeptiert}.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache
L={w|lw=a..aa,.a ,a {ab}}

Die Sprache L = { W|lw=a,..a,a,..a,8 € {a, b}} lasst sich beispielsweise durch die kon-

12>

textfreie Grammatik G =({a,b},{S},S,{S — aSa, S — bSb, S — aa, S — bb}) erzeugen.

Der nichtdeterministische Kellerautomaten NKA wird gegeben durch
NKA=({q,,q,,9, »{a,b}{ A,B,#},5,9,.#.{q,}) mit der durch folgende Tabelle festgelegten

Uberfithrungsfunktion & :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
d, a X mit o XA
X e {A B.#}
a X mit q, XA
X e {A B.#}
b X mit do XB
X e{AB,#}
b X mit a, XB
X e {A B.#}
] a A ol £
B a, &£
£ # a, £

Der Nichtdeterminismus wird in diesem Beispiel eingesetzt, um die Mitte eines Eingabewor-

tes ,,zu raten®.

Auch im Modell des Kellerautomaten kann man Nichtdeterminismus und Determinismus un-

terscheiden:

Ein deterministischer Kellerautomat DKA ist wie ein nichtdeterministischer Kellerautomat
definiert mit dem Unterschied, dass die Uberfiihrungsfunktion die Form
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5:Qx(Zule))xI > QxI”

aufweist.

Ein deterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache
L:{a”bn |neN}

Die Sprache L= {a”bn Ine N} lasst sich beispielsweise durch die kontextfreie Grammatik
G=({a,b}{S}S,{S —ash,S — &) erzeugen.

Der deterministische Kellerautomaten DKA wird gegeben durch
DKA= ({ dy-d,,0, },{ a,b}, { a,b,#},&,qo,#,{ do }) mit der durch folgende Tabelle festgelegten

Uberfiihrungsfunktion & :

momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller

do a i of #a

£ # do &

q, a a q, ad

b a a, &

0 b a as ¢

£ # do &

Satz 4.4-6:

Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen iiber
einem endlichen Alphabet ¥ ist mit der Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-2-
Sprachen) iiber X identisch.

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass es zu jeder von einem nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA ak-
zeptierten Sprache L = L(NKA) eine kontextfreie Grammatik G,,, gibt mit L = L(G NKA). Die

umgekehrte Richtung, ndmlich der Nachweis, dass es zu jeder von einer kontextfreien Gram-

matik G erzeugten Sprache L'=L(G) einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA,
mit L(N KAG)z L’ gibt, ist von groBerer praktischer Relevanz, da hierdurch implizit gezeigt

wird, wie man zu einer vorgegebenen Grammatik einen Algorithmus (hier in Form eines Kel-
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lerautomaten) entwerfen kann, der die Worter der von der Grammatik erzeugten Sprache er-
kennt. Diese Beweisrichtung soll daher skizziert werden.

Es sei G = (Z, N, S, R) eine kontextfreie Grammatik. Ein nichtdeterministischer Kellerauto-
mat NKA, =(Q,2.T,5,q,,#,F) mit L(NKA, )= L(G) wird gegeben durch
die Zustandsmenge Q = { Z} , das Kelleralphabet I'= N U X, den Anfangszustand ¢, =z, das

Startsymbol im Keller #=S, die Menge der Endzustinde F = { Z} und die Uberfiihrungs-
funktion ¢, die folgendermallen definiert ist:

(1) Fiir jede Erzeugungsregel A— « aus R wird (Z,aR) in 5(2,5, A) aufgenommen;
hierbei ist " die Konkatination der Buchstaben von « in umgekehrter Reihenfolge
(Spiegelung von « )

(i)  Firjedes acX wird (z,¢) in &(z,a,a) aufgenommen.

Wegen (i) kann immer dann, wenn das im Keller gelesene Symbol ein nichtterminales Zei-
chen ist, dieses durch die rechte Seite einer Regel (in gespiegelter Reihenfolge) ersetzt wer-
den. Ein Terminalzeichen, das gerade im Keller gelesen wird, wird entfernt, wenn es mit dem
nichsten Eingabesymbol iibereinstimmt. Man kann L(NKA, )= L(G) zeigen.

11

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat fiir eine kontextfreie Grammatik

Gegeben sei die Grammatik G = (Z, N, S, R) mit X = { a,b, C}, N = { S, A} und der Produkti-
onsmenge R={S— A A—aAb, A—c}. Die in der Konstruktion beschricbene Uberfiih-
rungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

Momentaner Symbol unter dem neuer Zu- | neues Wort
Zustand Kopf auf stand im Keller
Band 1 Keller
z g S z A
£ A z bAa

£ A z c

a a z &

b b z &

c c z &

Das Wort aacbb € L(G) wird durch folgenden Konfigurationsiibergéinge akzeptiert:
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(z,aacbh, S)= ( z,aacbb, A)= ( z, aacbb, bAa)=> ( z, achb, bA)= ( z, achb, bbAa)
= (z,cbb, bbA)= ( z, chb, bbc) = ( z,bb, bb) = ( z, b, b)
=(z¢,¢)

Jede von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptierte Sprache wird auch von einem
nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptiert. Umgekehrt gibt es Sprachen, etwa

L={w|w=a,..a,a,..a,,a €{a,b}}, die nicht von einem deterministischen Kellerautoma-

I
ten akzeptiert werden konnen. Insbesondere weisen die Klassen der deterministisch kontext-
freien und die Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen unterschiedliche Ab-
schlusseigenschaften auf (siche Zusammenstellung in Kapitel 4.6).

Satz 4.4-7:
Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen iiber einem endlichen Alphabet
Y ist eine echte Teilmenge der Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen
z.

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen spielt eine besondere Rolle im Compi-
lerbau. Eine derartige Sprache erlaubt die Syntaxanalyse eines Wortes (in der Anwendung ist
dieses ein Programm in einer Programmiersprache), indem nur wenige Zeichen des Wortes
wihrend des Analysevorgangs im Vorgriff gelesen werden, um festzustellen, welche Produk-
tion in einer Ableitung als nichstes anzuwenden ist bzw. dass das Wort nicht zu der von der
Grammatik erzeugten Sprache gehort. Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist das
Wortproblem fiir ein Wort U mit einem Algorithmus entscheidbar, der eine Zeitkomplexitit

der Ordnung O(|u|) aufweist. Die meisten Programmiersprachen sind weitgehend determinis-

tisch kontextfrei, so dass in der Praxis die Syntaxanalyse bei Programmiersprachen sehr effi-
zient ablauft.

45 Typ-3-Sprachen

Essei G = (E, N, S, R) eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln

Rc { A—>w|AeNundwe (N v Z)*} folgende zusitzliche Bedingung erfiillen:
Alle Regeln haben die Form A— aB mit Ae N, BeN, aeX oder A>¢.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heifit Typ-3-Sprache oder rechtsline-
are Sprache oder reguldre Sprache. Die zugehorige Grammatik heifit Typ-3-Grammatik
oder rechtslineare Grammatik.
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Beispielsweise ist die Sprache L, = {aibj lieN, jeN } aus Kapitel 4.1 regulér (rechtslinear,
Typ-3-Sprache), da sie durch die Grammatik
G/ =({a,b},{S,B},S,{S—>¢S—>aS,S—hbB,B—bB,B - ¢}) erzeugt wird.

Der Name ,,rechtslineare Sprache* erklért sich durch die Form der Erzeugungsregeln A — aB
der zugehorigen Grammatik: Betrachtet man die Nichtterminalsymbole als ,,Variablen® (im
Sinne eines Gleichungssystems) und die Terminalsymbole als ,,Konstanten®, so liegt in der
Form A—aB eine linecare Beziehung zwischen den Variablen vor, in der die Variablen
rechts der Konstanten stehen.

Der Name ,reguldre Sprache* weist auf eine alternative Moglichkeit hin, um eine Typ-3-
Sprache zu definieren: eine derartige Sprache ldsst sich durch einen ,,reguldren Ausdruck*
repriasentieren. Der Vollstdndigkeit soll hier die Definition eines reguldren Ausdrucks und der
durch ihn reprédsentierten Sprache angefiihrt werden, wenn auch im folgenden auf dieses Kon-
zept nicht weiter eingegangen wird.

Ein reguléarer Ausdruck Uber ¥ und die durch ihn reprasentierte Sprache wird rekursiv

definiert durch:

(1) O istein reguldrer Ausdruck, der die regulére Sprache & repriasentiert

(i) ¢ ist ein reguldrer Ausdruck, der die reguldre Sprache {g} reprasentiert

(i11)) aaus Z ist ein reguldarer Ausdruck, der die regulidre Sprache {a} reprasentiert

(iv) Sind p bzw. g reguldre Ausdriicke, die die reguldren Sprachen P bzw. Q représentieren,
dann ist
(p + q) ein reguldrer Ausdruck, der die reguldre Sprache P UQ représentiert,

(pq) ein reguldrer Ausdruck, der die reguldre Sprache P-Q repréisentiert,

(p)* ein regulirer Ausdruck, der die regulire Sprache P” repriisentiert

(v) Ein reguldrer Ausdruck und die von ihm représentierte Sprache wird genau durch die
Punkte (i) bis (iv) definiert.

Satz 4.5-1:
Eine Sprache L iiber einem endlichen Alphabet ¥ wird genau dann durch einen regulé-
ren Ausdruck reprisentiert, wenn es eine Typ-3-Grammatik (rechtslineare Grammatik)

G =(2,N,S,R) mit L =L(G) gibt.!0

10 Der Beweis dieses Satzes findet man in Aho, A.V.; Hopcroft, J.E.; Ullman, J.D.: The Theory of
Parsing, Translation, and Compiling, Vol. I: Parsing, Addison-Wesley, 1972.
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Im folgenden werden daher die Begriffe ,,Typ-3-Sprache®, ,,rechtslineare Sprache* und ,,regu-
lare Sprache* synonym verwendet.

Auch fiir die reguldren Sprachen ldsst sich ein Berechnungsmodell zur Akzeptanz gerade die-
ses Typs angeben. Man erhélt es durch Einschrinkung eines Kellerautomaten. Der Keller ei-
nes Kellerautomaten erlaubt die Zwischenablage von (evtl. transformierten) Eingabezeichen.
Entfernt man den Keller, so kommt man auf das folgende Modell:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat NEA ist definiert durch
NEA=(Q.Z,5,q,,F) mit:

1. Qist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
2. X isteine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
3.  5:QxZ—P(Q) ist eine partielle Funktion, die Uberfihrungsfunktion; hierbei be-

zeichnet P(Q) die Menge aller Teilmengen von Q.
4. (, €Q istder Anfangszustand (oder Startzustand)
5. F < Q ist die Menge der Endzustande.

Entsprechend liegt ein deterministischer endlicher Automat DEA vor, wenn die Uberfiih-
rungsfunktion 6 die Form 6 :Q xX — Q aufweist.

Ein deterministischer bzw. nichtdeterministischer endlicher Automat lésst sich auch in Form
eines endlichen gerichteten Graphen G mit markierten Kanten als Transitionsdiagramm dar-
stellen. Die Knotenmenge von G ist Q. Ist z'=&(z,a) bzw. im nichtdeterministischen Fall
ARYo) (Z, a), so wird eine mit @ markierte Kante in G aufgenommen. Die Menge der den End-

zustdnden entsprechenden Knoten werden explizit markiert.
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Ein deterministischer endlicher Automat

Es sei DEA= (Q,Z,5,q0, F) der deterministische endliche Automat mit Q = { Jo-0,,d,,0;s },
>={0,1}, F={q, }, 5 gemiB folgender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol
do 0 d,
1 g,
o} 0 g5
1 dp
d, 0 do
1 q;
g5 0 q,
1 q,

Das entsprechende Transitionsdiagramm ist

Es ist
L(DEA) = {W| We { 0, 1}* und W enthilt eine gerade Anzahl von Zeichen 0 und Zeichen 1 }
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Ein nichtdeterministischer endlicher Automat

NEA=(Q.Z,6,9,,F) mit Q={q,,q,.9,.95.9, }» 2={0,1}, F={0,,q, }, § gemih fol-
gender Tabelle:

momentaner gelesenes neuer Zustand
Zustand Symbol

do 0 Ao

g5

1 d,

g,

q, 1 q,

d, 0 q,

1 q,

ds 0 d,

d, 0 d,

1 d,

Das zugehorige Transitionsdiagramm lautet
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Es ist

we{0,1V }

und W enthdlt mindestens zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0 oder Zeichen 1

L(NEA):{W

Wie bei einem Kellerautomaten durch Weglassen des Kellers kann man auch hier Konfigura-
tionen und Konfigurationsiibergéinge definieren. Ein Wort we X" wird von NEA (DEA) ak-
zeptiert, wenn (qo, W):>* (q, 5) mit g € F gilt. Die von NEA (DEA) akzeptierte Sprache ist

L(NEA) = {W |we X", und w wird von NEA akzeptiert} (entsprechend fiir den deterministi-
schen Fall).

Bei Turingmaschinen fallen Determinismus und Nichtdeterminismus zusammen, jedoch zum
Preis einer exponentiell wachsenden Berechnungs- bzw. Laufzeitkomplexitit. Der folgende
Satz zeigt, dass auch bei den reguldren Sprachen Nichtdeterminismus keine zusétzliche Be-
rechnungsfahigkeit gegeniiber dem Determinismus bringt. In den dazwischenliegenden
Sprachklassen der kontextfreien und kontextsensitiven Sprachen ist der Determinismus vom
Nichtdeterminismus zu unterscheiden bzw. der Unterschied zwischen Determinismus und
Nichtdeterminismus ist nicht bekannt.

Satz 4.5-2:
Fiir jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache
iiber einem endlichen Alphabet £ gibt es einen deterministischen endlichen Automaten,
der die Sprache akzeptiert.

Beweis:

Es ist bei gegebenem nichtdeterministischen endlichen Automaten NEA = (Q,Z,5 , 0o F) ein
deterministischer endlicher Automat DEA = (Q ,2,0',q,,F ') anzugeben, der dieselbe Sprache
akzeptiert. DEA wird definiert durch:

Q'=P(Q), q;=1{q,}, 6'(Z",a)=[Js(z,a) fir Z’cQ und aeX,

zeZ’
F'={z'|Z'cQundZ'~nF = 2}.
/1

Der folgende Satz besagt, dass das Konzept der endlichen erkennenden Automaten das adi-
quate Modell fiir die reguldren Mengen ist.
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Satz 4.5-3:
Die Klasse der von (nichtdeterministischen bzw. deterministischen) endlichen Automa-
ten akzeptierten Sprachen iiber einem endlichen Alphabet ¥ ist mit der Klasse der regu-
laren Sprachen (Typ-3-Sprachen) tiber X identisch.

Beweis:

Es sei NEA=(Q’,Z,5 ',q(’],F’) ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Dann gibt es
nach Satz 4.5-2 einen deterministischen endlichen Automaten DEA= (Q,2,5 »0o» F) mit
L(DEA) =L(NEA). Es wird eine rechtslineare Grammatik G = (Z, N,S, R) angegeben, fiir
die L(G)=L(DEA) gilt:

N=Q, S=q,,die Menge R der Regeln wird definiert durch:

R enthilt genau dann eine Erzeugungsregel g —aq’ mit qeQ, q'eQ und aeX, wenn

5(q,a) =(q' ist; fiir g€ F enthélt R auBerdem die Regel g — ¢.

Es sei umgekehrt G = (Z, N, S, R) eine rechtslineare Grammatik. Dann erkennt der folgende
Automat NEA=(Q,2,5,q,,F) die Sprache L(G):

Es sei A ein nichtterminales Symbol mit Ag N UZX . Es ist

) ) ) (A} fiire ¢ L(G)
Q=NuU{A} Go =3, _{{S,A} fire e L(G)’

5:Qx(Zuie}) > P(Q) wird definiert durch:
o (B,a) enthélt genau dann C, wenn R die Regel B — aC enthilt; fiir jede Regel der Form
B > ¢ wird 5(B,g)= {A} gesetzt. Der Automat NEA= (Q,Z,5 , 0o F) erfiillt noch nicht die

Definition eines endlichen Automaten; denn diese lisst keine & -Ubergiinge zu, d.h. ein endli-

die Uberfithrungsfunktion

cher Automat macht keine Uberfiihrungen, in denen kein Eingabesymbol gelesen wird. Der
hier definierte Automat lisst jedoch eventuell derartige Uberfiihrungen zu. Es lisst sich je-
doch zeigen (sieche angegebene Literatur), dass man NEA so zu einem nichtdeterministischen
endlichen Automaten NEA'=(Q’,Z,5 ',q(’),F’) modifizieren kann, so dass dessen Uberfiih-

rungsfunktion 6':Q'xX — P(Q") die Definition eines nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten erfiillt und L(NEA")=L(G) gilt.
I/

Auch fiir reguldre Sprachen gibt es einen dem uvwxy-Theorem entsprechenden Satz, der wie-
der ein Beweismittel liefert, mit dessen Hilfe man zeigen kann, dass eine Sprache nicht regu-
lar ist:
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Satz 4.5-4:
Zu jeder reguldren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprache L gibt es eine Zahl n, >0 mit der

Eigenschaft:

jedes ze L mit |Z| >n, ldsst sich zerlegen in Z = uvw mit
(i) Juv|<n,
(i) [v|>0

(iii) uv*we L fiir jedes k e N..

Beweis:

Die Argumentation kann dhnlich {iber die Ableitung eines Wortes mit Hilfe einer regulidren
Grammatik verlaufen wie im Beweis des uvwxy-Theorems. Einfacher geht es hier iiber die
Erkennung eines Wortes mit Hilfe eines deterministischen endlichen Automaten:

Es sei reguldren Sprache L und DEA ein deterministischer endlicher Automat mit
L(DEA) = L. DEA enthalte n, viele Zustinde. Bei der Akzeptanz eines Wortes zeL mit

|Z|2 n, durchlauft DEA einschlieBlich des Anfangszustands |z|+1 viele Zustinde. Hierbei

geht wesentlich ein, dass DEA bei jeder Uberfiihrung ein Eingabesymbol liest. In der Folge
der Zustandsiiberfithrungen vom Anfangszustand (, bis zu einem akzeptierenden Zustand
Oaccepe € F muss sich also ein Zustand g; wiederholen. Es sei U das Anfangsteilwort von z, das
in den Uberfiihrungen gelesen wurde, die DEA von @, aus bis zum ersten Erreichen von
gemacht hat. Das Teilwort v von z besteht aus den Symbolen, die DEA dann von ¢, aus bis
zum néchsten Erreichen von ¢, gelesen hat. SchlieBlich ist w das Teilwort von z, das DEA

liest, bis der akzeptierende Zustand Q. erreicht ist. Mit dieser Zerlegung von z gelten die

angegebenen drei Eigenschaften.
/11

Mit Hilfe dieses Satzes lisst sich zeigen, dass die Menge der Palindrome
L= {W| we{0,1f undw=a,..a, a, =aa,,..3a }u { &} nicht reguldr ist; L ist jedoch kon-
textfrei'!. Es sei n, >0 der Wert Satz 4.5-4 und n eine gerade Zahl mit n>n,. Das Wort

2=1010...100101...01 liegt in L und ldsst sich in der Form z =uvw mit den Eigenschaften

n Zeichen n Zeichen

(1), (i1) und (iii) zerlegen. Zu beachten ist, dass die einzige Stelle, an der zwei gleiche Zeichen

11" Eine kontextfreie Grammatik, die L erzeugt, ist

G=({0,14{S}S,{S —> &S —>0S0,S —>1S1}).
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(00) aufeinanderfolgen, in der Mitte von z liegt. Das Teilwort uv ist wegen |uv| <n,<n ein

echtes Anfangsstiick von 1010...10 .
—_—

n Zeichen

1. Fall: v=1: Das Wort uv’w ist wegen (iii) in L und enthilt zwei aufeinanderfolgende Zei-
chen 1. Damit uv’w ein Palindrom ist miissten diese beiden Zeichen 1 jedoch
in der Mitte des Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfol-
genden Zeichen 1 stehen. Rechts der beiden Zeichen 1 gibt es noch die beiden
Zeichen 0 (die urspriingliche Mitte des Worts). Zu ihnen korrespondieren links
der beiden Zeichen 1 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist
uvlwelL.

2. Fall: v=0: Da uv ein echtes Teilwort von 1010...10 ist, stellt v nicht die letzte 0 in

n Zeichen

1010...10 dar. Das Wort uv’w ist wegen (iii) in L und enthilt genau einmal
%/_/

n Zeichen
drei und genau einmal zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0. Damit uv’w ein
Palindrom ist, miissten die drei Zeichen 0 oder die zwei Zeichen 0 in der Mitte
des Worts liegen. Liegt die Teilzeichenfolge 000 in der Mitte, dann korrespon-
diert in uv’w zu 00 keine entsprechende Zeichenfolge links der Mitte; liegt die
Teilzeichenfolge 00 in der Mitte, dann korrespondiert in uv’w zu 000 keine
entsprechende Zeichenfolge rechts der Mitte. Daher ist uv’w e L.

3. Fall: |V| >1 und v=0...1: Dann enthilt Wort uv’w die Zeichenfolge 00 (die urspriingliche
Mitte) genau einmal, die jedoch wegen (ii) nicht mehr in der Mitte liegt. Links
und rechts davon stehen nur Teilzeichenfolgen der Form 10. Daher ist
uv’wel.

4. Fall: |V| >1 und v =1...1: Dann enthilt Wort uv’w die Teilzeichenfolgen 00 (die urspriing-

liche Mitte) und 11 genau einmal, die beide in der Mitte liegen miissten, damit
uv’*w ein Palindrom ist. Daher ist uv’w g L .

5. Fall: |V| >1 und v =V'0. Hier kann man dhnlich wie im 3. bzw. 4.Fall argumentieren.

In allen Fillen ergibt sich ein Widerspruch.

Die Regeln einer rechtslinearen Grammatik erfiillen die Bedingungen, die an die Regeln einer
kontextfreien Grammatik gestellt werden. Jede von einer rechtslinearen Grammatik erzeugte
Sprache ist daher auch eine kontextfreie Sprache. Die Sitze 4.5-2 und 4.5-3 implizieren, dass
es zu jeder reguldren Sprache iiber einem endlichen Alphabet ¥ einen deterministischen Kel-
lerautomaten gibt, der die Sprache akzeptiert. Andererseits ldsst sich mit Satz 4.5-4 leicht zei-
gen, dass die deterministisch kontextfreie Sprache L = {a”b” Ine N} nicht reguldr ist. Es gilt

daher:
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Satz 4.5-5:
Die Klasse der reguldren (Typ-3-, rechtslinearen) Sprachen iiber einem endlichen Al-
phabet X ist eine echte Teilmenge der deterministisch kontextfreien Sprachen tiber X .

Auch fiir Typ-3-Sprachen gibt es wieder viele interessante Entscheidungsprobleme. Hier sol-
len jedoch wieder nur das Wortproblem und das Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf Typ-3-
Sprachen, betrachtet werden. Dazu wird (analog zu den Typ-0-, Typ-1- und Typ-2-
Grammatiken) ein Pridikat

VERIFIZIERE G _TYP 3(w)
_|TRUE  falls wdie Kodierung einer Typ - 3 - Grammatik darstellt
~ |FALSE falls w nicht die Kodierung einer Typ - 3 - Grammatik darstellt

definiert. Dieses Préadikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu priifen, ob die Erzeu-
gungsregeln in KG,, den Bedingungen einer Typ-3-Grammatik geniigen.

Das Wortproblem fur Typ-3-Grammatiken fragt danach, ob die Menge
L\Northyp—B»
= {u#w‘ uex’,we{0,1} ,VERIFIZIERE G TYP 3(w)=TRUEundue L(KGW)}

entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf allen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer rechtslinearen

Grammatik G iiber dem Alphabet ¥ und eines Worts ueX’ entscheidet, ob ueL(G) gilt

oder nicht. Da dieses Problem fiir Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist, gilt dieses auch fiir
Typ-3-Grammatiken. In diesem Fall bietet sich jedoch ein einfacher Algorithmus an: Anstelle
der Uberpriifung u e L(G) wird untersucht, ob u e L(DEA) gilt, wobei DEA = (Q,Z,&,qo, F)

ein deterministischer endlicher Automat mit L(DEA) = L(G) ist:

Eingabe: Ein deterministischer endlicher Automat DEA:(Q,Z,5 ,qO,F) und ein Wort

uex’
Verfahren:  Aufruf der Funktion accept (DEA, u)

Ausgabe: TRUE, falls ue L(G), FALSE sonst.
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FUNCTION accept (DEA: .._;
U : STRING): BOOLEAN;
{ DEA=(Q.%,6.q,,F),
u = a ..aq, }
VAR q -;
v - STRING;
a - CHAR;
i INTEGER;

BEGIN { accept }
q :=0,:
VvV I= U;

FOR i := 1 TO Length(u) DO
BEGIN
a := Copy (v, 1, 1);
Delete (v, 1, 1);
q := 5(q,a);
END;

IF geF THEN accept := TRUE
ELSE accept := FALSE;

END { accept };

Diese Algorithmus hat eine Laufzeit der Ordnung OQU ), d.h. lineare Laufzeit.

Das Leerheitsproblem fragt fir Typ-3-Grammatiken, ob die Menge
Licer 1yp3 = {w‘ we{0,1] ,VERIFIZIERE G TYP 3(w)=TRUEund L(KG, )= @}

entscheidbar ist. Diese Frage ist natiirlich positiv zu beantworten, da das Leerheitsproblem fiir
Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist. Im Fall einer reguldren L Menge kann man mit Satz

4.5-4 argumentieren. Es sei n, die in Satz 4.5-4 angegebene natiirliche Zahl. Dann gilt:

L #< genau dann, wenn es ein Wort U € L gibt mit |u| <n,

Eine Uberpriifung der Frage ,,L =@ ? kann also so ablaufen, dass man alle Worter ue X’

mit |u| <n, darauf hin tiberpriift, ob u € L gilt (Wortproblem).
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Der folgende Satz wird in den anschlieBenden Uberlegungen zur Kontextfreiheit von Pro-
grammiersprachen benatigt.

Satz 4.5-6:
Ist L eine kontextfreie Sprache iiber dem Alphabet £ und R eine regulidre Menge iiber
Y, dann ist L N R kontextfrei.
Ist L dabei deterministisch kontextfrei, dann ist auch L m R deterministisch kontextfrei.

Die Klasse der kontextfreien Sprachen iiber einem endlichen Alphabet X ist also abge-
schlossen beziiglich Schnitten mit reguldren Mengen.

Beweis:

Ist L eine kontextfreie Sprache iiber dem Alphabet X, dann gibt es einen nichtdeterministi-
schen Kellerautomaten K = (QK 2, 1,00, 0y o> #5 FK) mit L = L(K). Zu R gibt es einen deter-
ministischen endlichen Automaten E = (QE=Z=5E=QE,0= FE) mit R= L(E). Der folgende
nichtdeterministische Kellerautomat NKA = (QK X QE,Z,F,é,(qK,O, Oe.o ),#, F¢ x FE) ist eine
Parallelschaltung von K und E, und es  gilt L(NKA)=LANR; hierbei ist die
Uberfithrungsfunktion & definiert durch:

5((p, q), a, 7/) enthilt genau dann ((p', q’), 7/'), wenn (p', 7/') € Oy (p, a, 7/) und q' =35, (q, a)
gilt.

Ist L deterministisch kontextfrei, dann nimmt man anstelle von NKA einen deterministischen
Kellerautomaten. Die beschriebene Parallelschaltung ist dann ein deterministischer Kellerau-
tomat.

11

Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Mit Hilfe des uvwyx-Theorems fiir kontextfreie
Sprachen lésst sich zeigen, dass die Sprache L, = {a”bma”bm IneN,meN } nicht kontextfrei

ist. Die Menge R= {aibjakbI lieN,jeN,keN,leN } ist reguldar. Daher ist
L, = {WW lwe{a,b }+} nicht kontextfrei; denn sonst wére mit Satz 4.5-6 wegen L, =L, "R
auch L, kontextfrei. Es seien c,, ..., C, neue paarweise verschiedene Buchstaben. Dann ist
L, = {XIWXZWX3 we{a,b},x efc,...c, | firi=1,2,3 } nicht kontextfrei? Denn wire L,
kontextfrei, dann gibe es eine kontextfreie Grammatik G mit L, = L(G). Ersetzt man in jeder
Ableitungsregel A — « in der Zeichenkette o vorkommende Symbole c,, ..., C, jeweils

durch das leere Wort, so erhélt man eine kontextfreie Grammatik G’ mit L(G') =L,,dh L,

ware kontextfrei.
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Es sei L, die Menge aller korrekten Pascal-Programme (dasselbe kann man mit Java-, C++-,
Cobolprogrammen usw. machen). Es wird eine Teilmenge L, korrekter Pascal-Programme
definiert durch

L, = {PROGRAM A VAR w: INTEGER; BEGIN w:=1;END. |we{a,b }' |.

Zusitzlich wird die reguldre Menge R definiert durch

R= {PROGRAM AVAR W, : INTEGER; BEGIN w, :=1; END. |w, e{a, b }+,i =1,2 }
Wire L., die Menge aller korrekten Pascal-Programme, kontextfrei, so wire auch

L, = Ly N R kontextfrei. L, ist ein Spezialfall von L, und damit nicht kontextfrei.

Offensichtlich lassen sich nicht alle Teile einer Programmiersprache durch kontextfreie
Grammatiken beschreiben. Im Compilerbau, in dem Ubersetzer fiir kontextfreie Sprachen er-
zeugt werden, wird dieser Tatsache durch zusitzliche semantische Regeln Rechnung getra-
gen.

4.6 Eigenschaften im tabellarischen Uberblick

Die folgenden Tabellen stellen wichtige Eigenschaften der behandelten Sprachklassen zu-
sammen. Einige der aufgefiihrten Eigenschaften wurden in den vorherigen Kapiteln bewiesen;
die Abschlusseigenschaften beziiglich Schnitt-, Vereinigung- und Komplementbildung wer-
den erldutert; fiir die Nachweise der tibrigen Abschlusseigenschaften wird auf die angegebene
Literatur verwiesen.

Beschreibungsmittel

Typ 0 Typ-0-Grammatik
Turingmaschine

Typ 1 kontextsensitive Grammatik
linear beschrankter Automat

Typ 2 kontextfreie Grammatik
Kellerautomat

deterministisch kontextfrei LR(k) -Grammatik

deterministischer Kellerautomat

Typ 3 reguldrer Ausdruck,
rechtslineare Grammatik
endlicher Automat
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Sind das nichtdeterministische und das deterministische Modell &quivalent?

Turingmaschine ja (Satz 2.5-1)

Linear beschrankter Automat ?

Kellerautomat nein (siche Abschlusseigenschaften)
Endlicher Automat ja (Satz 4.5-2)

Abschlusseigenschaften (die Zahlenangaben verweisen auf die nachfolgenden Bemerkungen)

Operation Schnitt Vereinigung | Komplement Produkt Stern
L1 M L2 L1 Y L2 2L Ll ’ Lz L
Typ 0 ja ja nein ja ja
(Satz 2.1-2) (Satz 2.1-2) (Satz 3.2-1)
Typ 1 ja ja ja ja ja
(Satz 2.1-2 mit | (Satz 2.1-2 mit (siche Text in
LBA) LBA) Kapitel 4.3)
Typ 2 nein ja nein ja ja
(1) () 3)
det. kontextfrei nein nein ja nein nein
4 ) (6)
Typ 3 ja ja ja ja ja
(7) (8) )

(In den vorherigen Kapiteln wurden die Produkt- und Sternbildung von Mengen nicht behandelt. Die Ergebnisse
diesbeziiglichen konnen in der angegebenen Literatur nachgelesen werden.)

Zu den Zahlenangaben:

(1) Die Sprachen L, ={a""c'|neN,ieN} und L, ={a'b"c"|neN,ieN} sind kontext-
frei, nicht aber L, NL, = {a”b”cn | ne N} (siehe Kapitel 4.4).

(2) Esseien L, und L, kontextfreie Sprachen, die jeweils von den kontextfreien Gramma-
tiken G, = (E, N,,S,, Rl) bzw. G, = (Z, N,,S,, Rz) erzeugt werden. Man kann anneh-
men, dass N, N, =& ist, ansonsten benennt man die Nichtterminalzeichen entspre-
chend um. Es sei S ein neues nichtterminales Symbol. Dann wird L, L, durch die

kontextfreie Grammatik G = (£, N, UN, U{S},S,R, UR, U{S = S,,S = S,}) erzeugt.

(3) Angenommen, die Klasse der kontextfreien Sprachen wiren gegen Komplementbildung
abgeschlossen. Dann wire sie auch gegeniiber Schnittbildung abgeschlossen, da der
Schnitt zweier Mengen durch Vereinigung- und Komplementbildung ausgedriickt wer-

denkann: L, L, =2"\(Z"\L,Ju(="\L,).
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(4)

()

(6)

(7

(8)

9)

Die Sprachen L, ={a"b"c'|neN,ieN} und L, ={ab""|neN,ieN} aus (1) sind

jeweils deterministisch kontextfrei (siche Kapitel 4.4).

Die Konstruktion aus (2) baut in den ersten Ableitungsschritt einer Ableitung S =" w
Nichtdeterminismus ein; denn eine der beiden Produktionen S — S, bzw. S — S, wird

nichtdeterministisch ausgewihlt. Setzt man die Giiltigkeit der Aussage voraus, dass die
Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen abgeschlossen gegeniiber Komple-
mentbildung ist und nimmt man an, dass diese Klasse gegeniiber Vereinigungsbildung
abgeschlossen ist, dann wére sie auch gegeniiber Schnittbildung abgeschlossen, denn

LAL =30\(E"L o).

Hier erfolgt die Argumentation mit Hilfe eines deterministischen Kellerautomaten. De-
tails finden sich in der angegebenen Literatur.

Wird L, vom deterministischen endlichen Automaten E, = (QI,E,51,q1,O,F1) und L,
vom deterministischen endlichen Automaten E, = (Q2,2,52,q2,0, Fz) erkannt, dann ist

L AL, =L(E) mit dem deterministischen endlichen Automaten
E= (Q1 xQ,,Z,0, (qlﬁo, Qz,o), F xF, ), dessen Uberfithrungsfunktion durch

5((a.9,) a)=(5/(a, ). 5,(0,. a)) definiert ist.

Setzt man die Giiltigkeit der Aussage voraus, dass die Klasse der reguldren Sprachen
abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung ist, dann ist mit zwei reguldren Sprachen

L, und L, wegen L, UL, =2"\ ((Z* \L, )m (Z* \L, )) auch deren Vereinigung regulir.

Es sei L eine regulire Menge und E = (Q,2,5, Qo> F) ein deterministischer endlicher
Automat mit L(E)=L. Dann gilt fiir den deterministischen endlichen Automaten

E'=(Q.,%,5,0,,Q\F): L(E)=="\L.

Wortproblem

Typ O unldsbar
Typ 1 16sbar mit Komplexitit der Ordnung 0(20(”))
Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) | 15sbar mit Komplexitit der Ordnung O(n3)

Typ 3

deterministisch kontextfrei 16sbar mit Komplexitit der Ordnung O(n)

n

l6sbar mit Komplexitit der Ordnung O
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Leerheitsproblem

Typ O unldsbar
Typ 1 unldsbar
Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) |losbar
deterministisch kontextfrei 16sbar
Typ 3 16sbar
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5 Praktische Berechenbarkeit

Im vorliegenden Kapitel geht es um die Losung von Problemen ,,aus der Praxis®, insbesonde-
re um die Untersuchung des Aufwandes, den diese Losungen erfordern. Alle hier behandel-
ten (Entscheidungs-) Probleme sind entscheidbar, d.h. es gibt jeweils einen Algorithmus,
der bei jeder Eingabe mit einer akzeptierenden oder verwerfenden Entscheidung stoppt.
Wie ein derartiger Algorithmus formuliert wird, ob als deterministische oder nichtdeterminis-
tische Turingmaschine, RAM oder Programm in einer Programmiersprache, ergibt sich je-
weils aus dem Zusammenhang; das fiir die Darstellung angemessene Modell wird verwendet.

In der Praxis gilt ein Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten als schwer durch-
fihrbar (intractable), ein Algorithmus mit polynomiellem Laufzeitverhalten als leicht
durchfihrbar (tractable). Natiirlich kann dabei ein Algorithmus mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten fiir einige Eingabeinstanzen schnell ablaufen. Trotzdem bleibt die Ursache zu
untersuchen, die dazu fiihrt, dass manche Probleme ,,leicht 16sbar* sind (d.h. einen Algorith-
mus mit polynomiellem Laufzeitverhalten besitzen), wiahrend fiir andere Probleme bisher nur
Losungsalgorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten bekannt sind.

Der Grund dafiir, dass ein Verfahren mit exponentielle Laufzeit als nicht durchfiihrbar gilt,
wird aus den folgenden Tabelle sichtbar. Es werden dort jeweils fiinf Funktionen
h;:N_,, > R,i=1..5 und einige ausgewéhlte (gerundete) Funktionswerte gezeigt. Jede
Funktion soll als Laufzeit fiir Algorithmen interpretiert werden: Der Funktionswert h,(n) gibt

die Anzahl der Rechenschritte an, die bei einer Eingabeinstanz der GroB3e n durchlaufen wer-
den. Selbst kleine Problemgrofen fiihren bereits auf eine immense Laufzeit.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h.(n) h.(10) h, (100) h, (1000)
| log,(n) 3,3219 6,6439 9,9658
2 Jn 3,1623 10 31,6228
3 n 10 100 1000
4 n? 100 10.000 1.000.000
5 2" 1024 1,2676506-10% >10%

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die fiinf Funktionen h,:N_; > R,i=1,...,5. Es sei
Y, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fiir jede der fiinf Funktionen Werte n, mit
h;(n;) =Y, . In der vierten Spalte sind diejenigen Werte n_I aufgefiihrt, fiir die h, (n_,)z 10-y,
gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man die Problemgroe n, vergrofern kann,

wenn man die 10-fachen Laufzeit in Kauf nimmt. Wie man sieht, kann man bei der Loga-
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rithmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums den Wert stark vergréfern, wihrend bei
der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine kleine additive konstante Steigerung
moglich ist. Das bedeutet, dass selbst bei einer Verzehnfachung der Rechenleistung nur eine
geringfiigig vergroflerte Problemgrdofe zu bewiéltigen ist.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4

[ h, (n) n, mit h;(n,) =y, n, mit
hi(m;) =10-y,

1 log, (n) n, (n,)"
2 Jn n, 100-n,
3 n n, 10-n,
4 n’ n, ~3,162-n,
5 2" N, ng +3,322

Im vorliegenden Kapitel sollen die Griinde dafiir aufgezeigt werden, dass fiir viele in der Pra-
xis auftretenden Optimierungs- und Entscheidungsprobleme bisher keine effizienten Lo-
sungsalgorithmen gefunden wurden. Effizienz bedeutet in diesem Zusammenhang die Exis-
tenz eines deterministischen polynomiell zeitbeschrinkten Losungsverfahrens. Ob es jemals
derartige Losungsverfahren geben wird, ist ungewiss.

In Berechnungsmodell der Turingmaschine (Kapitel 2.1) wird das Laufzeitverhalten eines
Verfahrens in Abhidngigkeit von der Anzahl Zeichen, d.h. der Lénge der Eingabeinstanz
gemessen. Wird das Programmiersprachenmodell (Kapitel 2.3) zugrundegelegt und besteht
eine Eingabeinstanz X aus einer einzelnen ganzen Zahl, wird als Mallstab size(X) zur Be-
stimmung des Laufzeitverhaltens die Anzahl signifikanter Bits genommen, die bendtigt wer-
den, um die Zahl im Bindrsystem darzustellen, d.h.

. . log,(x|)|+1 fiirx=0
size(x) =|bin(x)| = L g2q m .

1 flirx=0

Ist man nur an der GroBenordnung des Laufzeitverhaltens interessiert, kann statt des Binér-
systems auch ein anderes Stellenwertsystem verwendet werden, da sich die Anzahlen signifi-
kanter Bits in den unterschiedlichen Stellenwertsystemen lediglich jeweils um konstante Fak-
toren unterscheiden.
Ist die Eingabeinstanz ein Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge V = {Vl,...,vn} und der
Kantenmenge E <V xV, so kann man diese auf verschiedene Weisen darstellen, z.B. als
Knoten- und Kantenliste, als Liste der jeweiligen Nachfolger oder als Adjazenzmatrix. Dabei
ergeben sich unterschiedliche Anzahlen an Zeichen, d.h. unterschiedliche Langen der Einga-
beinstanz. Beispielsweise ldsst sich der ungerichtete Graph G = (V, E) mit V ={v,,v,,v,,v,}

und E ={(v,,V,),(v,,Vv;)} folgendermaBen darstellen (hierbei ist zu beachten, dass mit einer
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Kante (Vi,v j)e E implizit auch (vj,vi)e E ist; diese Tatsache hat Einfluss auf die Darstel-

lung als Nachfolgerliste und Adjazenzmatrix):

Darstellung Lange
Knoten- und Kantenliste | vlv2v3v4(viv2)v2v3) 20 Zeichen
Nachfolgerliste (v2)(v1v3)(v2)( ) 16 Zeichen
Adjazenzmatrix 0100/1010/0100/0000 19 Zeichen

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) mit der Knotenmenge V ={V,,...,v,} und der

A
Kantenmenge E <V xV mit |E| =m ergeben sich die in folgender Tabelle zusammengestell-
ten Abschitzungen fiir die Anzahl der Zeichen bei obigen unterschiedlichen Darstellungsfor-
men einer Eingabeinstanz. Zu beachten ist dabei die Tatsache, dass zur Darstellung der Kno-
tenindizes (Knotennumern) im Bindrsystem jeweils bis zu Llogz(n)J+1 zusitzliche Binédrzei-

chen pro Knoten benotigt werden. Die untere Grenze beriicksichtigt nicht die Indizierung der
Knoten (fiir jede Knotennummer steht ein einziges Zeichen).

untere Grenze an Zeichen obere Grenze an Zeichen
Knoten- und Kantenliste 2:n+6-m 2-n+6-m+(n+2-m)-(log,(n) |+1)
Nachfolgerliste 2-n+4-m 2-n+4-m+2-m-(|_10g2(n)J+1)
Adjazenzmatrix n>+n-1 n2+n-1

Da m<n® gilt, sind die einzelnen Lingen polynomiell miteinander verkniipft, so dass ein
polynomiell zeitbeschrénktes Entscheidungsverfahren bei Eingabe einer Instanz, bei der eine
spezielle Darstellungsform gewéhlt wurde, polynomiell zeitbeschrinkt bleibt, wenn eine an-
dere Darstellungsform gewihlt wird, wobei jeweils als Maf3stab die Anzahl der Zeichen der
Eingabeinstanz zugrundegelegt wird.

In den Beispielen der folgenden Kapitel treten noch andere Typen von Eingabeinstanzen auf
(Boolesche Ausdriicke, gewichtete und ungewichtete Graphen, Matrizen, Graphen und Zahlen
usw.). Eine ,,verniinftige® Definition der Problemgrofie size(x) eciner Eingabeinstanz X legt
einen Wert fest, der polynomiell verkniipft ist mit Anzahl der Zeichen (Bindrwerte, Zeichen
iiber einem endlichen Alphabet), die bendtigt werden, um eine Eingabeinstanz darzustellen.
Meist ist size(X) proportional zu dieser Zeichenanzahl. Die folgende Zusammenstellung gibt
Definitionen der jeweiligen Problemgrofle size aus unterschiedlich strukturierten Anwen-
dungsbereichen. Dabei werden in einigen Féllen Grof3enordnungen fiir eine untere und obere
Abschitzung von size(X) gegeben und damit ein ,,feinerer bzw. ,,groberer Maf3stab zur

Messung der Komplexitdt eines Entscheidungsverfahrens bereitgestellt. Werte in diesen
Grenzen sind ebenfalls als mogliche Definitionen fiir size(X) geeignet.
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Instanz:

Instanz:

Instanz:

Instanz:

X
xeN oder xeZ;

size(X) = {UogquD +1 firx=0 .
1 firx=0
Es ist size(x) € O(log(x)),

X =[X5 0o X, |

AT

X, €N oder x, e Z furi=1,...,n;

size(x) = Zn:(size(xi )+1)+1.

Der Wert size(x) gibt damit die Anzahl der Bits an, um die Zahlenwerte darzustel-
len, die in X vorkommen, einschlieBlich der die Zahlenfolge X, ..., X, umfassenden
eckigen Klammern und Trennsymbolen zwischen den Werten X,...,X,. Haufig
wird auch als GréBe der Eingabe der Wert n-(size(max{ x,,..., X, })+1)+1 verwen-
det. Dieser Malistab ist wohl etwas grober als Size(X) . Fiir Analysezwecke eignet
er sich jedoch, da in einer Komplexititsbetrachtung meist die Abschitzung
size(x) € O(n-size(max{ x,, ..., X, })) verwendet wird. Zudem gibt es Eingaben X, de-

ren Zahlen in der Folge X,,...,X, zusammen genau n-size(max{x,,...,x,}) viele

Bits belegen.
Der hier beschriebene Typ einer Eingabeinstanz eignet sich auch zur Darstellung
rationaler Zahlen r = p/q mit pe Z, g N und q # 0 in der Form [p,q].

F
F ist ein Boolescher Ausdruck Variablenmenge V = { X,,..., X, } und m Junktoren;
size(F )= |F| = Anzahl der Zeichen in F.

Wie man durch Induktion iiber den Aufbau von F zeigen kann, gilt n<m+1. Zu
jedem Junktor in F gehort ein Klammerpaar, also enthdlt F (bei Beibehaltung der
kompletten Klammerung) 2-m Klammern. Werden die n Variablen mit 1, ..., n

durchnumeriert, so bendtgt man zur Notation von X, (einschlieBlich des Variablen-
zeichens X) |_10g2(i)J+2 Zeichen. Insgesamt ist die Anzahl der Zeichen in F, d.h.
die Lange von F, durch einen Wert der Ordnung O(n~log(n)+ m) beschrinkt. No-

tiert man Variablen nicht in Form des Variablenzeichens X, versehen mit einem In-
dex als Bindrzahl, sondern wihlt fiir jede Variable ein eigenes Zeichen, so ist die
Anzahl der Zeichen in F durch einen Wert der Ordnung O(n +m) beschrénkt.

G
G= (V, E) ist ein ungerichteter oder gerichteter Graph mit der Knotenmenge V und

der Kantenmenge E cV xV ;
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Instanz:

Instanz:

Instanz:

size(G) = Anzahl der Zeichen, um G darzustellen.

Je nach Darstellungsform (siehe oben) liegt size(G) zwischen einem Wert der Ord-

nung O([V|+|E|) und O([\/|2).

[G.k]
G= (V, E) ist ein gerichteter oder ungerichteter Graph mit der Knotenmenge V und

der Kantenmenge E <V xV , und K ist eine Zahl (natiirliche oder ganze Zahl, rati-

onale Zahl in Paardarstellung oder reelle Zahl in Approximation durch eine rationa-
le Zahl oder als Gleitpunktzahl);
size([G, k]) = Anzahl der Zeichen, um [G,k] darzustellen.

Je nach Darstellungsform liegt size([G,k]) zwischen einem Wert der Ordnung
O+ |E| +log(k)) und OV +log(k)).

[(v.E.w).k]

G= (V, E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V = {Vl,...,vn} und der Kantenmenge E cV xV ; die Funktion
w: E > R,, gibt jeder Kante e € E ein Gewicht; keR_,;

size([(V, E,w),k]) = Anzahl der Zeichen, um [(V,E,w),k] darzustellen.

Die Darstellung des Gewichts W(Vi ,V j) einer gewichteten Kante (vi sVis W(Vi )V )) er-
fordert size(w(vi,vj » Zeichen. Im Falle natiirlichzahliger oder ganzzahliger Ge-
wichte ist Size(W(Vi, V; ))e O(log(w(vi Vi ») Je nach Darstellungsform liegt
size([(V, E,w),k]) dann zwischen einem Wert der Ordnung

O([\/ | + |E| + Zlog(w(e))+ log(k)} und einem Wert der Ordnung

eckE

OV [+ A+log(k)) mit A=|log,(max{w(e) |e c E})]+1.

|A.b.7]
AeZ™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten, b € Z™ ist ein

ganzzahliger Vektor, Z ist ein Spaltenvektor von n Variablen, die nur die Werte 0
oder 1 annehmen konnen;

Size(lA, 6, Z'J) = Anzahl der Zeichen, um lA, 6, ZJ darzustellen.

Eine untere Schranke fir size([A,B,ZD ist ein Wert der Ordnung

0] ZSize(ai’ j)-l- Zsize(bj)+n , eine obere Schranke ist ein Wert der Ordnung

8 jeA b;eb
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O(M -m-(n+1)+n), wobei M die maximale Anzahl an Bits ist, die jeweils in den

Binirdarstellungen der in A und b vorkommenden Zahlen benotigt wird.

5.1 Der Zusammenhang zwischen Optimierungs- und Entscheidungsproblemen

Optimierungsprobleme spielen in der Anwendung eine bedeutende Rolle; in der Theorie der
Berechenbarkeit sind es eher die Entscheidungsprobleme. Zwischen beiden Typen besteht ein

enger Zusammenhang.

Ein IT Optimierungsproblem mit einer reellwertigen Zielfunktion wird in Kapitel 1.2 wie
folgt beschrieben:

Instanz: 1. sz;

2. Spezifikation einer Funktion SOL,, die jedem X eX|, eine Menge zulissiger

Losungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m,, die jedem x e X}, und y € SOL, (X) einen

Wert m (X, y), den Wert einer zulissigen Losung, zuordnet
4. goal, e{min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Losung: y" eSOL,,(x) mit m(x,y")=min{m(x,y)|y eSOL,(X)} bei einem Minimie-
rungsproblem (d.h. goal,; = min)
bzw.
m (X, y*): max{ m, (X, y)| y eSOL (X)} bei einem Maximierungsproblem (d.h.
goal,, = max).

Der Wert m (X, y*) einer optimalen Losung wird auch mit m’, (x) bezeichnet.

Eine Instanz X ist eine Zeichenkette X € X,,. Hier wird das Alphabet X, fiir das Problem ,.ge-

eignet” gewdhlt. Fiir ein Graphenproblem ist sicherlich dabei ein anderes Alphabet geeignet
als zur Darstellung Boolescher Ausdriicke. Letztlich kann man sich natiirlich auf ein allge-

mein giiltiges ,,Grundalphabet™ verstindigen, etwa X, = {0,1 }
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Ein Losungsalgorithmus A ,; fiir IT hat die Form

*

XeX, . .
—> A, [—> €SOL,,(x) und mn(x,y )

Die von A,; bei Eingabe von X € X}, ermittelte Losung ist Apr (X)= (y*,mH (X, y*)), d.h.
sie besteht aus einer optimalen Losung y* und dem Wert der Zielfunktion m (X, y*): my, (x)

bei einer optimalen Losung. Natiirlich kann es fiir ein Optimierungsproblem mehrere optimale

Losungen geben; der Wert m’(x) ist jedoch eindeutig.
Das zu IT zugehdrige Entscheidungsproblem IT,; wird definiert durch

Instanz: [x, K]
mit xe X}, und K eR

Losung: Entscheidung ,.ja*, falls fiir den Wert my, (X) einer optimalen Lésung

my, (X) > K bei einem Maximierungsproblem
(d.h. goal,; =max)

bzw.

mr,(x)< K bei einem Minimierungsproblem
(d.h. goal,; =min)

gilt,

Entscheidung ,,nein®, sonst.

Hierbei ist zu beachten, dass beim Entscheidungsproblem weder nach einer optimalen Losung
y" noch nach dem Wert m, (X) =m, (X, y*) der Zielfunktion bei einer optimalen Losung ge-
fragt wird.

Ein Losungsalgorithmus fiir IT;,; hat zwei mogliche Ausgéinge, ndmlich einen akzeptieren-

den und einen verwerfenden Ausgang. Der erste Ausgang wird erreicht (aktiviert), wenn bei

FEingabe einer Instanz fiir I1.; die Entscheidung ,;ja* getroffen wird, der zweite Ausgang
entspricht der Entscheidung ,,nein“. Ein Losungsalgorithmus A, fiir I, hier fiir ein

Maximierungsproblem dargestellt, hat daher die Form
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[x,K] A L ja,m; (x)> K (bei einem Maximierungsproblem)
ENT - » nein, m; (X)< K (bei einem Maximierungsproblem)

Aus der Kenntnis eines Algorithmus A, fiir ein Optimierungsproblem lésst sich leicht ein
Algorithmus A; fiir das zugehorige Entscheidungsproblem konstruieren, der im wesentli-

chen dieselbe Komplexitit besitzt:

Eingabe: [X, K]
mit Xe X, und K eR

Verfahren: ~ Man berechne A, (X)= (y* My (X, y )) und vergleiche das Resultat
m,, (x.y")=m’ (x) mit K:

Ausgabe: Ao ([x,K])=Jja, falls m;,(x)> K bei einem Maximierungsproblem ist

bzw.

>

o (X K])=Ja, falls m;,(x)< K bei einem Minimierungsproblem ist,

>

ENT ([X, K]) =nein sonst.

Daher gilt:

Satz 5.1-1:

Das zu einem Optimierungsproblem IT zugehorige Entscheidungsproblem Il ; ist im

wesentlichen zeitlich nicht aufwendiger zu 16sen als das Optimierungsproblem.

Falls man andererseits bereits weil3, dass das Entscheidungsproblem I1.,; immer nur

»schwer 16sbar® ist, z.B. beweisbar nur Losungsalgorithmen mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten besitzt, dann ist das Optimierungsproblem ebenfalls nur ,,schwer 16sbar*.

In den folgenden Kapiteln wird fiir einige Entscheidungsprobleme I, gezeigt, dass sie

(vermutlich) keine schnell laufenden Losungsverfahren besitzen. Daher konnen die zugehori-
gen Optimierungsprobleme, an deren Losung man in der Praxis interessiert ist, ebenfalls nur
mit sehr lang laufenden Verfahren angegangen werden. Die algorithmische Untersuchung von
Entscheidungsproblemen ist in diesen Fillen daher fiir die Praxis von grolem Interesse. Man
hat zudem abzuwégen, ob man nicht mit einer Losung zufrieden sein kann, die ,,schnell* zu
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finden ist und sich der optimalen Losung anndhert. Diese Fragestellung fiihrt auf das Gebiet
der Approximationsalgorithmen in Kapitel 6.

In einigen Féllen ldsst sich auch die ,,umgekehrte” Argumentationsrichtung zeigen: Aus ei-
nem Algorithmus A, fiir das zu einem Optimierungsproblem zugehorige Entscheidungs-

problem ldsst sich ein Algorithmus A, fiir das Optimierungsproblem konstruieren, dessen

Laufzeitverhalten im wesentlichen dieselbe Komplexitit aufweist. Insbesondere ist man dabei
an Optimierungsproblemen interessiert, fiir die gilt: Hat A_; zur Losung des zu einem Op-

timierungsproblem zugehorigen Entscheidungsproblem polynomielles Laufzeitverhalten (in
der Grofle der Eingabe), so hat auch der aus A,; konstruierte Algorithmus A,; zur Lo-

sung des Optimierungsproblems polynomielles Laufzeitverhalten.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Opti-
mierungsproblem

Instanz: 1. G = (V, E,W)
G= (V , E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V = {vl,...,vn }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — N gibt jeder Kante e € E ein naturlichzahli-
ges Gewicht; die Gewichtsfunktion wird durch die Festlegung W((V,,VJ))

fur (V V. )z E auf V xV erweitert.

irVj

2. SOL(G) ={T [T =((v,.v, } (v, .V, } s (v v, L (v, v, ) ist eine Tour durch G |
3. fiir TeSOL(G), T :<(vi Vo b ) (v v D v, ) st die Zielfunktion

definiert durch m(G S lW( )+ W(VI Vi )
j=1

4. goal =min

Losung: Eine Tour T" € SOL(G), die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch

G) verursacht, und m(G,T : )

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz G = (V, E,W) eine optimale Losung erzeugt,

werde mit Ajpopr bezeichnet. Die von A opr bel Eingabe von G ermittelte Tour mit mini-

malen Kosten sei T, die ermittelten minimalen Kosten m”(G):

ATSPOPT (G) = (T*,m*(G)).
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Das zugehorige Entscheidungsproblem lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Ent-
scheidungsproblem

Instanz: [G,K |
G= (V ,E, W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der Kno-
tenmenge V = {Vl, BRA }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — N gibt jeder Kante € € E ein natiirlichzahliges
Gewicht; die Gewichtsfunktion wird durch die Festlegung W((Vi ,V; )): o fiir
(Vi , Vj)é E auf V xV erweitert;

KeN.

Losung: Entscheidung ,ja“, falls es eine Tour durch G gibt mit minimalen Kosten
m’(G) < K gibt,

Entscheidung ,,nein®, sonst.

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz [G, K]eine entsprechende Entscheidung fillt,
werde mit A qpp,; bezeichnet. Die von A q; bei Eingabe von [G,K] getroffene ja/nein-
Entscheidung sei Aqpent ([G, K]) Mit Hilfe von Ay Wird ein Algorithmus Ajgpopr zur

Losung des Optimierungsproblem konstruiert. Dabei wird wiederholt Bindrsuche eingesetzt,
um zundchst die Kosten einer optimalen Tour zu ermitteln.

Der Algorithmus Aqgopr zur Losung des Optimierungsproblem verwendet eine als Pseudo-

code formulierte Prozedur A_TSPOPT. Der Eingabegraph kann in Form seiner Adjazenz-
matrix verarbeitet werden. Da Implementierungsdetails hier nicht weiter betrachtet werden
sollen, konnen wir annehmen, dass es zur Darstellung eines gewichteten Graphen einen ge-

eigneten Datentyp
TYPE gewichteter Graph = ..._;

und zur Speicherung einer Tour (Knoten und Kanten) in dem Graphen einen Datentyp
TYPE tour = _..;

gibt. Der Algorithmus A gy hat folgendes Aussehen:

Eingabe: G= (V , E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V = {vl, A }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — N gibt jeder Kante € € E ein natiirlichzahli-
ges Gewicht; ; die Gewichtsfunktion wird durch die Festlegung W((Vi ,V; )): o0

fiir (Vi , vj)e E auf V xV erweitert.
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VAR G : gewichter_Graph;
opttour : tour;
opt : INTEGER;

G := G=(V,E,w)
Verfahren:  Aufruf der Prozedur A_ TSPOPT (G, opt, opttour).

Ausgabe: opttour = T", d.h. eine Tour mit minimalen Kosten, opt = die ermittelten

minimalen Kosten m"(G).

PROCEDURE A_TSPOPT (G > gewichter_Graph;
{ Graph mit natirlichzahligen Kantengewichten }
VAR opt  INTEGER;
{ Gewicht einer optimalen Tour }
VAR opttour : graph;
{ ermittelte Tour mit minimalem Gewicht }

VAR s : INTEGER;

PROCEDURE TSPOPT (G : gewichter_graph;
VAR opt : INTEGER;)
{ ermittelt im Parameter opt das Gewicht einer

optimalen Tour in G : }
VAR min : INTEGER;

max - INTEGER;

t > INTEGER;

BEGIN { TSPOPT }
min = 0;

max = > w(e);

ecE

{ Binarsuche auf dem Intervall [0..max]: }
WHILE max - min >= 1 DO
BEGIN
L {min+max1_
ti=|—)”-]:
2
IF Argeenr ([G’ ])= wja
THEN max = t
ELSE min = t + 1;
END;
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{ t enthalt nun das Gewicht einer optimalen Tour in G: }
opt := t;
END  { TSPOPT };

BEGIN { A_TSPOPT }
TSPOPT (G, opt);

FOR alle ecE DO
BEGIN

ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e) +1;
TSPOPT (G, S);
IF s > opt
THEN { es gibt keine optimale Tour in G, die e nicht enthalt }
ersetze in G das Gewicht w(e) der Kante e durch w(e)—1 ;
END;

{ alle Kanten mit nicht erhohten Gewichten bestimmen eine Tour
mit minimalen Kosten }

tour := Menge der Kanten mit nicht erhdhten Gewichten und zugehdrige Knoten;
END  { A _TSPOPT };

Es sei m= Zw(e) - Dann sind in obigem Verfahren hochstens |_10g2(m +1)—‘ viele Aufrufe

ecE
des Entscheidungsverfahrens A qocyr ([G,t]) erforderlich (Binirsuche). Es gilt:
[log,(m+1) |=|log,(m) ]+ 1< log,(M)+1< > log,(w(e))+1.

eckE

Definiert man die ProblemgroBe size(G) des Graphen G = (V,E,w) als einen Wert der Ord-

nung O[M + |E| + Zlog(w(e))j , dann gilt: !_logz(m + 1)—‘ € O(Size(G)).

eckE

Definiert man die ProblemgroBe size(G) des Graphen G = (V, E,W) als einen Wert der Ord-
nung O([\/|2 . A) mit A= |_10g2 (max{ w(e) |ee E})J+ 1, dann gilt wegen

[log,(m+1)]< Y log,(w(e))+1< > (log,(max{ w(e) |e € E}))+1< N[ - A+1

ecE ecE

ebenfalls !_logz(m + 1)—‘ € O(size(G)).
Falls man also weif3, dass A,y €in in der Grofle der Eingabe polynomiell zeitbeschrankter

Algorithmus ist, ist das gesamte Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Losung polyno-
miell zeitbeschriankt.

Falls man umgekehrt weil3, dass es beweisbar keinen schnellen Algorithmus zur Losung des
Problems des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Optimie-
rungsproblem gibt, gibt es einen solchen auch nicht fiir das zugehdrige Entscheidungsprob-
lem. In diesem Fall ist das Entscheidungsproblem genauso schwer zu 16sen wie das Optimie-
rungsproblem.
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5.2 Komplexitatsklassen

Zu einem Entscheidungsproblem IT mit der Menge L,, = X, gebe es einen deterministischen
Algorithmus A, der fiir jede Eingabe X e ¥, mit size(x) =n die ja/nein-Entscheidung
AL (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in O(f(n)) liegt. Dann sagt man, L,
gehort zur Klasse TIME(f (n)) bzw. L, e TIME(f(n)).

Die Aussage ,,das Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, X, liegt in TIME(f (n))“

steht synonym fiir L eTIME(f (n)); man sagt auch abkiirzend ,,das Entscheidungsproblem
IT liegt in TIME(f(n))*. In diesem Sinn bezeichnet TIME(f(n)) die Klasse der Entschei-
dungsprobleme, die in der Zeitkomplexitat O( f (n)) gelést werden kénnen.

Eine entsprechende Definition gilt fiir die Speicherplatzkomplexitit:

Fiir ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, X, gilt L € SPACE(f (n)), wenn es
einen deterministischen Algorithmus A, ~ gibt, der fur jede Eingabe X e ¥, mit size(x)=n
zum Finden der ja/nein-Entscheidung A (x) eine Anzahl von Speicherzellen verwendet,

die in O(f(n)) liegt.

Die Aussage ,,das Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, =7, liegt in SPACE(f(n))*
steht synonym fiir L, € SPACE(f (n)); man sagt auch ,,das Entscheidungsproblem IT liegt in
SPACE(f (n))“. In diesem Sinn bezeichnet SPACE(f(n)) die Klasse der Entscheidungs-
probleme, die mit Speicherplatzkomplexitat O( f (n)) gelést werden kénnen.

Wichtige Komplexitétsklassen sind

. die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit gelost werden kdnnen, die pro-
portional zu einem Polynom in der Grof3e der Eingabe ist:

P JTIME(*)

k=0

Beispielsweise gibt es fiir jede von einer kontextfreien Grammatik G erzeugten Sprache
L(G)= X" cin Entscheidungsverfahren, das fiir ein Wort ue X" mit |u/=n in O(n3)
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vielen Schritten entscheidet, ob u e L(G) gilt oder nicht (vgl. Kapitel 4.4). Daher ist die
Klasse der kontextfreien Sprachen in P enthalten. Diese Inklusion ist echt, wie das Bei-
spiel der Sprache L, = {a”b”cn IneN,n>1 } aus Kapitel 4.1 zeigt, die in P liegt, aber

nicht kontextfrei ist.

o die Klasse der Entscheidungsprobleme, die mit einem Speicherplatzbedarf determinis-
tisch gelost werden konnen, der proportional zu einem Polynom in der Grofe der Ein-
gabe ist:

PSPACE = | JSPACE(n")

k=0

o die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit gelost werden kénnen, die pro-
portional zu einer Exponentialfunktion in der Grof3e der Eingabe ist:

Exp = JTIMER™ ).
k=0

Es gilt Pc PSPACEc EXP. Die Frage, ob eine dieser Inklusionen echt ist, d.h. ob
P c PSPACE oder PSPACE c EXP gilt, ist ein bisher ungeldstes Problem der Komplexi-
tatstheorie. Man weil jedoch, dass P — EXP gilt.

In Kapitel 2.5 wird eine nichtdeterministische Turingmaschinen TM = (Q,Z, 1,0 ’b’qO’qaccept)

in zunichst unterschiedlichen Modell-Sichtweisen definiert. Entweder wird die Uber-
fiilhrungsfunktion als partielle Funktion der Form §:QxX* — P(Q X (Z X {L, R,S})k) angege-
ben; wihrend der Berechnung kann die Turingmaschine nichtdeterministische Schritte aus-
fiihren, indem sie bei Erreichen einer Konfiguration aus mehreren moglichen Folgekonfigura-
tionen ,,die richtige* auswéhlt. Oder die nichtdeterministische Turingmaschine wird als de-
terministische Turingmaschine gesehen, die mit einem ,,Ratemodul® ausgestattet ist, das in
nichtdeterministischer Weise zunichst eine Zusatzinformation generiert, deren Brauchbarkeit
anschlieBend mit Hilfe einer Uberfiihrungsfunktion der Form §:QxZ* — Qx (2 x{L,R,S})"
deterministisch verifiziert wird. Diese Uberlegung fiihrte schlieBlich auf die Definition eines
nichtdeterministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers. Die Definition wird hier
noch einmal wiederholt. Da hier nur entscheidbare Probleme behandelt werden, stoppt hier
der Verifizierer bei allen Eingaben.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus A, fur ein Entscheidungsproblem IT mit der
Menge L,, < X, besteht aus einem Ratemodul und einem Verifizierer V., - Bei Eingabe von

X € X}, erzeugt der Ratemodul auf nichtdeterministische Weise eine Zusatzinformation (einen
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Beweis) B € X, ; dabei wird er nur einmal durchlaufen. Die Eingabe X € £}, und der erzeugte
Beweis B €, werden in den Verifizierer eingeben, dessen Aufgabe darin besteht, auf de-

terministische Weise mit Hilfe des Beweises B die Frage ,, X € L; 7 zu entscheiden:

Bey, st |——{ -
Ratemodul ———» _
qreject »nein
% * VLn
XeXy XeXy
| 4
A L,

Fiir X € X, wird folgende Entscheidung getroffen:
X € L,; genau dann, wenn es einen Beweis B, € 2, gibt, so dass V., bei Eingabe von X und
B, mit V,_ (x,B,)=ja stoppt;

X ¢ L, genau dann, wenn fiir jeden Beweis B € X, gilt: V., stopptmit V,_ (x,B)=nein.

Zu beachten ist, dass die Laufzeit des nichtdeterministischen Algorithmus in Abhingigkeit
von der GroBe von X € X}, gemessen wird. Ist der nichtdeterministische Algorithmus f(n)-
zeitbeschrinkt, so werden auch nur C- f(n) viele Zeichen eines Beweises generiert (hierbei
ist C eine Konstante). Wenn es also tiberhaupt einen Beweis B, mitV, (x,B,)=ja gibt,
dann gibt es auch einen Beweis mit Liange <C- f(n), denn das Ratemodul wird nur einmal
durchlaufen, so dass man fiir den Beweis gleich eine durch C- f(n) beschrinkte Linge an-

nehmen kann.

Fiir ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, c 2}, gilt L € NTIME(f (n)), wenn es

einen nichtdeterministischen f (n)-zeitbeschrankten Algorithmus zur Akzeptanz von L, gibt.

Die Aussage ,,das Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, X}, liegtin NTI ME(f (n))“
steht synonym fiir L,, € NTIME(f(n)). In diesem Sinn bezeichnet NTIME(f (n)) die Klasse

der Entscheidungsprobleme, die auf nichtdeterministische Weise in der Zeitkomplexitat
O(f(n)) gelost werden kdénnen.
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Eine der wichtigsten Klassen, die Klasse NP der Entscheidungsprobleme, die nichtdeterminis-
tisch mit polynomieller Zeitkomplexitit gelost werden konnen, ergibt sich, wenn f ein Poly-
nom ist:

NP = JNTIME(n* )

k=0
In Kapitel 2.5 wird gezeigt, dass ein T (n) -zeitbeschrankter nichtdeterministischer Algorith-
mus durch einen deterministischen O(CT(”))-zeitbeschriinkten Algorithmus simuliert werden

kann. Setzt man T(n)=n*, so sicht man unmittelbar, dass

kp

NTIME (1)< TIME(2°F")) = TIMER™ ) fir einen Wert K, > k

gilt. Daraus folgt

NP = JNTIME(n* )< | JTIMER™ )= EXP.
k=0 k=0

Da ein polynomiell zeitbeschrénkter Algorithmus A, wie er in der Definition von P vor-

kommt, ein spezieller polynomiell zeitbeschrénkter nichtdeterministischer Algorithmus ist,
nidmlich ein Algorithmus, der fiir seine Entscheidung ohne die Zuhilfenahme eines von einem
Ratemodul erzeugten Beweises auskommt, gilt

P< NP.

Insgesamt ergibt sich P NP < EXP . Zusammen mit P c EXP fragt sich, welche der In-

klusionen echt ist. Die dabei wichtigste Frage
P =NP oder P = NP

ist bisher ungeldst (P-NP-Problem). Vieles spricht fiir P = NP

Am Anfang des Kapitels wird die Klasse PSPACE = USPACE(nk) eingefiihrt, die Klasse

k=0
der Entscheidungsprobleme, die deterministisch mit einem Speicherplatzbedarf gelost werden
konnen, der proportional zu einem Polynom in der Grof3e der Eingabe ist. Entsprechend kann
man die Klasse der Entscheidungsprobleme, die deterministisch mit einem Speicherplatzbe-
darf gelost werden konnen, der proportional zu einem Polynom in der Gro3e der Eingabe ist,
und NPSPACE bezeichnen. Aus Satz 2.5-3 folgt direkt, dass PSPACE = NPSPACE gilt.
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5.3 Die Klassen P und NP

Das vorliegende Kapitel behandelt Beispiele aus den Klassen P und NP.

Zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen P und NP werden die entsprechenden Defini-
tionen der beiden Klassen noch einmal gegeniibergestellt:

Ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, — X, liegt in P, wenn es einen deterministi-

schen Algorithmus A, und ein Polynom p(n) gibt, so dass ein Entscheidungsverfahren fur

IT folgende Form hat:

Eingabe: X € X, mit size(X) =n
Ausgabe: Entscheidung ,, X € L, *, falls A (X) =ja gilt,
Entscheidung ,,x & L;;, falls A_(x)=nein gilt.

Hierbei wird die Entscheidung A, (x) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in

O(p(n)) liegt.

Ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L,, X;, liegt in NP, wenn es einen nichtde-
terministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierer V, , der ein vom Ratemodul er-

zeugten Beweis verifiziert, und ein Polynom p(n) gibt, so dass ein Entscheidungsverfahren
fiir I'T folgende Form hat:

Eingabe: X € X, mit size(X) =n

Ausgabe: Entscheidung ,, X € L, “, falls es einen Beweis B, € X, gibt mit |BX| <C-p(n)
und V, (x,B,)=]ja;
Entscheidung ,, X ¢ L, “ falls fiir alle Beweise B e ZZ mit

B[<C-p(n)gilt: V,_(x,B)=nein.

Hierbei wird die Entscheidung des Algorithmus und insbesondere das Ergebnis der Verifika-
tionsphase Vo (x,B) nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in O(p(n)) liegt.

Der deterministische Verifizierer V= fiir eine Menge L; < ¥}, in NP kann so entworfen

werden, dass er jede Eingabe der Form (X, B) € X" xX, ablehnt, fiir die |B| >C- p(|x|) gilt. Da
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Polynome zeitkonstruierbar sind, kann diese Uberpriifung in polynomieller Zeit (in Abhin-
gigkeit von |X|) erfolgen. Offensichtlich ist daher L(VLn )e P.

Gehort umgekehrt eine Menge L' X" x X zu P und ist p ein Polynom, dann ist die Menge
L= {x‘ X € X" und es gibt B € £ mit |B| < pQX|)und (x,B)eL’ } in NP. Zum Nachweis muss

man eine polynomiell zeitbeschrinkte nichtdeterministische Turingmaschine TM angeben, die
L akzeptiert. Diese Turingmaschine wird wieder informell iiber ihre Arbeitsweise bei Eingabe

eines Worts X € £ beschrieben: TM erzeugt zunichst nichtdeterministisch ein Wort B € X,
mit |B| < p([x|) und akzeptiert X genau dann, wenn (X, B) e L’ gilt. Ist p, das Polynom, das in

der Definition von L' e P verwendet wird, so ist die (nichtdeterministische) Laufzeit von TM

beschriankt durch c- p([x|)+ pIQX|+ p([x|)+ 3) mit einer Konstanten ¢ > 0, also polynomiell in

|X| . Insgesamt ergibt sich mit diesen Uberlegungen:

Satz 5.3-1:
Eine Sprache L c X" ist genau dann in NP, wenn es eine Sprache L'eP mit

L' = 3" xZ, und ein Polynom p gibt, so dass

L= {X‘ xeX undesgibt BeX, mit|B| < pQX|)und (x,B)e L’ } ist.

Auf der Grundlage von Satz 5.3-1 werden hdufig Beweise dafiir gefiihrt, dass eine Sprache
L <X in NP liegt. Dazu wird zu X € X’ konkret die syntaktische Form eines Beweises
B € X, beschrieben und fiir das Paar (X, B) in polynomieller Zeit deterministisch eine defi-

nierte Eigenschaft nachgewiesen.

In den meisten Fillen zur Entscheidung einer Menge in NP ist es offensichtlich, wie ein ,,ge-
eigneter Beweis auszusehen hat und wie er nichtdeterministisch erzeugt werden kann. Die
wesentlichen Schritte liegen in der Verifikation. Diese ist zeitlich polynomiell beschrinkt.
Umgangssprachlich kann man daher die Klassen P und NP etwa folgendermafen beschrei-
ben:
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Die Klasse P ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fiir die bei Vorgabe einer Instanz in
polynomieller Zeit (in Abhdngigkeit von der GroBe der Instanz) entschieden wird, ob die
Instanz eine das Problem definierende Eigenschaft besitzt oder nicht.

Die Klasse NP ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, fiir die bei Vorgabe einer Instanz
und eines Beweises, der zeigen soll, dass die Instanz eine das Problem definierende Eigen-
schaft besitzt, der Beweis in polynomieller Zeit (in Abhéngigkeit von der Groe der Instanz)
verifiziert werden kann.

Entscheidungsprobleme leiten sich hiufig von Optimierungsproblemen ab. Leider stellt sich
heraus, dass fiir eine Vielzahl dieser Entscheidungsprobleme keine Ldsungsalgorithmen be-
kannt sind, die polynomielles Laufzeitverhalten aufweisen. Das gilt insbesondere fiir viele
Entscheidungsprobleme, die zu Optimierungsproblemen gehoren, die fiir die Praxis relevant
sind (Problem des Handlungsreisenden, Partitionenproblem usw.). Fiir diese (Optimierungs-)
Probleme verfligt man meist iiber deterministische Losungsalgorithmen, deren Laufzeitver-
halten exponentiell in der Grofe der Eingabe ist, bzw. man kann den Nachweis erbringen,
dass die zugehorigen Entscheidungsprobleme in NP liegen. Derartige Verfahren werden als
praktisch nicht durchfithrbar (intractable) angesehen, obwohl durch den FEinsatz immer
schnellerer Rechner immer groBere Probleme behandelt werden konnen. Es stellt sich daher
die Frage, wieso trotz intensiver Suche nach polynomiellen Losungsverfahren derartige
schnelle Algorithmen (bisher) nicht gefunden wurden. Seit Anfang der 1970‘er Jahre erklért
eine inzwischen gut etablierte Theorie, die Theorie der NP-Vollstandigkeit, Ursachen dieses
Phianomens. Eine Einfithrung in diese Theorie gibt Kapitel 5.4.

Ein wichtiges Beispiel fiir Probleme auf der Grenze zwischen P und NP ist das Problem der
Erfiillbarkeit Boolescher Ausdriicke (siehe Kapitel 1.1).

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in P:
Erfullende Wahrheitsbelegung (erfSAT)

Instanz: [F , f ]

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
V ={X,,..., X, } und m Junktoren, f:V — {TRUE,FALSCH} ist eine Belegung der

Variablen mit Wahrheitswerten.

Losung: Entscheidung ,,ja“, falls die durch f gegebene Belegung dem Ausdruck F den Wahr-
heitswert TRUE gibt,




196 5 Praktische Berechenbarkeit

Entscheidung ,,nein®, sonst.

Das Entscheidungsproblem erfSAT sucht also nach einem Entscheidungsalgorithmus fiir die
Menge
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform, und
L= [F ‘ ] f ist eine Belegung der Variablen mit Wahrheitswerten, so dass
“ " | F bei Auswertung gemiB dieser Belegung den Wahrheitswert

TRUE erhélt
der in polynomieller Zeit arbeitet. Ein moglicher Entscheidungsalgorithmus setzt einfach die
in der Eingabe-Instanz [F, f] gelieferte Belegung f in die Formel F ein und ermittelt den

Wahrheitswert der Formel gemil3 den Auswertungsregeln fiir die beteiligten Junktoren.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in PSPACE:
Erfullbarkeitsproblem ftr Boolesche Ausdricke in konjunktiver Normalform (CSAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
V ={X,,..., X, } und m Junktoren.

Losung: Entscheidung ,,ja“, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dass sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein®, sonst.

Die zum Entscheidungsproblem CSAT zugehdrige zu entscheidende Menge ist

Lesar = { F | F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform, der erfiillbar ist }

CSAT liegt in PSPACE (und damit in EXP). Fiir den Beweis geniigt es zu zeigen, dass nach-
einander alle moglichen 2" Belegungen der n Variablen in einer Eingabe-Instanz F mit einem
Speicherplatzverbrauch von polynomiell vielen Speicherzellen erzeugt, in die Formel F ein-
gesetzt und ausgewertet werden konnen.

Es ist nicht bekannt, ob CSAT in P liegt (vieles spricht dagegen).

Die Probleme erfSAT mit einer Eingabeinstanz [F, f | und CSAT mit einer Eingabeinstanz F
unterscheiden sich grundsitzlich dadurch, dass bei ersterem in der Eingabeinstanz [F, ] eine
wesentliche Zusatzinformation, ndmlich eine potentiell erfiillende Belegung f der Variablen
vorgegeben ist, die nur noch darauthin iiberpriift werden muss, ob sie wirklich die in der Ein-

gabeinstanz enthaltene Formel F erfiillt. Zur Entscheidung, ob eine Eingabeinstanz F von
CSAT erfiillbar ist, muss also entweder eine erfiillende Belegung f konstruiert bzw. aufgrund
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geeigneter Argumente die Erfiillbarkeit gezeigt werden, oder es muss der Nachweis erbracht
werden, dass keine Belegung der Variablen von F die Formel erfiillt. Wenn dieser Nachweis

nur dadurch gelingt, dass alle 2" moglichen Belegungen iiberpriift werden, ist mit einem po-
lynomiellen Entscheidungalgorithmus nicht zu rechnen. Intuitiv ist diese Entscheidungsauf-
gabe also schwieriger zu bewiltigen, weil weniger Anfangsinformationen vorliegen, als ledig-
lich die Verifikation einer potentiellen Losung.

Eine einfache Uberlegung zeigt, dass CSAT in NP liegt. Ein Verifizierer fiir CSAT arbeitet
wie folgt: Er erhdlt mit einer Eingabeinstanz F (mit n Variablen) fiir CSAT als
Zusatzinformation (Beweis) eine Belegung B, der Variablen in F. Wenn F erfiillbar ist,
nimmt man fiir B gerade eine erfiillende Belegung. Wenn F nicht erfiillbar ist, liefert keine
Belegung B. der Variablen den Wahrheitswert TRUE. Der Verifizierer tiberpriift lediglich
(auf deterministische Weise) in O(n) vielen Schritten, ob sich der Wert TRUE ergibt, wenn
man die in B, vorkommenden Wahrheitsheitswerte in F einsetzt; in diesem Fall wird F

akzeptiert, ansonsten nicht. Insgesamt liegt polynomielles Laufzeitverhalten vor.

Da bei diesem Verfahren nicht wesentlich eingeht, ob F in konjunktiver Normalform vorliegt,
sondern lediglich, ob F ein korrekter Boolescher Ausdruck und erfiillbar ist, ergibt sich, dass
auch das folgende allgemeinere Problem SAT in NP liegt.

Erflllbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck mit der Variablenmenge V ={X,,..., X, } und m Junk-

toren.

Losung: Entscheidung ,,ja“, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dass sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein®, sonst.

SAT liegt in NP; die mittels eines polynomiell zeitsbeschrankten nichtdeterministischen Al-
gorithmus zu entscheidende Menge ist

Lar = { F | F ist ein Boolescher Ausdruck, der erfiillbar ist }

Schrinkt man das Problem CSAT auf diejenigen Booleschen Ausdriicke in konjunktiver
Normalform ein, in denen jede Klausel genau 2 Literale enthélt, so erhdlt man das Problem 2-
SAT. Entsprechend ist 3-SAT dadurch definiert, dass hier jede Klausel genau 3 Literale ent-
hélt.
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Erflllbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform mit genau
2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Instanz: F

F =F A..AF, ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der
Variablenmenge V ={X1,. X } mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass jedes F.

- Ay i

genau zweli Literale enthilt.
Losung: Entscheidung ,,ja*, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so dass sich bei

Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,
Entscheidung ,,nein®, sonst.

Man kann zeigen, dass 2-SAT in P liegt:

Satz 5.3-2:
Ist F eine Instanz fiir 2-CSAT mit n Variablen und m Klauseln, dann liefert das im fol-
genden beschriebene Verfahren mit der Prozedur Erfuel Ibarkeit_2CSAT eine kor-
rekte ja/nein-Entscheidung. Die (worst-case-) Zeitkomplexitit des Verfahrens ist von
der Ordnung O(n . m) . Dieser Aufwand ist polynomiell in der GroB3e der Eingabe.

Beweis:

Ein Algorithmus zur Ermittlung einer erfiillenden Belegung kann etwa nach folgender Strate-
gie vorgehen:

Man nehme eine bisher noch nicht betrachtete Klausel F, = (yl v y2) von F. Falls eines der

Literale wéhrend des bisherigen Ablaufs bereits den Wahrheitswert TRUE erhalten hat, dann
wird F, als erfiillt erkldrt. Falls eines der Literale, etwa y,, den Wert FALSE hat, dann erhélt

das Literal y, den Wahrheitswert TRUE und —y, den Wahrheitswert FALSE. F gilt dann als

erfiillt. Dabei kann jedoch ein Konflikt auftreten, ndmlich dass ein Literal durch die Zuwei-
sung einen Wahrheitswert bekommen soll, jedoch den komplementidren Wahrheitswert bereits
vorher erhalten hat. In diesem Fall wird die vorherige Zuweisung riickgéingig gemacht. Falls
es dann wieder zu einem Konflikt mit diesem Literal kommt, ist die Formel nicht erfiillbar.

Der folgende Pseudocode-Algorithmus implementiert diese Strategie; aus Griinden der Les-
barkeit wird auf die exakte Deklaration der lokalen Variablen und der verwendeten Datenty-
pen und auf deren Implementierung verzichtet.
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Algorithmus zur Loésung des Erfullbarkeitsproblems fiir Boolesche Ausdricke in kon-

junktiver Normalform mit genau 2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Eingabe: F=FA.AF,
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Vari-
ablenmenge V = { X5 eees Xn} mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass jedes F,
gmmuzwdlﬁmakemhMthjaksthmdeanFj:(hlvyh)
Der Datentyp
TYPE KNF_typ = ...;
beschreibe den Typ einer Formel in konjunktiver Normalform, der Datentyp
TYPE Literal _typ = ...;
den Typ eines Literals bzw. einer Variablen in einem Booleschen Ausdruck.
VAR F : KNF_typ;

Entscheidung : Entscheidungs_typ;

F = FFa AR,

Verfahren:  Aufruf der Prozedur
Erfuellbarkeit_2CSAT (F, Entscheidung);
Im Ablauf der Prozedur werden Variablen Wahrheitswerte TRUE bzw. FALSE
zugewiesen. Zu Beginn des Ablaufs hat jede Variable noch einen undefinierten
Wert; in diesem Fall wird die Variable als ,,noch nicht zugewiesen* bezeichnet.
Jede Klausel F, von F gilt zu Beginn des Prozedurablaufs als ,,unerfiillt* (da
ithren Literalen ja noch kein Wahrheitswert zugewiesen wurde). Sobald einem
Literal in F, der Wahrheitswert TRUE zugewiesen wurde, gilt die Klausel als
,.erfullt®.

Ausgabe: Entscheidung = ja, falls F erfiillbar ist,
Entscheidung = nein sonst.

PROCEDURE Erfuellbarkeit_2CSAT (F : KNF_typ;

VAR Entscheidung:Entscheidungs_typ);
VAR C : SET OF KNF_typ;
\Y : SET OF Literal_typ;
X : Literal_typ;

firstguess : BOOLEAN;
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BEGIN { Erfuellbarkeit 2CSAT }
{F=Fnr.nrF, }

= {F1 s eees Fm};
erklare alle Klauseln in C als unerfiillt;
V 1= Menge der in F vorkommenden Variablen;

erklére alle Variablen in V als nicht zugewiesen;

WHILE (V enthélt eine Variable x) DO

BEGIN
X TRUE;

firstguess := TRUE;
WHILE (C enthilt eine unerfiillte Klausel F, = (yi1 VYL ), wobei mindestens einem

Literal ein Wahrheitswert zugewiesen ist) DO
BEGIN
IF (y, = TRUE) OR (y, = TRUE)
THEN erkldre F, als erfiillt
ELSE IF (y, = FALSE) AND (y, = FALSE)

THEN BEGIN
IF NOT Firstguess
THEN BEGIN
Entscheidung := nein;
Exit
END
ELSE BEGIN
erklare alle Klauseln in C als unerfillt;
erklére alle Variablen in V als nicht zugewiesen;
X := FALSE;
firstguess := FALSE;
END;
END
ELSE BEGIN
IF y, = FALSE
THEN yi, := TRUE
ELSE Yi = TRUE;
erkldre F, als erfiillt;
END;

END { WHILE C enthélt eine unerfiillte Klausel };
entferne aus C die erfiillten Klauseln;
entferne aus V die Variablen, denen ein Wahrheitswert zugewiesen wurde ;
END { WHILE V enthéilt eine Variable x};
Entscheidung := ja;
END  { Erfuellbarkeit 2CSAT };
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Eine Eingabeinstanz F hat die Form (y11 VYL )/\ A (yml VYo, ) mit Literalen y; (unter Weg-

lassen der duBeren Klammerung). Unter der Annahme (fiir die untere Grenze), dass jede Vari-
able durch ein einziges Symbol dargestellt werden kann und keine Negationszeichen in F auf-
treten, und unter Berticksichtigung der Indizierung der Variablen (fiir die obere Grenze) ist

6-m-1<|F|<8-m-1+2-m-({log,(n)]+1)=2-m-(llog,(n)]+5)-1. Sind die Variablen in
allen Klauseln von F paarweise verschieden, so ist N =2-m; im allgemeinen ist N <2-m. Die

Laufzeit des Verfahrens ist von der Ordnung O(n-m) bzw. von der GréBe C-n-m mit einer

Konstanten C > 0. Nimmt man als ProblemgroBe die untere Grenze |F| =d-m mit einer

Konstanten d >0, so ist C-n-m < (2-C)/d? -|F ?, d.h. die Laufzeit ist begrenzt durch einen

Wert der Ordnung O(]F|2 )
Nimmt man als Problemgrofe die obere Grenze |F| =d'-m-log(n)=d"-m-log(m) mit Kon-

stanten d’ >0 und d” > 0, so gilt fiir fast alle m die Abschétzung
C-n-m<2-C-m*<2-C-(m-log(m))’ =(2-C)/d"|F|", d:h. die Laufzeit ist ebenfalls be-

grenzt durch einen Wert der Ordnung O([F|2 )
/1

Fiir das zu 2-CSAT analoge Problem 3-CSAT der Erfiillbarkeit, bei dem jede Klausel genau 3
Literale enthdlt, ist kein polynomielles Entscheidungsverfahren bekannt. Es wird vermutet,
dass es auch kein derartiges Verfahren gibt. Natiirlich liegt 3-CSAT in NP.

Im folgenden werden einige Beispiele fir Probleme IT aus NP aufgefiihrt, von denen nicht

bekannt ist, ob sie in P liegen. Fiir jedes Problem IT wird die zu entscheidende Menge L
angegeben. Fiir eine Instanz X € X, ist mit Hilfe eines polynomiell zeitbeschrinkten nichtde-
terministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers die Entscheidung x € L, bzw.
X ¢ L, zu treffen. Der bei Eingabe einer Instanz X € 2, jeweils verwendete Beweis B, € 2,

den der Verifizierer zur ja/nein-Entscheidung heranzieht, wird ebenfalls angegeben.

Mit size(x) wird die Grol3e einer Eingabeinstanz bezeichnet. Hierbei wird nicht in allen
Fillen die exakte Anzahl der Zeichen genommen, um eine Instanz X zu notieren, sondern hiu-
fig ein Wert k € OQX

tét erleichtert.

), der einfach zu bestimmen ist und die Abschitzung der Zeitkomplexi-
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o Erfullbarkeitsproblem fur Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform
(CSAT) bzw. Boolescher Ausdricke in allgemeiner Form (SAT):

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform bzw. in allgemei-

ner Form mit der Variablenmenge V ={X,, ..., X, } und m Junktoren.

Zu entscheidende Menge:

LCSAT = {F

L., = {F | F ist ein Boolescher Ausdruck, und F ist erfiillbar }

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform, b
ZW.
und F ist erfiillbar

Beweis: B ist eine 0-1-Folge der Liange n

Arbeitsweise des Verifizierers:
Der i-te Wert in B (fiir i =1,...,n ) wird als Belegung von X; interpretiert, und
zwar wird der Wert 0 in FALSE und der Wert 1 in TRUE iibersetzt. Die so ent-
stehende Belegung der Variablen wird in F eingesetzt und die Formel ausge-
wertet. Falls sich bei dieser Auswertung von F der Wert TRUE ergibt, wird ja
ausgegeben, ansonsten nein.

o Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik mit Formeln in konjunktiver Normal-
form mit genau 3 Literalen pro Klausel (3-CSAT):

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit hochstens 3 Li-

teralen pro Klausel und der Variablenmenge V = { X5 oo Xn} und m Junktoren;
F hat die Form F=F AF, A..F; hierbei hat jedes F; die Form
F = (y W VYL VY ), und y; steht fir eine Boolesche Variable (d.h. y; =X;)
oder fur eine negierte Boolesche Variable (d.h. y; =—X;)

Bemerkung: Héufig wird 3-CSAT so definiert, dass hochstens 3 Literale pro
Klausel vorkommen; in diesem Fall kann man eine Klausel durch
Wiederholung von Literalen, die in ihr vorkommen, auf genau
drei Literale pro Klausel ergénzen.
Zu entscheidende Menge:

L3—CSAT = {F

Beweis: B ist eine 0-1-Folge der Lange n

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit}

genau 3 Literalen pro Klausel, und F ist erfiillbar

Arbeitsweise des Verifizierers:
Der i-te Wert in B. (fiir i =1,...,n) wird als Belegung von X; interpretiert, und

zwar wird der Wert 0 in FALSE und der Wert 1 in TRUE iibersetzt. Die so ent-
stehende Belegung der Variablen wird in F eingesetzt und die Formel ausge-
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wertet. Falls sich bei dieser Auswertung von F der Wert TRUE ergibt, wird ja
ausgegeben, ansonsten nein.

Bemerkung: Es gilt L, .,7 S Legar S Loar -

Kliquenproblem (KLIQUE):

Instanz: [G,k]
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit der Knotenmenge V ={v,,...,v,}

und der Kantenmenge E 'V xV , und K ist eine natiirliche Zahl mit k <n.
Zu entscheidende Menge:
Lgrioue = { [G,k]| G ist ein ungerichteter Graph und besitzt eine Klique der Grofe k }

Eine Klique der GroBe k ist eine Teilmenge V'V der Knotenmenge mit
[\/'| =k, so dass fiiralle u eV’ und alle veV' mit u=v gilt: (u,v)eE.
Beweis: By, ist eine Folge bin(i, #...#bin(i, )von k natiirlichen Zahlen in Binirdar-

stellung, die durch das Zeichen # getrennt sind, mit i; <n fir j=1,...,k;
Bio.| <k-(log,(n)]+1)+k -1, dh. |Bg | €O(n-log(n))

Arbeitsweise des Verifizierers:
Jede Zahl i; wird als mogliche Knotennummer interpretiert. Es wird gepriift,
ob {V,,...v, JcV gilt und ob {v; ,...,v; | eine Klique in G darstellt, d.h. ob
(vis,vit)e E fur alle v; e{vil,...,vik} und v, e{vil,...,vik} mit i =1, gilt. In

diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.
0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem (RUCKSACK):

Instanz: [a,,...,a,,b]
a,,...,a, und b sind natiirliche Zahlen mit a, >0 fir i=1,...,n und b>0.

Zu entscheidende Menge:

Es gibt eine Teilmenge J < {1,...,n }mit Zaj =b }

jed

LRUCKSACK = { [al 5o Qs b]

Beweis: By ist eine 0-1-Folge X,,..., X, der Lidnge n

a,...,a,, 0]
Arbeitsweise des Verifizierers:
n
Es wird gepriift, ob ZXi -a; =b gilt. In diesem Fall wird ja ausgegeben, an-
i=1

sonsten nein.
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Partitionenproblem (PARTITION):

Instanz: [al,... a ]

> @n
a,,...,a, sind natiirliche Zahlen mit a, >0 fir i=1,...,n

Zu entscheidende Menge:

Lparrrrion :{ [al’ e ]

Beweis: B[

Es gibt eine Teilmenge J c mlt Za = Za }

jed jed
a,..a,] 1steine 0-1-Folge X, ..., X, der Linge n
Arbeitsweise des Verifizierers:

Es wird J = { j ‘ X; :O} gesetzt und gepriift, ob Zaj = Zaj gilt. In diesem

jed jed

Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.
Packungsproblem (BINPACKING):

Instanz: [a,,...,a,, 0, K]
a,..,a, (,Objekte*) sind natiirliche Zahlen mit 0 <a, <b firi =1, .., n
b e N (,,BehiltergroBe”), k e N mit k <n;

Zu entscheidende Menge:
Die Aussage ,,Die Objekte konnen so auf k Behélter der Behiltergrofle b ver-
teilt werden, dass kein Behilter iiberlduft* driickt umgangssprachlich aus, dass
es eine Abbildung f :{1,...,n}—> {l,...,k} gibt, so dass fiir alle je{l,...,k}

gilt: Zai <b (,diejenigen Objekte, die in den j-ten Behilter gelegt werden,
f(i)=]
iiberschreiten die BehaltergroB3e nicht”, f (i) ist die Nummer des Behilters, in
den a; gelegt wird)
Die Objekte a,, ..., a, lassen sich so auf k Behalter
Lonpackig = 4 [@»--» @, b, k]| der BehiltergroBe b aufteilen, dass kein Behilter

9 Apo

uberlduft

Beweis: By, , ,, ist eine Folge bin(i, J#...#bin(i, ) von n Zahlen in Binérdarstellung,
die durch das Zeichen # getrennt sind, mit 1<i; <k fir j=1,...,n
‘B[al,...,an,b,k]‘ =n- (LIng(k)J+ 1)+ n-1,dh ‘B[al,..,an,b,k]‘ € O(n ~10g(n))
Arbeitsweise des Verifizierers:
Die Zahl i; wird als ,,Nummer des Behélters” interpretiert, in den das Objekt
a; gelegt wird; es wird gepriift, ob kein Behilter tiberlduft, d.h. ob gilt:

Za <b, Za <Db. In diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.

ij=k
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Problem des Hamiltonschen Kreises in einem gerichteten (bzw. ungerichteten)
Graphen (GERICHTETER bzw. UNGERICHTETER HAMILTONKREIS):

Instanz: G

G= (V,E) ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph mit Knotenmenge
V ={v,,...,V, } und Kantenmenge E cV xV .

>N

Zu entscheidende Menge:

G ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph, und}

L =
HAMILTONKREIS { G besitzt einen Hamiltonkreis

Ein Hamiltonkreis ist eine Anordnung (V”(l),vﬁ(z), vy Vﬁ(n)) der Knoten mittels
einer Permutation m der Knotenindizes, so dass fiir i=1,...,n—1 gilt:
(sz(iwvzr(m))e E und (v Vam> n(l))e E.

Beweis: B ist eine Folge bin(i, }#...#bin(i, )Jvon n Zahlen in Binirdarstellung, die
durch das Zeichen # getrennt sind, mit 1<i; <n fiir j=1,...,n
Bg|<n-(log,(n)]+1)+n-1, d.h. |B;|eO(n-log(n))

Arbeitsweise des Verifizierers:

Es wird gepriift, ob i, ,...,i, eine Permutation der Knotenindizes ist, d.h. ob alle
Werte paarweise verschieden sind und die Menge {1,..,n} darstellen. An-
schlieBend wird gepriigt, ob die Bedingungen (VI Vi )e E fir t=1,...,n-1

und (V V. )e E gelten. In diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.

Problem des Handlungsreisenden (HANDLUNGSREISENDER):

Instanz: [G,k]
G= (V , E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V = {Vl,..., Vn} und der Kantenmenge E <V xV ; die Funktion
w:E — R, gibtjeder Kante e € E ein Gewicht; ke R_,

Zu entscheidende Menge:

und G besitzt ein Tour mit minimalen Kosten < k

LHANDLUNGSREISENDER = { [G9 ]

Eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge

<(,, |2)>(V|2= ,3), (-nl )(vI Vi, )> mlt(,, Vi, )eE fir j=1,..,n-1,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau ein-
mal vorkommt; die Kosten einer Tour <( i oV I2),(v,z, ,3) ( Vi ) (VI Vi, )>

ist die Summe der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

G ist ein gewichteter gerichteter bzw. ungerichteter Graph,
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n-1

Zw(v._ A )+W(V- v, ).
i Vi, ihno Vi

J:
Beweis: By, ist eine Folge bin(i, J#...#bin(i, )von n Zahlen in Binirdarstellung, die

durch das Zeichen # getrennt sind, mit 1<i; <n fir j=1,..,n;

By < n-(log,(m |+1)+n-1, dh. [Bg | €O(n-log(n))
Arbeitsweise des Verifizierers:

Es wird gepriift, ob By ,; eine Tour durch G beschreibt, und es werden die

Kosten K dieser Tour ermittelt. Falls K <k gilt, wird ja ausgegeben, ansons-
ten nein.

Problem der Farbbarkeit der Knoten in einem ungerichteten Graphen (FARB-
BARKEIT):

Instanz: [G,k]
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge V ={v,,...,v,} und
Kantenmenge E <V xV ; ke N mit 1<k <n

Zu entscheidende Menge:

Die Knoten des Graphen konnen so mit k Farben gefarbt werden, dass jeweils
zwel durch eine Kante verbundene Knoten unterschiedliche Farben erhalten.

L e srBBARKET = { [G’ k]

G ist ein ungerichteter Graph, der eine zulédssige
Knotenfarbung mit k Farben besitzt

Eine =zuldssige Knotenfirbung mit Kk Farben ist eine Abbildung
f:V > {1,.,k}mit f(v)= f(v) fiirjede Kante (v,v')e E.

Beweis: B, ist eine Folge bin(i, }#... #bin(i_ )Jvon n Zahlen in Binirdarstellung, die
durch das Zeichen # getrennt sind, mit 1<1i; <k fir j=1,..,n;
B <1+ (Llog, (k) [+ 1)+n—1, d-h. |Bg o € O(n-log(n))

Arbeitsweise des Verifizierers:

Es wird gepriift, ob durch f(v j): bin(i j) eine zuldssige Kontenfiarbung gege-
ben ist, d.h. ob f(vj);t f(v,) fiir alle Kanten (Vj,vl)e E gilt. In diesem Fall

wird ja ausgegeben, ansonsten nein.
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Problem der {0,1}-Linearen Programmierung ({0,1}-LP)

Instanz: [A, 5, Z]

AeZ™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten, b € Z™ ist ein
ganzzahliger Vektor, Z ist ein Spaltenvektor von n Variablen, die nur die Wer-
te 0 oder 1 annehmen konnen.

Zu entscheidende Menge:

Lioip = { [A,B : z]

Beweis: B[AB /] ist eine 0-1-Folge der Liange n

es gibt eine Zuweisung der Werte 0 und 1 an die Variablen in Z,}

so dass das lineare Ungleichungssystem A-7Z </ > b erfiillt ist

Arbeitsweise des Verifizierers:

Es wird gepriift, ob die durch B[ A7) definierte Zuweisung von Werten an die

Variablen in Z die Bedingung A-Z </>b erfiillt. In diesem Fall wird ja aus-
gegeben, ansonsten nein.

Problem des langsten Wegs in einem gewichteten Graphen (LANGSTER WEG):

Instanz: [G,Vi,vj,kJ
G= (V , E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,..,v,} und der Kantenmenge EcV xV;

e Vg

V; €V;v; €V ; die Funktion w: E — R, gibt jeder Kante e € E ein Gewicht;
keR,,.
Zu entscheidende Menge:

G istein gewichteter gerichteter bzw. ungerichteter Graph,

L [G,Vi,vj,k] V; und v, sind zwei Knoten aus G,

LANGSTER WEG —
und G besitzt einen einfachen Weg von v; nach v; mit Gewicht > k
Ein einfacher Weg ist ein Pfad ohne Knotenwiederholungen
Beweis: By, , ] ist eine Folge bin(i, }#... #bin(i, )von t<n Zahlen in Binirdarstel-

lung, die durch das Zeichen # getrennt sind, mit 1< ij <n firt=1,...,n;

‘B[iji ,V,.,k]\ <n-(log,(n)|+1)+n-1, d.h. ‘B[G,Vi,vj,k]‘ c0(n-log(n))
Arbeitsweise des Verifizierers:
Es wird tiberpriift, ob {Vi1 Vi s Vg }gV gilt und ob die Folge VisVise Vi ei-

nen einfachen Weg (d.h. ohne Knotenwiederholungen) von v; nach v; mit

Gewicht >k beschreibt. In diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.
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Man kennt heute mehrere tausend Probleme aus NP. In der angegebenen Literatur werden ge-
ordnet nach Anwendungsgebieten umfangreiche Listen von NP-Problemen aufgefiihrt.

5.4 NP-Vollstandigkeit

Die bisher beschriebenen Probleme entstammen verschiedenen Anwendungsgebieten. Dem-
entsprechend unterscheiden sich die Alphabete, mit denen man die jeweiligen Instanzen bil-
det. Boolesche Ausdriicke werden mit einem anderen Alphabet kodiert als gewichtete Gra-
phen oder Instanzen fiir das Partitionenproblem. Selbstverstdndlich lassen sich letztlich alle
Probleme mit Hilfe des Alphabets { 0,1 } kodieren, so dass man mit einem einzigen Alphabet
auskommen konnte. Aber selbst, wenn die Eingabeinstanzen unterschiedlicher Probleme mit
dem Alphabet {0,1} kodiert werden, weisen die dann so kodierten Bestandteile der betrach-

teten Objekte wie Graphen, Boolesche Variablen oder Zahlen immer noch grundlegend ver-
schiedene Eigenschaften auf, so dass man weiterhin davon ausgehen kann, dass man unter-
schiedliche Anwendungen mit Hilfe unterschiedlicher Alphabete kodiert. Im folgenden wird
eine Verbindung zwischen den unterschiedlichen Problemen und ihren zugrundeliegenden
Alphabeten hergestellt.

Eine Funktion f:X; — X, die Worter iiber dem endlichen Alphabet ¥, auf Worter iiber

dem endlichen Alphabet X, abbildet, heifit durch einen deterministischen Algorithmus in
polynomieller Zeit berechenbar, wenn gilt: Es gibt einen deterministischen Algorithmus
A mit Eingabemenge ¥, und Ausgabemenge ¥, und ein Polynom p, mit folgenden Ei-
genschaften:

bei Eingabe von x € X| mit der GroBe size(x) = |X| =n erzeugt der Algorithmus die Ausgabe

f(x)e Z; und bendtigt dazu hochstens O(pf (n)) viele Schritte.

P A — f(xel

Berechnung mit O(p; (N))

vielen Schritten

Es seien L, =X, und L, X, zwei Mengen aus Wartern iiber jeweils zwei endlichen Alpha-

beten. L, heifit polynomiell (many-one) reduzierbar auf L,, geschrieben



5.4 NP-Vollstandigkeit 209

L <L,
wenn gilt: Es gibt eine Funktion f : X| — %, die durch einen deterministischen Algorithmus
in polynomieller Zeit berechenbar ist und fiir die gilt:

xel, & f(x)el,.

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
Xel,= f(X)eL, und xelL, = f(x)eL,.

Bemerkung: Es gibt noch andere Formen der Reduzierbarkeit zwischen Mengen, z.B. die all-
gemeinere Form der Turing-Reduzierbarkeit mit Hilfe von Orakel-Turingma-
schinen.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit <? zeigt folgende Uberlegung.

-m

Fiir die Mengen L, c 2] und L, c %) gelte L, <P L, mittels der Funktion f:%;, — X bzw.
des Algorithmus A, . Seine Zeitkomplexitit sei das Polynom p;, . Fiir die Menge L, gebe es

einen polynomiell zeitbeschrinkten deterministischen Algorithmus A,, der L, erkennt; seine

Zeitkomplexitit sei das Polynom p, :

Mit Hilfe von A; und A, lésst sich durch Hintereinanderschaltung beider Algorithmen ein

polynomiell zeitbeschrinkter deterministischer Algorithmus A, konstruieren, der L, er-

kennt:

ia,
. f(x)el,

* f(x)eX ja, xel
XEZ 2 > ja, 1
X =n » nein, x¢L,

nein,
f(x)eL,
Al

Erkennung von L, mit Zeit-
aufwand der Gréfenordnung
O(pf (n)+ pz(pf (n))), d.h.

polynomiellem Zeitaufwand
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Ein X, € X, kann dazu dienen, fiir mehrere (many) x € £, die Frage ,, X € L, ?*“ zu entscheiden
(namlich fiir alle diejenigen x € X, fiir die f (X) =X, gilt). Allerdings darf man fiir jede Ein-
gabe f(x) den Algorithmus A, nur einmal (one) verwenden, ndmlich bei der Entscheidung
von f(x).

Gilt fiir ein Problem II, zur Entscheidung der Menge L, < Z;O und fiir ein Problem IT zur

Entscheidung der Menge L, = X, die Relation L, <" Ly, » so heiit das Problem IT auf das

-m

Problem IT, polynomiell (many-one) reduzierbar, geschrieben IT<! TT, .

Beispiel:

{0,1}-LP:

Instanz: [A, b, z]

AeZ™ ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten, b € Z™, 7 ist
ein Vektor von n Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen kdnnen.

Losung: Entscheidung ,,ja%, falls gilt:
Es gibt eine Zuweisung der Werte 0 oder 1 an die Variablen in Z, so dass das li-

neare Ungleichungssystem A-Z </2> b erfiillt ist. Die Bezeichnung </ > steht
hier fiir entweder < oder > in einer Ungleichung.

Es gilt CSAT <P {0,1}-LP.

Zum Nachweis ist eine in polynomieller Zeit berechnenbare Funktion f anzugeben, die jedem
Booleschen Ausdruck F in konjunktiver Normalform eine Instanz von { 0,1 }-LP zuordnet, so
dass F genau dann erfiillbar ist, wenn es eine 0-1-Zuweisung an die in f(F) vorkommenden

Variablen gibt, die das durch f(F) beschriebene lineare Ungleichungssystem erfiillt.

Es sei F =F, A...AF, ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform. Die in F vor-

kommende Variablenmenge sei V = { X5eees X } Jedes F, hat die Form F, = (yi] V. VY ),

ces Ny

wobei Yi, fiir eine Variable (d.h. yi, = X,) oder fiir eine negierte Variable (d.h. Y, =—X,)

Zl
steht. Die Instanz f(F)=|Ab,7| wird definiert durch Z=| i |, AcZ™ und b eZ". Hier-
Z

n

P VeV yik) wird eine Unglei-

bei ergeben sich A und b wie folgt: Fiir jede Klausel F, = (y-
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chung t, +...+t =1 formuliert. Ist das Literal Yi, in F, eine Variable, etwa Yi, =X dann
ist t; =7,;istdas Literal y; in F; eine negierte Variable, etwa y; =—x,,dannist t; =1-z,.
Alle Konstanten 1 in t; +...+t, =1 werden auf die rechte Seite der Ungleichung gebracht.
Der nach dieser Umformung auf der rechten Seite entstehende Wert ist die Komponente b, im

Vektor b, die i-te Zeile von A ergibt sich aus den Faktoren auf der linken Seite der Unglei-
chung. Offensichtlich ist f(F) in polynomieller Zeit konstruierbar.

Es sei eine Belegung der Variablen in V gegeben, die den Booleschen Ausdruck F erfiillt.
Dann wird das Ungleichungssystem f(F)= [A,B,Z'] durch die Wertzuweisung

{1 fiir x, = TRUE
z, =

. erfillt. Ist umgekehrt eine Wertzuweisung an die Variablen in
0 fiir x, =FALSE

f(F)= [A,B,Z] gegeben, so dass das Ungleichungssystem erfiillt ist, so erfiillt die Belegung
_|TRUE  firz, =1
' |FALSE fiirz, =0

den Booleschen Ausdruck F.

Satz 5.4-1:
Esseien Lc X", L, 2], L, ) und L, ¥, Sprachen iiber endlichen Alphabeten.
Dann gilt:
(i) L<!L,dh.die Relation <! ist reflexiv.
(i) Aus L, <P L, und L, <! L, folgt L, <P L,, d.h. die Relation <[ ist transitiv.

(ii)) Gilt L, <P L, und L, e P, dannist L, eP.
(iv) Gilt L, <P L, und L, e NP, dannist L, e NP.

Beweis:

Zu (i): Die Funktion f :{Z >z liefert die Reduktion L <P L.

X — X

Zu (ii): Die Reduktion L, <P L, erfolge mit der Funktion f :¥] — X, die Reduktion

1 —m
L, <P L, mit der Funktion f,:¥) — ). Dann gilt L, <” L, mit der Reduktion
f =f,of :Dasich f (X) in polynomieller Zeit deterministisch (in der Lénge von X)
berechnen lésst, hat f,(X) polynomielle Lénge (in der Lénge von X). Der Wert
f(x)= fz(fl(x)) lasst sich in polynomieller Zeit deterministisch (in der Lénge von
f,(X)) berechnen, so dass die gesamte Berechnung deterministisch in polynomieller

Zeit (in der Liange von X) erfolgen kann.
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Zu (iii): Die obigen Uberlegungen zur Bedeutung der Reduzierbarkeit zeigen, dass der Ent-
scheidungsalgorithmus A, fiir L, ein deterministischer polynomiell zeitbeschrankter

Algorithmus ist, wenn dieses fiir A, ein deterministischer polynomiell zeitbe-

schrinkter Entscheidungsalgorithmus fiir L, ist.

Zu (iv): Die entsprechenden Aussagen wie in (ii1) kann man treffen, wenn A, ein nichtde-

terministischer polynomiell zeitbeschrinkter Entscheidungsalgorithmus fiir L, ist.

1

Eine der zentralen Definitionen in der Angewandten Komplexititstheorie ist die NP-Vollstéin-
digkeit:

Ein Entscheidungsproblem II, zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge

Ly, <2y, heiBt NP-vollstandig, wenn gilt:

(i) Ly, eNP

(ii) fiir jedes Problem IT zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge L, X},
mit L, e NP gilt L, <7 L, .

Mit obiger Definition der Reduzierbarkeit zwischen Problemen kann man auch sagen:

Das Entscheidungsproblem I, ist NP-vollstindig, wenn IT; in NP liegt und fiir jedes Ent-
scheidungsprobleme IT in NP die Relation IT<} T1, gilt.

Das erste Beispiel eines NP-vollstindigen Problems wurde 1971 von Stephen Cook gefunden.
Es gilt:

Satz 5.4-2:
Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke in allgemeiner Form (SAT) ist NP-
vollstindig.

Beweis:

Da es sich bei dieser Aussage um den zentralen Satz der angewandten Komplexitdtstheorie
handelt, soll die Beweisidee skizziert werden:
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Die zu SAT gehorige Sprache ist
Lsat = {F | F ist ein erfiillbarer Boolescher Ausdruck}.

Bezeichnet X, . die Menge {F | F ist ein Boolescher Ausdruck }, dann ist
Loar € ZhooLs - In Kapitel 5.3 wird gezeigt, dass SAT in NP liegt.
Fiir jedes Problem IT mit der Menge L, £, in NP ist die Relation L, <P L., zu

zeigen. Die einzige Eigenschaft, die beziiglich L, in einem Beweis genutzt werden

kann, ist die Tatsache, dass es eine I-NDTM TM_  gibt, die bei Eingabe eines Wortes
X e X, entscheidet, ob X € L, gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in Py, QX|) vie-
len Schritten getroffen, wobei p, —ein Polynom mit p, (n)=nist. Ist xel,;, dann
stoppt TM ~ im akzeptierenden Zustand Q. - Ist X & L;;, dann stoppt TM | in einem
Zustand  Q # Quee - M~ besucht dabei héchstens die Zellen mit den Nummern

-p,, (x

schen Turingmaschine genommen (vgl. Kapitel 5.3).

), e 0,1, ., Py, QX|)+1; hierbei wird das RV-Modell einer nichtdeterministi-

Zum Nachweis von L, <P L, ist eine Funktion f, :Z], = X, anzugeben, die die
Eigenschaft ,,xe L, < f, (x)ist erfiillbar* besitzt ( f;(X) ist ein Boolescher Aus-
druck); auBerdem muss f(x) in Py, QX|) vielen Schritten deterministisch berechenbar
(konstruierbar) sein mit einem Polynom p; . Im folgenden wird beschrieben, wie
f;(X) aus X erzeugt werden kann. Der Boolesche Ausdruck f,(x) beschreibt im we-

sentlichen, wie eine Berechnung von TM_ bei Eingabe von X e ¥, abliuft.

Die Zustandsmenge von TM ~sei Q = {dys .. G, }» das Arbeitsalphabet von TM L, sel
P ={a0,...,a,}. Auf dem Eingabeband stehe das Wort XxeX;, X=X, ..X, mit

X, €Z, furi=1, .., n. Es wird eine Reihe Boolescher Variablen erzeugt, deren Inter-

pretation folgender Tabelle zu entnehmen ist:

Variable Indizes Interpretation

zZust,

»q

t=0,.., py, (n) zust, , =TRUE genau dann, wenn sich TM |~ im

geQ Schritt t im Zustand q befindet
Anzahl an Variablen zust, ,: (k+1)- (p,_n (n)+ 1)

POS,

t=0,.. pg, (n) pos,; =TRUE genau dann, wenn sich der
i=-p. (n), s Py, (M) +1 | Schreib/Lesekopf von TM —im Schritt t iiber der

Zelle mit Nummer i befindet
2

Anzahl an Variablen pos,;: 2- (an (n)+ 1)

band

t=0, .., an(n) band,;, =TRUE genau dann, wenn sich im

ti,a ti,a
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i=- P, (n), e P (M)+1, Schritt t in der Zelle mit Nummer i das Zeichen a
befindet

aeXy ‘ ,
Anzahl an Variablen band; , : 2(1+ 1)(an (n)+ 1)

Der zu konstruierende Boolesche Ausdruck f,(X) besteht aus mehreren Teilen und

enthilt insbesondere mehrmals eine Teilformeln G, die genau dann den Wahrheitswert
TRUE erhélt, wenn genau eine der in G vorkommenden Variablen den Wahrheitswert
TRUE tragt. Sind Y,, ..., Y,, die in G vorkommenden Variablen, so lautet G:

G=0G(y,,... ym)=(i\r}1 yi)/\(mle A ﬁ(y,- /\Yi)j

j=li=j+1

- (.\2 yi j A (Z i=;:\+1(_|yj VY )) '

Die zweite Zeile zeigt, dass G = G(yl yeees ym) in konjunktiver Normalform formulierbar

ist, ohne die Anzahl an Literalen zu dndern, und m? viele Literale enthalt.

In f (x) kommen mehrere Teilformeln, die gemi G aufgebaut sind, mit unterschied-

lichen Variablen aus obiger Tabelle vor.

f,(X) hat die Bauart f (X)=RAAAU, AU, AE. Die Teilformel R beschreibt Rand-
bedingungen, A Anfangsbedingungen, U, und U, beschreiben Ubergangsbedingungen,
und E beschreibt Endebedingungen.

In R wird ausgedriickt, dass TM |~ zu jedem Zeitpunkt t in genau einem Zustand q ist,
dass der Schreib/Lesekopf tiber genau einer Zelle mit einer Nummer i aus dem Intervall
von —p_ (n) bis P, (n)+1 steht, und dass jede Zelle genau ein Zeichen acX,, ent-
halt:

Prp (M) Pr (M+1
R= A G(zustt,qo,...,zustt,qk)/\G(post,_pm(n),..., post,an(n)H)/\ A G(bandt’i,ao,...,bandt,i,al)

t=0 i=—pyy, (n)

Die Anzahl an Literalen in R betrédgt

(p ()+1)-((k+1) +4(p, (0)+1F +2(p, (m)+1)1+1)*)e0((p. (n)})-
A beschreibt die Situation zum Zeitpunkt t = 0 (hierbei ist b € £, das Blankzeichen):

n 0 Py (n)+l1
A=zust,, A PoOS,, A (i/_\l band; } /\( A bando,i,bj Al A band;, |.

i=—pp (N) i=n+1

A enthilt 2(an (n)+ 2)6 O(an (n)) viele Literale.
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U, beschreibt den Ubergang von der zum Zeitpunkt t bestehenden Konfiguration zur

Konfiguration zum Zeitpunkt t + 1 fur t=0, ..., p (n) Anstelle der Kopfbewegung L,

S bzw. R werden hier die Werte y=—1, y=0 bzw. y =1 verwendet:

U, = ) q/},alZUStt,q A pos,; Aband,;, = v {zust,,, , A POS,,,;,, Aband,, ;. (a2’ y)e 5(q.a) ||
Die Indizes nehmen die Werte t =0, ..., p, (n), qeQ,i= - P, (n), ..., [ (n)+1 und
aeX, an.

Die geschweifte Klammer in Ul enthilt fir feste Werte t, g, @ und i hochstens
3(k+1)1+1) viele Literale, in der eckigen Klammer sind es daher hochstens
3(k + 1)1 +1)+3 . Insgesamt enthilt U, hochstens

2(py, ()+1F - (k+1)-(1+1)3(k+1)1+1)+3)e0((p, (n)f ) viele Literale.

Um zu zeigen, wie sich auch U, in eine dquivalente Formel in konjunktiver Normal-
form umformen ldsst, soll exemplarisch ein Ausdruck

zust, , A pos,; Aband,;, = v {zust,, ; A pos,,;,, Aband,, ;. |(@,a,y)es(q.a) | in-
nerhalb der eckigen Klammer, der im rechten Teil zwei Alternativen

zust,,, o A POS,,, ., Aband und zust,,, . A POS Aband enthélt, umge-

t+1,9" J+y’ t+l,i,a’ t+1,9" t+Li+y" t+1,i,a"

formt werden. Um den Vorgang iibersichtlich zu halten, wird dieser Ausdruck in der
Form
X, A X, A X, :>(Yl AY, /\YS)\/(Zl NZ, /\Z3) geschrieben. Hier stehen X;, Y, und Z,
fiir jeweils drei Variablen. Es gilt
X, AX, AXy = (Y, AY, AY)VI(Z, AZ, AZ5)
= (=X, V=X, V=X )V (Y, AY, AY)VI(Z, AZ, AZ,)
= (=X, V=X, VX5 VYA (=X, V=X, vaX s VY A (=X V=X, V=X, vY,)

/\(—|X1 VX, VX VZ)A (X VX, VX VZ ) A (X VX, v X vZ3).
Wie man sieht, werden fiir jedes Y; und Z; vier Literale notiert, so dass sich fiir die An-

zahl der Literale in der dquivalenten Formel innerhalb eines Ausdrucks in der eckigen
Klammer im allgemeinen Fall eine Obergrenze von 12(k + 1)(| + 1) angeben lédsst. Daher

bleibt die Anzahl der Literale in U,, selbst in der konjunktiven Normalform, von der

Ordnung O((an (n ))2 ) :

02 besagt, dass sich der Inhalt von Zellen, iiber denen der Schreib/Lesekopf nicht steht,
nicht dndert:

Uz = t/.\ [(_'post,i A bandt,i,a ):> bandm,i,a ]

Hierbei nehmen die Indizes die Werte t=0, ..., p, (n),i=- Py, (n), ..., Py, (n)+1 und
aeXx, an.

Die Anzahl an Literalen in U, betrigt 6(an (n)+ 1)2 -(I + 1) € O((an (n ))2 )
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U, lasst sich in eine dquivalente Formel in konfunktiver Normalform umformen, ohne
die Anzahl an Literalen zu dndern:
U, = A|(=pos,; Aband,;,)=band,,,;.]

ti,a K o

ti,a

vband,,;, )]

ti,a

= t’/i’\a[(post,i v —band
E priift nach, ob der Endzustand ., zum Zeitpunktt= p,_ (n) erreicht ist:
E = ZUStan(n)sqaccept :

Insgesamt enthdlt f,(X) eine Anzahl von Literalen der Ordnung O((an (n ))3), d.h. ei-
ner in der Linge des Eingabewortes polynomiellen Ordnung. Werden diese Literale
durchnumeriert, so dass man O((p,_n (n))3) viele Literalpositionen bekommt, und dann
bindr  kodiert (jede Zahl hat dann eine Lénge der  Ordnung
O(log((p,_n (n))3 )): O(log(an (n)))), so hat f,(x) eine Ldnge der Ordnung
O((p,_n (n))“) Daher ist f,(X) bei Vorgabe von X eX;, (fiir festes IT) deterministisch

in polynomieller Zeit berechenbar.

Es lésst sich leicht nachweisen, dass die Eigenschaft ,, X € L; < f(X)ist erfiillbar* gilt.
11

Die Beweisskizze zeigt sogar:

Satz 5.4-3:

Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform
(CSAT) ist NP-vollstandig.

NP-vollstindige Probleme kann man innerhalb der Klasse NP als die am schwersten zu 16-

senden Probleme betrachten, denn sie entscheiden die P-NP-Frage:

Satz 5.4-4:

Gibt es mindestens ein NP-vollstindiges Problem, das in P liegt , so ist P = NP.




5.4 NP-Vollstandigkeit 217

Beweis:

Wegen P c NP ist die umgekehrte Inklusion NPc P zu zeigen. Es sei L, ein NP-
vollstindiges Problem, das in P liegt. Es sei LeNP. Zu zeigen ist LeP. Da L, NP-

vollstéandig ist, gilt L <" L. Mit Satz 5.4-1 folgt (wegen der Annahme L, eP) LeP.
I

Aus NP-vollstindigen Problemen lassen sich aufgrund der Transitivitit der <_-Relation

-_m

(Satz 5.4-1) weitere NP-vollstindige Probleme ableiten:

Satz 5.4-5:

Ist das Problem zur Entscheidung einer Menge L, =X, NP-vollstindig und ist

L, <P L, fiir eine Menge L, X, so gilt:

0 —m

Ist L, in NP, so ist L, ebenfalls NP-vollstindig.

Der folgende Satz zeigt, dass es ,,relativ unwahrscheinlich ist, dass P = NP gilt, da man bis-
her nur NP-vollstindige Sprachen kennt, die einen Entscheidungsalgorithmus mit exponen-
tieller Komplexitit besitzen.

Satz 5.4-6:
P = NP impliziert, dass jede endliche nichtleere Menge NP-vollstindig ist.

Beweis:

Es sei M eine endliche nichtleere Menge, die als eine Menge von Wortern {iber einem Alpha-
bet T aufgefasst werden kann, dh. M =", und es gibt w, € 2" mit w, e M und es gibt
W, € X" mit W, ¢ M . Trivialerweise liegt M in P und damit in NP. Zu zeigen bleibt, dass fiir
jede Sprache L' in NP eine Reduktion L' <! M mdglich ist.

Essei L' ¥ eine Sprache in NP. Gilt P = NP, so gehort L' zu P. Das bedeutet, dass es ei-
nen polynomiell zeitbeschrinkten deterministischen Algorithmus A . gibt mit A (W) =ja

genau dann, wenn W e L’ ist. Die folgende Abbildung f ist deterministisch polynomiell zeit-
beschrankt berechenbar:
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r* £

X > )
f w, firwel'
w - . ,
w, firwel',

da man mit Hilfe von A in polynomieller Zeit fiir ein Wort we X" zwischen den beiden
Alternativen unterscheiden kann und dann ein konstanter Wert, ndmlich w, oder w,, als
Funktionswert von f gesetzt wird. Aulerdem gilt we L’ genau dann, wenn A (W) =ja, d.h.
wenn f(w)=w, bzw. f(w)e M ist.

I

Ergénzt man den Input fiir die universelle Turingmaschine (Kapitel 2.4) um die Angabe der
Anzahl auszufiihrender Schritte, so erhdlt man eine NP-vollstindige Menge:

Satz 5.4-7:
Die Menge
L:{Z z = u#w#0' mitu e {0,1 7, we {0,1},und }
die nichtdeterministische Turingmaschine K, akzeptiert u in hochstens t Schritten
ist NP-vollstindig.

Beweis:

Zu zeigen ist

1. LeNP
2. fiir jede Sprache L, e NP gilt L, <P L.

1 —m

Zu 1.: Die universelle Turingmaschine UTM (siehe Kapitel 2.4) mit
LUTM) = {u#w‘ uef{0,1},we{0,1} undue L(KW)} wird um ein Band zur Tu-

ringmaschine TM erweitert. Bei Eingabe von z =u#w#0' mitu e {0,1},we{0,1}
(die syntaktisch korrekte Form kann hier vorausgesetzt werden) schreibt TM die Zei-
chen # und 0 auf das zusitzliche Band und kopiert die Teilzeichenkette nach dem
zweiten Zeichen #, d.h. die Teilzeichenkette 0', auf das zusitzliche Band. Das Zei-
chen # dient zur Erkennung des linken Bandendes. Nun wird mit Hilfe von UTM das

Verhalten von K, bei Eingabe von U simuliert. Bei jedem simulierten Schritt wird
ein Zeichen 0 auf dem zusétzlichen Band geloscht und der Kopf nach links gertickt.
Die Simulation stoppt und akzeptiert die Eingabe z, wenn entweder u e L(K, ) ist

und noch mindestens ein Zeichen 0 auf dem zusétzlichen Band steht. Oder die Simu-
lation stoppt und akzeptiert die Eingabe z nicht, wenn kein Zeichen 0 mehr auf dem
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Zu?2.:

zusdtzlichen Band steht, d.h. der Kopf dieses Bandes iliber dem Zeichen # angekom-
men ist.

Offensichtlich wird eine Eingabe z =u#w#0' mitu e {0,1 }*, we {0,1 }* in einer
Anzahl von Schritten akzeptiert oder verworfen, die von der Ordnung O(t), d.h. von

der Ordnung OQZ|) ist.

Es sei L, X, eine Sprache in NP. Zur Vereinfachung der Darstellung sei
3 = {0,1 }* Es gibt eine polynomiell zeitbeschriankte nichtdeterministische Turing-
maschine TM, mit L, = L(TM,). Das hierbei beteiligte Polynom sei p,. Fiir ein
Wort U e { 0,1 }* wird in p10u|) viele Schritten von TM, entschieden, ob u € L, gilt

oder nicht. Die Kodierung von TM, sei w, € {0,1}, dh. L, =L(TM,)=L(K,, ). Da
Polynome zeitkonstruierbar sind, ist die folgende Abbildung f deterministisch in po-
lynomieller Zeit berechenbar:

f:{{o,l}* > {o,#f

u - u#wl#Opl(‘“‘) :

Es gilt u e L, genau dann, wenn U € L(le) ist (diese Entscheidung erfordert nicht

mehr als p10u|) viele Schritte), wenn also fiir f(u) =u#W1#0p‘(‘”‘)

f(u)el ist

die Beziehung

I

Satz 5.4-8:

Bei P=NP gilt:

Ist ein Entscheidungsproblem IT zur Entscheidung der Menge L, = X,, NP-vollstindig,
so ist das Problem IT schwer 16sbar (intractable), d.h. es gibt keinen polynomiell zeitbe-
schrinkten deterministischen Losungsalgorithmus zur Entscheidung von L, . Insbeson-

dere ist das zugehorige Optimierungsproblem, falls es ein solches gibt, erst recht schwer
(d.h. nur mit mindestens exponentiellem Aufwand) losbar.

NP-vollstindige Probleme mit praktischer Relevanz sind heute aus vielen Gebieten bekannt,

z.B. aus der Graphentheorie, dem Netzwerk-Design, der Theorie von Mengen und Partitionen,

der Datenspeicherung, dem Scheduling, der Maschinenbelegung, der Personaleinsatzplanung,

der mathematischen Programmierung und Optimierung, der Analysis und Zahlentheorie, der

Kryptologie, der Logik, der Automatentheorie und der Theorie Formaler Sprachen, der Pro-

gramm- und Codeoptimierung usw. (siehe Literatur). Alle in Kapitel 5.3 aufgefiihrten Bei-

spiele von Entscheidungsproblemen aus NP sind NP-vollstindig.
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Zum Nachweis der NP-Vollstidndigkeit fiir eines dieser Probleme IT ist neben der Zugehorig-
keit von IT zu NP jeweils die Relation IT, <P TT zu zeigen, wobei hier IT, ein Problem ist,
fiir das bereits bekannt ist, dass es NP-vollstindig ist. Exemplarisch werden im folgenden
Kapitel die Beweise fiir

SAT < 3-CSAT <P RUCKSACK <? PARTITION <? BINPACKING,
3-CSAT <? FARBBARKEIT,
3-CSAT <P KLIQUE und
3-CSAT <P GERICHTETER HAMILTONKREIS
<” UNGERICHTETER HAMILTONKREIS <? HANDUNGSREISENDER.

angegeben.

5.5 Beispiele fir den Nachweis der NP-Vollstandigkeit

In Kapitel 5.3 werden u.a. die folgenden Probleme definiert und ihre Zugehorigkeit zur Klasse
NP skizziert:

SAT, 3-CSAT, RUCKSACK, PARTITION, BINPACKING, FARBBARKEIT, KLIQUE,
GERICHTETER HAMILTONKREIS, UNGERICHTETER HAMILTONKREIS und
HANDUNGSREISENDER.

In Satz 5.4-2 wird die NP-Vollstindigkeit von SAT gezeigt, und aus Satz 5.4-5 folgt dann die
NP-Vollstandigkeit der iibrigen Probleme, wenn der Nachweis der polynomiellen Reduzier-
barkeit zwischen den Problemen erbracht ist. Dieses soll fiir die angegebenen Probleme im
vorliegenden Kapitel geschehen. Dabei wurden Probleme aus verschiedenen Anwendungsge-
bieten mit unterschiedlichen zugrundeliegenden Alphabeten ausgewihlt.

Satz 5.5-1:
SAT <P 3-CSAT

Mit Ly, = { F | F ist ein Boolescher Ausdruck und F ist erfiillbar } und

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform,
L, csar = ¢ F | jede Klausel enthilt genau 3 Literale,
und F ist erfiillbar
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steht die Aussage des Satzes fir Ly, <P L, oar-

Beweis:

Zu zeigen ist: Es gibt eine Funktion f, die jedem (syntaktisch korrekten) Booleschen Ausdruck
F einen Booleschen Ausdruck f(F) in konjunktiver Normalform zuordnet, dessen Klauseln

genau drei Literale enthalten, so dass F genau dann erfiillbar ist, wenn f(F) erfiillbar ist.

Diese Zuordnung kann mit einem deterministischen polynomiell zeitbeschrinkten Algorith-

mus (gemessen in size(F )) erfolgen.

Ein Boolescher Ausdruck F enthilt Variablen, Klammern und die Junktoren —, A und v.
Zunichst wird F durch einen logisch dquivalenten F ersetzt, indem alle Negationszeichen
unmittelbar vor die Variablen gebracht werden. Dabei werden die logischen Aquivalenzen
—~(xAy)e (=xvay), —(xvy)e (+xAa—y) und —(—x) < x

angewandt; hierbei stehen X und y fiir Variablen oder Teilformeln.

Im Ausdruck F, wird jedem Auftreten eines Junktors o € { A, v} eine neue Variable v zuge-

ordnet. AnschlieBend wird jedes Literal und jede Teilformel durch einen ,,Représentanten
dargestellt und eine neue Menge M von logischen Ausdriicken gebildet:

Der Reprisentant eines Literals ist das Literal selbst. Enthédlt F, die Teilformel (F'o F") mit
oe{A, v}, wobei F' bzw. F" durch V' bzw. V" reprisentiert werden und dem Junktor o die
Variable v zugeordnet wurde, so wird v der Reprasentant von (F'oF"), und es wird der Aus-
druck (v < (v'ov")) in M aufgenommen. Man kann auBerdem annehmen, dass F, die Form
(F/oF) besitzt; dem Junktor o sei hierbei die Variable v, zugeordnet worden. Dann wird zu-
satzlich ein Ausdruck (VO VvV, vvo) in M aufgenommen (V, ist der Repridsentant des gesam-

ten Ausdrucks F,).
Alle Formeln in M werden mit A verkniipft; der so entstandene Ausdruck sei F,.

In F, wird jede Teilformel der Form
(v < (V' AV")) ersetzt durch (—v v V' v V) A (v VY V) A (VY =V v —V")

und jede Teilformel der Form
(v (v'vv")) ersetzt durch (Vv vy —V)A(=v vV vV A (Vv vy —V").

SchlieBlich werden noch doppelte Negationszeichen vor Variablen entfernt. Der so aus F ent-
standene Boolesche Ausdruck sei f(F) und ist in konjunktiver Normalform, wobei jede

Klausel genau drei Literale enthalt.



222 5 Praktische Berechenbarkeit

Jeder Schritt in der Konstruktion von f(F) aus F erfolgt deterministisch. Es ldsst sich leicht
einsehen, dass die Anzahl der Zeichen in f(F) polynomiell mit der Anzahl der Zeichen in F

verkniipft ist, so dass die Konstruktion in polynomieller Zeitbegrenzung erfolgt.

Es sei eine erfiillende Belegung der Variablen in F gegeben. Dann ist mit dieser Belegung der
aus F entstandene Ausdruck F, ebenfalls erfiillt, da F nur durch logisch dquivalente Umfor-
mungen aus F hervorgeht. Der Repréisentant v einer Teilformel (F'o F”) von F, erhdlt den
Wahrheitswert, der sich ergibt, wenn man das Ergebnis der Operation (V'o v”) auswertet, wo-

bei V' bzw. V" die Repridsentanten von F' bzw. F" sind. Hierbei werden zuerst die Ergeb-
nisse der Verknilipfung der Literale ermittelt und dann den iibrigen Repridsentanten Wahr-

heitswerte zugeordnet. Insbesondere erhélt die oben beschriebene Variable v, den Wahr-

heitswert TRUE, so dass auch f(F) erfiillt wird.

Ist umgekehrt f(F) erfiillbar, so hat der Repriisentant v, des gesamten Ausdrucks F, den
Wahrheitswert TRUE, da f(F) die Klausel (v, vV, vV,) enthilt, d.h. F, ist erfiillbar und da-

mit F.
11/

Satz 5.5-2:
3-CSAT <P RUCKSACK

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform,
Mit L, ,; =1 F | jede Klausel enthélt genau 3 Literale, und
und F ist erfiillbar

Es gibt eine Teilmenge J < {1, ...,k }mitZ:aj =Db }

jed

LRUCKSACK = { [al’ s Qs b]

steht die Aussage des Satzes fir L, .q,r <P Liycxsack -

Beweis:

Es wird eine Funktion f beschrieben, die jedem (syntaktisch korrekten) Booleschen Ausdruck
F in konjunktiver Normalform, dessen Klauseln genau drei Literale enthalten, eine Eingabe-

instanz f (F): [al, s Qs b] fiir das 0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem zuordnet, so dass F

genau dann erfiillbar ist (F € L, ), wenn es eine Teilmenge J < {1,....k } mi‘[Z:aj =Db
jed

gibt ( f(F)e Lyycxsack )- Hierbei sind a,,...,a, undb natiirliche Zahlen. Diese Zuordnung
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kann mit einem polynomiell (in Size(F )) zeitbeschrankten deterministischen Algorithmus be-

rechnet werden.

Es sei F ein Booleschen Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge

{ Xy eees Xn} und m Klauseln, die jeweils genau drei Literale enthalten, d.h.

F=FA.AF,

und jedes F; hat die Form F; = (y B VYL VY ), wobei Yy, ein Literal ist, d.h. fir eine Vari-
able (dh. y; =X) oder fir eine negierte Variable (d.h. y; =-X) 1 steht. Die

a,,...,a, und b werden in Dezimaldarstellung angegeben und wie folgt bestimmt.
n+m-1 X n—1 i
b =4...4§ L%: ;:4.10 +;10 :

Die Zahl b besteht also aus zwei Ziffernblocken: der erste (fiihrende) Ziffernblock aus m De-
zimalziffern enthalt nur die Ziffer 4, der zweite Ziffernblock aus n Dezimalziffern nur die Zif-
fer 1.

Es werden n Dezimalzahlen v,,...,V, bestimmt, die wie b jeweils aus m+n Dezimalziffern
bestehen. In v, fiir i =1,..,n werden die Ziffernpositionen im ersten (fithrenden) Ziffern-
block aus m Dezimalziffern von links nach rechts mit 1, ,,, m durchnumeriert. In v; steht im

ersten Ziffernblock an Position j der Wert
0, falls das Literal X; in der Klausel F; nicht vorkommt
1, falls das Literal x; in der Klausel F; genau einmal vorkommt
2, falls das Literal x; in der Klausel F; genau zweimal vorkommt

3, falls das Literal x; in der Klausel F; genau dreimal vorkommt.
Die Positionen im zweiten Ziffernblock in Vv; aus n Dezimalziffern werden ebenfalls von links
nach rechts mit 1, ..., n durchnumeriert. In v, steht im zweiten Ziffernblock an Position j der
Wert

0 fiiri# j
{1 firi = j.
Weiterhin werden n Dezimalzahlen vj,..., Vv, bestimmt, die wie b jeweils aus m+n Dezimal-
ziffern bestehen. In v/ fiir i =1,...,n werden auf gleiche Weise die Ziffernpositionen im ers-
ten (fiihrenden) und zweiten Ziffernblock jeweils von links nach rechts durchnumeriert. In v/

steht im ersten Ziffernblock an Position j der Wert
0, falls das Literal —x; in der Klausel F; nicht vorkommt
1, falls das Literal —X; in der Klausel F; genau einmal vorkommt
2, falls das Literal —x; in der Klausel F; genau zweimal vorkommt

3, falls das Literal —x; in der Klausel F; genau dreimal vorkommt.

Im zweiten Ziffernblock steht an Position j der Wert
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0 firi # |
{1 firi = j.
Zusitzlich werden m Dezimalzahlen c,,...,C bestimmt, die jeweils aus m+n Dezimalzif-
fern bestehen. Auch in ¢; fiir i =1,...,m werden die Ziffernpositionen im ersten (fiihrenden)
Ziffernblock aus m Dezimalziffern von links nach rechts mit 1, ,,, m durchnumeriert. In c;
steht im ersten Ziffernblock an Position j der Wert

0 firi # |
{1 firi = j.
Die n Positionen im zweiten Ziffernblock in C; enthalten an allen Positionen den Wert 0.
SchlieBlich werden m Dezimalzahlen d,...,d bestimmt, die jeweils aus m+n Dezimalzif-
fern bestehen. Auch in d; fiir i =1,...,m werden die Ziffernpositionen im ersten (fiihrenden)
Ziffernblock aus m Dezimalziffern von links nach rechts durchnumeriert. In d; steht im ers-
ten Ziffernblock an Position j der Wert

0 fiiri # |
{2 firi = j.
Die n Positionen im zweiten Ziffernblock in d; enthalten an allen Positionen den Wert 0.
Es wird

t(F)=la.....a.b]

=[v,..,v,,V,..V,C,....C.,d,,...d_,b]
gesetzt; dh. die Zahlen a,..,a, mit k=2-(n+m) sind a =v,,..a =V,
=d

n+m) m*

!
n>°

A, =V, =V, 8 =Cpyuey @y =C

°t0 2n+m

2n+1 a = dl""’a2~(

m? 2n+m+1

Die Bestimmung von f (F) erfolgt deterministisch, und es ist size( f (F))e O((Size(F ) )

Es sei F=F, A..AF, erfiillbar. Es wird eine Auswahl J < {1,....k } mitZaj =b angege-
jed

ben:

Jede Variable x; fir i =1,...,n ist mit einem Wahrheitswert TRUE oder FALSE belegt. In die

Indexmenge J wird i aufgenommen, wenn X; mit TRUE belegt wurde (entsprechend der Zahl
v;); in die Indexmenge J wird n+i aufgenommen, wenn X, mit FALSE belegt wurde (ent-

sprechend der Zahl v ). Mit der gegenwértigen Indexmenge J sei S = Zai . Dann besteht S
ael

aus N+ m Dezimalziffern mit folgender Eigenschaft: der erste (fiihrende) Ziffernblock aus m

Dezimalziffern enthélt nur die Ziffern 1 oder 2 oder 3; der anschlieBende Ziffernblock aus n

Dezimalziffern enthédlt nur die Ziffer 1. Diese Feststellung ergibt sich aus der Tatsache, dass

in jeder Klausel F; fiir j=1,..,m mindestens ein Literal und hochstens drei Literale mit

TRUE belegt sind und in J nicht gleichzeitig die Indizes i (entsprechend der Zahl v;) und n+i
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(entsprechend der Zahl v/) aufgenommen wurden. Numeriert man die Positionen im ersten

Ziffernblock von S wieder von links nach rechts mit 1, ..., m, so werden folgende Indizes zu-
sitzlich in J aufgenommen: 2n+ j (entsprechend der Zahl c;), falls die j-te Ziffer im ersten

Ziffernblock von S gleich 3 ist, 2n+m+ j (entsprechend der Zahl d,), falls die j-te Ziffer im
ersten Ziffernblock von S gleich 2 ist, 2n+ j und 2n+m+ j (entsprechend den Zahlen c,
und d;), falls die j-te Ziffer im ersten Ziffernblock von S gleich 1 ist. Es gilt nun Za ;=Db.
jed
Es gebe umgekehrt eine Auswahl J < {1,...,2-(n+m) } mit Zaj =Db. Da nur die Zahlen v,
jed

bzw. v die Ziffer 1 im zweiten Ziffernblock von b an Position i fiir i =1,...,n entstehen las-
sen konnen, ist entweder i (entsprechend der Zahl v,) oder n+i (entsprechend der Zahl V;) in
der Auswahl J. Im ersten Fall wird x; mit TRUE belegt, im zweiten Fall mit FALSE. Es bleibt
zu zeigen, dass jede Klausel F; in F den Wahrheitswert TRUE erhilt. Die Ziffer 4 an Position
J im ersten Ziffernblock von b kann nicht allein durch Summation der Zahlen ¢; bzw. d; ent-
standen sein. Das bedeutet, dass fiir diese Position j eine Zahl v, oder V!, aber nicht beide, ei-
nen Anteil liefert. Im ersten Fall kommt die mit TRUE belegte Variable x; in F; vor, im zwei-
ten Fall kommt die mit FALSE belegte Variable X; in der Form —X; in F; vor. In beiden Fél-

len erhilt die Klausel Fj den Wahrheitswert TRUE.

/11

Satz 5.5-3:
RUCKSACK <! PARTITION
Mit Lyjexsack = { [a,,...,a,,b]| Es gibt eine Teilmenge J < {1,...,n }mitZ:aj =D } und
jed
LoarTiion = { [a,,...,a ]| Es gibt eine Teilmenge J < {1, ...,k }mitZ:aj = Zaj }
jed jed

steht die Aussage des Satzes fir Lyjcgsack <h Lpartrrion -
Beweis:
Es sei | = [al, s @, b] eine Instanz von RUCKSACK, die aus n natiirlichen Zahlen mit

a,>0 fur i=1,..,n und einer natiirlichen Zahl b>0 besteht. Es wird M = Zai gesetzt.
i=1

Der Instanz | wird die Instanz 1’ =[a,,...,a,,M —b+1,b+1] fiir PARTITION zugeordnet, die
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aus K =n+2 Zahlen besteht (a,,, =M —b+1, a,,, =b+1). Diese Zuordnung kann determi-
nistisch polynomiell (in size(l)) zeitbeschrankt erfolgen, da die Berechnung von M mit ei-

nem Aufwand der Ordnung O((Size(l ))2) erfolgen kann.

Es gelte | € Lyycksack » d-h. es gibt eine Teilmenge J {1, ey N } mit Za ; =b. Es wird

jed
J'=J u{n+1} gesetzt. Dann gilt:
M =Zn:ai =Y a;+» a,=b+> a; und damit
= j=3 23 jed
da;=>a+(M-b+1)=b+b+> a,-b+1=>a,+(b+1)=> a;+a,, = a;,dh
jed’ jed jed jed jed jed’

1
I" € Lparmrmion -

Sei umgekehrt 1" € Ly, prron it der Auswahl J' < {1,..,n+2 }.

Sind weder n+1 noch n+2 in J', so ist

Zaj < Zn:ai =M <M-b+1+b+1=a,,,+a,, < Zaj , s0 dass 1" & Lyyprmon Ware. Also

jeu = jed!

ist mindestens einer der Indizes n+1 und N+2 in J’.

Wegen a,, +a,,=(M-b+1)+(b+1)>M = Zn:ai konnen aber nicht beide Indizes n+1
=

und n+2 in J' sein.

I.Fall: n+1e€J', n+2¢J’
Dann ist | =[a,,...,a,,b] in Ly,csacx mit der Indexmenge J = J'\{n+1} (zu beach-

ten ist, dass wegen n+2¢J’ die so definierte Indexmenge J die Bezichung
J c{1,...,n } erfiillt), denn:

dYa=>a+a,=ya= ya+a, ud M :Zn:ai = Ya;+ ».a; und
[N i=1 .

jed’ }i#—l jgd’ jegl ,,,,, n} jegle,.‘]..,,n} jeglg,rj,_:n}
damit
Ma+ Ya+ Yya—b+tl= Ya+M-b+l= Da,+a, = D.a+a,,
jed’ jed' jed' jed’ jed' jed'
je{ll ,,,,, n} je{ll ,,,,, n} jegl ,,,,, n} je{ll ,,,,, n} je{ll ..... n} jgill ..... n}

zieht:

2. Zj;aj—b:bﬂ—l,z- Zjlajzz-b und Zjlaj:Zaj:b.

jegl ..... n} jegl,...,,n} je{il,...:n} <
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2.Fall: n+2eJ', n+1gJ’

Dannist | =[a,,...,a,,b] in Ly,ccsacx it der Indexmenge J = {1,...,n}\J’, denn:
Zaj:_Zaﬁan Za +b+1=>a; = Za +a,, Zaj+M—b+1. Die
1 }i\rjwz J¢n+2 Je’ je{Jl ..... n} je{ll ..... n}

Terme der Gleichung werden sortiert, und es ergibt sich:

2b = Za da+M= Za Da+ Za+ Za =2. Za =2-Ya,,

Jegl ..... n} }iﬂﬂ jegl ..... n} };Et‘r]]-#z Je{ll ..... n} je{ll Wn} je{l n} <

also auch in diesem Fall Zaj =b.
jed

I

Satz 5.5-4:
PARTITION <! BINPACKING

Mit Lpsgrimion = { [al, s @ ] Es gibt eine Teilmenge J c m1t Za = Za }
jed jed
Die Objekte a,, ..., &, lassen sich so auf k Behalter
Loeackivg = [ap s @, b, k] - .. . . .. .. .
der BehiltergroBe b aufteilen, dass kein Behélter tiberlauft

. ol p
steht die Aussage des Satzes fir L, qrmon <n Lemeacking -

Beweis:

Es sei | = [al, e an] eine Instanz von PARTITION, die aus n natiirlichen Zahlen mit a; >0
fiir i =1,..,n besteht. Der Instanz | wird die Instanz 1’ =[a,,...,a,,b, 2] fir BINPACKING

mit b= % . Lz aiJ zugeordnet. Diese Zuordnung kann deterministisch polynomiell (in
size(1) ) zeitbeschrénkt erfolgen, da die Berechnung von M mit einem Aufwand der Ordnung

O((size( I ))2) erfolgen kann.

Es gelte | € Lyyprmon » d-h. es gibt eine Teilmenge J < {1,...,n }mitZa | = Za ; - Daher ist

jed jed

Zn:ai gerade und b:%-{iaiJ Za AuBerdem gilt Za —Za +Za =2- Za

i=1 i=1 i=1 jed jed jed
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Fiir die BINPACKING-Instanz | nimmt der erste Behélter alle Eingabewerte a; mit Index

j€J und der zweite Behilter alle Eingabewerte a; mit Index j¢J auf. Die Fiillhdhe im

ersten Behilter betrégt Za | = % : Zai =D, die Fiillhohe im zweiten Behilter
jed i=1

1 n
PIIEDI:Y :E'Zai =b.
jed jed i=1
Ist umgekehrt 1’ =[a,,...,a,,b,2] in Lyypacking » S0 Wird mit
J = { J ‘ a; liegt im ersten Behéilter} eine Indexmenge fiir | bestimmt, so dass | € L, zrmion

ist.
11/

Satz 5.5-5:
3-CSAT <! FARBBARKEIT

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform,
Mit L, s, =1 F | jede Klausel enthilt genau 3 Literale, und
und F ist erfiillbar

G ist ein ungerichteter Graph, der eine zuldssige

LFARBBARKEIT = { [Ga k]‘ } steht die Aussage

Knotenfarbung mit k Farben besitzt

. p
des Satzes fur L; cur <p Lisrpparker -

Beweis:

Es sei F eine Instanz von 3-CSAT, d.h. F ist ein Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-

malform mit der Variablenmenge { Xy ees Xn} und m Klauseln, die jeweils genau drei Literale

enthalten. Es kann angenommen werden, dass eine Klausel mit einem Literal y nicht auch das
Literal —y enthilt; denn dann ist sie trivialerweise erfiillbar.

Dem Ausdruck F =F A...AF, wird auf folgende Weise ein ungerichteter Graph G = (V, E)

zugeordnet.

Fiir jede Variable x; wird ein Knoten v, und ein Knoten v/ in V aufgenommen. Zusétzlich
enthilt V n Knoten, die mit w,, ..., W, bezeichnet werden. Fiir jede Klausel Fj enthilt V ei-
nen Knoten, der mit f ; benannt wird. Man konnte die Knoten auch einheitlich mit den

Nummern 1, ..., 2-n+m nummerieren, wobei die obigen Knoten v, die Nummern 1, ..., n,
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die Knoten Vv die Nummern n+1,..,2-n und die Knoten f;, die Nummern

2-n+1,...,2-n+merhalten; die hier gewihlte Darstellung erleichtert jedoch die Beschreibung
der Reduktion.

Die ungerichteten Kanten von G sind:

(Wi,wj)mitizl,...,n, j=1L..nundi=j,
(Wi,Vj)und (W V'-)mitizl,...,n, j=1..nundi=j,

i V]

v,V/) firi=1,..,n,

1271

(vi, f j), falls x; in F; nicht vorkommt, und (v,' , f j), falls —x; in F; nicht vorkommt, mit

i=L..,nund j=1,..,m.
Die Anzahl k zu verwendender Farben ist K =n+1.

Die Konstruktion von [G, k] kann mit einem in Size(F) polynomiellen deterministischen

Verfahren erfolgen.
Es sei F erfiillbar. Der konstruierte Graphen G lésst sich zuldssig mit n+1 Farben férben:

Die Knoten w,, ..., W, bilden einen vollstandigen Teilgraph, so dass zu dessen zuldssiger
Farbung n Farben, etwa mit den Nummern 1, ..., n, bendtigt werden. Jeder Knoten v; und je-
der Knoten V] ist mit jedem Knoten W, mit i # j verbunden, so dass v; und V' nicht diesel-
be Farbe erhalten konnen wie die Knoten w;, aber wie W;, denn es ist weder v; noch V’j mit
W; durch eine Kante verbunden. Da v; und V'j durch eine Kante verbunden sind, konnen sie
nicht dieselbe Farbe erhalten. Der Knoten v; wird mit einer neuen Farbe mit der Nummer
n+1 und V| mit der Farbe von w; gefirbt, falls X; = FALSE ist. Ist x; = TRUE, so erhilt V/
die Farbe mit der Nummer n+1 und v; die Farbe von w;. Die Klausel F; werde durch das
Literal y e { x,,—x, } erfiillt; fiir y kommen bis zu drei verschiedene derartige Literale in Fra-
ge. Ist y=X =TRUE, so ist f; nicht mit v; verbunden, und v; hat die Farbe von w;, also ei-
ne Farbe mit einer Nummer zwischen 1 und n. Ist y =—x =TRUE, so ist f; nicht mit v
verbunden, und Vv{ hat die Farbe von W, , also eine Farbe mit einer Nummer zwischen 1 und n.
In beiden Féllen kann f; mit der Farbe von w; geférbt werden. Der konstruierte Graph be-

sitzt also eine zuldssige Knotenfdarbung mit n+1 Farben.

Besitzt umgekehrt der konstruierte Graph eine zuldssige Knotenfarbung mit n+1 Farben, so
werden fiir den vollstdndigen Teilgraphen, der aus den Knoten w,, ..., W, besteht, n Farben,

etwa mit den Nummern 1, ..., n, bendtigt. Wie oben folgt, dass genau einer der Knoten v ; O-
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der v} dieselbe Farbe wie W, besitzt und der andere der beiden Knoten mit der Farbe mit der

Nummer n+1 geférbt ist (es stehen ja nur n+1 Farben zur Verfiigung). Es kann daher fol-
gende Belegung der Variablen definiert werden:

Esist X; = TRUE genau dann, wenn V] die Farbe mit der Nummer n+1 trégt.

Wegen n >4 gibt es zu jeder Klausel F; eine Variable X;, so dass weder X, noch —x; in F,
vorkommt. Daher ist f; mit v; und v/ jeweils durch eine Kante verbunden und nicht mit der
Farbe mit der Nummer n+1 gefirbt, sondern mit einer Farbe mit kleinerer Nummer. Es sei
F = (yjl VY Vng) mit y; € {xil,ﬁxil }, y;, € {xiz,ﬁxiz } und y; € {ng—'xg } Die drei Li-
terale seien paarweise verschieden. Ist y; =X; , dann ist f; nach Konstruktion von G mit v;
liber eine Kante verbunden; ist y; =—X;, dann ist f; mit v; verbunden. In beiden Fillen
werde der Knoten, der mit f; aufgrund des Auftretens von y; in F; verbunden ist, der zu
y; gehorende komplementére Knoten genannt. Angenommen, die zu den drei Literalen in F,

gehorenden komplementdren Knoten wéren jeweils mit einer Farbe Nummer <n geférbt.
Nach Konstruktion ist f; mit 2-n—3 Knoten verbunden (darunter die drei komplementéren

Knoten). Von diesen Knoten tragen n—3 die Farbe mit der Nummer n+1 und (einschlielich
der drei komplementéren Knoten) Nn—3+3 =n Knoten eine Farbe mit Nummer <n (diese
Farben sind aufgrund der Konstruktion von G paarweise verschieden). Da f; auch eine Farbe
mit Nummer < n besitzt und mit n Knoten mit n unterschiedlichen Farben mit Nummern <n
verbunden ist, ist die Farbung der Knoten von G nicht zuldssig. Daher gibt es in F; mindes-
tens ein Literal, dessen zugehoriger komplementérer Knoten mit der Farbe mit Nummer n+1

gefirbt ist. Nach Definition der Belegung der Variablen in F hat dieses Literal den Wahr-
heitswert TRUE, und F; ist erfullbar. Sind die drei Literale in F; nicht paarweise verschieden,

so kann man genauso argumentieren.
I

In Satz 5.5-2 wird 3-CSAT <! RUCKSACK gezeigt, d.h. ein Boolescher Ausdruck wird auf

eine Zahlenmenge abgebildet, so dass die Strukturinformation des Ausdrucks in der Zahlen-
menge kodiert ist. In den beiden folgenden Sitzen wird die Strukturinformation eines Boole-
schen Ausdrucks in Form eines ungerichteten bzw. gerichteten Graphen kodiert.
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Satz 5.5-6:
3-CSAT <! KLIQUE

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform,
Mit L, . ,r =1 F | jede Klausel enthélt genau 3 Literale, und
und F ist erfiillbar

Lxiioue = { [G,k]| G ist ein ungerichteter Graph und besitzt eine Klique der Grofe k }

steht die Aussage des Satzes fiir Ly g\ <p Lyjious -

Beweis:

Es sei F eine Instanz von 3-CSAT, d.h. F ist ein Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform mit der Variablenmenge { X,,..., X, } und m Klauseln, die jeweils genau drei Literale

enthalten:
F=F A..AF,, und jedes F, hat die Form F, =(y, vy, vy, ), wobei y, ein Literal ist,

d.h. fur eine Variable (d.h. y; =X;) oder fir eine negierte Variable (d.h. y; =—X;) steht.

Dem Ausdruck F wird auf folgende Weise ein ungerichteter Graph G = (V , E) zugeordnet.

EsseiV = {(j, I>| I<j<ml1<I< 3}. Der Knoten <j, |> steht fiir die Klausel F; und das I-te
Literal in F;.

In E wird eine Kante (<j,|>, <k,h>) fir j#k und y; # -y, aufgenommen. Anschaulich be-
deutet dieses, dass zwei Knoten <J, |> und <k, h> dann durch eine Kante verbunden werden,

wenn die den Knoten entsprechenden Literale in unterschiedlichen Klauseln vorkommen und
die beiden Literale gleichzeitig mit demselben Wahrheitswert belegt werden konnen (es ist

entweder y; =Y, oder y; und Y, sind komplementierte oder nichtkomplementierte Versi-

onen unterschiedlicher Variablen).
Offensichtlich ist [G, m] ist eine Instanz von KLIQUE mit size(G) e O((Size(F ) )

Ist F mit einer Belegung der Variablen Xi,..., X, erfiillbar, so ist jede Klausel F; erfiillbar,
d.h. in jeder Klausel F; gibt es mindestens ein Literal y; mit Wert TRUE. Es seien F; und
F, verschiedene Klauseln und y; bzw. y, Literale in F; bzw. F, die mit TRUE belegt sind.
Dann ist y; #—Y, , und E enthélt eine Kante (<j,|>,<k,h>). Insgesamt sind je zwei unter-
schiedliche Knoten der Form <j,|> und <k,h> mit j € {1,..., m}, k e {1,...,m} und j#K

durch eine Kante in G verbunden, d.h. G enthilt eine Klique der GroBe m: [G, m] € Lyyious -
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Enthélt umgekehrt der konstruierte Graph G eine Klique der Gréf8e m, so haben alle Knoten

<j,|> dieser Klique eine unterschiedliche erste Komponente j. Jeder Knoten korrespondiert
nach Konstruktion zu einem Literal y; in F;. AuBerdem gilt fur die Literale y; und y, , die

zu unterschiedlichen Knoten <j,|> und <k,h> dieser Klique korrespondieren: y; # =y, . Da-

her erhélt man durch folgende Vorschrift eine widerspruchsfreie Belegung der Literale, die zu
der gefundenen Klique korrespondieren bzw. zu den Variablen, die in diesen Literalen vor-
kommen:

Ist y; =X, sowird X; mit TRUE belegt. Ist y;, =—X;, so wird X; mit FALSE belegt.

Alle bisher nicht belegten Variablen in F kdnnen mit beliebigen Wahrheitswerten belegt wer-
den.

Diese Belegung erfiillt jede Klausel F, ..., F,, und damit F.

m

I

Satz 5.5-7:
3-CSAT <! GERICHTETER HAMILTONKREIS

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform,
Mit L, .,; =1 F | jede Klausel enthélt genau 3 Literale, und
und F ist erfiillbar

und G besitzt einen Hamiltonkreis

G istein gerichteter Graph, }

LGERICHTETER HAMILTONKREIS — {

. oo p
steht die Aussage des Satzes flir L, a1 <1 LGrrICHTETER HAMILTONKREIS -

Beweis:

Es sei F eine Instanz von 3-CSAT, d.h. F ist ein Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform mit der Variablenmenge { Xy ees Xn} und m Klauseln, die jeweils genau drei Literale
enthalten:

F=F A..AF,, und jedes F; die Form F; = (yjl VYV yh), wobei Y, ein Literal ist, d.h.
fur eine Variable (d.h. y; =X;) oder fur eine negierte Variable (d.h. y;, =—x;) steht.

Dem Ausdruck F wird ein gerichteter Graph G = (V,E) mit Knotenmenge V ={v,,...,V, }

und Kantenmenge E <V xV zugeordnet, so dass F genau dann erfiillbar ist, wenn G einen
Hamiltonkreis besitzt. Diese Zuordnung erfolgt durch ein deterministisch polynomiell (in
size(F) ) zeitbeschrinktes algorithmisches Verfahren.
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Zunéchst werden n Knoten v,,...,v, in V aufgenommen (sie entsprechen den Variablen

n

X;,---» X, ), aus denen jeweils zwei Kanten herausfiihren, die als ,,erster Ausgang® bzw. ,,zwei-

ter Ausgang‘ bezeichnet werden. Auflerdem fiihren in einen Knoten jeweils zwei Kanten hin-
ein, die als ,,erster Eingang* bzw. ,,zweiter Eingang* bezeichnet werden. Die End- bzw. Ziel-

knoten einer Kante werden unten spezifiziert. Zusitzlich enthélt G genau m Kopien K, ..., K;

des folgenden Teilgraphen K:

Jede Kopie K; steht fiir eine Klausel F;. Der Teilgraph hat 3 Eingénge, die mit den Knoten

a, b und c identifiziert werden, und drei Ausgénge, die den Knoten A, B und C entsprechen.

Essei ..., F ; eine Aufzéihlung der Klauseln, die das Literal x; enthalten; die den Klauseln
entsprechenden Teilgraphen sind K;,...,K; ;. Die erste aus Vv; herausfiihrende Kante wird
mit dem Eingang a von K;, verbunden, wenn X; in F; an Position 1 vorkommt, bzw. mit

dem Eingang b von K, wenn X; in F, an Position 2 vorkommt, bzw. mit dem Eingang c

i1°

von K,

i1» wenn X; in F an Position 3 vorkommt. Im Fall, dass in K;, mit Eingang a ver-

bunden wurde, wird der Ausgang A von K;, mit einem Eingang von K;, verbunden (und
zwar dort mit dem Eingang a, b bzw. ¢, je nachdem, ob X; in F, an Position 1, 2 bzw. 3
vorkommt). Im Fall, dass in K;, mit Eingang b verbunden wurde, wird der Ausgang B von
K;, mit einem Eingang von K, , auf entsprechende Weise verbunden. Im Fall, dass in K
mit Eingang ¢ verbunden wurde, wird der Ausgang C von K;, mit einem Eingang von K;,
verbunden. Kommt X; in F, mehrmals vor, so ibernimmt F,, zunichst die Rolle von F, .
Der auf diese Weise bestimmt Ausgang des Teilgraphen K;; wird mit dem ersten Eingang
des Knotens Vv,,, verbunden. Kommt ein Literal X; in F iiberhaupt nicht vor, so wird der erste

Ausgang von V; direkt mit dem ersten Eingang von v, , verbunden. Ein zu verbindender Aus-

génge von K ; wird mit dem ersten Eingang von v, riickgekoppelt bzw. im Fall, dass das
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Literal X, in F nicht vorkommt, wird der erste Ausgang von Vv, mit dem ersten Eingang von

v, verbunden.

Auf gleiche Weise wird mit dem Literal —X; verfahren, nur werden jetzt statt des ersten Aus-
gangs bzw. ersten Eingangs der zweite Ausgang bzw. zweite Eingang an den Knoten v, und

V,,, genommen.
Die Teilgraphen K; haben folgende Eigenschaft:

Wenn der den Teilgraphen K; umgebende Graph einen Hamiltonkreis besitzt, so ver-
lasst dieser den Teilgraphen K; am Ausgang A, falls er in K; beim Eingang a hinein-
lauft; er verldsst K; am Ausgang B, falls er in K; beim Eingang b hineinlduft; er ver-

lasst K; am Ausgang C, falls er in K; beim Eingang ¢ hineinlduft.

Diese Eigenschaft kann man leicht durch Nachvollzug aller moglichen Félle tiberpriifen.

Die Konstruktion von G lésst sich durch einen deterministischen Algorithmus durchfiihren.
Die GroBe von G ist polynomiell in size(F ) beschrinkt.

Ist F erfiillbar, so wird durch folgende Vorschrift ein Hamiltonkreis in G beschrieben: Man
startet in einem Knoten V;, etwa in V,, und verldsst den Knoten iiber den ersten Ausgang, falls

X; mit TRUE belegt ist, ansonsten liber den zweiten Ausgang. Erreicht man einen Teilgraphen
K;, so wird dieser nach einer drei Moglichkeiten durchlaufen, je nachdem, wie viele weitere
Literale in F; mit TRUE belegt sind. Falls kein weiteres Literal in F; mit TRUE belegt ist und
K, am Eingang a erreicht wird, durchlduft man K; in der Reihenfolgea-c-b-B-C-A.
Falls genau ein weiteres Literal in F; mit TRUE belegt ist, K; am Eingang a erreicht wird und
dieses weitere Literal etwa an den Eingang b gekoppelt ist, durchlduft man K; in der Reihen-
folge a — ¢ — C — A. Falls zwei weitere Literale in F; mit TRUE belegt ist und K; am Eingang
a erreicht wird, durchléduft man K; in der Reihenfolge a —A. Entsprechend sind die tibrigen

Durchlaufsmoglichkeiten festgelegt.

Besitzt umgekehrt der konstruierte Graph einen Hamiltonkreis, so wird jeder Knoten v, genau
einmal durchlaufen. Falls der Hamiltonkreis den Knoten am ersten Ausgang verlésst, wird X,
mit TRUE belegt, ansonsten mit FALSE. Da jeder Teilgraph K; auf dem Hamiltonkreis min-
destens einmal passiert wird, ist jede Klausel F; erfillt.

11
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Satz 5.5-8:
GERICHTETER HAMILTONKREIS <! UNGERICHTETER HAMILTONKREIS

Die Sprachklassen, denen die jeweiligen Instanzen entstammen, unterscheiden sich lediglich
dadurch, dass die Graphen gerichtet bzw. ungerichtet sind.

Beweis:

Es sei G =(V,E) ein gerichteter Graph. Es wird ein ungerichteter Graph G' = (V',E’) aus G
auf deterministische Weise in polynomieller Zeit konstruiert:

"

Fiir jeden Knoten v eV werden drei Knoten v', v" und v” in V' aufgenommen. Fiir jede in

m

v hereinfiihrende Kante (v,,v)e E wird eine ungerichtete Kante (v/.v') in E' aufgenommen.
Fiir jede aus V herausfithrende Kante (v,v,)e E wird eine ungerichtete Kante (v",v!) in E’
aufgenommen. AuBerdem werden ungerichtete Kanten (v',v”) und (v",v") in E’ aufge-

nommen.
Besitzt G einen Hamiltonkreis, so offensichtlich auch G'.

Es sei ein Hamiltonkreis in G' gegeben. Man betrachte die aus einem Knoten v eV gebilde-
ten Knoten V', V" und v

m

in V'. Da alle Knoten in V' durchlaufen werden, insbesondere

m

auch v”, und v" nur mit v’ und v” iber eine ungerichtete Kante verbunden ist, enthdlt der

Hamiltonkreis die ungerichtete Kantenfolge ((V', v”), (V", V’")). Der Vorgingerknoten von V'
auf dem Hamiltonkreis ist ein Knoten der Form v/’eV' mit v, #v, da es in G’ nach Kon-

struktion keine ungerichteten Kanten der Form (V,v/) und der Form (V',v/) mit v, = v gibt.

"

Entsprechend ist der Nachfolgerknoten von v” auf dem Hamiltonkreis ein Knoten der Form
v, €V’ mit v, # V. Daher kann in G eine Kantenfolge konstruiert werden, in der nacheinan-
der die Knoten V,, v und v, durchlaufen werden; denn nach Konstruktion von G’ enthélt der
Graph G die gerichteten Kanten (v,,v) und (v,V, ). Da alle Knoten der Form v" auf dem Ha-

miltonkreis in G' genau einmal durchlaufen werden, ist die so konstruierte Kantenfolge in G
ein Hamiltonkreis in G.
I
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Satz 5.5-9:
UNGERICHTETER HAMILTONKREIS <! HANDLUNGSREISENDER

G ist ein ungerichteter Graph, }
und

Mit L =
'UNGERICHTETER HAMILTONKREIS . . . .
und G besitzt einen Hamiltonkreis

G ist ein gewichteter gerichteter bzw. ungerichteter Graph,}

L =<{ |G,k
HANDLUNGSREISENDER { [ ] und G besitzt ein Tour mit minimalen Kosten < k

. oo p
steht die Aussage des Satzes fir Ljygericnrerer namitonkrers Sm LHANDLUNGSREISENDER -

Beweis:

Es G = (V,E) eine Instanz von UNGERICHTETER HAMILTONKREIS mit V = {v,,...,v, }.
Dann wird ein gewichteter Graph G' = (V, E’,w) mit E' =V xV und Gewichtsfunktion
, 1, fallse’ e E
)= {2, fallse' ¢ E
definiert. Der Ausdruck [G’,n] definiert eine Instanz von HANDLUNGSREISENDER, und

. 1 1 .
esist G € Lygerichrerer namitonkrers 26nau dann, wenn G € Ly unasreisenper 1St

Jeder Hamiltonkreis in G fihrt zu einer Tour durch G’, wobei nur Kanten aus E verwendet
werden. Das Gewicht dieser Tour ist gleich n, d.h. G’ besitzt eine Tour mit minimalen Kos-

ten, die hochstens n betragen und damit G’ € L, \p; uncsreisenpEr -

Besitzt umgekehrt G’ eine Tour mit minimalen Kosten <n, so kann auf dieser Tour keine
Kante liegen, die nicht bereits in E vorkam, da jeder Knoten aus V genau einmal durchlaufen

wird. Diese Tour beschreibt daher einen Hamiltonkreis in G.
1/
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5.6 Bemerkungen zur Struktur von NP

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Struktureigenschaften der Klasse NP be-

schrieben.

Satz 5.6-1:

dung.

(i) Mit L e NP giltauch L' e NP.

(1) Die Klasse NP ist abgeschlossen beziiglich Schnittbildung und Vereinigungsbil-

(ii1) Die Klasse P ist abgeschlossen beziiglich Schnittbildung, Vereinigungsbildung und
Komplementbildung.

Bemerkung: Es ist bisher nicht bekannt, ob die Klasse NP auch beziiglich Komplementbil-
dung abgeschlossen ist (siche unten).

Beweis:

Zu (1): Esseien L, € NP und L, € NP . Beide Sprachen seien iiber demselben Alphabet X

definiert. Zu zeigen ist, dass dann auch L, "L, e NP und L, UL, € NP gelten.

Zu L, bzw. L, gibt es nichtdeterministische Turingmaschinen TM, bzw. TM, mit
L, =L(TM,) bzw. L, = L(TM,), die L, bzw. L, in polynomieller Zeit entscheiden;

die dabei auftretenden Polynome seinen p, bzw. p,.

Durch Hintereinanderschaltung kann man wie in Kapitel 2.1 eine nichtdeterministi-

sche Turingmaschine TM mit L(TM) =L, nL, konstruieren. Die Konstruktion ist in

folgender Abbildung skizziert:

weX

» Ui

™,

ql,accept 1

ql,reject

wel(TM,)

N

—>

02,0

™,

qz,accept

qz,reject

weL(TM,)

we L(TM,)nL(TM,)

™

>

we L(TM,)AL(TM,)

>
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weX

Ein Eingabewort W e X wird von TM, in einer Schrittanzahl der Ordnung O(pl([WD)
entschieden. Im Fall w e L, startet TM, mit Eingabe w und entscheidet innerhalb ei-

ner Schrittzahl der der Ordnung O(p2 QM)) Die gesamte Entscheidung hat die Zeit-

komplexitit c, - pIQW|)+ C,'p, QWD mit Konstanten ¢, und ¢, , ist also polynomiell.

Zur Akzeptanz von L, UL, durch eine nichtdeterministische Turingmaschine TM ist

ebenfalls eine Konstruktion aus Kapitel 2.1 geeignet, ndmlich die Parallelschaltung
von TM, und TM,:

wel(TM,) we L(TM,)ULTM,)
ql,accept A >
—» dio

q 1,reject

™,

Zu (ii):

wel(TM,)

q 2,accept

o \ we L(TM, JUL(TM,)
>

qz,reject

™,

™

Sobald eine der beiden Turingmaschinen TM, oder TM, das Eingabewort we X
akzeptiert, akzeptiert TM das Wort w. Ist we L, UL,, so stellt TM, diese Tatsache

nach einer Schrittzahl fest, die durch ¢, - p, QW|) beschrinkt ist mit einer Konstanten
c,, und TM, stellt diese Tatsache nach einer Schrittzahl fest, die durch c, - pZQW|)

mit einer Konstanten ¢, beschrinkt ist. Die Zugehorigkeit eines Worts we X zu

L, UL, wird also in der polynomiellen Zeit max{c1 P, QM), C,: p, QW|)} entschieden.

Wegen L' = U L' bedeutet we L : es gibt ein i e N mit we L', d.h. w=w, ...w, mit
ieN

w, eL fir k=1,..,i.
Die nichtdeterministische polynomiell zeitbeschrinkte Turingmaschine zur Akzep-
tanz von L sei TM,, d.h. L =L(TM,)); das beteiligte Polynom sei p,. Eine nichtde-

terministische Turingmaschine zur Akzeptanz von L' < X" arbeitet wie folgt:
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Zu (iii):

Bei Eingabe von We X" mit |W|=n werden i—1<n Zahlen pos,, .., pos,, mit

1< pos, <n fiir kK=1,..,i—1 in Bindrformat nichtdeterministisch geraten. Die Zah-

lenfolge pos,, ..., pos;, zerlegt das Wort w=a, ...a, in i Teilworte:
W =2, ... @5 @pos 1 -+ pos, - Bpos_ 41 -+ & = WoW, ... W, . Das Wort w wird genau dann
%/_/
=Wy =W =Wy

akzeptiert, wenn W, € L(TMO) fir k=0,..,i—1 gilt. Dazu wird i-mal eine akzeptie-
rende Entscheidung von TM,, gesucht.

Die Anzahl der Bits in der Zahlenfolge pos,, ..., pos,, ist wegen 1< pos, <n fiir
k=1,.,i-1 und i—-1<n von der Ordnung O(n-log(n)). Alle Teilwérter w, fiir
k=0,..,i—1 haben eine durch n beschrankte Lange. Daher ist der Gesamtaufwand

der  Berechnung  beschrinkt durch eine  Funktion der  Ordnung
O(n -log(n)+n- po(n)), also polynomiell.

Die Abgeschlossenheit der Klasse P beziiglich Schnitt- und Vereinigungsbildung er-
gibt sich wie im Beweis zu (i) mit dem Unterschied, dass die dort verwendeten Tu-
ringmaschinen deterministisch arbeiten. Die Abgeschlossenheit der Klasse P beziig-
lich Komplementbildung, folgt aus der Tatsache, dass man aus einer polynomiell
zeitbeschrinkten deterministischen Turingmaschine zur Akzeptanz einer Sprache
LeP, Lc X, eine polynomiell zeitbeschriinkte deterministische Turingmaschine

zur Akzeptanz der Sprache X \ L erhilt, indem man lediglich den akzeptierenden
mit dem verwerfenden Zustand vertauscht.
/1

Aus einem polynomiell zeitbeschriankten deterministischen Algorithmus zur Akzeptanz einer

Sprache LeP, Lc X", erhilt man also durch Vertauschen der beiden ja/nein-Ausginge

einen polynomiell zeitbeschriankten deterministischen Algorithmus zur Akzeptanz der Spra-

che X" \ L. Diese Technik funktioniert bei allen deterministischen zeitbeschrinkten Sprach-

klassen mit zeitkonstruierbarer Komplexitatsschranke:

Satz 5.6-2:
Die Funktion f:N — N sei zeitkonstruierbar. Mit co-TIME(f(n)) werde die Klasse

{L|Le = und =" \L e TIME(f (n)) } bezeichnet. Dann gilt
TIME(f(n)) = co-TIME(f(n)).

Zu beachten ist, dass TIME(f (n)) nur deterministische Sprachen enthlt.
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Bei nichtdeterministischen Sprachklassen kann man im allgemeinen die Technik des Vertau-
schens der Ausgédnge eines Entscheidungsalgorithmus nicht anwenden. Als Beispiel kann die
Sprache Ly,; = {F | F ist ein Boolescher Ausdruck, und F ist erfiillbar } genommen werden.

Das Komplement von L, ist die Sprache

E = {F | F ist ein Boolescher Ausdruck, und F ist nicht erfiillbar }; als Grundmenge wurde

hier die Menge der syntaktisch korrekten Booleschen Ausdriicke genommen. Der in Kapitel
5.3 beschriebene polynomiell zeitbeschrinkten nichtdeterministischen Algorithmus zur Ak-
zeptanz von Lg,, lautet (in Pseudocode-Notation):

TYPE Boolescher_Ausdruck_typ = ...;

{ beschreibt den Typ eines Booleschen Ausdrucks }
Variablen_typ = ...;

{ beschreibt den Typ einer Variablen }
Entscheidungs_typ = ...;

{ beschreibt den Typ der ja/nein-Entscheidung }

PROCEDURE Erfuellbarkeit (F : Boolescher_Ausdruck_typ;
VAR Entscheidung: Entscheidungs_typ);

VAR V : SET OF Variablen_typ;

BEGIN { Erfuellbarkeit }
V := Menge der in F vorkommenden Variablen;
wihle fiir jede Variable in V einen Wert aus {TRUE, FALSE};
setze die Belegung in F ein und werte F aus;
IF F = TRUE THEN Entscheidung := ja

ELSE Entscheidung := nein;
END  { Erfuellbarkeit };

Vertauschen der ja/nein-Ausgénge des Algorithmus liefert den nichtdeterministischen Algo-
rithmus
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PROCEDURE A (F : Boolescher_Ausdruck typ;
VAR Entscheidung: Entscheidungs_typ);

VAR V : SET OF Variablen_typ;

BEGIN { A }
V = Menge der in F vorkommenden Variablen;
wihle fiir jede Variable in V einen Wert aus {TRUE, FALSE};

setze die Belegung in F ein und werte F aus;
IF F = TRUE THEN Entscheidung := nein
ELSE Entscheidung := ja;
END { A };

Fiir einen Booleschen Ausdruck F ist A(F) = ja genau dann, wenn es eine Belegung der Vari-
ablen in F gibt, die bei Auswertung von F auf den Wert FALSE fiihrt, d.h. wenn es eine Bele-
gung der Variablen von F gibt, die F nicht erfiillt. Beispielsweise fiihrt mit F = (X1 A —|X2) der

Aufruf von A auf den ja-Ausgang (etwa mit der Belegung X, =FALSE und x, =FALSE),
aber F ¢ E , denn F ist mit der Belegung X, = TRUE und x, = FALSE erfiillbar.

Es sei NPC die Menge der NP-vollstindigen Sprachen iiber einem endlichen Alphabet X .
NPC < NP. Unter der Voraussetzung P = NP gilt NPCNP=¢.

Es gilt folgender Satz!2:

Satz 5.6-3:
Es sei B eine entscheidbare Menge mit B ¢ P. Dann gibt es eine Sprache D e P, so

dass A=D B nicht zu P gehort, A<} B, aber nicht B <! A gelten.

Satz 5.6-3 lésst sich folgendermaflen anwenden:

Es sei B eine NP-vollstindige Sprache. Unter der Voraussetzung P = NP gilt B¢ P. Die
Sprache A=D B gehort zu NP, da D eP und B € NP sind und die Klasse NP beziiglich

Schnittbildung abgeschlossen ist. Nach dem obigen Satz gilt nicht B <" A, also ist A nicht
NP-vollstidndig. Folglich gilt:

12 Ladner, R.E.: On the structure of polynomial time reducibility, J.ACM, 22, 155-171, 1975.
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Satz 5.6-4:
Unter der Voraussetzung P = NP ist NP\ (P UNPC) = .

Bezeichnet man NP \ (P UNPC) als die Menge NP1 der NP-unvollstandigen Sprachen, so
zeigt NP (unter der Voraussetzung P # NP) folgende Struktur:

NP

NP1

Die Sprachen in NPI liegen beziiglich ihrer Komplexitit also zwischen den ,,leichten” Spra-
chen in P und den ,,schweren* Sprachen in NPC. Obwohl es (bei P # NP) unendlich viele
Sprachen in NPl geben muss, ist die Angabe konkreter Beispiele schwierig. Bisher kennt man
kein Problem aus NPI. Von dem folgenden Graphenisomorphieproblem ISO wird vermutet,
dass es in NPI liegt, da bisher (trotz groBer Anstrengung) weder der Nachweis fiir ISO € P
noch der Nachweis ISO € NPC gelungen ist.

Graphenisomorphieproblem (1SO):
Instanz:  Graphen G, =(V,,E,) und G, =(V,, E,)

Losung:  Entscheidung ,,ja“, falls gilt:
G, und G, sind isomorph, d.h. es gibt eine Abbildung f :V, -V, mit der Ei-

genschaft (v,w)e E, < (f(v), f(w))eE,.

Beispielsweise sind die folgenden beiden Graphen isomorph:

~
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Die folgende Sprachklasse besteht aus Sprachen, deren Komplemente in NP liegen:
co-NP = {Z* \L|L ist eine Sprache iiber X und L € NP }

Aufgrund der Abgeschlossenheit der Klasse P beziiglich Komplementbildung ist mit einer
Sprache L e P, L £ X", auch ihr Komplement £ \ L € P. Daher gilt:

Satz 5.6-5:
Pc NPnco-NP.

Fir neN sei |, = {0,...,2n -1 } die Menge natiirlichen Zahlen, die mit n Bits darstellbar
sind. Die Abbildung f : 1, — I, sei bijektiv und besitze die Eigenschaften

(i) Jeder Wert f(X) ist mit polynomiellem Zeitaufwand (gemessen in Size(X) ) determinis-

tisch berechenbar; hierbei wird X in Binédrdarstellung in den entsprechenden Algorith-
mus eingegeben, der dann die Bindrdarstellung von f(X) erzeugt.

-1
(i)  f(y) kann nicht mit polynomiellem Zeitaufwand berechnet werden.

Dann liegt die Menge L = { bin(x)#bin(y)

-1
xel,yel, und f(y)<x} in NP~co-NP \P.

Zum Beweis dieser Aussage sind drei Eigenschaften zu zeigen:

1. LeNP: Dazu ist ein polynomiell zeitbeschrinkter nichtdeterministischer Algorithmus
anzugeben, der bei Eingabe eines Worts w = bin(X)#bin(y) mit X<, und

y € |, genau dann die ja-Entscheidung trifft, wenn }l(y) < X ist. Dieser Algo-
rithmus arbeitet wie folgt:

Bei Eingabe von w = bin(x)#bin(y) wird eine 0-1-Zeichenkette der Lange < n
geraten. Diese Zeichenkette kann als Bindrdarstellung einer Zahl z € || ange-

sehen werden. Nun wird deterministisch in polynomieller Zeit der Wert f(z)

berechnet. Die FEingabe W wird genau dann akzeptiert, wenn
bin(f(z))=bin(y) und z < x gilt (die zweite Eigenschaft kann an den Binér-
darstellungen von z und X liberpriift werden).

2. L eco-NP: Hierzu ist ein polynomiell zeitbeschriankter nichtdeterministischer Algorithmus
anzugeben, der bei Eingabe eines Worts genau dann die ja-Entscheidung trifft,
wenn das Wort entweder nicht die syntaktische Form w = bin(x)#bin(y) mit
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3.LeP:

_1 ..
Xel,und yel, besitzt oder f(y)z X 1ist. Die syntaktische Uberpriifung er-

n

folgt in der iiblichen Weise. Die Bedingung _fl(y) > X kann mit einer Modifika-
tion des Algorithmus aus 1. erfolgen: Die Eingabe w = bin(x)#bin(y) wird
jetzt jedoch dann akzeptiert, wenn bin( f (z)) =bin(y) und z > x gilt.

Angenommen, L liegt in P. Dann gibt es einen polynomiell zeitbeschrankten
deterministischen Entscheidungsalgorithmus A, fiir L. Mit Hilfe von A kann

man zu Y € |, in polynomieller Zeit deterministisch mit Bindrsuche den Wert

-1
f(y) berechnen; dieses widerspricht der Voraussetzung in (ii). Dazu wird fiir
yel, der Wert 10..0#bin(y) in A  eingegeben; die Zeichenkette
(n-1)-mal
-1
1(0 2 0 entspricht der Zahl 2" . Antwortet A, mit ja (d.h. esist f(y)<2""),
n-1)-mal
dann wird 10...0 #bin(y) in A, eingegeben, d.h. es wird gepriift, ob

(n-2)-mal

-1

-1
f(y)<2"? gilt; antwortet A, mit nein (d.h. es ist f(y)>2""), dann wird

11(0.;0 #bin(y) in A, eingegeben, d.h. es wird gepriift, ob
n-2)-mal

-1
2" < f(y)<3-2"7 gilt. Die Binérsuche wird so lange fortgesetzt, bis der ex-

-1
akte Wert von f(y) gefunden ist. Dazu sind insgesamt hochstens n Aufrufe

von A, erforderlich.

Die Existenz einer Funktion mit den oben beschriebenen Eigenschaften hat also zur Folge,
dass die Inklusion in Satz 5.6-5 echt ist. Dieses ist jedoch eine bisher nichtgeklarte Frage.

Man hat fiir viele Probleme in co-NP jedoch nicht nachweisen kdnnen, dass sie in NP lie-

gen. Daher wird angenommen (obwohl es noch keinen Beweis dafiir gibt), dass NP = co- NP
gilt. Aus der Giiltigkeit von NP #co- NP wiirde iibrigens folgen, dass P = NP ist, da wegen
der Abgeschlossenheit der Klasse P gegeniiber Komplementbildung P =co-P gilt. Falls also
der Nachweis NP = co- NP gelingt, wire damit das P-NP-Problem gelost. Es ist jedoch nicht
auszuschlieBen, dass NP =co-NP und P = NP gelten.
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Satz 5.6-6:
Gibt es eine Sprache L € NPC mit L € co-NP, dann ist NP =co-NP.

Beweis:

Es sei Le NPCco-NP . Das der Sprache L zugrundeliegende Alphabet sei =, d.h. Lc 2.
Es gilt NP — co- NP : Dazu wird gezeigt, dass fiir jede Sprache L, e NP, L, c 2], die Bezie-
hung L, € co— NP nachweisbar ist:

Wegen LeNPC ist L, <" L. Die dabei verwendete in polynomieller Zeit berechenbare tota-
le Funktion sei f, d.h. es gilt f:2] —>3%" mit wel, < f(w)eL. Der Ubergang auf die
Komplemente ergibt we X\L, < f(w)e X"\ L.

Wegen Leco-NP ist Z\LeNP. Es sei NTM eine nichtdeterministische polynomiell zeit-
beschrinkte Turingmaschine mit L(W): "\ L. Aus NTM und der Turingmaschine TM
zur Berechnung von f ldsst sich durch Hintereinanderschalten eine nichtdeterministische po-

lynomiell zeitbeschrinkte Turingmaschine NTM; mit L(NTM 1):§3=I'<\L1 konstruieren:
NTM, arbeitet bei Eingabe we X, wie folgt: Mittels TM, wird zunéchst f(w) berechnet.

Das Ergebnis wird dann in NTM eingegeben. NTM, antwortet mit derselben Antwort, die
NTM (bei Eingabe von f(w)) gibt. Offensichtlich ist NTM, eine polynomiell zeitbe-
schrinkte nichtdeterministische Turingmaschine, und es gilt:

weZ\L, < f(weZ'\L

< NTM stoppt im akzeptierenden Zustand
< NTM, stoppt im akzeptierenden Zustand
ewel(NTM)).

Daher ist Z;\L, e NP bzw. L, eco-NP.

Die umgekehrte Inklusion co- NP < NP lisst sich mit &hnlichen Argumenten zeigen.

1
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Unter den Annahmen P # NP und NP #co-NP ergibt sich folgendes Gesamtbild der be-
schriebenen Klassen:

PSPACE NP

EXP
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6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Gegeben sei das Optimierungsproblem I1:

Instanz: 1. sz’;{

2. Spezifikation einer Funktion SOL,, die jedem X eX|, eine Menge zulissiger
Losungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion m,, die jedem x e X}, und yeSOL, (X) den
Wert m (X, y) einer zuldssigen Losung zuordnet

4. goal, e{min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Losung: y" eSOL,,(x) mit my(x,y")=min{m(x,y)|y eSOL,(X)} bei ecinem Minimie-
rungsproblem (d.h. goal,; =min) bzw. m, (X, y*): max{ my, (X, y)| y eSOL, (x)}
bei einem Maximierungsproblem (d.h. goal; = max).

Der Wert m, (X, y*) einer optimalen Losung wird auch mit m;, (x) bezeichnet.

Im folgenden (und in den vorhergehenden Beispielen) werden Optimierungsproblemen unter-
sucht, die auf der Grenze zwischen praktischer Ldsbarkeit (tractability) und praktischer Un-
l6sbarkeit (intractability) stehen. In Analogie zu Entscheidungsproblemen in NP bilden diese
die Klasse NPO:

Das Optimierungsproblem IT gehdort zur Klasse NPO, wenn gilt:

1.  Die Menge der Instanzen X € |, ist in polynomieller Zeit entscheidbar

2. Es gibt ein Polynom q mit der Eigenschaft: fiir jedes x € £, und jede zulissige Losung
y €SOL(x) gilt |y|< qu
entscheidbar, ob y € SOL,(x) ist

), und fiir jedes y mit |y| < q(]xD ist in polynomieller Zeit

3. Die Zielfunktion m; ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Alle bisher behandelten Beispiele fiir Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO. Dazu
gehoren insbesondere auch solche, deren zugehdriges Entscheidungsproblem NP-vollstindig
ist.
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Den Zusammenhang zwischen den Klassen NPO und NP beschreibt der Satz

Satz 6-1:
Fiir jedes Optimierungsproblem in NPO ist das zugehorige Entscheidungsproblem in
NP.

Beweis:

Der Beweis wird hier nur fiir ein Maximierungsproblem erbracht, fiir ein Minimierungsprob-
lem kann man in dhnlicher Weise argumentieren.

Es sei Il ein Maximierungsproblem in NPO (die im Beweis verwendeten Funktionen werden

in den obigen Definitionen benannt). Das zugehorige Entscheidungsproblem sei Il . Hier-
bei soll bei Vorlage einer Instanz [X, K] mit X e X, und K € N genau dann die Entscheidung
X € Ly, getroffen werden, wenn my, (X)Z K ist. Um zu zeigen, dass I1., in NP liegt, ist ein

Verifizierer V fiir 1., anzugeben, der bei Eingabe einer Instanz [X, K] und eines Beweises B

diesen in polynomieller Zeit verifiziert. Ein Beweis ist hier eine Zeichenkette, die iiber dem
Alphabet X, gebildet wird, mit dem man auch die zuldssigen Losungen von X formuliert. Er

wurde zuvor nichtdeterministisch in polyomieller Zeit erzeugt.

Der Verifizierer V fiir I1_, wird durch den folgenden Pseudocode gegeben:

FUNCTION V ([x,K] :

B ) T
{ xeX,, KeN, BeZX, }

BEGIN { V }
IF ([B|<q(x])> AND (BeSOL,(x)) { zeile 1}
THEN IF m,(x,B)>K THEN V := ,ja“ { zeile 2 }
ELSE V := ,nein“
ELSE V := ,nein“;
END { V };

Zu zeigen ist

1. V arbeitet in polynomieller Zeit, gemessen in |X|

2. [xK]el, < esgibtB, eX; mitV(x,B,)=ja.
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Zul.: Da IT in NPO ist, lassen sich die Berechnungen in den Zeilen 1 und 2 in polyno-
mieller Zeit ausfithren; dieses wird durch die Punkte 2. und 3. in der Definition der
Klasse NPO gesichert.

Zu?2.: Es sei [X, K]e Ly, . Dann gibt es eine optimale Losung y €SOL,(X) mit
My, (x)=my(x.y")2 K. Da IT in NPO ist, gilt |y’| <q(x]). Bei Eingabe von [x,K]
und y" in V ergibt sich V(x,K]y")=ja.

Es gelte [x,K]¢ L, . Dann gilt fiir jedes y € SOL; (x): my(x,y)<mp(x)<K. Es
sei BeX; mit |B| < quD' Ist B eSOL(x), dann antwortet VV wegen m,,(x,B)< K

in Zeile 2 mit V([x,K],B)=nein. Ist B ¢ SOL,(x), dann antwortet V wegen Zeile 1
mit V([x,K]B)=nein.
1!

Analog zur Definition der Klasse P innerhalb NP ldsst sich innerhalb NPO eine Klasse PO
definieren:

Ein Optimierungsproblem IT aus NPO gehort zur Klasse PO, wenn es einen deterministi-

schen Algorithmus gibt, der fiir jede Instanz X € X, eine optimale Losung Yy~ € SOL,, (X) Zu-
sammen mit dem optimalen Wert m;,(x) der Zielfunktion in polynomieller Zeit (gemessen in

|X|) ermittelt.

Offensichtlich ist PO < NPO.

Satz 6-2:
Ist P# NP, dann ist PO # NPO .

Beweis:

Es sei PO = NPO. Dann folgt P =NP:

Ist IT aus NPO ein Optimierungsproblem, dessen zugehoriges Entscheidungsproblem I,

NP-vollstindig ist. In den folgenden Unterkapiteln werden eine Reihe derartiger Probleme
behandelt. Mit Satz 5.1-1 folgt, dass Il in P liegt, und mit Satz 5.4-4 folgt P = NP.

11

Im Laufe dieses Kapitels wird die Struktur der Klasse NPO genauer untersucht. Alle im
folgenden behandelten Optimierungsprobleme liegen in NPO.
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Bei Optimierungsaufgaben gibt man sich hidufig mit Ndaherungen an die optimale Losung zu-
frieden, insbesondere dann, wenn diese ,,leicht™ zu berechnen sind und vom Wert der optima-
len Losung nicht zu sehr abweichen. Unter der Voraussetzung P = NP gibt es fiir ein Opti-
mierungsproblem, dessen zugehoriges Entscheidungsproblem NP-vollstindig ist, kein Ver-
fahren, das eine optimale Losung in polynomieller Laufzeit ermittelt. Gerade diese Probleme
sind in der Praxis jedoch hiufig von grof3em Interesse.

6.1 Absolut approximierbare Probleme

Fiir eine Instanz X € |, und fiir eine zuldssige Losung y e SOL (X) bezeichnet

D(X, y) =My, () =My (X, Y)
den absoluten Fehler von y bezuglich x.

Ein Algorithmus A ist ein Approximationsalgorithmus (N&herungsalgorithmus) fiir IT,
wenn er bei Eingabe von X € X, eine zulissige Losung liefert, d.h. wenn A(X) € SOL,,(X)
gilt. A heilit absoluter Approximationsalgorithmus (absoluter N&herungsalgorithmus),
wenn es eine Konstante k > 0 gibt mit D(X,A(X)) = ‘m;(x)— mH(X,A(X))‘ <k. Das Optimie-

rungsproblem IT heifit in diesem Fall absolut approximierbar. Die Klasse der absolut ap-
proximierbaren Probleme in NPO wird mit ABS bezeichnet.

Das folgende Beispiel zeigt, dass ABS # O ist.

Das Farbbarkeits-Minimierungsproblem der Knoten in einem ungerichteten Graphen

Instanz: 1. 1=G =(V,E)
G =(V,E) ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge V ={v,,...,v,} und
Kantenmenge E <V xV
2. Eine Abbildung ¢, :V — N heift zuléssige Knotenfarbung von G, wenn fiir

jede ungerichtete Kante (V, W) € E die Bedingung ¢, (V) # ¢, (w) gilt.
SOL(1) = {CV | C, ist eine zuldssige Knotenfiarbung von G }

3. m(l,¢,)=|c, (V)| fiir ¢, € SOL(I)
4. goal = min

Es wird eine zuldssige Farbung der Knoten mit einer minimalen Anzahl an Farben gesucht.

¢ (V)| i-

Man kann die Farben in einer zuldssigen Farbung mit den natiirlichen Zahlen 1, ...,
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dentifizieren. Es ldsst sich leicht zeigen, dass dieses Problem in NPO liegt; in Satz 5.5-5 wird
direkt gezeigt, dass das zugehorige Entscheidungsproblem NP-vollstindig ist.

Der Grad eines Knotens v in einem Graphen G ist dic Anzahl der Knoten, die mit v {iber eine
Kante verbunden sind. Der maximal auftretende Grad eines Knotens in einem Graphen G ist
der Grad des Graphen und wird mit A(G) bezeichnet.

Der folgende Greedy-Algorithmus liefert bei Eingabe eines ungerichteten Graphen eine zulés-
sige Knotenfarbung:

Algorithmus COL zur Knotenfarbung eines ungerichteten Graphen:

Eingabe: | =G=(V,E)
G= (V, E) ist ein ungerichteter Graph mit Knotenmenge V = {vl, e Vn} und
Kantenmenge E cV xV

Verfahren: ~ Der Knoten v, erhilt die Farbe 1, d.h. ¢, (Vl) =1.
Sind Vv,,..., Vv, bereits mit den Farben 1, ..., k gefarbt, so wird v;,, mit einer der

Farben 1, ..., k geférbt, falls dabei eine zuldssige Knotenfarbung entsteht (gibt
es mehrere Moglichkeiten einer Farbwahl aus {1, ¢ }, dann wird die kleinste
Farbnummer genommen). Ist eine zuldssige Knotenfirbung mit Farben aus
{1, K } nicht moglich, d.h. es gibt mindesten k bereits gefirbte Knoten, die

mit Vv;,, iiber eine Kante verbunden sind, dann wird ¢, (Vi+1 ) =k +1 gesetzt.

Ausgabe: CoL(l) = { ¢, (V)),.... Cy (V) } = Menge der verwendeten Farben.

Satz 6.1-1:
(i) Essei G= (V, E) ein ungerichteter Graph. Der Algorithmus COL zur Knotenfar-

bung berechnet in polynomieller Zeit eine zuldssige Knotenfarbung mit héchstens
A(G) +1 Farben.

(i1)) Essei G = (V, E) ist ein ungerichteter Graph mit mindestens einer Kante. Dann gilt
fiir die Anzahl m(G,COL(G)) der vom Algorithmus COL ermittelten Farben zur
Knotenfarbung von G:

m’(G)— m(G,COL(G))‘ <A(G)-1.

Beweis:

Zu(i): G= (V , E) ein ungerichteter mit der Knotenmenge V = {Vl, sV, }
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Fir i =1,....n sei k; die Anzahl an Farben, die COL in seinem Ablauf zur Farbung
der Knoten Vv,,...,Vv; verwendet. Fiir einen Knoten Vv; sei di(vj) die Anzahl der be-
reits gefarbten Knoten, die nach Farbung von v; mit v; iber eine Kante verbunden
sind. Durch Induktion iiber i ldsst sich die Beziehung
k <1+max{d,(v,)[1<j<i}
zeigen:
Esist k, =1 und d,(v,)=0
Es gelte k , S1+max{d ( J)| I<j<i-1 } Mit G, , werde der durch {Vl,...,VF1 }
induzierte Teilgraph von G bezeichnet. Alle Knoten in G, sind (zuldssig) geférbt.
Entsprechend bezeichne G; den durch {V, WV } induzierte Teilgraph von G. Es
wird im i-ten Schritt v; geférbt. Fiir alle Knoten v; in G, die mit v; in G; verbun-
den sind, gilt di(vj): d (vj)+1. Bei allen anderen Knoten v; &ndert sich beim U-
bergang von G, , zu G, nichts. Daher gilt di_l( )< d, ( ) Wird zur Farbung von v,
keine neue Farbe benotigt, so ist mit der Induktionsvoraussetzung
ki =k, £1+max{d (Vj)|1£ j<i-1 }<1+max{ ( )|1< j<i-1 } Da keine
neue Farbe benotigt wird, ist d,(v,) <k, bzw. d,(v,)+1<k_, und damit
k =k, <l+max{d(v,)[1<j<i}.
Wird zur Fiarbung von v, eine neue Farbe bendtigt, so ist k; =k, +1 und
d,(v,)>k,_, bzw. d,(v,)+ 1>k _ +1=k, . Damit ergibt sich ebenfalls
k <1+max{d,(v,)[1< j<i}.
Fiir i =n folgt m(G,COL(G)) =k, <1+max{d,(v,)|1< j<n }=1+A(G).

Zu(ii): Da G mindestens eine Kante besitzt, ist m'(G)>2. Damit ergibt sich

\m*(G)— m(G,COL(G))‘ =m(G,COL(G))-m'(G) < A(G)+1-2=A(G)-1.
1

Bei Eingabe des folgenden Graphen G ermittelt der Algorithmus COL eine zuldssige Kanten-
farbung mit A(G)+1 Farben:

G =(V,E) mit der Knotenmenge V ={Vv,,...,v,,} mit m>1. Zwischen Knoten mit geradem

Index gibt es keine Kanten; ebenso gibt es keine Kanten zwischen Knoten mit ungeradem In-

dex. Es gibt jeweils eine Kante zwischen dem Knoten Vv,; und allen Knoten mit ungeradem

Index, auBer mit dem Knoten v,, ,. Es ist A(G)=m-1. Offensichtlich ist m"(G) =2: Die

Knoten mit ungeradem Index erhalten die Farbe 1, diejenigen mit geradem Index die Farbe 2.
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass der obige Algorithmus die Knoten mit ungera-
dem Index nacheinander mit den Farben 1, ..., m farbt, ebenso die Knoten mit geradem Index,

d.h. m(G,COL(G))=A(G)+1 und m*(G)—m(G,COL(G))‘=A(G)—1. Die in Satz 6.1-1

angegebene absolute Abweichung ist also (fiir unendlich viele Graphen) nicht zu verbessern.

Weiterhin liefert Satz 6.1.-1 keine absolute Approximation, da A[G]—1 keine Konstante ist.

Fiir eine spezielle Klasse von Graphen, ndmlich fiir planare Graphen, gibt es jedoch eine
absolute polynomiell zeitbeschrinkte Approximation:

Ein Graph heifit planar, wenn man ihn kanteniiberschneidungsfrei in die Ebene einbetten
kann. Es gilt:

Satz 6.1-2:
(i) Jeder ungerichtete planare Graph G = (V, E) ist in polynomieller Zeit mit 6 Farben
farbbar.

(i1) Es gibt einen polynomiell zeitbeschriankten Algorithmus A, der bei Anwendung auf
einen ungerichteten planaren Graphen G = (V, E) eine Knotenfarbung mit

m’(G)-m(G,A(G))| <3 und m(G,A(G))/m’(G) <2 ermitelt.

Beweis:

Zu (i): Der planare Graph G :(V,E) habe n Knoten und m Kanten. Die Anzahl seiner

durch Kantenziige eingeschlossenen Flachen, einschlieBlich der den Graphen umge-
benden Fléche, sei f. Man kann annehmen, dass G zusammenhéngend ist; ansonsten
bezieht man die folgenden Uberlegungen auf jede Zusammenhangskomponente. Der
Beweis erfolgt durch den Nachweis mehrerer Hilfssétze:

1. Esgilt n—-m+f =2.

Beweis: Fir m=0 ist f =1 und wegen des Zusammenhangs von G auch n=1.
Es sei m>1, und die Behauptung gelte fiir alle planaren zusammenhéngen-
den Graphen mit hochstens m—1 Kanten.
Es sei (u, v) € E eine Kante, die keine Briicke ist (eine Briicke ist eine Kan-
te, deren Entfernung die Anzahl der Zusammenhangskomponenten erhoht).
Dannist G'=(V,E') mit E'=E \ {(u,v)} zusammenhéngend. Aufer-

dem ist |E'|=m—1, und die Anzahl der Fliachen von E’ ist f —1. Nach In-
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Zu (ii):

duktionsvoraussetzung gilt n—(m—1)+(f —1)=2, also n—m+ f =2. Be-

steht G nur aus Briicken, dann ist G ein Baum, und es ist m=n-1 und
f=1,also n—(n-1)+1=2.

2. Die Linge eines kiirzesten Kreises in G sei g. Fiir einen kreisfreien Graphen sei
g =co.Dannist m< g/(g—2)-(n-2).

Beweis: Jede innere Flidche in G hat mindestens g begrenzende Kanten. Jede innere
Kante begrenzt genau 2 Flichen. Daher ist (f —1)~ g <2-m. Damit ergibt

sich f-g=(f-1)-g+g<(f-1)-g<2-m.Mit . folgt
2-m>f.g=2-g—g-n+g-m,also
(g-2)m<(n-2)-g bzw. m<g/(g—-2)-(n-2).

3. Esgilt m<3.-n-6.
Beweis: Wegen g >3 ist g/(g —2) <3. Mit 2. folgt die Behauptung.
4. Es gibt mindestens einen Knoten in G mit Grad <5.

Beweis: Angenommen, alle Knoten in G hitten einen Grad > 6. Bezeichnet d(v)

den Grad des Knotens v, dann ist Zd(v): 2-m=6-n bzw. m>3-n im
veV

Widerspruch zu 3.

Im Algorithmus COL ist die Reihenfolge, in der die Knoten gefarbt werden, nicht
spezifiziert; sie richtet sich nach der willkiirlichen Numerierung der Knoten. Es wird
nun , riickwirts“ eine Reihenfolge (v,,...,v,) der Knoten festgelegt: v, sei ein Kno-

ten mit minimalem Grad in G. Sind die Knoten V.

i+1°°°

.V, bereits bestimmt, ist v; ein
Knoten mit minimalem Grad im Teilgraph, der durch V\ {v, ,,...,v, } induziert wird.

Es wird der Algorithmus COL mit der so definierten Reihenfolge der Farbung von
{Vl, ey V) } angewendet. Der Knoten v, hat wegen 4. einen Grad < 5. Der durch

VA {Vm, YA } induzierte Teilgraph ist ebenfalls planar, und v, hat wieder wegen 4.

einen Grad < 5. Daher sind hochstens 6 Farben ausreichend.

Mit Hilfe des folgenden Verfahrens kann man in einer Laufzeit der Ordnung
O(n-m), d.h. in polynomieller Zeit, testen, ob die Knoten des Graphen G = (V,E)

mit der Knotenmenge V = {V,,...,v, } und m Kanten mit zwei Farben, etwa mit den

Nummern 0 und 1, zuldssig farbbar sind:
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Der Knoten v, erhilt die Farbe 0. Ist v ein Knoten in V, der mit mindestens einem be-

reits gefarbten Knoten, etwa mit der Farbe mit Nummer f, {iber eine Kante verbun-
den ist, so wird gepriift, ob alle bereits gefarbten Knoten, mit denen Vv iiber eine Kan-
te verbunden ist, dieselbe Farbe f haben. In diesem Fall erhilt v die Farbe 1—- f . An-

dernfalls bricht das Verfahren ab, und G wird als nicht 2-farbbar entschieden. Sind
schlieBlich alle Knoten in V geférbt, so ist die Knotenmenge von G zuléssig mit zwei
Farben farbbar.

Der Algorithmus A hat bei Eingabe eines planaren Graphen G folgenden Ablauf:

Ist die Knotenmenge von G zuldssig mit 2 Farben farbbar, so wird diese Fiarbung
ausgegeben. Andernfalls ermittelt A eine zuldssige Farbung der Knotenmenge mit
hochstens 6 Farben.

Dann gilt:

Im ersten Fall ist m"(G) =2 =m(G,A(G)) und daher

m’(G)—m(G,A(G))|=0 und
m(G,A(G))/m*(G) =1. Im zweiten Fall ist m"(G)>3 und m(G,A(G))=6, also

m (G)— m(G,A(G))‘ =m(G,A(G))-m’(G) <3 und m(G,A(G))/m*(G) <2.
/1

Ist IT ein Optimierungsproblem, dessen zugehdriges Entscheidungsproblem NP-vollstindig
ist, so sucht man natiirlich nach absoluten Approximationsalgorithmen fiir I1, die polyno-
mielle Laufzeit aufweisen und fiir die der Wert D(x,A(X)) moglichst klein ist. Das folgende

Beispiel zeigt jedoch, dass unter der Voraussetzung P # NP nicht jedes derartige Problem ab-
solut approximierbar ist. Dazu werde der folgende Spezialfall des 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblems betrachtet:

Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem

Instanz: 1. I =(AM)
A={a,,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M € N die ,,Rucksack-
kapazitit”. Jedes Objekt a,, i=1,....n, hat die Form a, = (Wi, pi); hierbei
bezeichnet W, e N das Gewicht und p, e N den Wert (Profit) des Objekts a,

X; = 0 oder X; =1ﬁjri=1,...,nundZXi W, SM}

i=1

2. SOL(|)={(x1,..., X,)

3 m(1,(X,,.... X, ) = Zn:xi -p, fiir (x,,..., X, )€ SOL(I)

4, goal = max
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Lésung: Eine Folge X,, ..., X, von Zahlen mit

(1) X =0oderx; =1fiiri=1,..,n

2 DX -w<M

(3) m(l,(xf s eeer Xp ))zZXI -p; ist maximal unter allen mdoglichen Auswahlen
i=1

X5 - X, » die (1) und (2) erfiillen.

Das zugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstindig, so dass dieses Optimierungsprob-
lem unter der Voraussetzung P # NP keinen polynomiell zeitbeschrankten Losungsalgorith-
mus (der eine optimale Losung ermittelt) besitzt. Es gilt sogar:

Satz 6.1-3:
Es sei k>0 eine vorgegebene Konstante. Unter der Voraussetzung P = NP gibt es
keinen polynomiell zeitbeschrinkten Approximationsalgorithmus A fiir das ganzzahlige
0/1-Rucksack-Maximierungsproblem, der bei Eingabe einer Instanz | =(A,M) eine

zuldssige Losung A(1) e SOL(Il) berechnet, fiir deren absoluter Fehler
D(LA() =[m" (1 -m(LA()| <k gilt

Bei P = NP ist also PO « ABS « NPO.

Beweis:
Die verwendete Beweistechnik ist auch auf andere Probleme tlibertragbar.

Es wird angenommen, dass es (bei Vorgabe der Konstanten K) einen derartigen polynomiell
zeitbeschrankten Approximationsalgorithmus A gibt und zeigt dann, dass dieser (mit einer
einfachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, in polynomieller Zeit eine optimale
Losung fiir das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem zu ermitteln. Damit kann
man dann das zu diesem Problem gehdrende Entscheidungsproblem in polynomieller Zeit 16-
sen. Da dieses NP-vollstandig ist, folgt P = NP (vgl. Satz 5.4-4).

Bei Annahme der Existenz von A kann ein Algorithmus A definiert werden, der folgenden-
dermaf3en arbeitet:

Aus einer Eingabe einer Instanz | = (A,M) mit A={(w,p,),....(w,, p,) } fiir das ganzzahli-

ge 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem erzeugt A eine Instanz 1 =(A,M) mit

A= {(w,(k+1)-p,)s... (W,,(k+1)- p,) } (es werden dabei also lediglich alle Profite p; durch
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(k + 1)‘ p, ersetzt). Diese neue Instanz I=( AM ) wird in A eingegeben. A ermittelt eine ap-

proximative Losung A(I ) (Xl, ) mit anxi ‘W, <M und

Im*(()-m(T. A7) =

A gibt die von A bei Eingabe von I ermittelte Losung A(l)= A(IN): (X,, ..., X, ) mit (dem

( ) Zn:X, k +1 <k (Ungleichung (*)).

i=1

Wert der Zielfunktion) m(l,/&(l)):%p}(l» aus. Es ist A(l)eSOL(l). Es gilt sogar

m(l ,A(I )): m’(1), dh. A liefert in polynomieller Zeit (da A in polynomieller Zeit arbeitet)

eine optimale Losung fiir die Eingabeinstanz I:

Da m*(IN) ein Vielfaches von k +1 ist, denn jeder Profit in I ist ein Vielfaches von k +1,

kann man den Faktor k +1 auf der linken Seite des <-Zeichens in der Ungleichung (*) aus-
klammern und erhilt

m*(()-m(TA[)] = m"(7)- Zx (k+1)-p,|=(k+1)-R<k

mit einer natiirlichen Zahl R. Diese Ungleichung ist nur mit R =0 moglich, so dass
‘m*(IN)— m(IN,A(IN)] =0 folgt, d.h. A(IN) ist eine optimale Losung fiir 1 .

Jede zuldssige Losung fiir 1 ist auch eine zuldssige Losung fiir I, jedoch mit dem (k +1)-
fachen Profit. Umgekehrt ist jede zuldssige Losung fiir | eine zuldssige Losung fir 1 . Damit
folgt die Optimalitit von A(1) (dazu ist m(1,A(1))=m(1,y) fiir jedes y SOL(I) zu zei-
gen):

m(1,A(1))= m(z’fl(r)t 'Eg) > mk('lly) —m(1,y) fir jedes y e SOL(I).

I

6.2 Relativ approximierbare Probleme

Die Forderung nach der Garantie der Einhaltung eines absoluten Fehlers ist also hdufig zu
stark. Es bietet sich daher an, einen Approximationsalgorithmus nach seiner relativen Appro-
ximationsgiite zu beurteilen.

Es sei ein I1 wieder ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus fiir IT,
der eine zuldssige Losung A(X) ermittelt. Ist X € £, eine Instanz von IT, so gilt trivialerwei-
se m(x,A(x))<m;,(x) bei einem Maximierungsproblem bzw. m;,(x)<m(x,A(x)) bei einem

Minimierungsproblem.
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Die relative Approximationsgiite R, (x) von A bei Eingabe einer Instanz X € X}, wird defi-

niert durch

RA(X) = mmn—(x) bei einem Maximierungsproblem

(x.A(X))
bzw.
RA(X)= m(x,—A(\)E;()) bei einem Minimierungsproblem.
I

Bemerkung: Um nicht zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem in der Definiti-
on unterscheiden zu miissen, kann man die relative Approximationsgiite von A

bei Eingabe einer Instanz X € ¥}, auch durch

_ m;(x)  m(xAX)
RA(X)_max{m(x,Au))’ m, (x) }

definieren.

Es sei r>1. Der Approximationsalgorithmus A fiir das Optimierungsproblem I1 aus NPO
heiBt r-approximativer Algorithmus, wenn R, (x) <r fiir jede Instanz x e £, gilt.

Bemerkung: Es sei A ein Approximationsalgorithmus fiir das Minimierungsproblem IT,
und es gelte m(x,A(x))<r-m;,(x)+k fiir alle Instanzen X € X}, (mit Konstan-

ten r und k). Dann ist A lediglich (r+Kk)-approximativ und nicht etwa r-
approximativ, jedoch asymptotisch r-approximativ (siche Kapitel 6.3).

Die Klasse APX besteht aus denjenigen Optimierungsproblemen aus NPO, fiir die es einen r-
approximativen Algorithmus fiir ein r>1 gibt.

Offensichtlich ist APX < NPO.

Die relative Approximationsgiite liefert eine Abschitzung des Werts einer approximativen
Losung im Vergleich zum Optimum, die unmittelbar aus der Definition folgt:



6.2 Relativ approximierbare Probleme 259

Satz 6.2-1:
Fiir die relative Approximationsgiite R, (X) eines Approximationsalgorithmus A bei

Eingabe einer Instanz x € X}, gilt:
(1) 1<R,(X).Jedichter R,(X) bei 1 liegt, um so besser ist die Approximation.

(i1) Ist IT ein Maximierungsproblem, so bedeutet die Aussage ,,R,(X) <r*“ mit einer
Konstanten r > 1 fiir alle Instanzen X € X,;:
%-mg(x)s m(x,A(X))<m;(x) und m(x,A(x))<m;(x)<r-m(x,A(x)), insbe-

sondere
%QA(X) -my ()< m(x, A(x)) < m;(x) und m(x, A(x)) < m’,(x) < R,y (x)-m(x, A(X)).

(111) Ist IT ein Minimierungsproblem, so bedeutet die Aussage ,,R,(X) <r‘ mit einer
Konstanten ¢ >1 fiir alle Instanzen X € X;:
my, () <mx AGO)<r-my (x) und - V-m(x, A)) < m (x) < m(x, A(X)), - insbe-
sondere
my, (x) < m(x, A(x)) < R, (x)-m;;(x) und %A(X)-m(x,A(x))s my, (x) < m(x, A(x)).

Das folgende Optimierungsproblem liegt in APX:
Binpacking-Minimierungsproblem:

Instanz: 1. |=[a,,..,a,]

a,...,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0 < a, <1 firi=1,..,n
[B1 yees By ]ist eine Partition (disjunkte Zerlegung)
von Imit > & <Ifir j=1,...k ,

2. SOL(I)—{[BI,..., B, |

in einer zuldssigen Losung werden die Objekte so auf k ,,Behalter” der Hohe 1
verteilt, dass kein Behilter ,,iiberlauft.
3. Fir [B,,...,B,|eSOL(1) ist m(I,[B,,...,B,])=k, d.h. als Zielfunktion wird die

Anzahl der benétigten Behélter definiert
4. goal = min

Losung: Eine Partition der Objekte in moglichst wenige Teile B,,..., B . und (implizit) die

Anzahl k* der benétigten Teile.
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In Kapitel 5.3 wird das Binpacking-Entscheidungsproblem beschrieben. Dort sind die Objekte
natiirliche Zahlen; die BehéltergroBe b ist eine natiirliche Zahl, die eventuell groBer als 1 ist.
Normiert man dort die Objekte und die Behaltergro3e durch Division durch b, so erhélt man
die hier vorliegende Formulierung des Binpacking-Problems. Sind umgekehrt die Objekte ra-
tionale Zahlen der Form & = p;/q, firi =1, ..., n, so kann man das Binpacking-Problem

durch Wahl der BehiltergroBe b = kgV(q,, ..., 0, ) und die Normierung a, -b auf die Formulie-
rung in Kapitel 5.3 bringen.

Das Binpacking-Minimierungsproblem ist eines der am besten untersuchten Minimierungs-
probleme einschlieBlich der Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Objekte. Das zuge-
horige Entscheidungsproblem ist NP-vollstindig, so dass unter der Voraussetzung P = NP
kein polynomiell zeitbeschrinkter Optimierungsalgorithmus erwartet werden kann.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus approximiert eine optimale Losung:

Nextfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: | = [al, s an],
a,..,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0 < a, <1 firi=1,..,n

Verfahren: B, :=a,;

Sind a,, ..., a; bereits in die Behalter B,,..., B i gelegt worden, ohne dass einer
dieser Behiilter iiberlduft, so lege a;,, nach B, (in den Behilter mit dem hochs-

ten Index), falls dadurch B; nicht iiberléuft, d.h. Za Y <1 gilt; andernfalls

lege a;,, in einen neuen (bisher leeren) Behélter B, .

Ausgabe: NF(1) = die benétigten nichtleeren Behalter [Bl, ey By ]

Satz 6.2-2:
Ist Iz[al,...,an] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

Ry (1) <2, d.h. der Nextfit-Algorithmus ist 2-approximativ (m(I,NF(1))<2-m"(l)).
Das Binpacking -Minimierungsproblem liegt in APX.
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Beweis:

Interessanterweise kann man die Aussage m(I,NF(I ))S 2-m’(l) machen, ohne m"(1) oder

m(l , NF(I)) zu kennen. Dazu wird m’ (1) abgeschitzt:

Fiir eine Instanz | habe der Nextfit-Algorithmus k Behélter ermittelt, d.h. m(I,NF(I)): k.
Die Fiillhéhe im j-ten Behilter sei u; fiir j = 1, ..., k. Das erste Element, das der Nextfit-

Algorithmus in den Behilter B; gelegt hat, sei b; .
Man betrachte die beiden Behélter B; und B, (fiir 1< j<k): Da b, nicht mehr in den

Behilter B; passte, gilt 1-u; <b; <u;,, und damit u; +Uu;,, >1. Summiert man diese k-1

j+l1
Ungleichungen auf, so erhdlt man
(U, +uy)+(uy +uy)+ ..+ (U, +U, )=U, +2U, +...+2U,_, +U, >k-1.

Auf beide Seiten werden die Fiillhohen des ersten und letzten Behilters addiert, und man er-

Kk
halt 2- ZU ; >k—1+u, +u,. Die Summe der Fiillhdhen in den Behéltern ist gleich der Sum-
j=1

me der Objekte, die gepackt wurden. Damit folgt
k n n n
k<2 u;+1-(u +u)=2->a+1-(u +u,)<2-> a+1 und k<2-) a; .
i=1 i=1

j=1 i=1

Trivialerweise gilt m"(1)> Zai (hier gilt ,,=*, wenn in einer optimalen Packung alle Behél-
i=1
ter bis zur maximalen Fiillhohe 1 aufgefiillt werden). Damit ergibt sich schlieBlich
Ry (D =k/m"(1)<2.
/1

Die Grenze 2 im Nextfit-Algorithmus ist asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |, fiir die
Rye (1) beliebig dicht an 2 herankommt. Dazu betrachte man etwa eine Eingabeinstanz | mit

n=2m vielen Objekten, wobei m eine gerade Zahl ist: | = [al, s aZm]. Die Werte a; seien

1/2-1/3m  fiir ungeradesii

. Mit dieser Instanz gilt m(I,NF(l))=m
1/m fiir gerades i 8 ( ™)

definiert durch a, :{

m

und m*(1)=m/2+1, so dass Ry (1)=2-
(hH=m/ ne(1) 0

folgt, und dieser Wert kann fiir gro3e m be-

liebig dicht an 2 herangehen.

Es gilt sogar eine genauere Abschitzung der relativen Approximationsgiite, falls die GréB3e al-
ler Objekte beschrinkt ist: Mit a, =max{a, |i=1,...,n} ist
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(1+a,,/(1-a,,))-m(l) fallso<a, <1/2

m(|,NF(I))£{2.m*(|) falls1/2<a_, <1

Zu beachten ist, dass der Nextfit-Algorithmus ein online-Algorithmus ist, d.h. die Objekte der
Reihenfolge nach inspiziert, und sofort eine Entscheidung trifft, in welchen Behilter ein Ob-
jekt zu legen ist, ohne alle Objekte gesehen zu haben. Die Laufzeit des Nextfit-Algorithmus
bei einer Eingabeinstanz der Grofle n liegt in O(n).

Eine asymptotische Verbesserung der Approximation liefert der Firstfit-Algorithmus, der e-
benfalls ein online-Algorithmus ist und bei geeigneter Implementierung ein Laufzeitverhalten

der Ordnung O(n-log(n)) hat:

Firstfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: | = [al, e an],
a,..,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0<a, <1 firi=1, ..., n

Verfahren: B, :=a,;

Sind a,, ..., a; bereits in die Behélter B,,..., B i gelegt worden, ohne dass einer
dieser Behdlter tiberlduft, so lege a;,, in den Behilter unter B,,..., B; mit dem
kleinsten Index, in den das Objekt a,,, noch passt, ohne dass er liberlduft. Falls
es einen derartigen Behélter unter B,,..., B; nicht gibt, lege a,,, in einen neuen

(bisher leeren) Behalter B ;.

Ausgabe: FF(1) = die bendtigten nichtleeren Behélter [B1 y-ees By ]

Satz 6.2-3:
Ist I:[al. a] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

9 eeey A

m(I,FF(1))<1L,7-m"(1)+2.

Der Beweis verwendet eine ,,Gewichtung* der Objekte der Eingabeinstanz. Wegen der Linge
des Beweises muss auf die Literatur verwiesen werden.



6.2 Relativ approximierbare Probleme 263

Die Grenze 1,7 im Firstfit-Algorithmus ist ebenfalls asymptotisch optimal: es gibt Instanzen |
mit beliebig groBem Wert m (1), fiir die m(I,FF(I))21,7-(m*(I)—1) gilt. Daher kommt
Rer (1) asymptotisch beliebig dicht an 1,7 heran.

Zu beachten ist weiterhin, dass der Firstfit-Algorithmus kein 1,7-approximativer Algorithmus
ist, sondern nur asymptotisch 1,7-approximativ (siche Kapitel 6.3) ist.

Eine weitere asymptotische Verbesserung erhilt man, indem man die Objekte vor der Auftei-
lung auf Behilter nach absteigender Grofle sortiert. Die entstehenden Approximationsalgo-
rithmen sind dann jedoch offline-Algorithmen, da zunichst alle Objekte vor der Aufteilung
bekannt sein miissen.

FirstfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[al,.. a ],

s Ap

a,..,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0<a, <1 firi=1, .., n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,,...,a, nach absteigender GroBe. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,,...,a,,d.h.esgilt a, >... >a,.
B, :=a,;
Sind a,, ..., a; bereits in die Behélter B,,..., B i gelegt worden, ohne dass einer
dieser Behdlter tiberlduft, so lege a;,, in den Behilter unter B,,..., B; mit dem

kleinsten Index, in den das Objekt a.,, noch passt, ohne dass er iiberlauft. Falls

i+l
es einen derartigen Behélter unter B,,..., B; nicht gibt, lege a,,, in einen neuen

(bisher leeren) Behalter B ;.

Ausgabe: FFD(l) = die bendtigten nichtleeren Behélter [Bl, veey By ]

Satz 6.2-4:
Ist Iz[al,.. a] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

s Ap

m(I,FFD(1))<1,5-m"(1)+1.
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Beweis:

Die Objekte der Eingabeinstanz | =[a,,...,a,] seien nach absteigender GroBe sortiert, d.h.

a, =...2 4, . Sie werden in vier Groflenordnungen eingeteilt. Dazu wird

A
B
C

(a
(a
(a

: |ai el und g >2/3},
|a elund2/3>a >1/2},
|a elund1/2>4a, >1/3} und

D :{ai | a, €lund1/3>a, >0} gesetzt.

Der FirstfitDecreasing-Algorithmus habe eine Packung mit k Behéltern ermittelt, d.h.
m(l,FFD(1))=k . Die Fiillhshe des j-ten Behilters B, sei u; .

1. Fall:

2. Fall:

Es gibt mindestens einen Behilter, der nur Objekte aus D enthalt.

Dann sind alle anderen Behilter, bis eventuell auf den Behilter B, zu mindestens

2/3 gefiillt. Es gilt dann

n k-1 k-1
D, =Y u;+u, >» 2/3=2/3-(k—1) und folglich
i1 i1 i1

m(I,FFD(I))=k33/2-Zn:ai +1<3/2-m"(1)+1.

i=1

Kein Behilter enthélt nur Objekte aus D.
Es sei | =1\D. Alle Objekte in I haben eine GroBe von mehr als 1/3. Dann gilt

FFD(IN): FFD(1), da die Objekte in D noch auf die iibrigen Behilter verteilt werden
konnen und erst dann verteilt werden, wenn alle Objekte in A, B und C verteilt sind.
Es gilt sogar m(T,FFD(T))= m*(T), d.h. der FirstfitDecreasing-Algorithmus liefert
bei Eingabe von | eine optimale Packung:
Dazu wird das Aussehen einer optimalen Packung von 1 betrachtet:

Es gibt t, Behiltern, die nur ein einziges Objekt aus A enthalten. Objekte aus B

oder C passen dort nicht mehr hinein.

Kein Behélter enthilt 3 oder mehr Objekte.

Es gibt t Behilter mit 2 Objekten, davon jeweils hochstens eines aus B, eventuell
beide aus C. Die Anzahl der Behélter mit 2 Objekten, von denen eines aus B und
eines aus C kommt, sei t,.; die Anzahl der Behilter mit 2 Objekten, von denen

beide aus C kommt, sei ...
Es gibt t; Behilter, die nur ein Objekt aus B enthalten.
Es gibt t. Behilter, die nur ein Objekt aus C enthalten; t. <1.

m*(T)ZtA 15+t +tg +1t. und |(:|:tBC +2-t +ig .
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Bei der Abarbeitung von 1" durch den FirstfitDecreasing-Algorithmus werden zuerst
die Objekte aus AU B gepackt; dazu werden t, +t;. +t; Behdlter benotigt. Das ers-

te Objekt c e C kommt in den Behilter, der ein Objekt aus B enthélt, und zwar das
grofite Objekt b e B mit b+c¢ <1. Ein Objekt aus C kommt erst dann in einen neuen
Behilter oder in einen Behdlter, der bereits ein Element aus C enthilt, wenn es kei-
nen Behdlter gibt, der genau ein Element aus B enthdlt und zu dem man es legen
konnte. Daher kommen auch t;. Objekte aus C in Behilter mit einem Element aus

B. Fiir die tibrigen Objekte aus C bendtigt der FirstfitDecreasing-Algorithmus noch
2-t.. +t. Behailter. Insgesamt ergibt sich

m(T,FFD(T))=t, +tye +tec +t, +t =m"(T).
Damit ergibt sich m’(1)<m(1,FFD(1))=m(,FFD(T))=m"(I)<m"(1); die letzte
Ungleichung folgt aus der Inklusion I < I . Das bedeutet m(1,FFD(1))=m"(l).

/"

Auch der FirstfitDecreasing-Algorithmus kein 1,5-approximativer Algorithmus, sondern nur
asymptotisch 1,5-approximativ (siche Kapitel 6.3).

Eine genauere Analyse des FirstfitDecreasing-Algorithmus zeigt, dass die in Satz 6.2-4 ange-
gebene Schranke 1,5 verbessert werden kann. Es lédsst sich zeigen, dass fiir jede Instanz
| = [al yeees an] des Binpacking-Minimierungsproblems die Abschétzung

m(l , FFD(I))S 11/9-m"(1)+4 gilt. Das folgende Beispiel zeigt, dass die 11/9-Grenze nicht
verbessert werden kann: Man betrachte die Instanz I, die aus n =35m vielen Objekten besteht,
und zwar m Objekte der GroBe 1/2+6 mit 0< S <1/40, m Objekte der GroBe 1/4+25, m

Objekte der GroBe 1/4+ 6 und 2m Objekte der GroBe 1/4—26 . Die Objekte dieser Instanz
sind nach absteigender GroBe sortiert. Es ist m”(1)=3m/2 und m(I,FFD(1))=11m/6, also
m(I,FFD(1))=11/9-m"(1).

BestfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: I :[al,...,an],

a,..,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0 < a, <1 firi=1, .., n

Verfahren:  Sortiere die Objekte a,,...,a, nach absteigender Grofle. Die Objekte erhalten
im folgenden wieder die Benennung a,,...,a,,dh.esgilt a, >... 2a,.

B, :=a,;
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Sind a,, ..., a; bereits in die Behélter B,,..., B i gelegt worden, ohne dass einer
dieser Behilter iiberlduft, so lege a;,, in den Behilter unter B, ..., B;, der den
kleinsten freien Platz aufweist. Falls a,,, in keinen der Behilter B,...,B.

J

passt, lege a;,, in einen neuen (bisher leeren) Behélter B, ;.

Ausgabe: BFD(1) = die bendtigten nichtleeren Behilter [B,, ..., B, |.

Satz 6.2-5:
Ist I:[al,... a] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

>N

m(I,BFD(I))sl%-m*(I)+4.

Auch der BestfitDecreasing-Algorithmus nur asymptotisch 11/9 -approximativ (siche Kapitel
6.3). Das obige Beispiel zeigt, dass auch fiir diesen Algorithmus die 11/9 -Grenze nicht ver-

bessert werden kann.

Die folgende Zusammenstellung zeigt noch einmal die mit den verschiedenen Approximati-
onsalgorithmen fiir das Binpacking-Problem zu erzielenden Approximationsgiiten. In der letz-
ten Zeile ist dabei ein Algorithmus erwdhnt, der in einem gewissen Sinne (siehe Satz 6.2-10)
unter allen approximativen Algorithmen mit polynomieller Laufzeit eine optimale relative
Approximationsgiite erzielt. Zu beachten ist ferner, dass im Sinne der Definition die Algo-
rithmen Firstfit, FirstfitDecreasing und BestfitDecreasing nicht r-approximativ (mit r = 1,7
bzw. r = 1,5 bzw. r = 1,22), sondern nur asymptotisch r-approximativ sind.

Approximationsalgorithmus Approximationsgiite
Nextfit 1 1- m°(1) fall <1/2
m(I,NF(I))S ( +a*max/( amax)) m ( ) a SO<aITlaX /
2-m(l) fallsl/2<a,_, <1

Firstfit m(I,FF(1))<1,7-m"(1)+2

FirstfitDecreasing m(I,FFD(I )) <1,5-m"(1)+1 (Satz 6.2-4)

BestFitDecreasing m(1,BFD(1))< 1%-m*(l)+4

(
(
m(I,FFD(I))gl%-m*(I)+4; 11/9=1,222
(
(

Simchi-Levi, 1994 m(1,SL(1))<1,5-m"(I)
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In Satz 6.1-3 wird gezeigt, dass das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem unter der Annahme
P# NP nicht absolut approximierbar ist. Es gibt jedoch fiir dieses Problem einen 2-
approximativen Algorithmus:

Das 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

Instanz: 1. | =(AM)
A={a,,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M eR_, die ,,Rucksackka-
pazitit“. Jedes Objekt a,, i=1,..,n, hat die Form a, =(w,,p;); hierbei be-
zeichnet w, e R_, das Gewichtund p; € R_, den Wert (Profit) des Objekts a;
2. SOL(I)={(X1,..., X, )| X, =0oder x, =1firi=1,..., nundZ:Xi W, < M}; man
i=1
beachte, dass hier nur Werte X; =0oder X; =1 zuldssig sind

3 m(l,(xl,...,xn)):ixi -p, fiir (x,,..., X, )€ SOL(I)

i=1

4. goal = max

Losung: Eine Folge X;,..., X, von Zahlen mit

(1) X, =0oder x; =1fiiri=1,...,n

() Zn:x, ‘W, <M

(3) m(l,(xl* I X:)):ZX: .p, ist maximal unter allen mdglichen Auswahlen
i=l

X5y X » die (1) und (2) erfiillen.

Der Approximationsalgorithmus RUCK_APP wird hier informell beschrieben:

1.  Bei Eingabe einer Instanz | =(A,M) sortiert man die Objekte nach absteigenden Wer-
ten p,/w; . Die Objekte werden in der durch diese Sortierung bestimmten Reihenfolge
bearbeitet. Ein Objekt a; wird dabei in den Rucksack gelegt, wenn es noch passt; in
diesem Fall wird x; =1 gesetzt. Passt das Objekt a, nicht, dann wird X, =0 gesetzt und
zum néchsten Objekt iibergegangen.

2. Essei p =max{pi i :1,...,n}. Man vergleicht das Ergebnis im Schritt 1 mit der

max

Rucksackfiillung, die man erhilt, wenn man nur das Objekt mit dem Gewinn p__  al-

max
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lein in den Rucksack legt. Man nimmt diejenige Rucksackfiillung, die den groéBeren
Wert der Zielfunktion liefert.
Das Ergebnis des Verfahrens ist eine 0-1-Folge RUCK_APP(1)=(X,..., X, ) mit dem Wert

m(I,RUCK_APP(1)) der Zielfunktion.

Satz 6.2-6:
Fir jede Instanz |=(A,M) des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gilt:
1<m"(1)/m(I,RUCK_APP(1))<2, dh. das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem
liegt in APX.

Beweis:

Es sei a; das erste Objekt, das im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP nicht mehr in den

j1
Rucksack passt. Zu diesem Zeitpunkt hat der Rucksack eine Fiillung W = Zwi <M . Es gilt
i=1

j-1
also w; > M —W . Der bisher entstandene Profit ist p = z p; .
i=1

Es werde eine modifizierte Aufgabenstellung des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems be-
trachtet, in dem die Forderung ,,X; =0oder X, =1 durch ,,0 < x; <1 ersetzt ist. Fiir die so

modifizierte Aufgabenstellung kann im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP das Objekt a;
noch in den Rucksack gelegt werden, jedoch nur mit einem Anteil X; = (M —v_v)/ w; . Der

Rucksack ist dann gefiillt, d.h. im 1. Teil von RUCK_APP wird fiir die modifizierte Aufga-

benstellung X;,, =...= X, =0 gesetzt. Es ldsst sich zeigen, dass jetzt bereits eine optimale Lo-

sung des modifizierten 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gefunden ist, und zwar mit ei-
nem Profit my,,, =P+ ((M - W)/ W; ) p; . Da jede zuldssige Losung des (urspriinglichen) 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblems eine zuldssige Losung des modifizierten 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblems ist, folgt m"(I)< E+((M —V_V)/Wj ) p; <P+p; (die letzte Unglei-

chung ergibt sich aus w; >M —W).
Auferdem gilt p<max{p,p,. }<m(l,RUCK_APP(1))<m’(l).

Es werden zwei Fille unterschieden:

LFall: p;<p
Dann gilt m"(1)<2-p<2-m(l,RUCK_APP(1)).
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2.Fall: p;>p

max

Dann gilt P, > p; >P und m (1)< P+ p; <2- P, <2-m(I,RUCK_APP(I)).

In beiden Fillen folgt die Abschitzung 1<m"(1)/m(1,RUCK_APP(1))<2.
1

272
rithmus RUCK_APP ein, so liefert er das Ergebnis X, =1, X, =0 und X, =0 und den Profit

Gibt man die Instanz | = ((%4‘ 1,%+2), (M Mj, [M,MJ, Mj mit M >4 in den Algo-

m(I,RUCK_APP(1))=M/2+2. Die optimale Losung ist jedoch Ergebnis x; =0, X, =1
und X; =1 mit dem Profit m*(1)=M > M/2+2 . Damit ist
M 2M  2-(M +4)—8_2 8

M/2+2 M+4  M+4 M +4
Bei geniigend groBem M kommt dieser Wert beliebig dicht an 2 heran, so dass die Abschit-

m’(l )/m(l ,RUCK_APP(1))=

zung in Satz 6.2-5 nicht verbessert werden kann.

Der folgende Satz zeigt, dass es unter der Voraussetzung P = NP nicht fiir jedes Optimie-
rungsproblem aus NPO einen relativ approximativen Algorithmus gibt. Dazu sei noch einmal
das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem mit ungerichteten Graphen angegeben:

Das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem

Instanz: 1. G = (V, E,W)
G =(V,E,W) ist ein gewichteter ungerichteter Graph mit der Knotenmenge
V = {Vl, A }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge E cV xV ; die

Funktion w: E — R, gibt jeder Kante e € E ein nichtnegatives Gewicht
2. SOL(G) = {T IT= <(Vil Vi ), (Vi2 Vi, ), - (Vinfl Vi ), (Vin Vi )> ist eine Tour durch G}
3. fir TeSOLG), T={(v,.v, }(vi,.vi b vy v, b (v, v, ). ist die Zielfunktion

definiert durch m(G,T)= nz_llw(vij Vi )+ W(Vin WV, )
i=
4. goal =min

Losung: Eine Tour T" € SOL(G), die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch

G) verursacht, und m(G,T ) )
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Satz 6.2-7:
Ist P# NP, so gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fiir das Handlungsreisen-

den-Minimierungsproblem (mit re R,,).

Ist P= NP, soist APX c NPO.

Beweis:
Die Argumentation folgt der Idee aus dem Beweis von Satz 6.1-3.

Es wird angenommen, dass es bei Vorgabe des Wertes r e R, einen r-approximativen Algo-

rithmus A fiir das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem gibt und zeigt dann, dass dieser
(mit einer einfachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, das Problem des Hamilton-
schen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTETER HAMILTONKREIS,
vgl. Kapitel 5.4) in polynomieller Zeit zu entscheiden. Da dieses NP-vollstindig ist, folgt
P=NP.

Das Problem des Hamiltonschen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTE-
TER HAMILTONKREIS) lautet wie folgt:

Instanz: G,
G = (V,E) ist ein ungerichteter Graph mit V = {v,,...,v, }.

Losung: Entscheidung ,,ja“, falls gilt:
G  besitzt einen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung

(vﬂ(l) B v”(n)) der Knoten mittels einer Permutation © der Knotenindizes, so

dass fir i =1,...,n—1 gilt: (V”(i),vﬁ(m))e E und (V V”(l))e E.

z(n)>

Es sei A ein r-approximativen Algorithmus A fiir das Handlungsreisenden-
Minimierungsproblem, d.h. fiir alle Instanzen | dieses Problems gilt m(I,A(I))S r-m(l).
Man kann r>1 annehmen, denn fiir r =1 ermittelt A bereits eine optimale Lésung. Es wird

ein Algorithmus A fir UNGERICHTETER HAMILTONKREIS konstruiert, der folgenden-
dermaf3en arbeitet:

Bei Eingabe eines ungerichteten Graphen G = (V,E) mit V ={v,,...,v, } konstruiert A einen
vollstdndigen bewerteten ungerichteten Graphen G= (\/ , E) (die Knotenmenge wird beibehal-

ten) mit E = {(Vi WV )‘ V; €V und v, eV} und der Kantenbewertung w: E — R, , die durch
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1 falls(v,v,)eE L , , ,
W(Vi,v j)= definiert ist. Diese Konstruktion erfolgt in polynomieller

nr - sonst
Zeit, da hochsten O(nz) viele Kanten hinzuzufiigen und O(nz) viele Kanten zu bewerten
sind. Alle Bewertungen haben eine Lange der Ordnung O(log(n)). Der Graph G= (\/ ,E)
wird in den Algorithmus A eingegeben und das Ergebnis m(é ,A(G )) mit dem Wert r-n ver-
glichen. A trifft die Entscheidung
AG)- {iiin zi: 222

~

G

~

G

<r-n
>r-n

Falls A ein polynomiell zeitbeschrinkter Algorithmus ist, dann auch A.

Besitzt G einen Hamiltonkreis (mit Lange n), dann ist m*(é )z n, und A(G) =ja,daAeinr-
approximativen Algorithmus A fiir das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem ist und
damit m(G,AG))<r-m'(G)=r-n ist

Besitzt G keinen Hamiltonkreis, dann enthélt jeder Hamiltonkreis in G mindestens eine Kan-
te, die mit r-n bewertet ist (da G ein vollstdndiger Graph ist, enthélt G einen Hamilton-

kreis). Damit ergibt sich m(G,A(G))=m"(G)=n—1+r-n>r-n,dh. AG)=nein.

In beiden Fillen trifft A die korrekte Entscheidung.
/1

Das metrische Handlungsreisenden-Minimierungsproblem liegt jedoch in APX. Dieses
stellt eine zusidtzliche Bedingung an die Gewichtsfunktion einer Eingabeinstanz, ndmlich die
Giiltigkeit der Dreiecksungleichung:

Fiir v, eV, v, €V und v, eV gilt wlv,,v, )< w(v,,v, )+wlv,,v, ).

Auch hierbei ist das zugehorige Entscheidungsproblem NP-vollstindig. Es gibt (unabhéngig
von der Annahme P # NP) im Gegensatz zum (allgemeinen) Handlungsreisenden-Minimie-
rungsproblem fiir dieses Problem einen 1,5-approximativen Algorithmus (siehe Literatur). Es
ist nicht bekannt, ob es einen Approximationsalgorithmus mit einer kleineren relativen Ap-
proximatiosgiite gibt oder ob aus der Existenz eines derartigen Algorithmus bereits P = NP
folgt.

Hat man fiir ein Optimierungsproblem aus APX einen r-approximativen Algorithmus gefun-
den, so stellt sich die Frage, ob dieser noch verbessert werden kann, d.h. ob es einen t-
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approximativen Algorithmus mit 1 <t <r gibt. Der folgende Satz besagt, dass man unter Um-
stainden an Grenzen stoft, dass es ndmlich Optimierungsprobleme in APX gibt, die in poly-
nomieller Zeit nicht beliebig dicht approximiert werden konnen, auller es gilt P = NP..

Satz 6.2-8:
Es sei IT' ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem iiber " und IT aus NPO ein
Minimierungsproblem iiber ". Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funk-
tionen f:X” X und c:X" — N und eine Konstante ¢ >0 mit folgender Eigen-
schatft:
. PR * C(X) fir x LHv
Fiir jedes xeX" ist m (f(x))= i .
c(x)-(1+&) firxel,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fiir IT
mit r<l+¢,auller P=NP.

Beweis:

Angenommen, es gibt einen polynomiell zeitbeschriankten r-approximativen Algorithmus A
fiir IT mit r <1+ ¢ . Dann kann man daraus einen polynomiell zeitbeschriankten Algorithmus

A’ fiir IT" konstruieren, der genau L, erkennt. Das bedeutet P =NP.
Die Arbeitsweise von A’ wird informell beschrieben:

Bei Eingabe von xeX” in A’ werden in polynomieller Zeit die Werte f(x) und c(x) be-
rechnet. Der Wert f(X) wird in den polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algo-
rithmus A fiir TT eingegeben und der Niherungswert m(f (x),A(f(x))) mit c(x)-(1+&) ver-
glichen. A" trifft die Entscheidung
A,(X):{ja fiir m(f (x),A(f (x)))<c(x)-(1+¢) .

nein firm(f(x),A(f(x)))>c(x)-(1+¢)

A’ ist ein polynomiell zeitbeschrankter Entscheidungsalgorithmus. Zu zeigen ist, dass die
von A’ getroffene Entscheidung korrekt ist, d.h. dass A'(x) =ja genau dann gilt, wenn

X el ist.

m(f (), A(f (X))
m’(f (x))
m'(f(x))=c(x). Also ist m(f(x),A(f(x))<m (f(x))-(1+&)=c(x)-(1+¢), und

A'(x) = ja.

Es sei x e L . Da A r-approximativ ist, gilt <r<l+e¢.Wegen Xel, ist
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Es sei X ¢ L. Dann folgt m"(f(x))=c(x)-(1+¢),
m(f (x),A(f(x)))=m"(f(x))=c(x)-(1+¢) und A'(x) =nein.

In beiden Fallen trifft A" die korrekte Entscheidung.
I

Bemerkung: Der Beweis von Satz 6.2-8 zeigt, dass Satz 6.2-8 giiltig bleibt, wenn die dort
formulierte Voraussetzung liber m*(f (X)) ersetzt durch die Voraussetzung
=c(X) firxely

Fiir jedes x e X' ist m™(f (X)) {> c(x)-(1+¢) firxel,
- H'

Ein entsprechender Satz gilt fiir Maximierungsprobleme:

Satz 6.2-9:
Es sei IT" ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem iiber " und IT aus NPO ein
Maximierungsproblem iiber X°. Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funk-
tionen f:X” X und c:X" — N und eine Konstante ¢ >0 mit folgender Eigen-
schaft:

c(X) firxe Ll

c(x)-(1-¢) firxel,

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fiir IT

mit r<1/(1-¢), auBer P=NP.

Fiir jedes x e X' ist m*(f(x)):{

Mit Hilfe dieser Sitze lésst sich zeigen beispielsweise, dass die Grenze r = 1,5 fiir einen r-
approximativen (polynomiell zeitbeschriankten) Algorithmus unter der Annahme P = NP fiir
das Binpacking-Minimierungsproblem optimal ist:

Satz 6.2-10:
Ist P=NP, dann gibt es keinen r-approximativen Algorithmus fiir das Binpacking-

Minimierungsproblem mit r <3/2—¢ fiir £ >0.
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Beweis:

In Satz 6.2-8 ilibernimmt das Binpacking-Minimierungsproblem die Rolle von IT; fir IT
wird das NP-vollstindige Partitionenproblem (siehe Kapitel 5.4) genommen. Es wird definiert
durch

Instanz: I:[al,.. a ],

s Ap

a,,...,a, sind natiirliche Zahlen.

Losung: Entscheidung ,,ja* genau dann, wenn gilt:
Es gibt eine Aufteilung der Menge {a1 yeres an} in zwei disjunkte Teile |, und

I, mit Y a =>a.

a;el, a;el,

Es werden zwei Abbildungen f und ¢ definiert, die den Bedingungen in Satz 6.2-8 geniigen.
Die Abbildung f ordnet jeder Instanz | =[a,,...,a,]| des Partitionenproblems eine Instanz

f (1) des Binpacking-Minimierungsproblems zu.

Die Funktion ¢ mit ¢(1)=2 fiir alle Instanzen | des Partitionenproblems ist trivialerweise in

polynomieller Zeit berechenbar.

] des Partitionenproblems sei BzZai. Es wird

a;el

f(1)=[(2a,)/B,....(2a,)/B] definiert, falls sich dadurch eine Instanz des Binpacking-

Fir eine Instanz I=[a1,...,an

Minimierungsproblems ergibt, d.h. falls (2a, )/ B<1 fir i=1,..,n gilt. Ansonsten wird
f(l) :[1,1,1] gesetzt. In jedem Fall ist f(l) eine Instanz des Binpacking-
Minimierungsproblems. Da dieses in NPO liegt und wegen Satz 2.1-3 ist f(l) in polyno-

mieller Zeit berechenbar.

Ist 1 eL,, d.h. | ist eine ,;ja“-Instanz des Partitionenproblems bzw. es gibt eine Aufteilung

der Menge {a,,...,a,} in zwei disjunkte Teile 1, und I, mit Zai = Zai , dann gilt

Ay
a;el, ajel,

a, <B/2 fiir i=1,...,n, denn sonst konnte man | nicht in zwei gleichgroBe Teile aufteilen.

Daher ist (2a,)/B<1, Y a =Y a =B/2 und ) (2a)/B= > (2a;)/B=1. Zur Packung

a;el, a;el, ajel, ajel,
der Instanz f(1)= [ (2a1 )/ B, ...,(Zan )/ B] des Binpacking-Minimierungsproblems sind genau
2 Behilter erforderlich, d.h. m"(f(1))=2=c(l)..
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Ist | ¢L, und [(2a,)/B,...,(2a,)/B] keine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
d.h. es gibt mindestens ein a, mit (2a,)/B >1, dannist f(1)=[1,1,1] und m"(f(1))=3.

Ist &L, und [(2a,)/B,....(2a, )/ B] eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,
dann ist f(1)=[(2a,)/B,...,(2a,)/B] und m"(f(1))>3.

In beiden Fillen gilt m*(f(I))23:2%:C(|).(1+%)

Aus Satz 6.2-8 zusammen mit der sich dort anschlieBenden Bemerkung folgt, dass es keinen
polynomiell zeitbeschriankten r-approximativen Algorithmus fiir das Binpacking-
Minimierungsproblem mit r <1+1/2=1.5 gibt, auler P=NP.

11

Ein weiteres Beispiel fiir ein ,,interessantes™ Problem in APX ist das
3-SAT-Maximierungsproblem

Instanz: 1. | =(K,V)

K={F,,F,,..,F,} ist eine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Variab-
len aus der Menge V ={X1,..., Xn} gebildet werden und jeweils die Form
F = (yi] VYLV yiB) fir i=1,...,m besitzen. Dabei steht y;, fur eine Boole-
sche Variable (d.h. yi, = X, ) oder fiir eine negierte Boolesche Variable (d.h.
Yi, ==X)

2. SOL(I) = Belegung der Variablen in V mit Wahrheitswerten TRUE oder
FALSE, d.h. SOL(I) ist eine Abbildung f :V — { TRUE, FALSE}

3. Fiir f eSOL(1) ist m(l, f)= Anzahl der Klauseln in K, die durch f erfiillt

werden
goal = max

Belegt man bei Vorgabe einer Instanz | = (K,V) fiir das 3-SAT-Maximierungsproblem alle in
V vorkommenden Variablen mit TRUE und erhélt dabei m; viele erfiillte Klauseln und belegt
anschliefend alle Variablen in V mit FALSE, wobei m, viele Klauseln erfiillt werden, und

nimmt dann diejenige der beiden Belegungen, die mehr Klauseln erfiillt, so gilt

1 . . . .
max{m,,m, } > E-m. Denn wenn unter der Belegung aller Variablen in V mit TRUE eine

Klausel nicht erfiillt wird, hat sie die Form (—|in V=X VX, ) Daher wird diese Klausel bei

der zweiten Belegung der Variablen mit FALSE erfiillt. Es ist also m,>m-m, bzw.
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m, +m, = m. Daher konnen nicht beide Werte m; und m, < %'m sein. Wegen m (1) <m
m() _ m _
m(I1,A(1)) ™ 1/2-m

indem man diejenige der beiden Belegungen nimmt, die mehr Klauseln erfiillt. Daher liegt
das 3-SAT-Maximierungsproblem in APX.

erhilt man also einen Approximationsalgorithmus A mit R,(I) =

2

Man kann sogar zeigen, dass es fiir dieses Problem, wenn es auf Instanzen eingeschrinkt
wird, in denen jede Klausel in den Literalen genau 3 verschiedene Variablen enthélt, einen
8/7 -approximativen polynomiell zeitbeschrankten Algorithmus gibt, und unter der Voraus-

setzung P # NP kein polynomiell zeitbeschrankter Algorithmus eine bessere relative Appro-
ximation liefert.

Der 8/7 -approximativen polynomiell zeitbeschrinkten Algorithmus soll hier informell be-

schrieben werden, weil er eine spezielle Technik, die Derandomisierung eines randomisierten
Algorithmus einsetzt.

Eine Belegung der Variablen X, ..., X, mit Wahrheitswerten TRUE bzw. FALSE werde zufillig
erzeugt, wobei P(x, = TRUE)= P(x, =FALSE)=1/2 fiir i =1,...,n gelte. Diese Belegung in-
duziert eine zufdllige Belegung der drei verschiedenen Literale in der Klausel F; fiir
Jj=1..,m. Von den 8 mdglichen Belegungen der Literale in F; mit Wahrheitswerten, ergibt

genau eine Belegung den Wahrheitswert FALSE, die 7 {ibrigen den Wert TRUE. Das bedeutet
P(Fj hat den Wahrheitswert TRUE) =7/8.

Die Zufallsvariable X j fiir j=1,...,m werde definiert durch

1 F; hatden Wert TRUE unter einer zufélligen Belegung der Literale
70 F ; hat den Wert FALSE unter einer zufdlligen Belegung der Literale .

Weiterhin sei X = X, +...+ X,.
Dann ist E|X, |=P(X, = TRUE)=7/8 und E[X]=7/8-m. Mit m’(1) <m ergibt sich fiir die

Approximationsgiite einer zufilligen Belegung der Variablen mit Wahrheitswerten ein Wert
<8/7.

Aus dieser Uberlegung heraus lisst sich ein Algorithmus entwerfen, der nacheinander alle
Variablen X, ..., X, in dieser aufsteigenden Reihenfolge mit Wahrheitswerten belegt.

Es gilt
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E[X]= P(x =TRUE)-E[X | x, = TRUE]+ P(x, = FALSE)-E[X | x, = FALSE]
=1/2-(E[X | x, = TRUE]+E[X | x, = FALSE])

- 1/2-[Zm: E[X,| x = TRUE]+ S E[X, | x, = FALSE]] .
i1 i1

Die Werte E[X, | x, = TRUE] und E[X, | x, = FALSE] lassen sich leicht ermitteln:

E[X,| % =TRUE]=1, wenn F, durch die Belegung X, = TRUE erfiillt wird;

E[X i | X, = TRUE]z 7/8, wenn F; durch die Belegung X, = TRUE nicht erfiillt wird. Entspre-
chendes gilt fiir E[X | x, = FALSE].

Es liegt daher nahe, X; genau dann mit TRUE zu belegen, wenn

E[X | x =TRUE]= Y E[X, | x, = TRUE]> S E[X, | %, =FALSE] = E[X | x, =FALSE] ist.
j=1 j=1

Den Variablen X, ..., X;_, seien bereits Wahrheitswerte zugewiesen. Dann ist

1 falls die Belegung von X, ..., X; die Klausel F;erfiillt
andernfalls :
{falls kein Literalin F jbishe:r mit einem Wahrheitswert

belegt wurde
falls genau ein Literal in F; den Wahrheitswert FALSE hat

3/4 <und den anderen beiden Literalen noch kein Wahrheitswert

E[X, | .. x =TRUE

> X X ] zugewiesen wurde
falls genau zwei Literalein F; den Wahrheitswert FALSE

1/2  {haben und dem dritten Literal noch kein Wahrheitswert

zugewiesen wurde
{falls alle Literalein F i den Wahrheitswert

FALSE haben

Entsprechende Werte gelten fiir E[X i | Xiseees Xigs X; = FALSE]. Damit lassen sich

E[X | x,,.... X.,, X, = TRUE]= ZE[X | X,, . X1, % = TRUE],

E[X [X,.... X.,, X, =FALSE|= ZE[X | X, X1, X = FALSE] und

E[X |, %0, % ]=1/2-(E [X|x1, 5 Xy % = TRUE]+E[X | X, X, % =FALSE])

ermitteln.

Der folgende Algorithmus A (in Pseudocode) ermittelt eine Belegung der Variablen mit

m () <M __ g und hat eine polynomielle Laufzeit der Ordnung O(n . m).

m(1,A(1)) ™ (7/8-m)
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Approximationsalgorithmus fir das 3-SAT-Maximierungsproblem

Eingabe: I =(K,V)
K= { F.F,... Fm} ist eine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Variablen
aus der Menge V ={X,,..,X,} gebildet werden und jeweils die Form

F = (yi] A% yiz) fir i =1,...,m besitzen. Dabei sind in jeder Klausel in den

Literalen genau 3 verschiedene Variablen.

Verfahren: VAR W, : REAL;

W, : REAL;
i - INTEGER;
BEGIN
FOR 1 := 1 TO n DO
BEGIN

W, = E[X | X,y e X1 X, =FALSE];
W, = E[X | X, X1 X, =TRUE];
IF W, <= W, THEN X, := TRUE
ELSE X, := FALSE;
END;

Ausgabe: Xiseeer Xy«

Abschlieflend soll ein Zusammenhang zwischen den Klassen ABS und APX hergestellt wer-

den:

Satz 6.2-11:
Es sei I1 ein Optimierungsproblem, fiir dessen Zielfunktion my (X, y)Zl mit XX,
und y € SOL,(x) ist. Dann gilt:
Liegt IT in ABS, dann auch in APX.
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Beweis:

Es sei IT in ABS und A ein Approximationsalgorithmus mit ‘m; (X)—my (X,A(X))‘ <k fiir ein

k >0 und jedes x € £}, und jedes y € SOL,(x).
Ist IT ein Maximierungsproblem, dann folgt aus
My, () = My (% AX)) = [y () = my (6 A < K

__ma(x) k
R, (X) = m(x,A(x)) < m(x,A(x))+l <k+I.

Ist TT ein Minimierungsproblem, dann folgt aus

My (X, AG)) = Miy (X) = [ () = My (X, A <K :

- m(xAX)_ kK
R, (X) = m;(x) < m;(x)HS k+1.

In beiden Fillen ist IT in APX.

11

6.3 Polynomiell zeitbeschrankte und asymptotische Approximationsschemata

In vielen praktischen Anwendungen mochte man die relative Approximationsgiite verbessern.
Dabei ist man sogar bereit, langere Laufzeiten der Approximationsalgorithmen in Kauf zu
nehmen, solange sie noch polynomielles Laufzeitverhalten beziiglich der Groe der Eingabe-
instanzen haben. Beziiglich der relativen Approximationsgiite r akzeptiert man eventuell so-
gar ein Laufzeitverhalten, das exponentiell von 1/(r —1) abhingt: Je besser die Approximation
ist, um so groBer ist die Laufzeit. In vielen Fillen kann man so eine optimale Losung beliebig
dicht approximieren, allerdings zum Preis eines dramatischen Anstiegs der Rechenzeit.

Es sei IT ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heiflt polynomiell zeitbe-
schranktes Approximationsschema (polynomial-time approximation scheme) fiir IT, wenn
er fiir jede Eingabeinstanz X von I1 und fiir jede rationale Zahl r > 1 bei Eingabe von (X, r)
eine r-approximative Losung flir X in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von Size(x) ab-

héngt.

Mit PTAS werde die Klasse der Optimierungsprobleme in NPO bezeichnet, fiir die es ein po-
lynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema gibt. Dass diese Klasse nicht leer ist, zeigt
das folgende Beispiel.
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Partitionen-Minimierungsproblem

Instanz: 1. |= [al,...,an]
a,...,a, (,Objekte*) sind natiirliche Zahlen mit @, >0 firi=1, ..., n
2. SOL()={[Y,.Y,] | [¥,.Y, |ist eine Partition (disjunkte Zerlegung) von I }
3. Fir [v,,Y,]esoL(n) ist m(1,[v,,Y,)) = max{}", _ a, P i

4. goal = min

Losung:  Eine Partition der Objekte in zwei Teile [Y,,Y,], so dass sich die Summen der Ob-

jekte in beiden Teilen mdglichst wenig unterscheiden.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus ist ein polynomiell zeitbeschrinktes
Approximationsschema fiir das Partitionen-Minimierungsproblem.

Polynomiell zeitbeschréanktes Approximationsschema fiir das Partitionen-
Minimierungsproblem

Eingabe: | =[a,,...,a,], rationale Zahl r > I,
a,,...,a, (,Objekte”) sind natiirliche Zahlen mit a, >0 firi=1,...,n

Verfahren: VAR Y, : SET OF INTEGER;

Y, - SET OF INTEGER;
k : REAL;
J : INTEGER;
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BEGIN
IFr >=2
THEN BEGIN
Y, {a,...a,};
Y, 1= { } ;
END
ELSE BEGIN
Sortiere die Objekte nach absteigender Grofe; die dabei

entstehende Folge sei (Xl,. X );

k = [@-r)/(r-1)];

{ Phase 1: }

finde eine optimale Partition [Yl,Yz] fiir [Xl, vy Xk];
{ Phase 2: }

FOR j := k+1 TO n DO

IF Zx-elei <= ZX-EYZXi
THEN Y, := Y, Ulx,|
Y, Ul

ELSE Y,

END;
END;

Ausgabe: IY,.Y,].

Satz 6.3-1:
Das Partitionen-Minimierungsproblem liegt in PTAS.

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass der angegebene Algorithmus, der mit A bezeichnet werde, bei Eingabe

einer Instanz | = [al, e an] fiir das Partitionen-Minimierungsproblem und einer rationalen

Zahl r > 1 eine r-approximative Losung fiir | in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von
size(l) abhéngt.

Es werden | = [al,... , an] und r in den angegebenen Algorithmus eingegeben. Die Ausgabe
sei [Y,,Y,]. OB.d.A.sei 3° _a,2> _ a;.Dannist m(ILA(1))=)" _ a.Essei w(l) die
Summe aller Objekte der Eingabeinstanz | : w(l) = Zai , W(Yz) die Summe aller Objekte in

Yo w(Y, )= a.

ey,
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1.Fall: r>2
Dann ist m"(1)>w(1)/2>m(1,A(1))/2, also m(I,A(1))<2-m"(I)<r-m"(1).

2.Fall: 1<r<2
Es sei a,, das letzte zu Y, hinzugefiigte Objekt.

Wurde a, in Phase 1 des Algorithmus in Y, aufgenommen, so ldsst sich
m(l LA ))= m’(1) zeigen. Es wird daher angenommen, dass a, in Phase 2 des Algo-
rithmus in Y, aufgenommen wurde. Es folgt nacheinander:

m(1,A())-a, <w(Y,),

2-m(1L,A(I)-a, <w(Y,)+m(I,A(l))=w(l) und

m(I,A(1))-w(1)/2<a,/2.

AuBerdem gilt wegen der Sortierung der Objekte a, <a; fir j=1,..,k. Diese Un-
gleichungen werden auf a, aufsummiert zu dem Ergebnis:

k
(k+1)-a,=a, +k-a, <> a;+a, <w(l),also a, <w(l)/(k+1).
i1

Es gilt m(1,A(1))>w(1)/2>w(Y,)/2 und m"(1)>w(1)/2.
Insgesamt ergibt sich:

m(I,A(I))<m(I,A(I))<ah/2+W(I)/2:1+ a 1
m'(h) w2 T w(l))2 w(l)  k+1~

die letzte Ungleichung folgt aus der Wahl von k, namlich k =[(2-r)/(r-1)]:
k>(2-r)/(r-1), dh. k+1>Q2-r+r=1)/(r=1)=1/(r-1).

r;

Die Anzahl an Zeichen, um die Eingabeinstanz darzustellen, die Problemgrofe size(l), ist
durch 2-n-[log(A+1)] mit A=max{a,|i=1,...,n} beschrinkt.

Mit k(r)=[(2-r)/(r—1)] ist das Laufzeitverhalten von der Ordnung O(n -log(n)+n*® ) Der

erste Term gibt die Laufzeit zum Sortieren der Objekte der Eingabeinstanz an, der zweite
Term die Laufzeit zur Ermittlung einer optimalen Losung fiir die ersten k Elemente in Phase
1. Die Laufzeit fir Phase 2 ist von der Ordnung O(size(l)). Da
k() =[@2-r)/(r=1)]<(2-r)/(r=1)+1=1/r -1 ist, d.h. k(r)eO(1/(r 1)), ist das Laufzeit-
verhalten bei festem r polynomiell in der GroBe der Eingabeinstanz, jedoch exponentiell in
O(size(1)) und 1/(r -1).

I
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Offensichtlich ist PTASc APX. In Satz 6.2-10 wird gezeigt, dass es unter der Annahme
P # NP keinen r-approximativen Algorithmus fiir das Binpacking-Minimierungsproblem mit
r<3/2—¢ fiir &£>0 gibt. Daraus folgt:

Satz 6.3-2:
Ist P# NP, so gilt PTAS < APX < NPO.

Es gibt in PTAS Optimierungsprobleme, die ein polynomiell zeitbeschrinktes Approximati-
onsschema A zulassen, das bei Eingabe einer Instanz X und einer rationalen Zahl r > 1 eine r-
approximative Losung fiir X in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von size(x) und 1/ (r - 1)

abhédngt. Einen derartigen Algorithmus nennt man voll polynomiell zeitbeschranktes Ap-
proximationsschema (fully polynomial-time approximation scheme). Die Optimierungsprob-
leme aus NPO, die einen derartigen Algorithmus zulassen, bilden die Klasse FPTAS. Zu be-

achten ist hier, dass die Laufzeit polynomiell abhéngig von 1/ (r — 1) und nicht von der erfor-
derlichen Anzahl an Bits zur Darstellung von r, d.h. von log(l/ (r —1)), ist, da dieses eine zu

strenge Einschrankung der Klasse FPTAS zur Folge hitte.

Der folgende Satz zeigt, dass das ganzzahlige 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsprob-
lem in FPTAS liegt. Daher ist die Klasse FPTAS nicht leer. Dazu muss ein voll polynomiell
zeitbeschranktes Approximationsschema fiir dieses Problem angegeben werden.

Voll polynomiell zeitbeschranktes Approximationsschema fiir das ganzzahlige 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblem

Eingabe: | =(A,M), rationale Zahl r > 1
A={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M € N_, die ,,Rucksack-
kapazitit“. Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a, = (Wi , pi); hierbei be-
zeichnet W, e N_, das Gewicht und p; € N_, den Wert (Profit) des Objekts a; .
Essei p,, = max{ Pys-es Py }: P -
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Verfahren: VAR k : REAL;

BEGIN
k == L(r_l)'pmax/nj;
FOR i = 1 TO n DO

= | %

berechne eine optimale Rucksackfiillung fiir die Eingabeinstanz
I'=(A,M) mit A'={a/,..,a } und a =(w,p;) fiir i=1,...,n; die zuge-
hérige Entscheidungsfolge sei (Xl’*, s Xr']*) ;
END;
IF > X" p; = ppa THEN Ausgabe (x*,...x") und > X
i=1 i=1
ELSE Ausgabe (0,...,0,1,0,...,0 ) und p,, .

1 an Position iyay

Satz 6.3-3:
Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem liegt in FPTAS.

Beweis:

Zu zeigen ist, dass der obige Algorithmus A ein voll polynomiell zeitbeschrinktes Approxi-
mationsschema fiir das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem ist, d.h. bei Eingabe

von | und r polynomiell laufzeitbeschrinkt in size(l) und 1/(!’—1) ist und dass

Ru(1) =Tl

= m <r gilt.

Die Folge (X’* X’*) ist eine optimale Entscheidungsfolge fiir 1'=(A,M) mit

1 925 N\p

A={a,..a} und a=(w,p) fir i=L..n, dh mﬁ(l’):ix;*.{%J und

i=1

yres X:) eine optimale Entscheidungsfolge fiir die Ausgangsinstanz | =(A,M), d.h.

m;, ()= anxl* -p, und anxl* -W, <M . Die letzte Ungleichung zeigt, dass (Xl* i X:) eine zu-

i=1 i=1

lassige Losung auch fiir die Instanz 1" = (A’,M) ist. Daher ist

mn(l')zgx{{%ngx,t%J
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=% (g —K)=mi()—k- Y% > mi (D —k-n |
i i=l
also m;, (1) <m(l,A(l))+k-n . Daraus folgt

RA(l) = < <
8 m(l ’A(I )) m(l ’A(I )) pmax pmax
<1+ ((r_l) pmax/n)'n =r .
pmax
Die Ermittlung einer optimalen Rucksackfiillung fiir die Eingabeinstanz |'=(A’,M) mit

A={a,..,a }und a =(w,p/) fir i=1,..,n kann beispielsweise mit Hilfe eines Algorith-

mus erfolgen, der nach dem Prinzip der Dynamischen Programmierung arbeitet!?:

Bestimmung einer optimalen Lésung fir das ganzzahlige 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblem

Eingabe: I'=(A,M)
A ={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M € N, die ,,Rucksack-
kapazitdt“. Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a' = (Wi, p; ); hierbei be-
zeichnet w, € N_; das Gewicht und p/ € N_, den Wert (Profit) des Objekts &, .

Verfahren:  Fir j=1,..,n und y <M bezeichne f;(y) den Wert der Zielfunktion einer
optimalen Losung fiir die Eingabeinstanz (A}, y) mit A] = {al' o & }‘; die zu-
gehorige  Entscheidungsfolge  sei (Xl' e X ) Gesucht  werden
(x’* . X;*)e SOL(1") der Wert m™(1"y= f (M). Es gelten folgende Rekursi-

T 2

onsgleichungen:

f,(y)=0 fir0<y <M und f;(y)=- firy<0
fj(y):max{fj_l(y), fj_l(y—wj)+ p’l} firj=1..,n0<y<M.

13" Hoffmann, U.: Datenstrukturen und Algorithmen, FINAL 15:2, 2005 (Kap. 7.3.3).
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Die Sprungstellen dieser Treppenfunktionen bestimmen eindeutig den Funkti-
onsverlauf und werden mitttels Dynamischer Programmierung berechnet. Es
sei §; firj=0, ..., n die Menge der Sprungstellen von f;.

Zur Erzeugung der Funktionen f, ..., f, bzw. der Mengen ihrer Sprungstellen
Sy, -y S, und der Ermittlung einer optimalen Losung werden im folgenden

folgende Begriffe verwendet:

Ein Zahlenpaar (W,P) dominiert ein Zahlenpaar (W',P’), wenn W <W' und
P>P’' gilt.

Fiir zwei Mengen A und B von Zahlenpaaren sei A® B die Vereinigungsmen-
ge von A und B ohne die Paare aus A, die durch ein Paar aus B dominiert wer-
den, und ohne die Paare aus B, die durch ein Paar aus A dominiert werden.

VAR J : INTEGER;

{ Berechnung der Funktionen f; bzw. der Mengen S ihrer

Sprungstellen fir j=1,...,n : }

BEGIN
S,=1(0.0) J;

FOR j:= 1 TOn DO

BEGIN
S, :={(W +w;,P+ p})I(W,P)G Si };
S;:=5,,®S,;
END;
END;

{ Die Paare in S; seien aufsteigend nach der ersten (und damit auch nach

der zweiten) Komponente geordnet, d.h.

S; =Wy Py b W, P ) f mit W <W, flir 0<k <)
Fir y>0 gelte W, ; <y<W,,, ;.
Dannist f;(y)=PR;. }
{ Berechnung einer optimierende Auswahl
X, X, }

Es sei (W,P) dasjenige Paarin S, mit f (M)=P.
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FOR j = n DOWNTO 1 DO
BEGIN
IF W,P)esS,,
THEN x’j*:=0
ELSE BEGIN
X} =1
W:=W—Wj;
P="P-p);
END;
END;

Ausgabe: (x'* . x;) und Wert » X" - p; der Zielfunktion.

10°
i=1

Die Laufzeit des Verfahrens bei Eingabe von |'=(A M) mit A’={a{,...,a;} und

a/ =(w, p) fir i =1,...,n ist von der Ordnung O(n-z p,’j Es ist
i=1

n'ip{:n'i{%kn'i%g nz'pmayﬁr_l). Do /N
<1 P 1))

Dieser Ausdruck ist von der Ordnung O[n3 LJ Die GroBe size(l) ist proportional zur
r —

Anzahl der Bits zu ihrer Darstellung, d.h. size(l) ist von der Ordnung O(n‘log(A)) mit
A =max{{p,, JU{W,....w, }}. Daher ist die Laufzeit ein polynomieller Wert in size(l) und

1/(r-1).
/"

Es ldsst sich zeigen, dass es unter der Voraussetzung P # NP Optimierungsprobleme in
PTAS gibt, die nicht in FPTAS liegen. Dazu bedarf es einer weiteren Definition.

Ein Optimierungsproblem IT in NPO heifit polynomiell beschrénkt, wenn es ein Polynom p
gibt, so dass fiir jede Instanz X € £, und jede zuldssige Losung y € SOL,, (X) die Abschit-

zung my(x, y) < pQX|) gilt.
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Satz 6.3-4:
Ist P#NP, so liegt kein polynomiell beschrinktes Optimierungsproblem aus NPO,
dessen Instanzen und zulédssige Losungen aus natiirlichen Zahlen bestehen und dessen
zugehoriges Entscheidungsproblem NP-vollstindig ist, in FPTAS.

Beweis:

Es sei IT ein polynomiell beschrinktes Maximierungsproblem aus NPO, dessen Instanzen
aus natiirlichen Zahlen bestehen und dessen zugehoriges Entscheidungsproblem NP-
vollsténdig ist. Fiir Minimierungsprobleme verlauft der Beweis dhnlich. Es gebe ein Polynom

p, so dass fiir jede Instanz X € X}, und jede zuldssige Losung y € SOL,, (X) die Abschétzung
my (X, y) < pQX|) gilt. Es gebe ein voll polynomiell zeitbeschrinktes Approximationsschema

A(x, r) fiir TT, das bei Eingabe einer Instanz X € £, und einer Zahl r >1 eine Naherungslo-

sung mit R, (X) = m(xm;—((xx)r))

beschrinkt ist. Das zugehorige Entscheidungsproblem zu IT sei I1.y; zur Entscheidung der

<rin einer Zeit ermittelt, die polynomiell in |X| und 1/(r-1)

Sprache L., . Nach Voraussetzung ist L., NP-vollstindig. Es sei X € ¥, eine Instanz aus

I1. Dann gilt m;, (X)S pr|). Es wird r = l+1/ pQX|) gewdhlt und X und r in A eingegeben.

Dann ist
RA(X) _L(X) <r=1+ Lo p(JX|)+1 . Daraus folgt
m(x, A(x,T)) Qx| pr
(X A(X, r) quD L X) >my,(x)—1. Die letzte Ungleichung ergibt

sich aus der Tatsache, dass m; < pQX|) < pQX| +1 ist. Da A eine zuldssige Losung ermittelt
und diese eine natiirliche Zahl ist, folgt m(x, A(x,r))=m’(x). Wegen Ll = pQX|) ist die
r —_

), also polynomiell in |X| Daher ist L.y,

Laufzeit des Verfahrens polynomiell in |X| und pQX

in polynomieller Zeit entscheidbar und folglich P = NP im Widerspruch zur Voraussetzung.

11

In der angegebenen Literatur werden Beispiele fiir Optimierungsprobleme aus PTAS ange-
fiihrt, die die Voraussetzungen aus Satz 6.3-4 erfiillen. Damit ergibt sich der folgende Satz.
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Satz 6.3-5:
Ist P#NP, so gilt FPTASc PTAS c APX < NPO.

In Kapitel 6.2 werden mehrere Approximationsalgorithmen fiir das Binpacking-Minimie-
rungsproblem angegeben. Die Approximationsgiite m(I,BFD(I))s1%~m*(I)+4 von

BestfitDecreasing zeigt, dass man (unabhéngig von der Annahme P # NP') durchaus einen
Approximationsalgorithmus entwerfen kann, dessen relative Approximationsgiite unterhalb
der iiberhaupt fiir einen r-approximativen Algorithmus moglichen Untergrenze liegt. Eventu-
ell gibt es sogar in einem erweiterten Sinne ein polynomiell zeitbeschrinktes Approximati-
onsschema fiir das Binpacking-Minimierungsproblem und andere Optimierungsprobleme.
Diese Uberlegung fiihrt auf folgende Definition:

Es sei IT ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heiflt asymptotisches Ap-
proximationsschema fiir IT, wenn es eine Konstante K gibt, so dass gilt:
fiir jede Eingabeinstanz X von I1 und fiir jede rationale Zahl r > 1 liefert A bei Eingabe von

(X, r) eine zuldssige LoOsung, deren relative Approximationsgiite R, (X) die Bedingung
RA(X)<T+ k/ my, (X) erfiillt. AuBerdem ist die Laufzeit von A fiir jedes feste r polynomiell in

der Grofe |X| der Eingabeinstanz.

Zur Erinnerung: die relative Approximationsgiite wurde definiert durch

RA(X) = mmﬂ bei einem Maximierungsproblem

(x.A()

bzw.

RA(X) = w bei einem Minimierungsproblem.
My, (x)

Die Bedingung R, (X) <r+ k/mfT (X) besagt also

bei einem Maximierungsproblem:

m(AM))= 1 my (x) -k’ mit K=

k
r-(Hk/mi&(x))Sk/r’

daher m(x,A(x))> % -m (x)-k/r
bzw.

bei einem Minimierungsproblem: ~ m(x,A(x))< r-my, (x)+k.

Die Bezeichnung ,,asymptotisches Approximationsschema“ ist aus der Tatsache zu erkléren,
dass fiir ,,groBe* Eingabeinstanzen x der Wert m;,(x) der Zielfunktion einer optimalen Lo-

sung ebenfalls grof} ist. Daher gilt in diesem Fall lim R,(X)<r .

size(X)—w
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Die Klasse aller Optimierungsprobleme in NPO, die ein asymptotisches Approximations-

schema besitzen, wird mit PTAS” bezeichnet.

Satz 6.3-6:

Das Binpacking-Minimierungsproblem liegt in PTAS”, d.h. es kann asymptotisch be-
liebig dicht in polynomieller Zeit approximiert werden (auch wenn P = NP gilt).

Unter Verwendung fortgeschrittener Methoden der Angewandten Mathematik 1dsst sich
sogar ein asymptotisches Approximationsschema entwerfen, das polynomiell in der
ProblemgréBe und in 1/(r —1) ist.

Beweis:

Es soll hier nur die Beweisidee skizziert werden; Details konnen in der angegebenen Literatur
nachgelesen werden.

Eine Eingabeinstanz des Binpacking-Minimierungsproblems sei in der in Kapitel 5.3 be-
schriebenen Form | :[al,...,an,b] gegeben. Hierbei sind a,,...,a, (,,Objekte*) natiirliche

Zahlen mit 0<a, <b firi=1, .., nund beN (,,BehiltergroBe”). Gesucht ist eine Plazie-

rung der Objekte in moglichst wenige Behalter der Grofle b. Es kann folgendes asymptoti-
sches Approximationsschema entworfen werden, das bei Eingabe einer Instanz | und einer
Zahl r > 1 in fiinf Schritten arbeitet:

1. Essei 6=(r—1)/2. Aus | werden die Objekte mit GroBe < &-b entfernt; die entste-
hende Instanz sei |’; die Anzahl der Objekte in 1" sei n'.

2. Esseien k= ‘(r -1y -n’/2 | und m=|n'/k |. Die Objekte in |" werden nach absteigen-
der GrofB3e sortiert; die entstehende Instanz sei [a{ s e a;,], d.h. a >,...,>a, . Diese Zah-
lenfolge wird in m+1 Gruppen G, mit G, = {a(’i_l)kﬂ, v ai,k} fir i=1..,m und
G, ={a/,.;,...a,} eingeteilt. Es wird eine Instanz 1" definiert, indem jedes Objekt in
Gruppe G; fiir i =2,...,m+1 durch das groBte Objekt in der Gruppe, d.h. durch a; .,

ersetzt wird. Die Objekte der Gruppe G, kommen nicht nach 1”. Die Behiltergrofle von

1" seib.

3. Fir I" wird eine optimale Losung, d.h. eine Plazierung der Objekte in 1" in eine mog-
lichst kleine Anzahl Behélter der Grofie b, bestimmt.
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4. In der optimalen Losung fiir 1" werden fiir i=2,...,m+1 alle Objekte a; ., wieder
durch die Objekte der Gruppe G, ersetzt, und es werden k Behélter zur Aufnahme je-

weils eines Objekts in G, hinzugefiigt.

5. Die in Schritt 1. entfernten kleinen Objekte werden nach dem Firstfit-Prinzip in die in
Schritt 4. ermittelten Behilter gelegt bzw. - falls erforderlich - in neue Behélter.

Es ldsst sich zeigen, dass der zeitliche Aufwand fiir Schritt 4 von der Ordnung O(nq . p(n))

ist, wobei  nur von r abhéngt und p ein Polynom ist. Fiir festes r ist der Aufwand also poly-
nomiell.

Das im Satz erwidhnte asymptotische Approximationsschema, das polynomiell in der Prob-
lemgroBe und in 1/(r —1) ist, verwendet fortgeschrittene Methoden der Angewandten Mathe-
matik; auf eine Darstellung so

Weiterhin ldsst sich zeigen, dass die Anzahl der ermittelten Behilter durch r-m"(1)+1 be-

schrinkt ist.
11/

Oftensichtlich gilt PTAS < PTAS” < APX.

Unter der Voraussetzung P = NP liegt das Binpacking-Minimierungsproblem nach Satz 6.2-
10 nicht in PTAS; es ist nach Satz 6.3-6 jedoch in PTAS”. Daher gilt (unter der Vorausset-
zung P#NP) PTAS c PTAS”. Ebenfalls unter der Voraussetzung P = NP ldsst sich zei-
gen, dass die Inklusion PTAS™ < APX echt ist.

Die Klasse PTAS™ ordnet sich in die tibrigen Approximationsklassen ein:

Satz 6.3-7:
Ist P# NP, so gilt FPFTASc PTASc PTAS” c APX < NPO.
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7 Weiterfihrende Konzepte

Die Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus A 1im schlechtesten Fall
T (n) = max{t,(X)| x €= und|x/ <n } liefert eine Garantie (obere Schranke) fiir die Zeit, die

er bei einer Eingabe zur Losung bendtigt'4. Fiir jede Eingabe xeX’ mit |X|:n gilt
t,(X)<T,(n). Dieses Verhalten ist oft jedoch nicht charakteristisch fiir das Verhalten bei

»den meisten Eingaben. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Eingabewerte bekannt
oder werden alle Eingaben als gleichwahrscheinlich aufgefasst, so kann man das Laufzeitver-
halten von A untersuchen, wie es sich im Mittel darstellt. Die Zeitkomplexitat von A im
Mittel wird definiert als

T2 () =Eft, (0[] =n]= [ta(0-dP(x).

[x|=n

Die Untersuchung des mittleren Laufzeitverhaltens von Algorithmen ist in den meisten Féllen
sehr viel schwieriger als die worst-case-Analyse. Trotzdem gibt es sehr ermutigende Ergeb-
nisse, insbesondere bei der Losung einiger ,,klassischer” Probleme. Der Einbau von Zufalls-
experimenten in Algorithmen hat auf dem Gebiet der Approximationsalgorithmen fiir Opti-
mierungsprobleme aus NPO gute Ergebnissen geliefert. In neuerer Zeit hat der Einsatz von
probabilistischen Modellen zu neuen Erkenntnissen auf dem Weg zur Losung der P-NP-Frage
gefiihrt.

7.1 Randomisierte Algorithmen

Im ansonsten deterministischen Algorithmus werden als zuldssige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgefiihrt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus wéhrend seines Ab-
laufs fortgesetzt wird. Andere Moglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments bestehen
bei Entscheidungen zur Auswahl moglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algorith-
mus als néchstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen. Eine Einfiihrung in die Me-
thoden zum Entwurf derartiger Verfahren findet man in der angegebenen Literatur.

14 1, (X) = Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von A(X) durchlaufen werden.
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Grundsitzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets — wie von deterministischen Algorithmen gewohnt — ein korrektes Ergebnis berechnen.
Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahren!s, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewis-
sen Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Héaufig findet man bei
randomisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele fiir randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

o Einfligen von Primérschliisselwerten in einen bindren Suchbaum: Statt die Schliissel

S,,...,S, in dieser Reihenfolge sequentiell in den bindren Suchbaum einzufiigen, wird

jeweils der nichste einzufiigende Schliissel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefiig-
ten Schliisseln zuféllig ausgewihlt und in den bindren Suchbaum eingefiigt. Das Ergeb-
nis ist eine mittlere Baumhohe der Ordnung O(log(n)) .

o Quicksort zum Sortieren Elementen, auf denen eine lineare Ordnung definiert ist.
Hierbei wird aus den zunichst unsortierten Elementen, die in einem Feld abgespeichert
sind, ein Element ausgewihlt, an die Position geschoben, die es in der sortierten Rei-
henfolge einnimmt, und die verbleibenden beiden Feldabschnitte anschlieBend nach
dem gleichen Prinzip sortiert. Wahlt man das Element zufillig aus, so erreicht der
Quicksort eine Laufzeit, die seinem mittleren Laufzeitverhalten entspricht, d.h. von
der Ordnung O(n-log(n)) ist.

Beispiele flir randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ sind die heute {iblichen Prim-
zahltests; exemplarisch wird im folgenden ein Verfahren informell beschrieben (Details findet
man in der angegebenen Literatur).

Um eine natiirliche Zahl n > 2 auf Primzahleigenschaft zu testen, konnte man alle Primzahlen

von 2 bis |_\/ﬁ J daraufhin untersuchen, ob es eine von ihnen gibt, die n teilt. Wenn die Zahl n
ndmlich zusammengesetzt ist, d.h. keine Primzahl ist, hat sie einen Primteiler p mit p < Jn.

Umgekehrt, falls alle Primzahlen p mit p < Jn keine Teiler von n sind, dann ist n selbst eine

Primzahl. Die Primzahlen konnte man etwa systematisch erzeugen (siche Literatur unter dem
Stichwort ,,Sieb des Eratosthenes®) oder man konnte sie einer Primzahltabelle (falls vorhan-
den) entnehmen. Allerdings ist dieser Ansatz fiir sehr grole Werte von n nicht praktikabel
und benotigt exponentiellen Rechenaufwand (in der Anzahl der Stellen von n): Die Anzahl
der Stellen A(n) einer Zahl n>1 im Zahlensystem zur Basis B ist

15 Die Typbezeichnung ,,Monte-Carlo“ steht fiir mostly correct.
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pn) = |_10gB (n)j+ 1= |_10gB (n+ 1)—|, d.h. p(n)eO(log(n)). Die Anzahl der Primzahlen un-
n"2

terhalb |_\/ﬁ J betragt fiir groBe n nach dem Primzahlsatz der Zahlentheorie ﬂ(\/ﬁ )~ m,
n\n

9 A(my/2
also ein Wert der Ordnung O
£(n

). Jede in Frage kommende Primzahl muss daraufhin

untersucht werden, ob sie n teilt. Dazu sind mindestens O((ﬂ(n))z) viele Bitoperationen er-

forderlich. Daher ist der Gesamtaufwand mindestens von der Ordnung O(,B (n)- 272 )

Durch Anwendung zahlentheoretischer Erkenntnisse hat man versucht, effiziente Primzahl-
tests zu entwickeln. Im Jahr 2002 wurde ein deterministisches Verfahren ver6ffentlicht, das
eine Zahl n daraufhin testet, ob sie eine Primzahl istl¢. Die Laufzeit dieses Verfahrens ist von

der Ordnung O((log(n))lz) und damit trotz der polynomiellen Laufzeit fiir grole n nicht prak-
tikalbel. Der bis dahin bekannte schnellste Algorithmus zur Uberpriifung einer Zahl n auf
Primzahleigenschaft, der APRCL-Test, hat eine Laufzeit der Ordnung O((log(n))C(log(log(log(n)))))

mit einer Konstanten ¢ > 0. Das ist jedoch keine polynomielle Laufzeit.

Es sind daher andere Ansitze fiir effiziente Primzahltests erforderlich. Als erfolgreich haben
sich hierbei probabilistische Algorithmen erwiesen.

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, versucht man, einen Zeugen (wit-
ness) fur die Primzahleigenschaft von n zu finden. Ein Zeuge ist dabei eine Zahl a mit
I<a<n-1, der eine bestimmte Eigenschaft zukommt, aus der man vermuten kann, dass n
Primzahl ist. Dabei muss diese Eigenschaft bei Vorgabe von a einfach zu iiberpriifen sein,
und nach Auffinden einiger weniger Zeugen fiir die Primzahleigenschaft von n muss der
Schluss giiltig sein, dass n mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist. Die Eigenschaft

»die Primzahl p mit 2< p < |_\/ﬁ J ist kein Teiler von n* ist dabei nicht geeignet, da man im

allgemeinen zu viele derartige Zeugen zwischen 2 und |_\/ﬁ J bemiihen miisste, um sicher auf

die Primzahleigenschaft schlieen zu konnen.

Es sei E(a) eine (noch genauer zu definierende) Eigenschaft, die einer Zahl a mit

I1<a<n-1 zukommen kann und fiir die gilt:

(1)  E(a) ist algorithmisch mit geringem Aufwand zu tiberpriifen

(i) falls n Primzahl ist, dann trifft E(a) fiir alle Zahlenamit 1<a<n-1 zu

(ii1) falls n keine Primzahl ist, dann trifft E(a) fiir weniger als die Hélfte aller Zahlen a mit
I<a<n-1 zu.

16 Agrawal, M.; Kayal, N.; Saxena, N.: PRIMES is in P, preprint,
http://www.cse.iitk.ac.in/news/primality.ps, Aug. 8, 2002.
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Falls E(a) gilt, dann heilit a Zeuge (witness) fur die Primzahleigenschaft von n. Dann ldsst

sich folgender randomisierte Primzahltest definieren:

Eingabe:

Verfahren:

Ausgabe:

neN, nistungerade, me N

Aufruf der Funktion random_is_prime (n : INTEGER;
m : INTEGER): BOOLEAN;

n wird als Primzahl angesehen, wenn random_is_prime (n, m) = TRUE
ist, ansonsten wird n nicht als Primzahl angesehen.

FUNCTION random_is_prime (n : INTEGER;

VAR

m : INTEGER): BOOLEAN;

= INTEGER;
> INTEGER;
- BOOLEAN;

BEGIN { random_is_prime }
is_prime := TRUE;

FOR

idx := 1 TO m DO

BEGIN

wihle eine Zufallszahl a zwischen 1 und n—1;
IF (E(a) trifft nicht zu)
THEN BEGIN

is _prime := FALSE;
Break;
END;

END;

random_is_prim = 1s_prime;

END

{ random_is_prime };

Der Algorithmus versucht also, m Zeugen fiir die Primzahleigenschaft von n zu finden. Wird
dabei zufillig eine Zahl a mit 1 <a <n-1 erzeugt, fiir die E(a) nicht zutrifft, dann wird we-

gen (i) die korrekte Antwort gegeben. Ist n Primzahl, dann gibt der Algorithmus ebenfalls
wegen (i1) die korrekte Antwort. Wurden m Zeugen fiir die Primzahleigenschaft von n festge-
stellt, kann es trotzdem sein, dass n keine Primzahl ist, obwohl der Algorithmus angibt, n sei
Primzahl. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Zahl n, die nicht Primzahl ist, m Zeugen zu fin-
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den, ist wegen (iii) kleiner als (I/2)", d.h. die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ent-
scheidung ist in diesem Fall kleiner als (1/2)". Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit einer

korrekten Antwort des Algorithmus groBer als 1— (1/ 2)m . Da wegen (i) die Eigenschaft E(a)

leicht zu tliberpriifen ist, ist hiermit ein effizientes Verfahren beschrieben, das mit beliebig ho-
her Wahrscheinlichkeit eine korrekte Antwort liefert. Diese ist beispielsweise fiir m =20 gro-
Ber als 0,999999.

Die Frage stellt sich, ob es geeignete Zeugeneigenschaften E(a) gibt. Einen ersten Versuch

legt der Satz von Fermat nahe:

Satz 7.1-1:
Ist neN eine Primzahl und aeN eine Zahl mit ggT(a,n)=1, dann ist

a"' =1(modn).

Fiir die Primzahl n=13 zeigt folgende Tabelle fiir alle a mit 1<a<n-1 die Werte
a' (mod13) miti=1,...,12:
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amodl13|a' modl13 firi=1,...,12

1 1 firi=1,..,12

2 2,4, 8, 16=3, 6, 12, 24=11,22=9, 18=5, 10, 20=7, 14=1

3 3,9, 27=1, 3,9, 27=1, 3,9, 27=1, 3,9, 27=1

4 4, 16=3, 12, 48=9, 36=10, 40=1, 4, 16=3, 12, 48=9, 36=10,
40=1

5 5,25=12, 60=8, 40=1,5, 25=12, 60=8, 40=1, 5, 25=12, 60=8§,
40=1

6 6, 36=10, 60=8, 48=9, 54=2, 12, 72=7, 42=3, 18=5, 30=4,
24=11, 66=1

7 7, 49=10, 70=5, 35=9, 63=11, 77=12, 84 =6, 42=3, 21=8,
56=4,28=2,14=1

8 8 64=12,96=5,40=1,8, 64=12, 96=5, 40=1, 8, 64=12, 96=5,
40=1

9 9,81=3,27=1,9,81=3,27=1,9,81=3,27=1,9,81=3, 27 =1

10 10, 100=9, 90=12, 120=3, 30=4, 40=1, 10, 100=9, 90=12,
120=3,30=4, 40=1

11 11, 121=4, 44=5, 55=3, 33=7, 77=12, 132=2, 22=9, 99=8,
88=10,110=6, 66 =1

12 12,144=1,12,144=1,12,144=1,12,144=1,12,144=1, 12, 144 =1

Definiert man E(a)=,,99T(a,n)=1 und a""' =1(modn)*, dann sieht man, dass (i) und (ii)
gelten. Leider gilt (iii) fiir diese Eigenschaft E(a) nicht. Es gibt ndmlich unendlich viele Zah-
len n, die Carmichael-Zahlen, die folgende Eigenschaft besitzen: n ist keine Primzahl, und es
ist 2" =1(mod n) fiir alle a mit ggT(a,n)=1. Die ersten zehn Carmichael-Zahlen sind 561,
1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341.

Ist n also eine Carmichael-Zahl (wobei man einige Carmichael-Zahlen wie 561, 1105, 2465
oder 10585 leicht als Nichtprimzahlen erkennt) und a eine Zahl mit 1<a<n-1 und

ggT(a,n)=1, dann ist a"' =1(modn). In diesem Fall gilt also fiir alle Zahlen a mit
I<a<n-1 und ggT(a,n)=1 die Eigenschaft E(a), und das sind mehr als die Hélfte aller
Zahlenamit 1<a<n-1.

Trotzdem fiihrt die Eigenschaft E(a)=,,9gT(a,n)=1 und a"" =1(mod n)“ schon auf einen

brauchbaren randomisierten Primzahltest, der jedoch bei Eingabe einer Carmichael-Zahl ver-
sagt. Das Beispiel der Nichtprimzahl n = 15 belegt, dass (ii1) doch gelten kann:
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amodl5 [ a' mod15 firi=1,...,14

1 1 furi=1,..,14

2 2,4,8,16=1,2,4,8,16=1,2,4,8,16=1,2,4

3 3,9, 27=12, 36=6, 18=3, 9, 27=12, 36=6, 18=3, 9, 27=12,
36=6,18=3,9

4 4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1
(falscher) Zeuge daftur, dass 15 Primzahl ist

5 5, 25=10, 50=5, 25=10, 50=5, 25=10, 50=5, 25=10, 50=35,
25=10, 50=5, 25=10, 50=5, 25=10

6 6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,
36=6,36=6,36=6,36=6

7 7,49=4,28=13,91=1,7, 49=4, 28=13, 91=1,7, 49=4, 28=13,
91=1,7,49=4

8 8, 64=4,32=2,16=1, 8, 64=4, 32=2,16=1, 8, 64=4, 32=2,
16=1,8, 64=4

9 9,81=6, 54=9,81=6, 54=9, 81=6, 54=9, 81=6, 54=9, 81=6,
54=9,81=6,54=9,81=6

10 10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100 =10,
100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100 =10

11 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11,
121=1,11, 121=1
(falscher) Zeuge dafur, dass 15 Primzahl ist

12 12, 144=9,108=3, 36=6, 72=12, 144=9, 108=3, 36=6, 72=12,
144=9,108=3,36=6, 72=12,144=9

13 13, 169=4, 52=7, 91=1, 13, 169=4, 52=7, 91=1, 13, 169=4,
52=7,91=1,13,169=4

14 14, 196=1, 14, 196 =1, 14, 196 =1, 14, 196 =1, 14, 196=1, 14, 196 =1,
14,196 =1
(falscher) Zeuge dafur, dass 15 Primzahl ist

Satz 7.1-2:

Entweder gilt fiir alle Zahlen a mit 1<a<n-1 und ggT(a,n)=1 die Eigenschaft

a"" =1(modn) oder fiir hochstens die Hilfte.

Anders formuliert:
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Entweder sind mit der Zeugeneigenschaft E(a)=,,ggT(a,n)=1 und a""' =1(modn)* alle
Zahlen amit 1 <a<n-1 Zeugen fiir die Primzahleigenschaft fiir n oder hochstens die Hélfte.

Ein zweiter Versuch zur geeigneten Definition einer Zeugeneigenschaften E(a) erweitert den

ersten Versuch und wird durch die folgenden beiden Sitze begriindet:

Satz 7.1-3:
Es sei n eine Primzahl. Dann gilt x> =1(modn) genau dann, wenn X =1(modn) oder

=—-1=n-1(modn) ist.

Es sei n eine Primzahl mit n>2 . Dann ist n ungerade, d.h. n=1+2’.r mit ungeradem r und

j>0 bzw. n—1=2'.r . Ist a eine Zahl mit I<a<n-1, dann ist ggT(a,n) =1 und folglich
a"" =1(modn). Wegen a"" = al ik (azH'r)Z =1(modn) folgt mit Satz 7.1-4 (dort wird
x=a>" gesetzt): a* "=1(modn) oder a® " =-1(modn). Ist hierbei j—1>0 und

2

a =1 (mod n), dann kann man den Vorgang des Wurzelziehens wiederholen: In Satz 7.1-

4 wird x=a>"" gesetzt usw. Der Vorgang ist spitestens dann beendet, wenn a?'"=a er-
reicht ist. Es gilt daher der folgende Satz:

Satz 7.1-4:
Es sei n eine ungerade Primzahl, n=1+2’-r mit ungeradem r und j>0. Dann gilt fiir
jedesamit 1<a<n-—1:
Die Folge (ar,azr,a“,..., a?’'", azj'r) der Linge j+1, wobei alle Werte modulo n re-
duziert werden, hat eine der Formen
(1,1,1,...,1,1) oder
(% ... % —1L1,..,1,1).

Hierbei steht das Zeichen ,,** fiir eine Zahl, die verschieden von 1 oder —1 ist.

Wenn die in Satz 7.1-4 beschriebene Folge eine der drei Formen

(%% .5 1L, 1 1),

(*, LK = 1) oder

(*5 *, LR *, *, seey *)

aufweist, dann ist n mit Sicherheit keine Primzahl. Andererseits ist es nicht ausgeschlossen,

dass fiir eine ungerade zusammengesetzte Zahl n und eine Zahl a mit 1<a<n-1 die Folge

(ar,azr,a“,...,azkl'r,azj'r)modn eine der beiden Formen (I,1,1,..,1,1) oder
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(*,*...,*,—11,...,1,1) hat. In diesem Fall heift n streng pseudoprim zu Basis a. Es gilt fol-

gender Satz (Beweis siehe Literatur):

Satz 7.1-5:
Es sei n eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann ist n streng pseudoprim fiir hoch-
tens ein Viertel aller Basenamit 1<a<n-1.

Eine geeignete Zeugeneigenschaften E(a) fiir die Funktion
random_is_prime (n : INTEGER;
m : INTEGER): BOOLEAN;

ist daher die folgende Bedingung:
E(a)=.,99T(a,n)=1 und

a""' =1(modn) und

die Folge (a’, a’,a",.., azjil'r, azj‘r)mod n hat eine der Formen

(L1,1,..,1,1) oder (*¥,* ... % —1,1,...,1,1)«

Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort des Algorithmus mit dieser Zeugeneigen-
schaft ist wegen Satz 7.1-6 groBer als 1—(1/4)".

Um fiir praktische Belange die Giite des Verfahrens abzuschitzen, werden in folgender Tabel-

le einige Werte fiir (1/4)" abgeschitzt:

m 10 25 30 50 100 168 1000

(1/4)" <10°° <10™® <107 <107° <107 <107 | <107%

Ist n also eine zusammengesetzte Zahl und werden m =100 zufillig erzeugte Zahlen a aus-
gewdhlt und auf Zeugeneigenschaft untersucht, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle diese
ausgewdhlten Zahlen ,.falsche Zeugen* sind, d.h. die Primzahleigenschaft von n félschlicher-

weise bezeugen, kleiner als 107 .

Es ist iibrigens nicht notwendig, fiir eine groBe Anzahl von Zahlen a mit 1<a<n-1 die
Zeugeneigenschaft zu iiberpriifen um sicher zu gehen, dass n eine Primzahl ist: Nur eine zu-
sammengesetzte Zahl n<2,5-10" nimlich n = 3.215.031.751, ist streng pseudoprim zu den
vier Basen a = 2, 3, 5 und 7. Fiir praktische Belange ist daher das Verfahren ein effizienter
Primzahltest.
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Untersucht man grofle Zahlen, die spezielle Formen aufweisen, etwa Mersenne-Zahlen, auf
Primzahleigenschaft bieten sich speziell angepasste Testverfahren an. Schlie3lich gibt es eine
Reihe von Testverfahren, die andere zahlentheoretische Eigenschaften nutzen.

In vielen Fillen liefern stochastische Losungsansétze gute Approximationsergebnisse. Dazu

soll noch einmal das Binpacking-Minimierungsproblem betrachtet werden, das in PTAS™
liegt, also asymptotisch beliebig dicht in polynomieller Zeit approximiert werden kann. Das
Verfahren, das die Grundlage zu Satz 6.3-6 liefert, ist ein offline-Verfahren. Das bedeutet,
dass zu Beginn der Verarbeitungsphase alle Objekte der Eingabeinstanz bekannt sein miissen.
Sie werden ndmlich zunéchst nach aufsteigender Groe sortiert. In vielen praktischen An-
wendungen, die gemill dem Binpacking-Problem modelliert werden, miissen die Objekte je-
doch sequentiell verarbeitet werden, und die Entscheidung, in welchen Behélter ein Objekt
gelegt werden soll, muss nacheinander fiir jedes Objekt unwiderruflich getroffen werden, oh-
ne die nachfolgenden Objekte zu kennen. Es wird also ein online-Verfahren gesucht.

Kennt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der GréBen der Objekte, so kann man versu-
chen, diese Kenntnis beim Entwurf eines Approximationsverfahrens zu nutzen. Im folgenden
wird ein online-Approximationsverfahren fiir das Binpacking-Minimierungsproblem be-
schrieben, das voraussetzt, dass die Groflen der Objekte einer Eingabeinstanz iiber dem Inter-
vall ]0, 1] gleichverteilt sind:

Asymptotisches online-Approximationsschema fir das Binpacking-Minimierungs-
problem
(online-Faltungsalgorithmus)

Eingabe: | =[a,,...,a,], se Nmit s>4 und s=0mod(2)

a,...,a, (,Objekte) sind rationale Zahlen mit 0<a, <1 firi=1, .., n

Verfahren: VAR idx : INTEGER;

k : INTEGER;
I : ARRAY [1..S] OF Intervall ]0,1];
BEGIN

FOR idx := 1 TO s DO

I[idx] := }s—;dx’s—lcijﬂ}
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FOR k = 1 TO n DO
BEGIN

idx :=s + 1 - (s-ad; { Bestimmung eines Intervalls
I[idx] mit a, el[1dx] ¥
IF (idx >= 2)
AND
(es gibt einen Behilter B, der ein Objekt be 1 [s— (1dx-2)]

enthélt)
THEN BEGIN
B:=Bu{a, };
kennzeichne B als gefiillt;

END
ELSE BEGIN

plaziere a, in einen neuen Behilter;
{ fiir idx = 1 ist dieser Behilter gefuillt }

END;
END;

Ausgabe: OFD(I) = bendtigte nichtleere Behilter B, ..., B, .

Offensichtlich hat das Verfahren polynomielle Laufzeit in der GroB3e der Eingabeinstanz und
S. Es lésst sich unter Nutzung einer Reihe von weiterfiihrenden Ergebnissen der Wahrschein-
lichkeitstheorie, insbesondere aus der Warteschlangentheorie, zeigen!”:

Satz 7.1-6:

Bezeichnet wieder m'(l,) das MaB einer minimalen Losung bei einer Eingabeinstanz
I, = [al, e an] fiir das Binpacking-Minimierungsproblem und sind die Objekte in einer

Eingabeinstanz im Intervall ]O, 1 ] gleichverteilt, so gilt

I
1—EsngognE[m (1,)/m(1,,0FD(1,))]<1.

Der Erwartungswert des Kehrwerts der Approximationsgiite ndhert sich also fiir Eingabein-
stanzen mit vielen Objekten dem Wert 1, und zwar gesteuert durch den Parameter s.

Das Ergebnis ldsst sich auch auf andere Verteilungen verallgemeinern, ndmlich auf Vertei-
lungen mit monoton fallender Dichtefunktion der GroBe der Eingabeobjekte. Diese Fille sind

17" Hoffmann, U.: A class of simple stochastic bin packing algorithms, Computing 29, 227 — 239,
1982.
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in der Praxis besonders interessant, da unter dieser Voraussetzung kleine Objekte haufiger als
grofle Objekte auftreten.

7.2 Modelle randomisierter Algorithmen

In Zusammenfiihrung der obigen Ansétze mit den Modellen aus der Theorie der Berechen-
barkeit (Turingmaschinen, deterministische und nichtdeterministische Algorithmen) wurde
eine Reihe weiterer Berechnungsmodelle entwickelt. Im folgenden werden wieder Entschei-
dungsprobleme betrachtet.

Ausgehend von der Klasse P der deterministisch polynomiell entscheidbaren Probleme erwei-
tert man deren Algorithmen nicht um die Moglichkeit der Verwendung nichtdeterministisch
erzeugter Zusatzinformationen (Beweise) wie beim Ubergang zu den polynomiellen Verifizie-
rern, sondern ldsst zu, dass bei Verzweigungen wéhrend des Ablaufs der Algorithmen (Ver-
zweigungen) ein Zufallsexperiment dariiber entscheidet, welche Alternative fiir den weiteren
Ablauf gewiéhlt wird. Man gelangt so zu der Klasse RP (randomized polynomial time).

Es sei IT ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, = X;,. L, liegt in RP (bzw. ,.I1
liegt in RP*), wenn es einen Algorithmus (RP-Akzeptor) A, gibt, der neben der Eingabe

X e 2, eine Folge 7 € { 0,1 } zufilliger Bits liest, wobei jedes Bit unabhingig von den vor-
her gelesenen Bits ist und P(0)=P(1)=1/2 gilt. Nach polynomiell vielen Schritten (in Ab-
gingigkeit von der Grofle |X| der Eingabe) kommt der Akzeptor auf die ja-Entscheidung

bzw. auf die nein-Entscheidung. Eingaben fur A, sind also die Worter X € ¥, und eine

Folge 7€{0,1} zufilliger Bits:

¥ A_(x7) > ia

T
| p(n) —» nein
XeXy Entscheidung nach

|X| =n O(p(n)) vielen Schritten

Fiir jedes x € Ly, ist P(A_ (x,7)=ja)>1/2,
fiir jedes x ¢ L, ist P(ALn (x,7)= nein)zl
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Man lésst also zur Akzeptanz von X el einen einseitigen Fehler zu. Jedoch muss bei
X €L, der Algorithmus A, bei mindestens der Hilfte aller moglichen Zufallsfolgen t auf

die ja-Entscheidung kommen. Fiir die iibrigen darf er auch auf die nein-Entscheidung fiih-
ren. Fiir X ¢ L,; muss er aber immer die nein-Entscheidung treffen. Der einseitige Fehler

kann durch Einsatz geeigneter Replikations-Techniken beliebig klein gehalten werden.

Da dem Akzeptor nur polynomielle Zeit zur Verfiigung steht, kann er auch nur polynomiell
viele Bits der Zufallsfolge 7 lesen, so dass man annehmen kann, dass 7 aus polynomiell vie-
len Bits besteht.

Ein Beispiel fiir eine Sprache aus RP ist die Menge
NONPRIMES = {n| n € N und nist keine Primzahl } Einen RP-Akzeptor A|owprimes fr

NOPRIMES erhilt man aus der Funktion random_is_prim aus Kapitel 7.1. A ouprives li€5t

zwei Eingaben, ndmlich eine Zahl n e N und eine Folge 7 € { 0,1 }* zufalliger Bits der Liange
k =size(n). Diese Zufallsfolge wird als Bindrkodierung einer Zufallszahl a mit 1<a<n-1

interpretiert (die Félle a =0 und a =n sollen zur vereinfachten Darstellung hier ausgeschlos-
sen sein). Dazu wird angenommen, dass es eine Funktion make INTEGER(z , size(n))

gibt, die die Zufallsfolge 7 in eine natiirliche Zahl a mit 1<a <n-1 umwandelt. Dann wird
die Bedingung E(a) (sieche Kapitel 7.1) {iberpriift und eine Entscheidung getroffen:

FUNCTION Ajowerives (N 2 INTEGER;
T I ... ):

VAR a : INTEGER;

BEGIN { ANONPRIMES }
a := make_ INTEGER(z , size(n));
IF (E(a) trifft nicht zu)
THEN Ajonprives = J@

ELSE A\onprives -= Nnein;

END { A\owerives I3

Ist n € NONPRIMES , d.h. n ist keine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fiir weniger
als die Halfte aller Zahlen a mit 1 <a <n-1 zu. Daher trifft E(a) fiir mehr als die Hélfte al-
ler Zahlen a mit 1<a<n—1 nicht zu, und es gilt P(Aouprmes(N.7)=Fa)>1/2.

Ist n ¢ NONPRIMES, d.h. n ist eine Primzahl, dann trifft nach Definition E(a) fiir alle Zah-

len a mit 1<a<n-1 zu. Daher antwortet A oprives Mt Ayonprives == Nein.
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Satz 7.2-1:
Es gilt Pc RP und RPc NP.

Ob diese Inklusionen echt sind, ist nicht bekannt, vieles spricht jedoch dafiir.

Beweis:

Essei L, €P, L, X;,. Dann gibt es einen deterministischen polynomiell zeitbeschriinkten
Entscheidungsalgorithmus fiir L. Dieser ist kann als RP-Akzeptor betrachtet werden, der

ohne Zufallsfolge auskommt. Daher gilt L, e RP.

Essei L, e RP, L, X,. Dann gibt es einen RP-Akzeptor A, fur L. Zu zeigen ist, dass
es auch einen Verifizierer, wie er fiir die Klasse NP erforderlich ist, fiir L, gibt (,,NP-
Verifizierer®). Der RP-Akzeptor A, = kann als Verifizierer angesehen werden. Bei Eingabe
von X €X], bekommt dieser als Beweis B, eine Zufallsfolge 7 . Ist X € L,,, dann gibt es eine
Zufallsfolge 7 mit A (X,z'):j a (da x e L und in diesem Fall P(A,_n (X,z'):j a)z 1/2 gel-
ten, filhren mindestens die Hélfte aller Zufallsfolgen auf die ja-Entscheidung). Ist x e L,
dann fiihren wegen P(A L (x,7)=nei n): 1 alle Zufallsfolgen auf die nein-Entscheidung.

/1

Die Zusammenfiihrung der Konzepte des Zufalls und des Nichtdeterminismus bei polyno-
miell zeitbeschranktem Laufzeitverhalten flihrt auf die Klasse PCP (probabilistically che-
ckable proofs). Hierbei werden Verifizierer, wie sie bei der Definition der Klasse NP einge-
fithrt wurden, um die Mdglichkeit erweitert, Zufallsexperimente auszufiihren:

Es seien r:N— N und g:N — N Funktionen. Ein Verifizierer (nichtdeterministischer Al-
gorithmus) V|, heil3t (r(n),q(n))-beschrankter Verifizierer fir das Entscheidungsprob-

lem TT iiber einem Alphabet T, wenn er Zugriff auf eine Eingabe X € X}, mit |X| =n, einen

Beweis B €2 und eine Zufallsfolge 7 €{0,1} hat und sich dabei folgendermafBien verhilt:

1. V, liest zundchst die Eingabe X € Z; (mit |X| =n) und O(r(n)) viele Bits aus der Zu-
fallsfolge 7 €{0,1 ] .

2. Aus diesen Informationen berechnet V,, O(q(n)) viele Positionen der Zeichen von
B €X,, die iiberhaupt gelesen (erfragt) werden sollen.

3.  In Abhiéngigkeit von den gelesenen Zeichen in B (und der Eingabe X) kommt V|, in

polynomieller Zeit auf die ja- bzw- nein-Entscheidung.
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Die Entscheidung, die V|, bei Eingabe von X e Z;[ , Be Z; und 7€ { 0,1 }* liefert, wird mit
V,,(x,B,7) bezeichnet.

Es sei IT ein Entscheidungsproblem IT mit der Menge L, < X},. L,; € PCP (r(n),q(n)) G, I1
liegt in der Klasse PCP (r(n),q(n))“), wenn es einen (r(n),q(n)) -beschrinkten Verifizierer
V gibt, der L in folgender Weise akzeptiert:

Fiir jedes X € L,, gibt es einen Beweis B, mit P(V,,(x,B ,7)=ja)=1,
fiir jedes x ¢ L, und alle Beweise B gilt P(V,,(x,B,7)=nein)>1/2.

—> ——p ja
B VH(X’B’T) ——% nein

—

XeX,

X =n

Fiir Eingaben X € L; gibt es also einen Beweis, der immer akzeptiert wird. Der Versuch, eine

Eingabe x ¢ L, zu akzeptieren, scheitert mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit >1/2 .

Im folgenden bezeichnet poly(n) die Klasse der Polynome. Dann gilt beispielsweise

P = JTIME(n* )=TIME(poly(n)) und NP = | JNTIME(n* )= NTIME(poly(n)).

Satz 7.2-2:
PCP(r(n),a(n)) = NTIME(g(n)-2°¢™)

Beweis:

Es sei L, € PCP (r(n),q(n)). Dann gibt es einen (r(n),q(n)) -beschréankten Verifizierer V
fiir L. Aus diesem kann man auf folgende Weise einen Verifizierer V,, (im Sinne der Defi-

nition einer nichtdeterministischen Turingmaschine) fiir L, konstruieren:

(r(my)

Es sei X eX], mit |X| =n und B, ein Beweis. Fiir jede der 2° vielen Zufallsfolgen der

Lange O(r(n)) simuliert \N/H in jeweils polynomiell vielen Schritten die Berechnung des Ve-
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rifizierers V|, und akzeptiert X genau dann, wenn V|, die Eingabe X fiir jede Zufallsfolge ak-
zeptiert. \7n ist daher eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren Laufzeit bei Eingabe
von X € £, mit [x|=n von der Ordnung O(q(n)-ZO(r(”))) ist. AuBerdem gilt:

Ist xe L, dann gibt es einen Beweis B, mit P(VH (X, Bx,z')=j a)= 1, dh. V,; kommt bei
Eingabe von X, B, und jeder Zufallsfolge r auf den ja-Ausgang. Also akzeptiert \N/H die
Eingabe X. Ist X ¢ L, , so verwirft V,, fiir jeden Beweis B wegen P(V,,(x,B,7)=nein)>1/2

die Eingabe fiir mindestens die Hélfte aller in Frage kommenden Zufallsfolgen, daher akzep-
tiert \7n die Eingabe X nicht.

Daher ist L e NTIME(g(n)-2°™)).
/I

Setzt man im speziellen fiir r(n) und q(n) Polynome ein, so gilt sogar:

Satz 7.2-3:
PCP(poly(n),poly(n)) = NTIME(2P™)

Weiter gelten folgende Aussagen, die die Klassen P und NP im PCP-Modell beschreiben:

Satz 7.2-4:
(i) PCP(0,0)=P

(i) PCP(0,poly(n))=NP

(iii) PCP(log(n),poly(n))= NP

Beweis:

Zu (1): PCP(0,0) besteht aus den Sprachen L, die wegen q(n)=0 keine Zeichen eines
Beweises lesen und ihn daher gar nicht benotigen. Da auch keine Zufallsbits gelesen
werden, ist fiir x ¢ L, und alle Beweise B wegen P(V,,(x,B,7)=nein)>1/2 nur
P(V,(x,B,7)=nein)=1 moglich. Daher wird L, von V,, deterministisch in poly-
nomieller Zeit entschieden. Das bedeutet PCP(0,0)c P.
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Umgekehrt ist P < PCP(0,0), da jeder deterministische polynomiell zeitbeschréankter
Algorithmus ohne Einsatz eines Beweises und einer Zufallsfolge ein (0,0)-

beschriankter Verifizierer ist.

Zu (i1): PCP(O,pon(n)) erlaubt beliebig lange Beweise, von denen aber nur poynomiell vie-

le Bits gelesen werden. Da es keine Zufallsfolge gibt, sind dieses immer dieselben
Bits, so dass jeder Beweis auf einen in der Liange polynomiell beschrinkten Beweis
reduziert werden kann. Dieser wird dann ganz gelesen. Wieder ist wegen der fehlen-
den Zufallsbits bei xgl, und wegen P(V,(x,B,7)=nein)>1/2 nur

P(V,(x,B,7)=nein)=1 moglich. Daher ist PCP(0,poly(n)) = NP .
Die Umkehrung NP < PCP(O,pOIy(n)) ist wieder offensichtlich.

Zu (iii): Die Inklusion PCP(log(n),poly(n))< NP folgt direkt aus Satz 7.2-2.
Die Beziehung NP < PCP(log(n),pOIy(n)) folgt aus (ii).

1

Aus PCP(r(n),q(n)) = NTIME (g(n)-2°"™) folgt unmittelbar:

Satz 7.2-5:
PCP(log(n),l)c NP

Die Umkehrung dieser Aussage wird als das wichtigste Resultat der Theoretischen Informatik
der 1990-er Jahre angesehen (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy, 1992). Es hat zu
zahlreichen Konsequenzen fiir die Nicht-Approximierbarkeit von Optimierungsaufgaben aus
NPO gefiihrt.

Satz 7.2-6:
PCP(log(n),1)= NP

,,Wie man Beweise verifiziert, ohne sie zu lesen*

Das Ergebnis besagt, dass es zu jeder Menge L, fiir ein Entscheidungsproblem IT aus NP ei-

nen Verifizierer gibt, der bei jeder Eingabe nur konstant viele Stellen des Beweises liest, die
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er unter Zuhilfenahme von O(log(n)) vielen zufilligen Bits auswéhlt, um mit hoher Wabhr-

scheinlichkeit richtig zu entscheiden.

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 7.2-6 ist der Beweis des folgenden Satzes. In ihm
wird gezeigt, dass das 3-SAT-Maximierungsproblem nicht in PTAS liegt (siche Kapitel 6.2),
d.h. kein polynomiell zeitbeschrianktes Approximationsschema besitzt, auler P = NP . In Ka-
pitel 6.1 wird gezeigt, dass es in APX liegt.

3-SAT-Maximierungsproblem

Instanz: 1. | =(K,V)

K= { F.F,.., Fm} ist eine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Variab-
len aus der Menge V ={X,,..,X,} gebildet werden und jeweils die Form
F = (yil VYV yis) fir i=1,...,m besitzen. Dabei steht Y, fiir eine Boole-
sche Variable (d.h. yi, = X, ) oder fiir eine negierte Boolesche Variable (d.h.
Y, =x)

2. SOL(l)= Belegung der Variablen in V mit Wahrheitswerten TRUE oder
FALSE, d.h. SOL(l) ist eine Abbildung f :V — { TRUE, FALSE}

3. Fir f eSOL(l) ist m(I,f)= Anzahl der Klauseln in K, die durch f erfiillt

werden
4. goal = max

Satz 7.2-7:
Das 3-SAT-Maximierungsproblem liegt nicht in PTAS, d.h. es besitzt kein polynomiell
zeitbeschrinktes Approximationsschema, aufler P = NP .

Beweis:

Es sei Lsat = {F | F ist ein erfiillbarer Boolescher Ausdruck }.

Loar S Zpooe = +F | Fist ein Boolescher Ausdruck}, Ly,, ist NP-vollstindig.

Es wird eine Abbildung h definiert, die jedem F € X}, eine Instanz h(F)=(K.,V) fiir das
3-SAT-Maximierungsproblem zuordnet, wobei h(F) in polynomieller Zeit aus F berechnet

werden kann, und die folgende Eigenschaft besitzt:
Ist F € Lg,;, dann sind alle Klauseln in K erfiillbar.
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Ist F ¢ Lg,;, dann gibt es eine Konstante & > 0, so dass mindestens ein Anteil der Grof3e ¢ al-
ler Klauseln in K nicht erfiillbar ist. Das bedeutet mit c(F) = |K| fir h(F)=(K,V):

=c(F) fiir F € Ly,

. . Mit Satz 6.2-9 folgt, dass es keinen polynomiell
<c(F)-(1-&) fiir Felg,

m*(h(F))={

zeitbeschrankten r-approximativen Algorithmus fiir das 3-SAT-Maximierungsproblem mit
r<l/(1-¢) gibt, auBer P =NP. Daher besitzt das 3-SAT-Maximierungsproblem kein poly-

nomiell zeitbeschrinktes Approximationsschema.

Da Lg,; NP-vollstindig ist, gibt es fiir Ly,; nach Satz 7.2-6 einen (log(n),1)-beschrinkten
Verifizierer Vg,; . In V,,; werden eine Formel F mit size(F)=n, ein Beweis B und eine Zu-
fallsfolge 7 eingegeben. Man kann annehmen, dass das Alphabet, mit dem Beweise formu-
liert werden, das Alphabet £, ={0,1} ist, d.h. jeder Beweis B ist eine 0-1-Folge. Man kann
weiterhin annehmen, dass V,; genau >2 Zeichen von B erfragt (auch wenn nicht alle Zei-
chen des Beweises zur Verifikation benotigt werden). Da hochstens €-log(n) Bits (mit einer
Konstanten ¢) aus 7 und dann ¢ Positionen in B gelesen werden, brauchen nur Beweise be-

trachtet zu werden, die nicht linger als q-2°*™ =q-n® sind.

Es wird eine Menge V von Booleschen Variablen definiert: Fiir jede Position eines Beweises

wird eine Boolesche Variable in V aufgenommen, d.h. V = { Xis Xys Xg5 wens Xk} mit k=q-n°.

V enthilt polynomiell viele Variablen und ist in polynomieller Zeit aus F konstruierbar. Zu
jedem Beweis B=b ..b, der Lidnge k=q-n° ldsst sich eine Belegung
f, :V — { TRUE,FALSE} der Variablen in V durch
TRUE firb, =1
5 (X)= o
FALSE firb, =0

definieren.
Ist umgekehrt eine Belegung f :V — {TRUE, FALSE} der Variablen in V gegeben, so ldsst

sich ein Beweis B; =b; ...b; , angeben mit
o U fir f (x,)=TRUE
10 fiir f(x,)=FALSE’

Fiir die Zufallsfolge 7 seien die g Positionen, die in einem Beweis erfragt werden, die Positi-
onen 7, ..., 7,. Mit einigen der moglichen Wert-Kombinationen an diesen Positionen kommt

Vi bei Auswertung zur ja-Entscheidung, mit anderen kommt Vg, zur nein-

Entscheidung. Mit A wird die Menge derjenigen 0-1-Kombinationen bezeichnet, fiir die
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Vg zur nein-Entscheidung kommt. Offensichtlich ist |AT|S|ZO|q =2% Fir jedes

X, furb =0

Ti

(bl, v bq)e A, wird eine Formel (yrl ViV yrq) gebildet mit y, :{ < firb =1°

Alle so entstehenden Formeln (fiir alle Zufallsfolgen 7 ) bilden die Formelmenge K'. Diese

enthilt hochstens 2¢°¢™ .29 =29n° viele Formel.

Alle Formeln der Menge K' lassen sich so in Klauseln umformen, dass jede neue Klausel ge-
nau 3 Literale enthilt. Gilt g =3, haben alle Formeln (yrl V..V yrq) bereits die gewiinschte

Form. Fir >3 werden fiir jede Formel G = (yrl V..V yrq) g—3 necue Variablen
Zg)>- 2645 cingefihrt und G durch (yTl vy, VZG,])’ (ﬁZGﬂ1 2 ZG,z), s
(—|ZG,q74 VY.,V ZG,(H), (—|ZG,q73 VY.,V qu) ersetzt. Ist G erfiillbar, etwa weil y, oder y,_
den Wert TRUE besitzt, dann werden alle neuen Variablen z; fiir i=1,...,q—3 mit FALSE
belegt, und damit alle neuen Klauseln erfillt. Ist G erfiillbar, wobei vy, ,..., Y., mit FALSE
und y, fiir j>2 mit TRUE belegt ist, dann werden Zg, ..., Zg ;, mit TRUE und 75, ...,
Zg 45 Mit FALSE belegt; wieder sind alle neuen Klauseln erfiillt.

Sind umgekehrt alle neuen Klauseln erfiillt, dann konnen nicht alle y, fir i=1,..,q mit
FALSE belegt sein: Denn wiren alle Klauseln (yrl vy, \/ZGJ), (_'ZG,lvyr3 VZG,Z), s
(ﬁze,q_“ VY,V ZG,q_3), (—|ZG,q_3 VY.,V yrq) erfiillt und gleichzeitig alle y, gleich FALSE,
so miissten Zg,,...,Z5, ; mit TRUE belegt sein; dann ist aber die letzte neue Klausel

(—|ZG’q_3 VY., VY. ) nicht erfiillt. Man sieht also:

G ist genau dann erfiillbar, wenn alle aus G neu entstandenen Formeln erfiillbar sind.

Die Variablenmenge V wird um die neu hinzugenommen Variablen erweitert. Diese eventuell

erweiterte Klauselmenge bildet die Menge K. Es ist |K| < (q - 2)-|K’ , und auch V behilt eine

polynomielle GroRe.

Die Berechnung von h(F)=(K,V) erfolgt in polynomieller Zeit.

Ist F € L,;, dann gibt es einen Beweis B, so dass der Verifizierer V,; fiir jede Zufallsfol-
gen 7 die Entscheidung Vi, (F,B.,7)=ja trifft, denn P(Vy, (F,B.,7)=ja)=1. Ist fiir ei-
ne Zufallsfolgen 7 die definierte Menge A =, so wurde keine Formel in K’ bzw. K auf-

genommen. Ist A #< und sind 7, ..., 7, die Positionen in B, die von V,; aufgrund der
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Zufallsfolge 7 erfragt werden, etwa mit den Werten a,,...,a,, dann wird durch die Festle-

R
gung

4

TRUE fira, =1
FALSE fira, =0

eine partielle Belegung der Variablen in V definiert.

Es sei (bl,..., bq)e A, mit der dazu gebildeten Formel (yr1 Vevy, )e K’. Dann ist
(al, oy aq);t (bl, oy bq), denn (al, . aq) fiihrt auf eine ja-Entscheidung, und alle
(bl,...,bq)e A _fiihren auf eine nein-Entscheidung. An mindestens einer Position, etwa an
der Position j ist a; #b;. Ist b; =0, dann ist a; =1. Das Literal y_ =x_ wurde auf TRUE
gesetzt. Ist by =1, dann ist &; = 0. Das Literal y_ =—x_ wurde auf TRUE gesetzt. In beiden
Fallen ist (yrl V.V yrq) erfiillt. Das zeigt, dass alle Klauseln in K’ und damit alle Klauseln

in K erfiillbar sind und damit m"(f (F))=|K|=c(F) gilt.

Ist F¢lLg,,, dann gilt fiir jeden Beweis B, dass der Verifizierer V,,; flir mindestens die
Hilfte aller 2°"%™ =n° Zufallsfolgen die Entscheidung Vi, (F,B,z)=nein trifft, denn fiir
jeden Beweis B ist in diesem Fall P(Vy,(F,B,z)=nein)>1/2. Es sei eine Belegung
f:Vv —>{TRUE, FALSE} der Variablen in V gegeben. Der zu f konstruierbare Beweis
B; =b;,...b;, (siche oben) ist bestimmt durch
_ {1 fiir f(x,)=TRUE
"0 fiir f(x)=FALSE’

Es sei ¢ eine der 2°'°¢™ / 2 Zufallsfolgen, die auf die nein-Entscheidung fiihren. Die Positi-
onen in B, die von V,; aufgrund der Zufallsfolge 7 erfragt werden, seien 7, ..., 7, die
Werte an diesen Positionen in B, seien a,,...,a,. Dann ist nach Definition (al, v aq)e A
Die aus (al, - aq) gebildete Formel (yrl V..V yrq) hat den Wert FALSE: Ist ndmlich a, =0,
dann ist X, mit FALSE belegt, und y, =X, hat ebenfalls den Wert FALSE; ist &, =1, dann
ist X, mit TRUE belegt, und y, =—x_ hat den Wert FALSE. Fir q>3 wurde durch obige
Konstruktion die Formel (yrl V..V yrq) durch g—2 neue Formeln (yr1 VY, Vv ZGJ),
(—|ZG,l VY, Vv ZGﬂz), ves (—|ZG,q_4 VY.,V ZG,q_3), (ﬁZG’H VY.,V qu) ersetzt. Es ldsst sich zei-

gen, dass im vorliegenden Fall mindestens eine dieser neuen Formeln den Wert FALSE trigt:
Haben ndmlich alle neuen Formeln den Wert TRUE, wobeli alle Y., den Wert FALSE besitzen,

dann miissten Zg ,, ..., Z5, ; mit TRUE belegt sein; die letzte Klausel (—|ZG’q_3 VY. VY. ) hat

dann jedoch nicht den Wert TRUE.
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Zu jeder der 2°°*™ /2 Zufallsfolgen, die auf die neiin-Entscheidung fiihren, gibt es also

mindestens eine Formel in K, die nicht erfiillt ist. Daher betrdgt der Anteil nichterfiillbarer
Klauseln mindestens

Zc-log(n)/(z } |K|) > 20-log(n)/(2 . (q _ 2), 9 grelog(n) ): 1/((q _ 2). Ha+ )
Mit ¢ = 1/((q ~2)- 2q+1) folgt die Behauptung.
1



