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Vorwort

Das vorliegende Skript dient als Unterlage flir Veranstaltungen zur Mathematik fiir
Wirtschaftsinformatiker und Informatiker in den ersten Studiensemestern an der Leuphana
Universitit Liineburg. Es werden Schulkenntnisse der Mathematik und der Wille, sich mit
mehr oder weniger abstrakten Sachverhalten auseinandersetzen zu wollen, vorausgesetzt.

Die Themenauswahl erfolgte mit Blick auf die Anwendungen in der Informatik und der
Wirtschaftsinformatik. Schwerpunkte dieser Anwendungen sind die in spéteren Semestern
behandelten Analyseverfahren in der Theorie der Datenstrukturen und Algorithmen, der
Theoretischen Informatik, insbesondere der Angewandten Komplexitdtstheorie und der
Kryptologie. Dem fiir die Vorgehensweise und Argumentationstechnik in der Informatik
besonders wichtigen Prinzip der vollstindigen Induktion wird ein eigenes Kapitel gewidmet
und in spéteren Kapiteln an mehreren auch nichttrivialen Beispielen dargestellt. Dariiber
hinaus werden Grundlagen vermittelt, die dem Verstindnis wirtschaftswissenschaftlicher
Zusammenhdnge dienen. So wurden Themen aus verschiedenen Gebieten der Mathematik
ausgewdhlt, deren Inhalte im spdteren Studium von Belang sind: aus der elementaren
Zahlentheorie, der Kombinatorik, der Analysis, der Linearen Algebra und der
Wabhrscheinlichkeitstheorie und der Statistik. Ubungsaufgaben mit Losungen zu den einzelnen
Kapiteln ergéinzen das Skript in einem gesonderten Text.

Die Durcharbeitung des Skripts ersetzt nicht den Besuch der Veranstaltungen zur
Mathematik, da dort zusitzlich wichtige Zusammenhédnge, Beispiele und mathematische
Beweise, die dem Verstindnis der mathematischen Sitze dienen, erldutert und ergéinzende
Sachverhalte behandelt werden. Das Skript verzichtet gelegentlich auf die Darstellung der
mathematischen Beweise, wenn sie tiber den Rahmen des Textes hinausgehen. Ansonsten
werden die in den Sitzen dargestellten Sachverhalte auch formal begriindet.

Der Leser wird schnell feststellen, dass sich der Schwierigkeitsgrad bei der Erarbeitung der
einzelnen Themen im Verlauf des Textes erhoht. Dieses vielen mathematischen Texten
inhdrente Problem sollte nicht davor abschrecken, sich weiter und tiefergehend mit
mathematischen Sachverhalten zu beschiftigen. Vielmehr sollte es Anreiz sein, sich mit
Geduld und Durchhaltewillen auch schwierige Inhalte anzueignen. Der intellektuelle Gewinn
sollte dabei nicht unterschitzt werden.
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1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln aus ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik zusammengestellt. Dabei wird eine gewisse Vertrautheit
mit der Symbolik der Mathematik vorausgesetzt. Exemplarisch fiir die axiomatische Einfiih-
rung einer mathematischen Grundstruktur wird der systematische Aufbau des Zahlensystems
von den natiirlichen bis zu den komplexen Zahlen beschrieben.

Die Mathematik begriindet ihre Theorien formal jeweils durch ein System von Axiomen, d.h.
Grundaussagen, die in einem Teil der mathematischen Welt als Basisbausteine dienen, um aus
ihnen Aussagen und Erkenntnisse iiber diesen Teil der mathematischen Welt abzuleiten. Der
Ableitungsvorgang wird durch definierte logische Schlussregeln gesteuert. So wurde ver-
sucht, den Aufbau der gesamten Mathematik, insbesondere den Aufbau des Zahlensystems
und der Mengenlehre, streng axiomatisch zu begriinden. Die Entwicklung entsprechender
Axiomensysteme bzw. die Erkenntnis iiber Grenzen der Moglichkeiten dieses Ansatzes kon-
nen als liberragende Ergebnisse der mathematischen Forschung des 19. und 20. Jahrhunderts
angesehen werden. Leider sprengt eine formale Behandlung dieser Themen den Rahmen einer
universitiren Anfiangerveranstaltung, so dass im folgenden ausgewédhlte Themen aus einzel-
nen Teilgebieten der Mathematik, die fiir die spitere Informatikausbildung von Bedeutung
sind, eher anschaulich und intuitiv beschrieben werden. Natiirlich werden auch hierbei Prizi-
sion in den Begriffen und formale Korrektheit in der Argumentation versucht.

1.1 Mengen

Die Definition des Begriffs Menge gehort zu den grundlegenden Bausteinen der Mathematik.
Die formale Behandlung ist den Grundlagen der Mathematik vorbehalten. Georg Cantor
(1845 — 1918), der Begriinder der Mengenlehre, hat den Begriff der Menge anschaulich fol-
gendermallen definiert:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Eine Menge A4 kann durch die Aufzihlung der in ihr enthaltenen Elemente beschrieben
werden, z.B. A= { a,b,c,d,e, f,g,hi,j k,l,mno,p,q,r,r,t,u,v,wx,y, z,} als die
Menge der Buchstaben unseres Alphabets in Kleinschreibung ohne Umlaute. Falls die einzel-
nen Elemente der Aufzidhlung allgemein geldufig sind, beschrinkt man sich hdufig auf die
Angabe der ersten und letzten Elemente wie in 4 = {a, b,c,...,x,y, z} bzw. auf die Angabe
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der ersten Elemente, z.B. 4 = {4, 6,8, ... } als die Menge aller geraden Zahlen, die groBer oder
gleich 4 sind.

Zu beachten ist, dass es bei der Aufzdhlung auf die Reihenfolge der Elemente einer Menge
nicht ankommt und dass gleiche Elemente in der Aufzdhlung nur einmal angegeben werden.

Sehr hiufig wird eine Menge durch charakteristische Eigenschaften beschrieben, die je-
dem ihrer Elemente zukommen, und zwar in der Form M = {x| x hat die Eigenschaften ... },

zB. L= {z| zist Losung der Gleichung x* +2x—3 = 0} oder in aufzéhlender Schreibweise

L={-3,1}.

Liegt ein Element @ in der Menge 4 (ist a in der Menge A4 enthalten), so wird a € 4 geschrie-
ben; liegt a nicht in 4, so wird a ¢ 4 geschrieben.

Die leere Menge, bezeichnet mit ¢J, ist diejenige Menge, die kein Element enthilt.

Besitzen alle Elemente einer Menge 4 auch die Eigenschaften, durch die die Elemente einer
Menge B gekennzeichnet sind, so ist 4 Teilmenge von B, geschrieben 4 < B. Enthédlt B min-

destens ein Element, das nicht in 4 vorkommt, so ist 4 echte Teilmenge von B, geschrieben
AcCB.

Werden also die Elemente von B durch die Eigenschaften £, E, ..., E, charakterisiert, d.h.

B= {x| x hat die Eigenschaften E,, ..., E, }, und werden die Elemente von 4 durch die Eigen-
schaften E/, ..., E| charakterisiert, d.h. 4 = {x| x hat die Eigenschaften £, ..., E,’n}, wobei al-
le Eigenschaften Ej, E», ..., E, unter den Eigenschaften E|, ..., E/, vorkommen oder sich aus
den Eigenschaften E|, ..., E/ durch logische Schliisse ableiten lassen, so ist 4 < B. Die

Elemente einer Teilmenge 4 einer Menge B werden also in der Regel durch mehr Eigenschaf-
ten charakterisiert als die Elemente der Obermenge B.

Fiir jede Menge A4 gelten die beiden Teilmengenbeziehungen & < 4 und A< 4.

Zwei Mengen A und B sind gleich, geschrieben 4 = B, wenn fiir jedes Element a € 4 auch
a € B und fiir jedes b € B auch b € 4 gilt, wenn also sowohl 4 — B als auch B < A gelten.
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Die Vereinigung der Mengen 4 und B, geschrieben 4 B, besteht aus den Elementen, die in

A oder in B (oder in beiden Mengen) liegen: AU B = {x| xe€ Aoderx e B }

Der Schnitt der Mengen A4 und B, geschrieben 4N B, besteht aus den Elementen, die sowohl
in A4 als auch in B liegen: AN B = {x| xe Aundx € B }

Die Differenz der Mengen B und 4, geschrieben B \ 4 besteht aus den Elementen, die in B,
aber nicht in 4 liegen: B\ 4 = {x| xeBundxg 4 }

Ist A< B, so ist das Komplement der Menge 4 beziiglich der Menge B, geschricben A°,
definiert durch 4” = {x| xeBund x ¢ A}.

Offensichtlich ist (fir A< B) A® = B\ A.
Fiir eine Menge A bezeichnet |4| die Anzahl der Elemente (oder die Michtigkeit) von A.

Mit P(A4) wird die Potenzmenge der Menge 4 bezeichnet, die aus allen Teilmengen der
Menge 4 besteht, d.h. P(4)={L|L c 4}.

Beispiclsweise lautet fiir 4={1,2,3 } die Potenzmenge

P(A)={@.{1}.{2},{3 {12 },{1.3}{2.3 {123 }}.

Fir Mengen 4,, 4,, ..., A, wird das kartesische Produkt definiert als
A xA,x..xA = {(al,az,...,an)| a, €4,a, €A,,...,a, €A, }

Ein Element (a,, a,,...,a,)e A x 4, x...x A, wird als n-Tupel bezeichnet. Bei einem 2-Tupel

spricht man auch von einem Paar.

Eine n-stellige Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M x...x M . Bei

n-mal

einer zweistelligen Relation R < M x M schreibt man anstelle von (a,b)e R haufig aRb .
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Die grundlegenden Rechenregeln fiir Operationen mit Mengen werden in folgendem Satz zu-

sammengefasst:

Satz 1.1-1:
Es seien im folgenden 4, B und C Mengen. Dann gilt:
(i) Aud=4, AnDT=9.
(i) AnBc A, AnBc B, AcAUB, BC AUB.
(i) AuB=BuUA, AnB=BnN A (Kommutativgesetze).
(iv) A4u(BuC)=(4UB)UC, An(BNC)=(4nB)NC (Assoziativgesetze);

diese Regeln rechtfertigen die Schreibweisen
AUBUC=AU(BUC)=(4UB)UC und

ANBAC=A4Nn(BNC)=(4nB)nC.

(v) AuB=(A\B)u (A N B)u (B \ A), die rechte Seite ist eine disjunkte Zerlegung
von AU B. Dabei heift eine Zerlegung M =M, UM, der Menge M disjunkt,
wenn M, "M, = ist.

(vi) An(BuC)=(4nB)u(4NC),
AU(BNC)=(4UB)n(4UC) (Distributivgesetze)

(vii) An(4UB)=4, AU(4NB)=4.

—\C
(viii) Ist A< C,soist (A°) = 4.

(ix) Sind A< C und B c C, so gelten
(A~B) =4°UBC, (AUB) =4°NBC (Regeln von de Morgan).

(x) Sind 4c C und Bc C, so folgtaus 4 c B die Beziehung B¢ < A und
umgekehrt.

Bemerkung: Die Voraussetzungen 4 — C bzw. B < C in den Aussagen (viii) — (x) wurden
nur gemacht, weil das Komplement einer Menge A relativ zu einer die Menge A
umfassenden Menge C definiert wurde.
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Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Definitionen; ihr Nachweis wird dem Leser als
Ubung iiberlassen.

1.2 Aussagen und deren logische Verkniipfung

Logische Aussagen in der Mathematik werden wie Mengen streng axiomatisch definiert. Auf
diesen Ansatz soll hier ebenfalls zugunsten eines intuitiven Ansatzes verzichtet werden.

Unter einer mathematisch logischen Aussage versteht man einen Satz (in einem logischen
System), der entweder WAHR oder FALSCH ist (den Wahrheitswert WAHR oder FALSCH besitzt,
umgangssprachlich: wahr oder falsch ist). Beispielsweise ist

o .13 ist eine Primzahl“ eine Aussage mit Wahrheitswert WAHR (,,eine wahre Aussage*)

A ,,\/5 ist eine rationale Zahl* eine Aussage mit Wahrheitswert FALSCH (,,eine falsche
Aussage*)

o ~Jede gerade natiirliche Zahl, die grofSer als 2 ist, ldsst sich als Summe zweier Primzah-

len darstellen eine Aussage, deren Wahrheitswert noch nicht bekannt ist, die aber ei-
nen der beiden Wahrheitswerte WAHR oder FALSCH besitzt.

Der Satz ,,Dieser Satz hat den Wahrheitswert FALSCH* ist keine mathematische Aussage, da
er weder den Wahrheitswert WAHR noch FALSCH haben kann. Derartige Sétze, die eine selbst-
bezogene semantische Aussage versuchen, heilen Paradoxien.

Sind P und Q Aussagen, so kann man sie mit Hilfe der logischen Junktoren A (,,und®), v
(,,oder) bzw. — (,,nicht”) zu neuen Aussagen (P/\ Q), (Pv Q) bzw. (—|P) zusammensetzen.
Dabei kann man héufig auf die Klammern verzichten, wenn man annimmt, dass der Junktor
— stirker als der Junktor A und dieser stirker als der Junktor v bindet. Die Wahrheitswerte
der zusammengesetzten Aussagen ergeben sich aus den Wahrheitswerten der Teile gemal
folgender Wahrheitstafeln:

Wahrheitswerte von
P 0 (PrO) (PvO)
FALSCH | FALSCH FALSCH FALSCH
FALSCH WAHR FALSCH WAHR
WAHR FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR
Bezeichnung Konjunktion Disjunktion
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Wabhrheitswerte von
P (=P)
FALSCH WAHR
WAHR FALSCH
Bezeichnung | Negation

Neben diesen drei Junktoren werden in logischen Aussagen hédufig noch die Junktoren =

(,,impliziert®, ,hat zur Folge®, ,,aus ... folgt ...”), < (,,... ist gleichbedeutend mit ...*, ,.... gilt

genau dann wenn ... gilt“) und @ (,,exklusives oder, in der englischsprachigen Fachliteratur
auch XOR) verwendet, die durch folgende Wahrheitstafeln definiert sind:

Wahrheitswerte von

P 0 (P=0) (P 0) (P®O)
FALSCH | FALSCH WAHR WAHR FALSCH
FALSCH WAHR WAHR FALSCH WAHR

WAHR FALSCH FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR FALSCH
Bezeichnung Implikation Aquivalenz Antivalenz

Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus durch Junktoren ver-
bundenen Teilaussagen besteht, werden alle Kombinationen von Wahrheitswerten in die
Grundaussagen, d.h. in die Teilaussagen, die keine Junktoren erhalten, eingesetzt und durch
Anwendung obiger Wahrheitstafeln die sich ergebenden Wahrheitswerte unter Beachtung der
Klammersetzung bzw. Bindung der Junktoren ermittelt.

Beispiele:

P 0 (P=0) < ((=P) A~ O
FALSCH FALSCH WAHR : FALSCH W F F
FALSCH WAHR WAHR | WAHR | W woow
WAHR FALSCH FALSCH | WAHR | F F F
WAHR WAHR WAHR [FALSCH| F Fow

P 0 (P=0) & (=P) v O
FALSCH FALSCH WAHR WAHR W W F
FALSCH WAHR WAHR ' WAHR W W W

WAHR FALSCH FALSCH WAHR F F F
WAHR WAHR WAHR | WAHR | F wow
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Eine zusammengesetzte Aussage, deren Wahrheitswert bei allen mdglichen Belegungen mit
Wabhrheitswerten der Teilaussagen, die keine Junktoren enthalten, stets WAHR ist, heif3t Tauto-
logie.

Beispiclweise sind die Aussagen (Pv(—P)) und (P = Q)< ((—~P)v Q) Tautologien, nicht
aber (P = Q)< ((—P)A Q).

Das Beispiel (P = Q) = ((—|P)v Q) zeigt, dass man den Junktor = durch die Junktoren —
und v ausdriicken kann, indem man in einer Aussage jedes Auftreten einer Teilaussage der
Form (P = Q) durch die Teilaussage ((—P)v Q) ersetzt. Der Junktor = ist im Grunde also
tiberfliissig, nur vereinfacht er die Struktur der Aussagen und erhoht damit ihre Lesbarkeit.
Der folgende Satz zeigt, dass sich auch die anderen Junktoren A, << und @ mit Hilfe der

Junktoren v und — ausdriicken lassen, da sich jeweils links und rechts des Junktors < die
gleichen Wahrheitswerte ergeben. Teil (v) zeigt, dass man auch A und — nehmen kann, um
alle Junktoren v, =, << und @ auszudriicken.
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Satz 1.2-1:

Es seien P und Q Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien.

i) (PrQ)e (H(=P)v(-0)),

in vereinfachter Schreibweise: (P A Q) < —(—Pv Q).

(i) (P=0)=(=P)v0),

in vereinfachter Schreibweise: (P = Q)< (—=Pv Q).
(i) (Pe=0)e(P=0)r(0=P)),

(P = 0) = (=P)vO)A (=) P)),
in vereinfachter Schreibweise: (P < Q)< (=P v Q)A (=0 v P)),

(P& 0) e (HHEP)v )V (H(-Q)v P)).

in vereinfachter Schreibweise: (P < Q) < —((—(=Pv Q))v (~(=Q v P))).

(i) (P®Q)= (PA(-Q)V(=P)0)),
in vereinfachter Schreibweise: (P ® Q) = ((P A —|Q)v (—|P A Q)),

(P@® Q)= (H(=P)v Q) (H(=Q)v P)).
in vereinfachter Schreibweise: (P® Q) < (~(=Pv Q)v —~(=0v P)).

V) (PvO)e (H(=P)A(=0)),

in vereinfachter Schreibweise: (Pv Q) < —(—P A—Q).

(vi) (P A (P = Q)) = O (Modus ponens).

Der Nachweis dieser Aussagen erfolgt durch Auswertung der entsprechenden Wahrheitsta-
feln.
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Bemerkung: Man kommt sogar mit nur einem Junktor aus, um alle anderen Junktoren auszu-
driicken. Dazu wird der Junktor T durch folgende Wahrheitstafel definiert:

Wahrheitswerte von
P 0 (P71 0)
FALSCH | FALSCH WAHR
FALSCH WAHR WAHR
WAHR FALSCH WAHR
WAHR WAHR FALSCH
Bezeichnung Sheffer-Operation

Es gilt (P T Q)<:> («(PAQ)), und damit ist (—P) gleichwertig mit (ldsst sich
ausdriicken  durch) (P ) P), und es st (P/\Q) gleichwertig  mit
(rto)t(rto).

Der folgende Satz zeigt strukturelle Aquivalenzen zwischen Sitzen der elementaren Mengen-
lehre (Satz 1.1-1) und der Aussagenlogik.

Satz 1.2-2:
Satz 1.1-1:

Es seien P, Q und R Aussagen. Die Aussage W |Es seien im folgenden A4, B und C Mengen.
habe den Wahrheitswert WAHR, die Aussage F

habe den Wahrheitswert FALSCH.

Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien. | Dann gilt:

@) (PVF)e P, PAF & F., @) AUDB =4, AND =D .
i) (PAQ)=>P,(PAQ)=0, (i) AnBc A, AnBCB,
P=(PvQ), 0=(PvQ). AcAUB, BC AUB.

iy (PvQ)e(OvP), (PAQ)=(QAP) |(i) AUB=BUA, AnB=BnA4

(Kommutativgesetze). (Kommutativgesetze).
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(Pv(QvR) e (PvO)VR).
(PA(OAR))= (PAQ)AR) (Assozia-
tivgesetze);

(iv)

diese Regeln rechtfertigen die Schreib-
weisen (Pv Qv R) anstelle von

(Pv(QOvR)) und (PAQAR) anstelle
von (P/\(Q/\R)).

(v) (Pv Q) & ((P/\—|Q)v (P/\ Q)v (Q/\—|P)).

vi) (PA(QVR) = (PAQ)V(PAR)),

(Pv(OAR))= (PvO)A(PVR))  (Di-
stributivgesetze)
(vii)  (PA(PvQ))= P, (Pv(PAQ)) < P.
(viii)  (~(=P)) = P.
(ix) (HPrQ)e (-Pv-0),
(«(Pv Q)= (-PA—Q) (Regeln von
de Morgan)
® (P=0)e(-0=-P)

(iv) 4u(BuC)=(4uB)ucC,
AN(BNC)=(4nB)NC (Assozia-
tivgesetze).

(v)  AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A).

(i) An(BUC)=(4nB)u(4NC),
AU(BNC)=(4UB)n(4uC) (Di-
stributivgesetze)

(vi)  An(4UB)=4, AU(4NB)=A.

—C
(vii) Ist A< C,soist (4°) = 4.

(ix) Sind 4< C und B c C, so gelten
(AnB) =4°UBC,
(4UB) =4°ABC (Regeln von de
Morgan)

(x) Sind 4 < C und B < C, so folgt aus

A < B die Beziehung B¢ c A€ und
umgekehrt.

Allgemein gilt, dass ein Satz der elementaren Mengenlehre, der nur die Relationenzeichen =

und < und die Operatoren U, N"bzw.  (Komplement) verwendet, eine korrespondierende

logische Aussage besitzt und umgekehrt, indem man Ersetzungen gemédll folgender Tabelle

vornimmt.

Elementare Mengenlehre =

IN

-C

Aussagenlogik
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Die Erweiterung der Aussagenlogik fiihrt auf die Priadikatenlogik (erster Stufe), in der logi-
sche Sitze formuliert werden, die die Quantoren V (,,fir alle ...“) und 3 (,,es gibt ...”") ent-
halten kénnen, wobei iiber ,,freie Variablen* in Formeln quantifiziert wird.

Beispiel:
Vx ((x e N)Aa(x >1))= (3p ((p ist Primzahl) A (p teilt x)))).

Auf eine weiterfilhrende Einfiihrung in die mathematische Logik soll hier jedoch verzichtet
werden.

1.3 Beweistechniken

Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus Teilaussagen besteht,
die durch Junktoren verbundenen sind, wird ein mathematischer Beweis angefiihrt. Dieser
besteht aus einer Aneinanderreihung logischer Schliisse, die genau spezifizierten Schlussre-
geln folgen und jederzeit eindeutig nachvollziehbar sind (zumindest sein sollten). Die Grund-
lage aller Beweise in einem theoretischen System ist eine Menge von Axiomen, die als wahr
angenommen werden und eine ,,verniinftige* Basierung der zugrundeliegenden Theorie bil-
den. AuBBerdem gibt es eine endliche Menge von Schlussregeln, die es erlauben, aus Aussa-
gen, die bereits als wahr erkannt wurden (dazu gehoren die Axiome, deren Wahrheitswert als
WAHR angenommen wird), neue wahre Aussagen herzuleiten.

Formal ist ein Beweis eines mathematischen Satzes P eine Aneinanderreihung

pl’p27""pn

von Aussagen, wobei am Anfang Axiome oder bereits bewiesene mathematische Sitze, d.h.
Sétze mit dem Wahrheitswert WAHR, stehen, und p, gleich P ist. Den Ubergang von einer Zei-

le p, zur Zeile p,,, erhdlt man beispielsweise, indem man eine Tautologie, etwa aus Satz 1.2-
2, anwendet: Ist p, die linke Seite einer Tautologie der Form Q < R, d.h. p, hat dieselbe
Struktur wie O, dann ist p,, gleich R. Eine weitere Moglichkeit der Beweisfiihrung besteht in
der Anwendung der als Modus ponens bekannten Tautologie (P A (P = Q))= Q (Satz 1.2-1
(vi)). Ist p, mit j<i eine Zeile, die mit der Aussage P gleichzusetzen ist und hat p, die
Form (P = Q), dann ist p,, gleich Q. Wenn man also die Aussage P in Zeile p; bereits als
Aussage mit dem Wahrheitswert WAHR erkannt hat und in Zeile p, feststellt, dass die Giiltig-

keit der Aussage P die Giiltigkeit der Aussage QO impliziert, dann ist O eine Aussage mit dem
Wahrheitswert WAHR.
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Ohne an dieser Stelle genauer auf den formalen Vorgang des Beweisens in der Mathematik
einzugehen, werden einige mogliche Vorgehensweisen bei Beweisfiihrung von Aussagen be-
schrieben.

A. Direkter Beweis:
Die oben beschriebene Vorgehensweise ist ein Beispiel fiir einen direkten Beweis.

Hiufig treten mathematische Aussagen der Form (P = Q) auf. Fiir einen Beweis dieser Aus-

sage kann man folgendermaBen vorgehen:

Man nimmt an, dass P den Wahrheitswert WAHR besitzt (dass P wahr ist). Durch eine ,,geeig-
nete” Argumentation (Anwendung logischer Schliisse) zeigt man, dass dann auch Q den
Wabhrheitswert WAHR hat (dass Q wahr ist).

Beispiel:

Es ist folgende Aussage zu beweisen:
Ist p eine Primzahl!, die gréfSer oder gleich 5 ist, so ist p* —1 durch 24 teilbar.
Die Aussage besitzt die Form (P = Q) mit

P: p ist eine Primzahl, die grofser oder gleich 5 ist
und

O: p* —1 ist durch 24 teilbar.

Fiir den Beweis kann folgendermallen argumentiert werden:
Es sei p eine Primzahl mit p >5 (Aussage P wird als WAHR angenommen). Die Zahlen p -1,

pund p+1 sind drei aufeinanderfolgende Zahlen. Genau eine von ihnen ist durch 3 teilbar.
Da p Primzahl ist, also nur durch =1 oder £p teilbar ist und p>5 vorausgesetzt wird, kommt
nur eine der Zahlen p—1 oder p+1 in Frage. Da p Primzahl und p>5 ist, sind sowohl
p—1 als auch p+1 gerade Zahlen, also durch 2 teilbar. Eine von zwei aufeinanderfolgenden
geraden Zahlen lésst sich durch 4 teilen. Insgesamt ergibt sich: Eine der Zahlen p—1 oder
p+1 ist durch 3 teilbar, eine der Zahlen p—1 oder p+1 ist durch 4 teilbar, und die andere
der beiden Zahlen ist durch 2 teilbar. Daher wird p*—1=(p—1)-(p+1) durch 24 geteilt
(Aussage Q hat den Wahrheitswert WAHR).

I Eine Primzahl p ist eine natiirliche Zahl mit p > 2, die nur durch 1 oder +p (ohne Rest) teilbar ist.
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B. Indirekter Beweis:

Zum Beweis der Aussage (P = Q) zeigt man (—.Q = —.P), weil eventuell die Argumentation

in dieser Richtung einfacher ist. Der indirekte Beweis beruht auf der Tautologie
(P= Q)= (-0 = —P) (Satz 1.2-2 (x)).

Beispiel:
Es ist folgende Aussage zu beweisen:
Ist a* ungerade, wobei a eine ganze Zahl ist, dann ist a ungerade.

Die Aussage besitzt die Form (P = Q) mit

P: & ist ungerade
und

Q: a ist ungerade.

Fiir den Beweis kann folgendermallen argumentiert werden:
Es sei a gerade (Die Aussage —Q wird als WAHR angenommen). Das bedeutet ¢ =2-a' mit

einer ganzen Zahl &' . Dann ist a> =4-a"* gerade (Die Aussage —P hat den Wahrheitswert
WAHR).

C. Beweis einer Aquivalenz:

Um die Aussage (P = Q) zu beweisen, sind zwei ,,Richtungen zu zeigen, ndmlich ein Be-

weis fiir (P = Q) und ein Beweis fiir (Q = P).

Hiufig treten Aquivalenzen auch in der Form (P < Q) und (Q < R). In diesem Fall kann
man anstelle der vier Beweise fir (P = 0), (0= P), (0= R) und (R= Q) auch drei
Beweise, namlich fiir (P = Q), (0= R) und (R = P), erbringen.

D. Beweis durch Widerspruch:

Zum Beweis der Giiltigkeit einer Aussage P nimmt man an, dass —P den Wahrheitswert
WAHR besitzt. Durch eine ,,geeignete” Argumentation (Anwendung logischer Schliisse) zeigt
man von einer Aussage O, deren Wahrheitswert vorher bereits als WAHR erkannt wurde, dass
diese dann den Wahrheitswert FALSCH besitzt. Man zeigt also die Giiltigkeit von
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(—|P = (Q A —|Q)). Diese Aussage kann jedoch aufgrund des Wahrheitswerts einer Implikati-
on und wegen der Tatsache, dass (O A—Q) immer den Wahrheitswert FALSCH besitzt, nur

dann giiltig sein, wenn —P den Wahrheitswert FALSCH bzw. P den Wahrheitswert WAHR be-
sitzt.

Beispiel:
Zu zeigen ist die Giiltigkeit der Aussage

2 ist keine rationale Zahl bzw. \J2 lisst sich nicht als Bruch p/q mit natiirlichen Zahlen
p und q darstellen.

Die Aussage P lautet hier: 2 Lisst sich nicht als Bruch p/q mit natiirlichen Zahlen p und q

darstellen.

Es wird die Aussage —P als WAHR angenommen, d.h. V2= p/q mit natiirlichen Zahlen p
und g. In einem Bruch p/gq kann man Faktoren, die in p und ¢ gemeinsam auftreten, heraus

kiirzen, d.h. p und ¢ haben (bis auf 1) keinen gemeinsamen Faktor (das ist die Aussage O: p
und q haben (bis auf 1) keinen gemeinsamen Faktor; Q besitzt den Wahrheitswert WAHR).

Aus ~2 = p/q folgt ¢g-~/2=p und 2-¢° = p*, also teilt 2 den Wert p>. Da 2 Primzahl ist,
teilt 2 die Zahl p, d.h. p=2-p’'. Damit folgt 2-¢> =4-p’* und ¢°> =2- p". Jetzt ergibt sich,
dass 2 den Wert ¢ und damit die Zahl ¢ teilt (wieder, weil 2 Primzahl ist). Insgesamt ist die

Zahl 2 Faktor sowohl von p als auch von ¢; die Aussage Q hat also den Wahrheitswert
FALSCH.

E. Beweis durch vollstiindige Induktion:

Zum Beweis von Aussagen liber natiirliche Zahlen wird hédufig die Beweismethode der voll-
staindigen Induktion eingesetzt. Diese Methode beruht auf einer charakteristischen Eigen-
schaft der natiirlichen Zahlen und wird in Kapitel 1.5 behandelt.
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1.4 Algebraische Grundstrukturen und Zahlensysteme

Im Folgenden wird ein Uberblick iiber den Aufbau der wichtigsten Zahlensysteme gegeben,
und es werden einige grundlegende algebraische Strukturen definiert.

Grundlage aller hier beschriebenen Zahlensysteme ist diec Menge der natiirlichen Zahlen.
Diese wird durch ein Axiomensystem beschrieben, d.h. durch ein Regelsystem, das die Men-
ge der natiirlichen Zahlen eindeutig durch ihre Eigenschaften definiert:

Axiom 1: 0 eN

Axiom 2: Fiir jedes n €N gibt es ein als Nachfolger (Nachfolgerzahl) bezeichne-
tes Element n'eN.

Axiom 3: 0 ist nicht Nachfolger eines Elements n €N, d.h. es gibt kein #n €N mit
n'=0.

Axiom 4: Unterschiedliche Elemente » und m haben unterschiedliche Nachfol-
ger. Gleichbedeutend damit ist: Sind die Nachfolger n' und m' zweier
natiirlicher Zahlen gleich, so sind die Zahlen » und m ebenfalls gleich.

Axiom 5: Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die die Zahl 0 und mit jeder Zahl n
auch ihren Nachfolger »' enthilt, ist mit N identisch.

N ist das einzige ,,Modell* dieses Axiomensystems.

Statt 0" schreibt man auch 1, statt 0" schreibt man 2, statt 0” schreibt man 3 usw. Der n-te
Nachfolger der 0 ist die natiirliche Zahl n. Insbesondere ist eine natiirliche Zahl n#0 eine
Nachfolgerzahl.

Man schreibt iiblicherweise

N=1{0,1,2,3,4,..1}.

Aufbauend auf den so definierten Grundeigenschaften der natiirlichen Zahlen werden arith-
metische Operationen auf den natiirlichen Zahlen eingefiihrt:
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Die Addition + wird iiber den Nachfolger »n' einer natiirlichen Zahl n definiert durch die
(,,rekursiven®) Regeln

m+0=m,
m+n'=(m+n)" fir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl n.

Damit ist beispielsweise 2+3=2+0"=(2+0") = ((2+0")) = (((2+0)))' =2" =(0")" =5.

Auf dhnliche Weise und durch Zuriickfithrung auf die Addition wird die Multiplikation -
eingefiihrt:

m-0=0,

m-n'=(m-n)+m fiir jede natiirliche Zahl m und jede natiirliche Zahl 7.

Damitist 7-3=7-2'=(7-2)+7=(7-1)+7=(7-1)+7)+7=(7+7+7)=21.

Die so eingefiihrten arithmetischen Operationen geniigen wichtigen GesetzmaBigkeiten:
Es gilt fiir jede natiirliche Zahl n, fiir jede natiirliche Zahl m und fiir jede natiirliche Zahl k:

k+(m+n)=(k+m)+n,

k-(m-n)=(k-m)-n (Assoziativgesetze)

Das Assoziativgesetz besagt, dass es bei gleichen Operatoren auf die Reihenfolge der Klam-
merung nicht ankommt; sie wird daher in der Regel weggelassen.

k+m=m+k,
k-m=m-k (Kommutativgesetze)

k-(m+n)=k-m+k-n (Distributivgesetz)

Der Nachweis dieser Regeln erfolgt durch Riickfiihrung auf obige Definitionen. Beispielswei-
se wird das Kommutativgesetz der Addition wie folgt gezeigt:

Die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes wird zundchst fiir £ =0 und alle m € N nachgewie-
sen:

Fir m=01st 0+m=0+0=m+0.

Fiir eine Nachfolgerzahl m' ist nach Definition der Addition und der Tatsache, dass das
Kommutativgesetz fiir k£ =0 und m bereits nachgewiesen wurde,
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0+m'=(0+m) (nach Definition der Addition)
=(m+0) (fiir m bereits gezeigt)
=m' (nach Definition der Addition)
=m'+0 (nach Definition der Addition).

Aus der Tatsache, dass das Kommutativgesetz flir £ bereits gezeigt wurde, wird seine Giiltig-
keit fiir £ und alle m € N nachgewiesen:

Fiir m=0 ist

K+0=Fk (nach Definition der Addition)
=(k+0)" (nach Definition der Addition)
=(0+k)"  (fiir k£ bereits nachgewiesen)
=0+k' (nach Definition der Addition).

Fiir eine Nachfolgerzahl m' ist nach Definition der Addition und der Tatsache, dass das
Kommutativgesetz fiir k£ und m bereits nachgewiesen wurde,
k'+m'=(k'+m)  (nach Definition der Addition)

=(m+k')  (flr m bereits gezeigt)

=(m+k)"  (nach Definition der Addition)

=(k+m)"  (fur k bereits gezeigt)

=(k+m')  (nach Definition der Addition)

=(m'+k)  (fiir k bereits gezeigt)

=m' +k' (nach Definition der Addition).

Ahnlich geht es mit dem Kommutativgesetz der Multiplikation:

Die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes wird zunéchst fiir £ =0 und alle m € N gezeigt:

Fir m=0ist 0-m=0-0=0=m-0.

Fiir eine Nachfolgerzahl m’ ist nach Definition der Multiplikation und der Tatsache, dass das
Kommutativgesetz fiir £k =0 und m bereits nachgewiesen wurde,

0-m'=(0-m)+0 (nach Definition der Multiplikation)
=(m-0)+0 (fiir m bereits gezeigt)

=m-0 (nach Definition der Addition)
=0 (nach Definition der Multiplikation)
=m0 (nach Definition der Multiplikation).

Aus der Tatsache, dass das Kommutativgesetz fiir k& bereits gezeigt wurde, wird seine Giiltig-
keit fiir £" und alle m € N nachgewiesen:
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Fir m=0 ist

k'-0=0 (nach Definition der Multiplikation)
=0+0 (nach Definition der Addition)
=(k-0)+0 (nach Definition der Multiplikation)
=(0-k)+0  (fir £ bereits nachgewiesen)
=0-k' (nach Definition der Multiplikation).

Fiir eine Nachfolgerzahl m' ist nach Definition der Multiplikation und der Tatsache, dass das
Kommutativgesetz flir £ und m bereits nachgewiesen wurde,
k'-m'=(k"-m)+k (nach Definition der Multiplikation)

=((k"-m)+k)  (nach Definition der Addition)

=((m-k")+k)  (fur m bereits nachgewiesen)

=((m-k)+m+k)" (nach Definition der Multiplikation)

=((k-m)+k+m)" (wegen der Kommutativitit der Addition

und da die Kommutativitit fiir k£ bereits nachgewiesen ist)
=((k-m")+m)  (nach Definition der Multiplikation)

=(k-m+m' (nach Definition der Addition)
=(m'-k)y+m' (fiir & bereits nachgewiesen)
=m'-k' (nach Definition der Multiplikation).

Zu beachten ist hierbei, dass die Giiltigkeit der Assoziativgesetze als bereits nachgewiesen
vorausgesetzt wird.

Satz 1.4-1:
Es seien n € N und m € N. Dann gilt
(i) n-l=n.

(i) Fir n#0 und m=0 ist n-m#0. Die Gleichung n-m =0 impliziert n =0 oder
m=0.

(i11)) Die Gleichung n+x=n mit x e N ist nur fiir x=0 erfiillt. Die Gleichung
n+m=0 ist nur fiir n=m =0 erfiillt.

Laut Definition der Multiplikation und der Addition ist
nl=n-0'=(n-0)+n=0+n=n+0=n.

Fiir (ii) seien n und m Nachfolgerzahlen, d.h. n=k" und m=/", dann ist
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n-m=k"-I'=(k'-1)+k'=((k'-1)+ k)", also eine Nachfolgerzahl. Mit Axiom 3 folgt die Be-
hauptung.

(ii1) sieht man folgendermal3en:
Fir n=0 ist 0=0+ x =x. Ist n eine Nachfolgerzahl, n =k", und ist k+ y =k mit ye N nur

mit y=0 moglich, dann folgt aus k' =k'+x=x+k"=(x+k) mit Axiom 4 k=x+k und
x=0.

In der zweiten Gleichung in (iii) ist bei n=0: 0=0+m=m . Wire n eine Nachfolgerzahl,
n=k', dann ist 0=k'+m=m+k'=(m+k) . Das ist gemdB Axiom 3 nicht moglich. Daher

gilt n=0 und m=0.

Die natiirliche Zahl n hei3it kleiner als die natiirliche Zahl m, geschrieben n < m, wenn die
Gleichung n+ x = m eine Losung x € N mit x # 0 besitzt. Man schreibt n < m, wenn n <m
oder n =m gilt. Durch diese Festlegungen wird eine totale Ordnungsrelation auf den natiir-
lichen Zahlen definiert.

Erlauterung:

Eine zweistellige Relation < auf einer Menge M heiflt partielle Ordnungsrelation, wenn
fiir jedes a € M , jedes b € M und jedes c € M gilt:

(1) a < a (Reflexivitit)

(i1) aus a <b und b <a folgt a =b (Antisymmetrie)

(ii1)) aus a <b und b < c¢ folgt a < ¢ (Transitivitit).

Eine partielle Ordnungsrelation hei3t totale Ordnungsrelation, wenn fiir jedes a € M und
fiir jedes b € M zusitzlich gilt:

a <b oder b <a (Vergleichbarkeit).

Dass es sich bei der durch < definierten Relation um eine partielle Ordnungsrelation handelt,
sieht man wie folgt:

Die Reflexivitit n <n ist wegen n =n offensichtlich.
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Fiir den Nachweis der Antisymmetrie setzt man n<m und m<n voraus. Das bedeutet
n+x=m mit xe N und m+y=n mit y € N. Ersetzt man in der ersten Gleichung » durch
die Angabe der zweiten Gleichung, so erhdlt man m + (y+ x): m. Mit Satz 1.4-1 (iii) folgt
y+x=0und y=x=0.

Aus n<m und m<k folgt n+x=m mit xeN und m+y=k mit yeN. Die erste Glei-
chung wird in die zweite Gleichung eingesetzt, und man erhélt mit der Assoziativitit der Ad-
dition k=m+y= (n + x)+ y=n+ (x + y) . Das zeigt n <k, und damit gilt die Transitivitét der

Relation <.

Die so definierten arithmetischen Operationen erlauben nur wenige wirkliche Rechenmanipu-
lationen. Operationen wie Differenzen- oder Quotientenbildung als Umkehroperationen der
Addition bzw. der Multiplikation sind nur sehr eingeschrinkt moglich, wenn man fordert,
dass jeweils das Ergebnis einer dieser Operationen wieder ein Element aus N ergibt. Daher
bildet man auf der Basis der natiirlichen Zahlen einen Zahlenbereich, in den man N einbetten
kann, und zwar so, dass die arithmetischen Operationen und die definierte Ordnungsrelation
auf N fortgesetzt werden:

Man definiert auf der Menge N x N der Paare natiirlicher Zahlen eine zweistellige Relation =
durch

(n,m) = (k1) genau dann, wenn n+1=m+k gilt (hier ist die definierte Addition auf den na-

tiirlichen Zahlen gemeint).

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge N x N (siche unten).

Erliuterung:

Eine zweistellige Relation ~ auf einer Menge M heilt Aquivalenzrelation, wenn fiir jedes
aeM,jedes be M undjedes ce M gilt:

(1) a~a (Reflexivitit)
(i1) aus a ~b folgt b ~a (Symmetrie)

(ii1)) aus a~b und b ~c folgt a ~c (Transitivitit).

Fiir a € M bezeichnet [a] = {b| b~a } die zu a gehdrende Aquivalenzklasse.
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Der folgende Satz fiihrt einige wichtige Eigenschaften einer Aquivalenzrelation auf:

Satz 1.4-2:

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, a € M und b € M . Dann gilt:
(i) Esist a ~b genau dann, wenn [a] =[b] gilt.
(i) Es gilt entweder [a]. =[p]. oder [a]. n[p]. =@ .

Gii) U [a]~ = M (auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht die Vereinigung

aeM

aller Aquivalenzklassen, die man mit Elementen aus M bilden kann).

Die Giiltigkeit der Aussagen sieht man wie folgt:
Es gelte a ~b, und es sei x e [a] . Dann ist x ~a und mit der Transitivitit auch x ~b. Also

ist xe[p]., insgesamt [a] <[b] . Ist umgekehrt x e[b] , also x ~b, dann ist mit der Refle-

xivitit und der Transitivitit 5 ~a und x~a, dh. [p]. c[a]..

Damit folgt aus x €[a]. N [b]. nacheinander: x~a, x~b, a~x und a~b, also [a]. =[p]..

Besitzen also zwei Aquivalenzklassen ein gemeinsames Element, dann sind sie gleich.

U[a]. M, da Aquivalenzklassen aus Elementen aus M bestehen. Ist umgekehrt x M ,

aeM

dann ist wegen der Reflexivitit x ~x und x €[x]. und damit xe U [a]..
aeM

Die durch ,,(n,m)=~(k,l)genau dann, wenn n+I/=m+k gilt“ definierte Relation ist eine

Aquivalenzrelation auf der Menge N x N : Dazu sind die Eigenschaften Reflexivitit, Symmet-
rie und Transitivitit nachzuweisen:

Wegen n+m=m+n ist (n,m)=(n, m) (Reflexivitit).

Es gelte (n,m)~ (k,l), dh. n+[/=m+k. Dann gilt auch k+m=1+n, also (k,I)~ (n,m)

(Symmetrie).

Aus (n,m)z (k,l) und (k, l)z (g,h) folgt n+/=m+k und k+h=1[+g . Daher gilt
n+l+k+h=m+k+[+g. Die linke Seite kann geschrieben werden als (n+4)+(/+ k), die
rechte Seite als (m + g )+ (I + k). Aus Axiom 4 der natiirlichen Zahlen folgt daraus
n+h=m+g,dh. (n,m)=(g,h) (Transitivitit).
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Die Menge der Aquivalenzklassen zu dieser Relation wird als Menge Z der ganzen Zahlen
bezeichnet:

Z={[(n,m)]:| neNundmeN}.

Es sei (n,m)e NxN.

Fir n<m sei xeN die Losung der Gleichung n+ x = m (anschaulich x=m —n>0). Dann

ist (n, m) ~ (0, x) und [(n, m)]: = [(0, x)L .

Fir m<n sei ye N die Losung der Gleichung m + y =n (anschaulich y=n—-m>0). Dann

ist (2, m)= (y.0) und [(m, m)]. =(y,0)L.

Daher kann man auch
Z={[(n,0)]:| neN }u{[(O,n)L| neN,n;tO}

schreiben. Die Menge der natiirlichen Zahlen lésst sich in Z einbetten, etwa durch die Vor-
schrift: Die natiirliche Zahl n € N wird mit der Aquivalenzklasse [(n,0)]. identifiziert. Es ist

dann N~ {[(n, 0). | neN }, und es wird (obwohl mathematisch inkorrekt) N < Z geschrie-

ben.

Auf Z werden nun die arithmetischen Operationen Addition, geschrieben +,, und Multipli-

kation, geschrieben -, , definiert:

[(2, 0. + [(om. )] =[(n+m, 0)]
[0, m)]. +, [(0,m [(0 n+m)]

N falls m < nist; hierbei ist x die Losung der Gleichung m+ x = n
falls n < m ist; hierbei ist x die Losung der Gleichung n + x = m.

Beispielsweise ist [(3,0)]. +, [(0,4)L. =[(0,1)]. und [(4,0)]. +, [(0,3)]. =[(1,0)L. .

[(n,m)]. -, [(k,))L =[(n-k+m-I,n-1+m-k)|.. Hierbei ist zu beachten, dass in den Paaren
(n,m) und (k,1) jeweils mindestens ein Wert gleich 0 ist.

Beispielsweise ist [(3,0)]. -, [(4,0)]. =[(12,0)L. und [(3,0)]. -, [(0,4)]. =[(0,12)L.
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Man kann sich davon iiberzeugen, dass fiir die so definierten Operationen die Assoziativge-
setze, Kommutativgesetze und Distributivgesetze gelten.

Fiir jede ganze Zahl [(n,0)]. bzw. jede ganze Zahl [(0, m)]. gelten die Bezichungen

(2, 0)L +, (0. 0)L. =[(. 0)L. bzw. [(0,m)L. +, [(0.0)). =[(0. )L

und

[(2.0)L. - [(1.O)L =[(, 0)L. bzw. [(0.m)L -, [(1. 0)L =[(0.m)L..

In der so definierten Menge Z ist nun jede Gleichung der Form [(n, m). +, [(x,, x, )] =[(k, 7))
durch [(x,, x,)|. =[(m, n)]. +, [(k.,)]. 16sbar:

Fir m=0 ist

Fiir n =0 zeigt man die Gleichung entsprechend.

Diese Aussage bedeutet, dass es zu jeder ganzen Zahl [(n, m)]. € Z eine additiv inverse Zahl,
namlich [(m, n)|. mit [(n, m)| +, [(m,n)]. =[(0,0)]. gibt.

Die Gleichung [(n, m)]. -, [(x,, x,)|. =[(0,0). mit [(n, m)]. #[(0,0)]. (hierbei ist wieder min-
destens einer der Werte 7 oder m gleich 0) hat als einzige Losung [(x,, x,)]. =[(0,0)]. : Ist etwa
n=0 und [(n,0)L -, [(x,x,)]. =[(0,0)L, dann gilt n-x,=0 und n-x,=0 und damit x, =0
und x, =0 (in den natiirlichen Zahlen folgt aus n-x, =0: n=0 oder x, =0, siche oben). Ge-

nauso argumentiert man bei [(0, m)]. -, [(x,, x,)L. =[(0,0) mit m=0.

Die Ordnungsrelation < auf den natiirlichen Zahlen wird zu einer Ordnungsrelation <, auf

den ganzen Zahlen fortgesetzt:

[(n, O)L <, [(m, O)L genau dann, wenn n < m (in den natiirlichen Zahlen) gilt;
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Mit diesen Definitionen bildet die algebraische Struktur (Z,+,,-,,[(0,0)L,[(1,0)L) einen

nullteilerfreien kommunikativen Ring mit 1.

Erlauterung:

Eine algebraische Struktur (G, o) mit der Menge G und der zweistelligen Operation o heil3t
Gruppe, wenn gilt:

(1) aobe G fiirjedes a € G und jedes b € G (Abgeschlossenheit der Operation o)
(i) ao (b o c) = (a o b)o c fiirjedes a € G, jedes b € G und jedes c € G (Assoziativitit)

(ii1) es gibt ein Element e € G mit der Eigenschaft eca =aoe =a fiir jedes a € G (Exis-
tenz eines neutralen Elements)

(iv) fiir jedes a € G gibt es ein Element a”' € G mit aca™' =a ' oa =e; dieses Element
heif3t inverses Element zu a.

Das neutrale Element e einer Gruppe wird meist in die Angabe der Gruppe mit aufgenom-

men: (G, o, e).

Eine Gruppe (G, o) heillt kommutative Gruppe, wenn zusétzlich gilt:
aob=boa fiir jedes a € Gund fir jedes b e G.
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Eine algebraische Struktur (R, @, ®) heillt Ring, wenn gilt:

(1) (R, @, O) ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 € R). Das zu a € R

beziiglich der Operation @ (additiv) inverse Element wird mit —a bezeichnet.
(1)) a®b e R fiir jedes a € R und jedes b € R (Abgeschlossenheit der Operation ® )

(iil) a®(Bp®c)=(a®b)®c fiir jedes a € R, jedes b € R und jedes c € R (Assoziativitit
der Operation ® )

(iv) a®(b®c)=(a®b)®(a®c)und (p®c)Qa=(hQa)®(c®a) fiir jedes a € R, jedes
b e R und jedes ¢ € R (Distributivitit der Operation ® iiber die Operation @)

Ein Ring (R, @, ®) heifit Ring mit 1, wenn es ein Element 1 € R gibt mit a®1=1®a=a

fiir jedes @ € R (Existenz eines neutralen Elements beziiglich der Operation ® ).

Ein Ring (R, @, ®) heillt kommutativer Ring, wenn zusitzlich gilt:
a®b=>b®a fiir jedes a € R und fiir jedes be R .

Ein Ring (R, @, ®) heil3t nullteilerfreier Ring, wenn zusitzlich gilt:

Die Gleichung a ® x = 0 besitzt fiir jedes @ € R mit a # 0 nur die Losung x = 0.

Fiir den Ring (R, @, ®) mit 1 werden die neutralen Elemente mit in die Angabe des Rings
aufgenommen: (R, ®,®,0, l).

Einige hiufig verwendete Rechenregeln folgen unmittelbar aus diesen Axiomen:



32 1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte

Satz 1.4-3:

(1)  Das neutrale Element e einer Gruppe (G, o, e) ist eindeutig bestimmt.

Das zu a € G inverse Element a~' € G ist eindeutig bestimmt.

Fir ac G und he G ist (aob) =b"oa .

(i) Ist (R, ®,&,0, l) ein Ring mit 1 mit beziiglich der Operation @ neutralem Ele-
ment 0 € R und beziiglich der Operation ® neutralem Element 1€ R, dann gilt
fiir a € R und b € R mit den additiv inversen Elementen —a und —b:

~(a®b)=(-5)®(-a)=(-a)®(-b),
0®a=a®0=0,

—a:(—l)®a,

(~a)®(-b)=a®b.

Die Eindeutigkeit des neutralen Elements einer Gruppe (G, o, e) sieht man wie folgt: Sind
e, € G und e, € G neutrale Elemente in G, dann ist
e =ece, (da e, neutrales Elementin G ist)

=e, (da e, neutrales Element in G ist).
Die Eindeutigkeit des zu a € G inversen Elements ergibt sich aus:
Ist be G invers zu a € G, dann ist b:boe:bo(aocfl):(boa)ocf1 =eoa'=a".
Damit ist (aob)o(boa™)=ao(beb)oa" =aocoa =asa™ =e, also wegen der Eindeu-

tigkeit inverser Elemente (aob) "' = (b_1 oa” )

Die Aussagen in (ii) lassen sich nachrechnen:

Mit (i) und der Kommutativitit der Operation @ folgt —(a®b)=(-b)®(—a)=(-a)® (-b).
(0®a)Da=(09a)®(1®a)=(0D1)®a=1Qa=a; wegen der Eindeutigkeit des neutralen
Elements beziiglich der Operation @ ist daher (0®a)=0. Entsprechend ergibt sich
a®0=0.

(-N®@a)@a=((-1)®a)®(1®a)=(-1®1)®a=0®a=0; wegen der Eindeutigkeit inver-
ser Elemente beziiglich der Operation @ ist daher —a =(-1)®a.

Fiir die letzte Gleichung in (ii) zeigt man, dass(—a)®(~b) additiv invers zu —(a ®b) ist;
nach Definition ist a ® b invers zu — (a ® b); wegen der Eindeutigkeit inverser Elemente be-
ziiglich der Operation @ ist dann (—a)®(~b)=a ®b:




1.4 Algebraische Grundstrukturen und Zahlensysteme 33

—
N TN

Wie oben beschrieben, lasst sich N in Z durch die Identifizierung von n e N mit [(r,0)]. ein-
betten. Anstelle von [(0,7)]., dem zu [(n,0)]. additiv inversen Element, schreibt man auch

—n. In diesem Sinne bilden die ganzen Zahlen {[(n, 0)L | neN } die positiven ganzen Zah-

len (einschlieBlich 0), entsprechend den natiirlichen Zahlen N, und {[(0, n)]:| neN,n#0 }

die negativen ganzen Zahlen.

Eine interessante Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Multiplikation ganzer Zahlen:
Quadrate ganzer Zahlen ergeben immer positive ganze Zahlen:

(2, 0)L -, [(. )L = [z ,0)L. und [(0. )], -, [(0. )L =[(r2- . 0)L.

Zur Vereinfachung wird im Folgenden

ZZNU{—n|neN}
={0,1,-1,2,-2,3,-3,... }

geschrieben. Die in Z definierte Addition +, bzw. die in Z definierte Multiplikation -, wird

wieder mit + bzw. - bezeichnet, die Ordnungsrelation <, vereinfacht mit <.

Z erlaubt bereits eine Vielzahl interessanter arithmetischer Operationen, jedoch ist ,,richtiges
Rechnen®, d.h. auch Division (Umkehrung der Multiplikation) nicht immer moglich. Daher
wird Z auf die Menge der rationalen Zahlen erweitert. Auch diese Erweiterung erfolgt wie-
der formal iiber die Definition einer geeigneten Aquivalenzrelation auf Paaren, dieses Mal
von ganzen Zahlen, und Ubergang auf die zugehdrigen Aquivalenzklassen und Einbettung
von Z in die Menge dieser Aquivalenzklassen:

Im Folgenden seien a€ Z,beZ,c€Z,d € Z,b#0undd #0.

Man definiert auf der Menge Z x Z der Paare ganzer Zahlen eine Relation ~ durch
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(a,b)~(c,d) genau dann, wenn a-d =c-b gilt (hier ist die definierte Multiplikation - auf

den ganze Zahlen gemeint).

Die beziiglich dieser Aquivalenzrelation zum Paar (a, b) mit b # 0 ganzer Zahlen gehorende
Aquivalenzklasse wird mit % bezeichnet. Die rationalen Zahlen sind dann genau die Menge

dieser Aquivalenzklassen:

=12
o=

Mit Satz 1.4-2 (i) ist %: 3 genaudann, wenna-d =c-b (in Z) gilt.

anundbeZundb;tO}.

Damit sind %:

Die Menge der ganzen Zahlen ist in der Menge der rationalen Zahlen eingebettet:

a

1
Daher schreiben wir Z < Q (obwohl auch diese Aussage wieder mathematisch nicht korrekt
ist).

an}CQ und{%

an}zZ.

Auf Q lassen sich eine Addition +, und eine Multiplikation -, definieren, die die entspre-

Q
chenden Operationen auf Z fortsetzen:

Fiir % €Q und 2 €Q wird definiert:

a ¢ a-d+c-b
—+Q—:—und
b d b-d

a c_ac

b%®d b-d’

Die rationale Zahl % ist neutrales Element der Addition, die rationale Zahl % neutrales Ele-

ment der Multiplikation:
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4,0 _al+b0_a a
b %1 b-1 b’ b°

—_ ] =

al_a
b-l b’

Zu jeder rationalen Zahl % €Q gibt es eine eindeutige additiv inverse Zahl, geschrieben

a .. a a 0 . . a —-a a
__5m1t_+Q__:_,nathh —_— ==
b b 1 b -b
a a a-b+b-(-a)
to——=
b b b-b
b a+b-(—a)
b-b
_b(ata)
b-b
_ 0.0
b-b 1
Zu jeder rationalen Zahl » =— mita # 0 gibt es eine eindeutige multiplikativ inverse Zahl,
1
. _ . . .. 4 (a b
geschrieben =, mit - r~ =—. Esist r =[_j ==
a
a b_ab_ab 1
b%a ba ab 1

.. . . a c . )
Unter der Division % in Q zweier Zahlen r = Z und s = E mit ¢ # 0 versteht man die Mul-

tiplikation von r mit s~

() e d_ad
W b®c bec’

Die Ordnungsrelation < wird von Z auf Q erweitert, geschrieben <, :

Es ist %SQ % genau dann, wenn ((0<a)und (0<5)) oder ((a <0)und (b <0)) gelten. AuBer-

dem ist < < enau dann wenn9< £+ _4 1lt
b gt P WEI 20y Te Ty ) B
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<

9 die
1

Die positiven rationalen Zahlen (einschlie3lich T) in Q sind die Werte % mit 0 %,
negativen rationalen Zahlen die Werte % mit %SQ% und a # 0. Auch in den rationalen

zahlen sind Quadrate positiv: %-Q%=%, und es ist 0<g-a und 0<b-b (in Z, siche

oben).

Mit diesen Festlegungen bildet die algebraische Struktur [Q, +05°0> %, 3 mit der Ordnungs-

relation <, einen angeordneten Korper (der Nachweis der einzelnen Eigenschaften wird als

=
Ubung empfohlen).

Erlduterung:

Eine algebraische Struktur (K , D, ®) heilit Koérper, wenn gilt:
(1) (K ,®,8,0, 1) ist ein kommutativer Ring mit 1

(ii) fiir jedes @ € K mit a # 0 gibt es ein Element ¢' € K mit a®a ' =1; dieses Element
heif3t multipliktives inverses Element zu a.

(K , D, 0) ist also eine kommutative Gruppe, die additive Gruppe des Korpers,
(K\ {0}, ®1) ist eine kommutative Gruppe, die multiplikative Gruppe des Korpers, und es

gelten die Distributivgesetze.

Der Korper (K , D, ®) heillt angeordneter Korper, wenn es eine totale Ordnungsrelation <

auf K gibt mit folgenden Eigenschaften:

(1) firjedes x € K, fiir jedes y € K und fiir jedes z € K gilt:
aus x < yfolgt x®z<y®z

(i) fiir jedes x € K und fiir jedes y € K gilt:

aus 0 <x und 0 < y folgt 01 x® y.
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Aus den Definitionen folgt

Satz 1.4-4:

Es sei (K ,®, ®) ein angeordneter Kdrper mit der Ordnungsrelation < und a € K . Das
beziiglich der Operation @ inverse Element wird wieder mit —a und das bei a # 0 be-

ziiglich der Operation ® inverse Element mit a~' bezeichnet. Dann gilt:

(i) Fira=0ist (-a)' = —(a"l);

DeC)-1;

diese Aussagen gelten in jedem Korper (unabhédngig von einer Anordnung).
(i) Bei O<a ist —a<0;bei a<0 ist 0 <x—a. Insbesondere ist 0 <1 und —1<0.

(i) 0<a®a.

Fiir (i) wird zunichst (—1)®(~1)=1 gezeigt (hierzu wird die Anordnung von K nicht verwen-
det): Fiir a € K ist mit Satz 1.4-3 (ii)
(Ne1)@a=(-Ne(-1)®a)=(-1)®(-a

)=
des multiplikativ neutralen Elements (~1)®(~1)=1. Daraus ergibt sich, dass —(a_l)
(-

a' =~{a):

~(a")®(~a)=(-1)®a" ®(-1)®a=(-1)®(-1)®a" ®a=1.

—(~a)=a, also wegen der Eindeutigkeit

multiplikativ invers zu —a ist; folglich ist dann

In (ii) folgt bei 0<a: —a=0®(—a)<a®(-a)=0; entsprechend folgt bei a <0 :
0=a®(-—a)<0®(~a)=—a.Die Aussage 0<1 ergibt sich aus (iii) mit a =1.

In (ii1) folgt aus der Anordnungseigenschaft bei 0 <a offensichtlich 0 <a®a. Fiir a <0 ist
0<—a und 0<(-a)®(-a)=(-1)®a®(-1)®a=(-1)®(-1)®a®a=a®a.

Zur Vereinfachung werde wieder die in Q definierte Addition +, bzw. die in Q definierte

Multiplikation -, mit + bzw. - bezeichnet, die Ordnungsrelation <, vereinfacht mit <. Au-

: a . .
Berdem wird anstelle von n vereinfacht a geschrieben.

n (Q, +,-,0, 1) sind die wichtigsten arithmetischen Operationen moglich. Jedoch fehlt der

Ordnungsrelation auf Q eine wichtige Eigenschaft, ndmlich die Vollstdndigkeit. Beispielswei-
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se sind die Elemente der Menge {q‘ g € Qund (q <0oderg* < 2)} wohl nach oben be-

schrénkt, z.B. durch » =3/2, es gibt in Q aber keine kleinste obere Schranke fiir die Elemente

dieser Menge (denn Q enthélt kein Element, dessen Quadrat 2 ergibt). Daher wird die Menge
der rationalen Zahlen so erweitert, dass die arithmetischen Operationen und die Ordnungsrela-
tion von Q fortgesetzt werden und zusétzlich jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge
eine kleinste obere Schranke besitzt. Im Beispiel der Menge

{q ‘ q€Qund (q <0oder g* < 2) } wird diese kleinste obere Schranke mit v/2 bezeichnet.

Das Resultat ist der Korper (R, +,-,0, 1) der reellen Zahlen. Der Erweiterungsprozess kann

auf verschiedene Weisen unter topologischen Aspekten vollzogen werden (z.B. Dedekind-
Schnitte, mittels Fundamentalfolgen, Intervallschachtelung oder durch Dezimalbruchentwick-
lung). Exemplarisch wird hier die Methode der Dedekind-Schnitte angegeben:

Erlduterung:

Eine Teilmenge S < Q heiflt (Dedekind-) Schnitt, wenn gilt:

i) S#JundS=Q
(i) Firjedes r € § ist die Menge {q| qeQundg<r } eine echte Teilmenge von S.

Bedingung (ii) beinhaltet zwei Eigenschaften:

(1’) Ist e S und g € Q mit g <r,soistauch g € S (Abgeschlossenheit nach unten)

(11’) Ist re §,sogibtesein p € S mit » < p (Nichtexistenz eines Maximums).

Jeder Schnitt S ist nach oben beschriankt: Denn wire S nicht nach oben beschriankt, so gébe es
fiir jedes g €Q ein re S mit g<r.Mit (°) folgt g €S, also Q< S und damit S=Q, was
aber gemal (i) ausgeschlossen ist.

Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge aller (Dedekind-) Schnitte.

Im Folgenden werden Schnitte mit kleinen griechischen Buchstaben («, £, ...) bezeichnet.
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Die Menge der rationalen Zahlen ldsst sich in R einbetten: Mit » €Q wird der Schnitt

{x| xeQundx<r } identifiziert:
{x|erundx<r }c;R und {x| xeQundx<r }zQ.

Dass es sich fiir jedes » € Q bei {x| xeQundx<r } um einen Schnitt handelt, ist klar: of-
fensichtlich gilt (i); fir den Nachweis von (ii) sei pe {x| xeQundx<r }, dann ist
{q| g€Qundg<p } eine echte Teilmenge von {x| xeQundx<r }, da etwa

p+r +r

e{x|erundx<r},aberp eé{q|quunqup}gilt.

Daher schreiben wir Q < R (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).

Sind a€R und S <R verschiedene Schnitte, so gibt es ein geQ mit g€ f\a oder
gea\pf. Im ersten Fall ist gemdl (ii) {r| reQundr<gq }c f; aullerdem ist

ag{r|reQundr£q} (denn mit sea und s>gq ist nach (ii) auch ¢ € o, was aber im

ersten Fall gerade nicht gilt); daher ist &« — £ . Im zweiten Fall folgt entsprechend f c « .

Insgesamt wird auf der Menge der Schnitte, d.h. den reellen Zahlen, durch die Mengeninklu-
sion C eine totale Ordnungsrelation <, definiert, die die Ordnungsrelation < auf Q fortsetzt,

d.h. fir b,€Q und r, € Q mit 7 <7, ist {x|erundx<r1 }<R {x|)ceQund)c<r2 }

Diese Fortsetzung der Ordnungsrelation auf die Schnitte in Q, d.h. auf die reellen Zahlen, hat
die Eigenschaft, dass jede nichtleere nach oben beschrinkt Teilmenge reeller Zahlen eine be-
ziiglich <, kleinste obere Schranke (Supremum) in R besitzt (Vollstiindigkeit der Ord-

nungsrelation).

Diese Eigenschaft sieht man wie folgt:
Es sei Bc R nichtleer und nach oben beschrinkt, etwa durch y € R. Dann gilt fiir jedes

peB: [<, y bzw. definitionsgemdBl S < y.Essei b= U f. Offensichtlich ist b <y und
PeB

b= und b= Q. Die Menge b erfiillt also Bedingung (i) in der Definition eines Schnitts.
Bedingung (ii) wird auch erfiillt: Sei r b, d.h. re g fir ein fe B. Da fir f Bedingung

(11) gilt, ist {q| geQundg<r } eine echte Teilmenge von £ und damit von b.

Die reelle Zahl b ist eine obere Schranke fur B: Denn ist o eine weitere obere Schranke fiir B
und xeb, dann gibtes ein fe B mit xe f. Wegen fc o gilt xeo. Damitist bc o, d.h.
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mit b ist eine kleinste obere Schranke von B gefunden, die selbst wieder ein Schnitt, d.h. eine
reelle Zahl ist.

Damit hat der Schnitt {q|qumithO}u{q‘qumitq>0undq2<2} eine kleinste

obere Schranke, die allerdings nicht in Q liegt, ndmlich die als V2 bezeichnete reelle Zahl.

Entsprechend ldsst sich zeigen, dass jede nichtleere nach unten beschrankt Teilmenge reeller
Zahlen eine beziiglich <, grofite untere Schranke (Infimum) in R besitzt.

Statt <, wird im Folgenden < geschrieben.

Die Operationen der Addition und der Multiplikation lassen sich von Q auf die Menge der
Schnitte, d.h. R, fortsetzen, so dass insgesamt (R, +r>r> O lR) zu einem vollstindig ange-

ordneten Korper wird (einige Details des Nachweises dieser Behauptung werden hier aus
Platzgriinden nicht dargestellt):

Die Addition +5 zweier reeller Zahlen (Schnitte) & und £ wird definiert durch

a+g f= {x+y| xeaundyef } Mit x + y ist hier die Addition in Q gemeint.

Es ldsst sich zeigen, dass hierdurch wieder ein Schnitt definiert wird, d.h. dass die obigen Be-
dingungen (i) und (ii) erfiillt sind. AuBerdem bildet (R, +r> OR) eine kommutative Gruppe mit

neutralem Element (der Addition) 0, = {x| xeQundx<0 }

Dass 0, das neutrale Element der Addition ist, d.h. dass fiir jedes a € R die Gleichung
a +, 0p =a gilt, siecht man wie folgt:
Ist xea+,; 0, dann hat x die Form x=a+s mit ae€a und s<0. Insbesondere ist
x=a+s<a,und mit (1) folgt xe .
Ist umgekehrt x € r, so ist wegen (ii) die Menge {q | g€Qundg<x } eine echte Teilmenge
von « . Das bedeutet die Existenz eines Elements x, e« mit x, >x. Es ist x—x, <0, d.h.

x—x, €0y, und x, +(x—x )€+, Op, dh. x€a+, 0.

Das additiv inverse Element zu « € R ist
—a:{p|peQundesgibtreQmitr>0und—p—r§£a}.

Es gilt ndmlich o+, (o) =0y :

Es sei xea+R(—a),also x=a+p mitaea und pe—a.Zup gibtesein r€ Q mit >0
und —p-re¢a. Wire a+p=>0,soist a>—p und mit (i’) —pea. Wegen —p—r<—p

ergibt sich der Widerspruch — p—r e« . Daher gilt a+ p <0, d.h. x€0.
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Es sei umgekehrt x €0, , d.h. x <0. Wegen (i) existiert ein y € Q mit y ¢ r, und es existiert

2=y

ein zea. Die Menge M={m|meNundy+m~xea} ist nicht leer (denn fiir m >
X

gilt y+m-x<z; man beachte, dass x <0 ist und sich dadurch die Ungleichung ,,umdreht*;
mit (i’) folgt y+m-xe€a). Folglich hat M als Menge aus natiirlichen Zahlen ein kleinstes
Element n,e M . Dann gilt y+n,-x€a und y+(n0 —l)-xeza. Ist x, :y+(n0 —1)-x nicht
das kleinste Element in Q\ ¢« , dann gibt es »>0 mit x, —r ¢« . Das bedeutet —x, € (- a).
Der Wert x,+x=y+(n,—1)-x+x=y+n,-x liegt in o und damit (x,+x)—x,=x in
a+g(-a). Ist y+(n,—1)-x das kleinste Element in Q\e, so setzt man y'=y—x/2. Da
x<0 gilt, ist y'>y. Aulerdem ist y'+n,-x € und y'+(n0 —1)-xe£a , und y'+(n0 —1)-x

ist nicht kleinstes Element in Q \ . Wie oben zeigt man x € o +, (— a).

Die Multiplikation auf R wird folgendermafen definiert:

Fir a>04 und >0, ist a-Rﬁ:{p

peQundesgibtre g mitr>0 };mit .
undes gibt s € fmits>0und p<r-s
ist hier die Multiplikation in Q gemeint. Diese Multiplikation wird auf ganz R fortgesetzt
durch o - 0, =0g - @ =0g und

(—a)g (=p) fira <0, und <0,
-y f=1-((~a)x B) fira<0,undf>0,

—(a-R (—ﬂ)) fira >0, und S <0, .

Auch hier lésst sich zeigen, dass « -, f wieder ein Schnitt, d.h. eine reelle Zahl ist.
Das neutrale Element der Multiplikation ist 1, = {x| xeQundx<1 }

Exemplarisch wird hier « -4 1; =« fiir o >0, gezeigt:

Nach Definition ist 0y <1, . Ist xea -y 1, dann gibt es r e mit » >0 und s >0 mit s<1
und x<r-s<r.Mit(1’) folgt xex.

Es sei umgekehrt xea. Ist x>0, so ist wegen (ii) die Menge {q| g€Qundg<x } eine
echte Teilmenge von « . Das bedeutet die Existenz eines Elements x;, € ¢ mit x, > x> 0. Fiir
r=x/x, ist 0<r <1, insbesondere r€l,,und x=x, -7, also xea 1. Ist x<0, so gibt es
wegen o >0, ein x'ea mit x>0 (man beachte, dass hier auch (ii) verwendet wurde).
Hiermit folgt x'ea-g1;. Nach (ii) ist {q| geQundg<x }c a-xly und wegen

xe{q|quunqux’} ebenfalls xe - 1 .

Zu a >0y invers beziiglich der Multiplikation ist der Schnitt
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E

net wird.

(p €Qund p < O) oder(p €Qund p >0und 1 ¢ aJ}, der mit &' oder mit %{ bezeich-
P

Zu a <0, invers beziiglich der Multiplikation ist — (- a )" = —(%_ a)) .

Dazu soll exemplarisch fiir o >0, die Gleichung « -, %z =1, gezeigt werden:

Nach Definition ist 0, < %{ .

. 1 . . . 1
Essei xea -y —.Dann gibtes aea mit a>0 und es gibt p>0 mit —¢a und x<a-p.
a P

. . 1 1 1 .
Fir x<0 ist xel,. Ist x>0, dann ist p <—; denn wére p>—, so wire —<a und damit
a a P
1 . o 1
—ea . Damit ergibt sich x<a-p<a-—=1,also xel.
p a

Sei umgekehrt xel,, dh. x<1. Es wird der Fall x=1-6 mit 0<6 <1 betrachtet. Fiir ein

derartiges x wird x e a - %{ gezeigt (ist x el mit x<1-7, so ist wegen (i1) dann ebenfalls

xea-R%():

Da o #O ist, gibt es a € o, und man kann wegen o >0, mit (ii) annehmen, dass 0 <a gilt.
S-a-(1-5)

Es wird b= >0 gesetzt. Wegen b<a ist bea.Da a beschrinkt ist, gibt es ei-

(n, +1)-b

S
S

0"

go.Essel r= , also r € . AuBlerdem ist

1-6
(n0+1)-b£[2-(1—5)+1
1-6 5

ne kleinste natiirliche Zahl n, mit

n, >@ >1 (denn andernfalls wire

)- (1 bé‘) =qa 1m Wider-

spruch zu Mga). Damit ergibt sich %<r-i25 . Mit dieser Abschitzung folgt

M:r+i<r(l+£):r~ﬂ<L. Man sieht, dass Léa, also
1-0 1-0 1-0 -6 1-06 1-0

1-6

1—5
E/ 1st. Damit ist x=r und )CEO[R/.

r r

Hiermit ist (R\ {0}, ¢, 1) eine kommutative Gruppe.

Beziiglich Addition +; und Multiplikation -, gelten die Distributivgesetze, so dass

(R, +¢» x> 0> 1) €in Korper ist. Mit der Ordnungsrelation <, bzw. < wird (R, 4+, ) zu
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einem vollstindig angeordneten Korper. Es ldsst sich zeigen, dass er strukturell der einzige
angeordnete Korper ist.

Elemente o € R mit a <; 0; heiBlen negative reelle Zahlen, Elemente « € R mit 0, <, o

positive reelle Zahlen.

Zur Vereinfachung wird fiir den K6rper der reellen Zahlen im Folgenden wieder (R, +,-,0, 1)

geschrieben, und es wird mit reellen Zahlen so gerechnet, wie man es aus der Schule gewohnt
ist.

Die Menge R \ Q wird als die Menge der irrationalen Zahlen bezeichnet. Eine irrationale
Zahl heif3t algebraische Zahl, wenn sie Losung einer Gleichung der Form

a,-x"+a,  -x""'+..a-x+a,=0 ist, wobei n>1, a. € Z fiir i=1,...,n und a, #0 gelten.

Beispielsweise ist V2 als Losung der Gleichung x”> —2 =0 eine algebraische Zahl.

Eine irrationale Zahl, die nicht algebraisch ist, heifit transzendente Zahl.

Zu den transzendenten Zahlen gehéren 7 und e.

Leider sind auch in (R, +,-,0, 1) noch nicht alle arithmetischen Operationen moglich. So be-

sitzt die Gleichung x”+1=0 keine Losung x € R. Daher erweitert man den Zahlbereich R
(unter Wahrung der arithmetischen Operationen):

Die imaginire Zahl i wird durch die Eigenschaft i* = — 1 definiert. Dann ist die Menge der
komplexen Zahlen definiert durch

C={ a+b-i| acRundbheR }.

In der Darstellung einer komplexen Zahl in der Form z=a+5b-i dienen die arithmetischen
Symbole ,,+“ bzw. ,,-“ lediglich als Trennzeichen zwischen den Komponenten a und b-i
bzw. b und i. Es werden keine arithmetischen Operationen ausgefiihrt. Fiir z=a+5b-i heiit a
der Realteil und » der Imaginérteil von z.

Die Menge der reellen Zahlen ist in der Menge der komplexen Zahlen eingebettet:
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{r+0-i| reR }c Cund{ r+0~i| reR }~R.

Daher schreiben wir R < C (obwohl auch diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist).

Die komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligem Koordina-
tensystem, der komplexen Ebene, darstellen. Dabei wird fiir eine komplexe Zahl z = a +bi
ihr Realteil a auf der horizontalen Achse abgetragen, ihr Imaginérteil b auf der vertikalen
Achse. Die folgende Abbildung zeigt die komplexen Zahlenz=a+b-i,— 1 +2i,—2 —iund

2-21i.

Der Betrag |z| der komplexen Zahl z=a+b-i ist geometrisch durch die Lénge der Verbin-

dungslinie des Punkts (0, 0) der komplexen Ebene mit dem Punkt (a, b) definiert:
|z|:| a+b-i |:\/a2 +b* .

Die arithmetischen Operationen +. (Addition) und -. (Multiplikation) auf den komplexen

Zahlen werden definiert durch

(a+b-i)+c(c+d-i)=(a+c)+(b+d)-iund
(a+b-i)c(c+d-i)y=(a-c=b-d)+(a-d+b-c)-i.

In (a+c)+(b+d)-i bzw. (a-c—b-d)+(a-d+b-c)-i bedeuten ,,a+c*“ und ,,b+d “ bzw.

sa-c—b-d*“und,,a-d+b-c* arithmetische Operationen in den reellen Zahlen.
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Das neutrale Element der Addition ist die komplexe Zahl 0+0-7, das neutrale Element der
Multiplikation ist 1+0-i.

Wie man leicht nachrechnet, ist zu einer komplexen Zahl a +b-i additiv invers die komplexe
a_ . - b
a+b> a+b

Zahl —(a +b-i)=—a+(~b)-i. Multiplikativ invers ist (a +b-i)" = i:

-b
+b-i)c(a+b-i)" =(a+b-i)- I ¥
(a i) (a )" =(a i) C(a2+b2 LD lj

3 a’ B —b? Jr[—cerr b-a j'i
a+b* a’+b’ a+b>  a*+b?

=1+0-7 .

Die Division zweier komplexer Zahlen a+b-i und c+d-i mit ¢#0 oder d #0 wird auf
die Multiplikation zuriickgefiihrt:

(a+b-i)/(c+d-i)y=(a+b-i) (c+d-i)"
. c -d .
:(a+b.l).c(cz+d2 +cz+d2 .lj
_a-c+b-d+b-c+a-d'i
c*+d? c’+d?

Mit diesen Operationen bildet auch (C,+,-¢,0,1) einen Kérper. Auch hier wird wieder zur

Vereinfachung der Schreibweise an den arithmetischen Operationen das Subskript weggelas-
sen.

Zu beachten ist, dass die Ordnungsrelation der reellen Zahlen, die (R, +,-,0, 1) zu einem voll-
stindig angeordneten Korper macht, nicht auf die komplexen Zahlen fortgesetzt wird; denn
der Korper (C,+¢,-c,0,1) ldsst sich nicht anordnen: In einem angeordneten Korper K gilt
nach Satz 1.4-4 (iii)) 0 <a®a fiir jedes a € K, d.h. Quadrate sind positiv; in C ist nach Defi-
nition i =(0+1-i)-c (0+1-i)==1+0-i,und —1+0-i = —1 als Element in R ist negativ.

Insgesamt gilt (mathematisch nicht korrekt): N Z < Q c Rc C. Die jeweiligen arithmeti-
schen Operationen +,—,-,/ und die Ordnungsrelation <, soweit sie in den einzelnen Zahlen-

systemen iiberhaupt definiert sind, werden fiir alle Zahlensysteme gleich bezeichnet.
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1.5 Vollstindige Induktion

Das vorliegende Kapitel behandelt eine der wichtigsten Beweismethoden, wenn es um Aussa-
gen iiber natiirliche Zahlen oder um Aussagen tiber Mengen geht, die strukturell dquivalent zu
den natiirlichen Zahlen sind: die vollstindige Induktion. Wegen der gro3en Bedeutung dieser
Methode fiir die Informatik werden in diesem Kapitel ausnahmsweise die durchgefiihrten
Beweise in den Beispielen explizit angegeben.

Es sei A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n € N, d.h. die von n abhéngt. Es soll ge-

zeigt werden, dass diese Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n > n, gilt.

Hiufig ist n, = 0; dann soll A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen werden.

Nach der Beweismethode der vollstindigen Induktion geht man wie folgt vor:

1.  Man zeigt die Giiltigkeit der Aussage A(no) (Induktionsanfang)

2. Man beweist die Giiltigkeit der Implikation (A4(n)=> A(n+1)) (Induktionsschluss).

Aus Axiom 5 der natiirlichen Zahlen in Kapitel 1.4 (,,Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die
die Zahl 0 und mit jeder Zahl n auch ihren Nachfolger »' enthélt, ist mit N identisch.*) folgt
dann, dass A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Hier soll nur der Spezialfall n, =0 gezeigt

werden. Dazu setzt man M = {m| A(m) gilt fiir m } Der Induktionsanfang besagt n, e M ;

der Induktionsschluss besagt: wenn n € M ist, dann ist auch der Nachfolger n' € M ; Axiom
5 besagt nun gerade, dass M = N gilt, d.h. dass A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt2.

Die Beweismethode der vollstindigen Induktion wird in unterschiedlichen Varianten an eini-
gen Beispielen erldutert:

Beispiel:

Zu beweisen ist die Aussage

2 Der Fall n,>0 verlduft analog, indem man eine Variante (Folgerung) von Axiom 5 verwendet,

némlich: ,,Eine Menge M natiirlicher Zahlen, die die Zahl n, € N und mit jeder Zahl n auch ihren

Nachfolger n' enthilt, ist mit {n| neNundn > n, } identisch.*.
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n-(n+1).

Firalle ne N gilt: 0+1+2+...+n= 5

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir » =0, denn auf der linken Seite des Gleichheitszei-

chens steht nur 0, und auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht %; beide

Seiten ergeben denselben Wert.

Induktionsschluss: Fiir n € N gelte: 0+1+2+...+n= . Zu zeigen ist, dass dann die-

n-(n+1)
2

se Formel auch fiir die natiirliche Zahl n + 1 gilt. Das ldsst sich aber leicht nachrech-
nen: Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht

0+1+2+...+n+(n+1).

Fiir diese Summe gilt (da die Formel fiir » als giiltig vorausgesetzt wird):

2
0+1+2+---+”+(n+1)=M+(n+l): n.(n—i-l);-z-(n-i-l): n +32-n+2;
(n+1)-(n+2): n2+3-n+2_

2 2

auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht

beide Seiten sind gleich, also gilt die Formel auch fiir die natiirliche Zahl n + 1.

Beispiel:
Zu beweisen ist die Aussage

Ist A eine endliche Menge mit » Elementen, dann enthélt die Potenzmenge P(A) 2" viele

Elemente (d.h. eine Menge mit n Elementen besitzt 2" viele Teilmengen).

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n =0, denn wenn 4 kein Element besitzt, dann ist
A =J; andererseits ist P(J) = {B|B c @}: {@}, und diese Menge enthilt 1=2° viele

FElemente.

Induktionsschluss: Die Aussage gelte fiir Mengen 4 mit » Elementen, d.h. |P(A)| =2l =om,

Es sei B eine Menge mit n+1 Elementen. Zu zeigen ist, dass die Anzahl der Teilmen-

gen von B gleich 2" ist: Da |B| =n+1>0 ist, gibt es ein Element b € B . Die Teil-
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mengen C von B werden danach klassifiziert, ob sie das Element b enthalten oder
nicht. Jede Teilmenge C — B, mit b ¢ C ist Teilmenge von B\ { b }. Da diese Menge
genau n Elemente enthélt, gibt es 2" viele Teilmengen C < B mit b ¢ C. Jeder Teil-
menge C < B mit b e C entspricht genau eine Teilmenge C' < B mit b ¢ C', ndm-
lich C"=C \ { b }. Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge C' < B mit b ¢ C' eine
Teilmenge C ¢ B mit b e C, nimlich C=C'U{b}. Daher gibt es genauso viele
Teilmengen C < B mit b e C wie Teilmengen C < B mit b ¢ C, namlich 2" viele.

Insgesamt ist die Anzahl an Teilmengen von B gleich 2-2" = 2",

Beispiel:

Beim Spiel der Tiirme von Hanoi sind drei Stapel mit Bezeichnern 4, B und C gegeben. Auf
dem Stapel 4 befinden sich n Scheiben, die iibereinander in absteigender Grofe liegen; die
beiden anderen Stapel sind leer. Die Aufgabe besteht darin, die Scheiben vom Ausgangsstapel
A auf einen der anderen Stapel, etwa B, zu bewegen, wobei jeweils die Scheiben nur einzeln
bewegt werden diirfen. Der dritte Stapel C kann als Zwischenablage verwendet werden. Dabei
ist die Randbedingung, niemals eine groBere auf eine kleinere Scheibe zu legen, einzuhalten.
Wieviele Scheiben miissen genau bewegt werden?

I ‘
| |
SchluBsituatior

Es bezeichne 7'(n) die minimale Anzahl an Bewegungen, um n Scheiben von einem Stapel

auf einen anderen Stapel unter Zuhilfenahme des dritten Stapels zu bewegen.
Offensichtlich ist 7(0)=0, T(1) =1, T(2) =3.
Folgende Losungsstrategie fiihrt zum Ziel: Man ignoriere zunichst die groffte (unterste)

Scheibe auf Stapel 4 und bringe die oberen n—1 Scheiben vom Stapel 4 zum Stapel C unter
Zuhilfenahme des Stapels B als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung.
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Anschlieend bewege man die auf Stapel 4 verbliebene grof3te Scheibe zum Stapel B, er ja
jetzt leer ist. Dann bringe man die n—1 Scheiben vom Stapel C zum Stapel B unter Zuhilfe-
nahme des Stapels 4 als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung.

Der folgende (Pascal-) Programmausschnitt realisiert diese Startegie:

CONST max = ...;
TYPE disk_typ = 0 .. max;
stab _ typ =1 .. 3;

PROCEDURE move (anz: disk_typ;
a : stab_typ;
b : stab_typ;
cC : stab typ);
{ move bewegt Scheiben, deren Anzahl in anz angegeben wird,
vom Stab a zum Stab b, wobei der Stab c als Zwischenspeicher
verwendet wird }

BEGIN { move }
IF anz > O THEN BEGIN
move (anz - 1, a, c, b);
Writeln (“Lege eine Scheibe von *, a,
" nach ", b, ".");
move (anz - 1, ¢, b, a)
END
END  { move };

Esgilt 7(0)=0 und T(n)<2-T(n—-1)+1 fiir n> 0.

Man kommt nicht mit weniger Scheibenbewegungen aus; denn um an die grofite Scheibe auf
dem Ausgangsstapel heranzukommen und diese vom Ausgangsstapel auf einen anderen Sta-
pel zu bewegen, miissen zuvor n—1 kleinere Scheiben auf einem einzigen Stapel liegen.
Dann kann die grofte Scheibe bewegt werden (mindestens einmal), und dann miissen noch
einmal n—1 kleinere Scheiben bewegt werden. Das bedeutet 7(n) >2-T(n—1)+1.

Insgesamt gilt 7(0) =0 und 7'(n) =2-T(n—-1)+1 fiir n > 0.

Es bleibt die Bestimmung von 7(n) in alleiniger Abhéngigkeit von »n (und nicht von
T(n—1)). Dazu werde einige kleinere Werte fiir n ausprobiert:

70)=0,

T(H)=2-TO)+1=2-0+1=1,

T2)=2-T(H)+1=2-1+1=3,
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T(3)=2-T(2Q)+1=2-3+1=7,
T(4)=2-T3)+1=2-7+1=15,

T(5)=2-T(4)+1=2-15+1=31,
T(6)=2-T(5)+1=2-31+1=63.

Die Vermutung liegt nahe, dass 7'(n) =2" —1 fiir alle n € N gilt (fiir n=0,...,6 wurde es ex-

plizit ausgerechnet. Fiir die iibrigen n € N wird die Vermutung durch vollstindige Induktion
nachgewiesen:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n =0, ..., 6 (siche oben).

Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis n € N . Dann ist

T(n+1)=2-T(n)+1 (nach Definition von 7'(n))
=2 (2” - 1)+1 (Voraussetzung im Induktionsschluss)
=2" 241
— 2n+1 _ 1 .

Beispiel:
Ein wichtiges Suchverfahren in der Informatik ist die Binérsuche:

Gegeben sei ein Feld t[1], ..., t[~] mit ganzzahligen Eintrdgen (allgemeiner: mit beziiglich
einer Ordnungsrelation vergleichbaren Eintrdgen), die nach aufsteigender Grof3e sortiert sind,
d.h.es gilt t[1] < t[2] £ ... £ t[n—-1] £ t[n]. Die Aufgabe besteht darin festzustellen,
ob ein vorgegebener Wert a unter t[1], ..., €t[»] vorkommt und in diesem Fall den Index i
zu ermitteln, fiir den a = t[i] gilt. Anstelle das Feld linear von Anfang bis eventuell zum Ende
zu durchsuchen, kann man folgendermal3en vorgehen:

Zunichst wird das mittlere Element t[mitte] gepriift (bei einer geraden Anzahl von Ele-
menten ist das mittlere Element das erste Element der zweiten Feldhélfte). Ist es gleich a, so
ist der gesuchte Feldindex gefunden, und die Suche ist beendet. Andernfalls liegt a, wenn es
tiberhaupt im Feld vorkommt, im vorderen Feldabschnitt, falls ¢ < t[mitte] ist, oder im
hinteren Feldabschnitt, falls a > t[mitte] ist. Die Entscheidung, in welchem Feldabschnitt
weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden. Gleichzeitig wird durch diese Entscheidung
die andere Hilfte aller potentiell auf Ubereinstimmung mit a zu iiberpriifenden Feldelement
ausgeschlossen. Im Feldabschnitt, der weiter zu tiberpriifen ist, wird nach dem gleichen Prin-
zip (also rekursiv) verfahren. Unter Umstdnden muss die Suche fortgesetzt werden, bis ein
noch zu tliberpriifender Feldabschnitt nur noch ein Feldelement enthlt.
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Eine (Pascal-) Implementierung der Bindrsuche lautet wie folgt:
CONST n = ...;
TYPE Tarray = ARRAY [1..n] OF INTEGER;
FUNCTION Binaersuche (t : Tarray;
a - INTEGER;
von - INTEGER;
bis : INTEGER) : INTEGER;
VAR mitte : INTEGER;
BEGIN { Binaersuche }
Binaersuche := -1;
IF von < bis
THEN BEGIN { der Feldausschnitt
t[von] , ... t[bis]
enthalt mindestens 2 Elemente
mitte := von + ((bis - von + 1) DIV 2);
IF a = t[mitte] { €}
THEN Binaersuche := mitte
ELSE BEGIN
IF a < g[mitte] { € }
THEN Binaersuche := Binaersuche (t, a, von, mitte-1)

ELSE Binaersuche

= Binaersuche (t, a, mitte + 1, bis);

END
END
ELSE BEGIN
IF a = t[von]
THEN Binaersuche := von;
END;
END  { Binaersuche };

Der Aufruf zum Durchsuchen des Feldes t[1], ..., €[#] nach dem Element a lautet
Binaersuche (t, a, 1, n);

Der Rechenaufwand der Bindrsuche ist proportional zur Anzahl der Vergleiche in der mit €
gekennzeichneten Zeilen. Zur Vereinfachung der Analyse des Rechenaufwands wird

n=2" -1 angenommen (hat » nicht diese Form, dann ergibt sich eine dhnliche Abschit-
zung). Der Wert n beschreibt die Anzahl der Elemente des zu durchsuchenden Felds. In die-

sem Fall ist
mitte = 1+((n—1+1) DIV 2)=1+((2"-1) DIV 2)=2"",



52 1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte

d.h. wenn a nicht in der Mitte des Felds vorkommt, enthilt das Anfangsstiick des Felds €[1],
.., t[mitte - 1] 2" -1 viele Elemente bzw. das Endstiick t[mitte + 1], ..., t[z] ebenfalls

2" —1 viele Elemente; die Suche wird in einem dieser Abschnitte fortgefiihrt.

Mit B(n) wird die Anzahl der Vergleiche des Elements a mit einem Feldelement bezeichnet,

wenn das Feld n Elemente enthilt. Dann gilt

B(n)=B(2"-1)< B2 -1)+2,
B(1)=B(2'-1)=1.

Um diese Ungleichungen nur in Abhingigkeit von n =2" —1 bzw. von m auszudriicken, wer-
den einige Werte flir m ausprobiert:

[E—
(9]

Il
=
[\

IS
|
[
SN~—"
IA
[\
w
|
[
N—
+
[\
IA
()]
+
[\
Il
-

Die Vermutung liegt nahe, dass folgende GesetzmaBigkeit gilt:
B(2"~1)<2-m—1 fir jedes me N mit m>1.

Diese GesetzmiBigkeit wird durch vollstindige Induktion bezogen auf m (,,iiber m*) bewie-
sen:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir m =1,..., 6 (siche oben).
Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis zur natiirlichen Zahl m € N . Dann ist

BQ2"™ -1)<B(2" -1)+2  (ausdem Algorithmus)
< (2 -m— 1) +2 (Voraussetzung im Induktionsschluss)
=2-(m+1)-1.

Dieses Ergebnis zeigt beispielsweise, dass die Bindrsuche in einem Feld mit

n=2.147.483.647 = 2°' —1 Elementen maximal nur 61 Feldelementvergleiche bendtigt.

Weitere Beispiele fiir Beweise durch vollstindige Induktion finden sich in den folgenden Ka-
piteln.
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Die Methode der vollstindigen Induktion erfordert die sorgfiltige Formulierung der zu be-
weisenden Aussage A(n). Dabei muss man die zu beweisende Aussage bereits kennen (raten)

und sie dann mit Hilfe des Induktionsanfangs und des Induktionsschlusses beweisen (verifi-
zieren).

Folgende Hinweise sollten beachtet werden:
1. Der Induktionsanfang ist wichtig. Fehlt er, kann der Beweis fehlschlagen.

2. Im Induktionschluss lautet die Annahme ,,Es gelte A(n)“, d.h. die Giiltigkeit von

A(n) wird nur fiir ein n € N angenommen und nicht flir alle n € N.

3. Bei der Durchfithrung des Induktionsschlusses muss die Annahme der Giiltigkeit von
A(n) auch verwendet, d.h. in die Argumentation eingebaut werden.

1.6 Endliche Summen

Haufig hat man es mit Summen mit einer endlichen Anzahl von Summanden zu tun, die
alle jeweils nach einem dhnlichen Schema aufgebaut sind, etwa
S=a,+a,+a;+ ...a,  +a,.

n—1

Fiir diese Summe schreibt man abkiirzend S = Z a,.
i=1

In die ,,Formel* a; wird nacheinander i = 1,i =2, ... , i = n—1und i = n eingesetzt, und die so
erhaltenen Summanden werden aufsummiert. Die Berechnung von S kdnnte also in einer Pro-
grammiersprache wie folgt formuliert werden (Pascal-Pseudocode):

S = 0;
FOR i =1 TO n DO

S =S + a;;

bzw.
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S := 0;
i = 1;
WHILE 1 <= n DO
BEGIN
S =S + a;;
i =1+ 1;
END;
Beispiel:

Es sei a, =3i* +1. Dann ist

4 4
Da, =) G+ =31 +1)+(3-2+1)+(3:3* +1)+(3-4* +1) =4 +13+28+49 =94,

i=1 i=1

Haufig beginnt eine Summe nicht mit dem kleinsten Index i = 1, sondern mit einer anderen
ganzen Zahl (auch negative Zahlen sind zugelassen), so dass man es allgemein mit einer end-

lichen Summe der Form § = Z a, zu tun hat. Hierin heif}t i der Summationsindex, die Zahl £
i=k

die Summationsuntergrenze und die Zahl » die Summationsobergrenze.

Die Summe S = Z a, enthdlt n—k +1 viele Summanden.
i=k

In der Darstellung der Summe S = Z a, wird deutlich, wie die einzelnen Summanden aufge-
i=k

baut sind, ndmlich geméf einer Formel a, = a(i) . Die Summe S ist nicht nur von den einzel-

nen Summanden, sondern auch von der Summationsuntergrenze und —obergrenze abhéngig,

d.h. §=S(k,n). Die Darstellung S(k,n)= Zai zeigt nicht den Wert der Summe in Abhén-

i=k
gigkeit von der Summationsuntergrenze k und der Summationsobergrenze n. Eine Aufgabe
besteht daher in der Berechnung des Werts der Summe in Abhéngigkeit von den Summati-
onsgrenzen (Berechnung der Summe S(k, n) in geschlossener Form).

Beispiel:

Die Summe S(1,7) = > (3i* +1) hat den Wert S(1,n)= n2+@nt D +D) i~ 4 ergibt

i=1 2
sich S(1, 4) = 94.
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Eine endliche Summe ldsst sich in Teilsummen zerlegen, die ihrerseits wieder mit jeweils ei-
nem Summenzeichen zusammengefasst werden konnen, z.B.

ata,+ .. ta,_ +ta,+a,.,+a,,+ .. +aj71+a_/.+aj+1+aj+2+ .. ta, +a,

n

J
=a,+a,+ .. +ak_l+(2ai)+aj+l+aj+2+ .. ta, +a
i=k

(B (Ee)o(20)

i=j+1

Die Bezeichnung i des Summationsindex kann beliebig gedndert werden: z a,= z a,.
i=k u=k

Anstelle von z a, schreibt man auch Z a, .

i=k k<i<n

Ist 7 eine beliebige Menge (Indexmenge), so ist z a,; die Summe, die man dadurch enthilt,

iel
dass man nacheinander a; fiir jedes i € [ bildet und die einzelnen Summanden aufaddiert. Auf
die Reihenfolge, in der man die einzelnen Indizes i € [ betrachtet, kommt es nicht an.

Beispiel:

Die Summe der Quadrate aller geraden Zahlen zwischen 4 und 12 ist
Dit =47 +6+87+10° +12°

i€{4,6,8,10,12}

=22 +(2-3)> +(2:4)° +(2-5)> +(2-6)°

Aus der Darstellung der Summenberechnung mit Hilfe des oben angegebenen Pascal-
Pseudocodes sieht man, dass die Summe iiber eine leere Anzahl von Summanden gleich 0 ist:

Zai =0 und Zn:ai = 0flir k> n.

ied i=k
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Der folgende Satz fasst einfache Rechenregeln mit endlichen Summen zusammen.

Satz 1.6-1:

(1) Istc eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhéngt, so ist

Z(c~ai):c-2ai.

iel iel

(i) D (a, J_rbl.)=(2aij i(Zbij :

iel iel iel

(iii) Ist ¢ eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhédngt, so ist
Zc:n-c und Zc=(n—k+l)-c.
i=1 i=k

(iv) Essei k eNmit 1<k <n.Dann ist

n+k-1

Zai = Z:al._,c+1 (Indexverschiebung).
i=1 i

i=k

v) [lnlaij-[ibjj:(al+...an)-(bl+...+bm)
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Satz 1.6-2:

(1)

(ii)

Die Summe aller natiirlichen Zahlen bis zur Zahl # ist gleich

Zi=1+2+...(n—1)+n=w.
i=0

Die Summe aller geraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich

>i =l k)

0<i<n
und
iist gerade

Die Summe aller ungeraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl # ist gleich

-]
0<i<n - 2 .

und
i ist ungerade

Es sei ¢ € R eine Konstante. Dann ist

n

Zqi =l+q+q’ +¢ +..+q"" +q"

i=0

n+l fiirg =1
_ _ n+l n+l
=124 -4 ! fiir g #1
l1-g q-—1
Spezialfall: ¢ = 2: S0 142444 .. 2" =27

Zi-qi=q+2-q2+3-q3+...+(n—1)-q”’1+n-q”

i=0

n-(n+1) fiir g = 1
2-(r - 2+n-q firg #1
(I1-9)
Spezialfall: g = 2: zi.zi =(n-1)-2""+2.

i=0
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Ziz-qi:q+4~q2+9-q3+...+(n—1)2~q"_1+n2-q"

n-(n+1)-(2-n+1)

. fiirg =1
q.(]+q)—(n+l)2-q"“+((}’l+2)32—2)~q"+2+(2-}’l+1)'qn+3 furqil
(1-¢9)
I I ! I
(i) ;zw(i—l)_5+€+§+"'+n'(n—l)_ o

4 1 I 1 1 1 1
D ——— =t —+.4 =1-
—i-@+1) 2 6 12 n-(n+1) n+1

(iv) D iP=1+4+49+..+(n-17+n"= ”'(”+1)6(2'n+1)
i=0

Fiir die Herleitung der einzelnen Aussagen werden teilweise Beweistechniken eingesetzt, die
auch auf andere Formeln iibertragbar sind. Diese Beweistechniken sollen exemplarisch erldu-
tert werden.

Fiir die Herleitung der Aussage (i) wird unterschieden, ob n gerade oder ungerade ist. Ist n ge-
rade, etwa n=2-k, dann ist

n

Di=1+2+4..(n-D+n

S

20 k) () (k2 2)s (k£ R)

1.Summe, £ Summanden 2.Summe k£ Summanden

Die Summationsreihenfolge wird gedndert: Aus der 1. Summe wird der 1. Summand zum
letzten Summanden in der 2. Summe addiert. Das Ergebnis ist 2-k +1. Die Summe des zwei-
ten Summanden in der 1. Summe mit dem vorletzten der 2. Summe lautet
(2-k—1)+2=2-k+1. Allgemein ist die Summe des i-ten Summanden in der 1. Summe i-
letzten Summanden der 2. Summe gleich i+(2-k —(i—1))=2-k+1. Diese Summenbildung

kann man sooft vornehmen, wie es Summanden in der 1. Bzw. 2. Summe gibt, nimlich k-mal.

Dabher ist Zz— 2k+1) 5 (n+1)= @
i=0

Ist n ungerade, etwa n=2-k +1, dann ist
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Die Summe Zi der geraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ergibt sich wie folgt:

0<i<n
und
iist gerade

Ist n gerade, etwa n=2-k, dann ist

¥ yrimr Rimken-5 {315 M“)'

und
i ist gerade

Ist n ungerade, etwa n=2-k +1, dann ist

5i - =2z {(2) )

und und
iist gerade iist gerade

Die Summe Zi der ungeraden natiirlichen Zahlen bis zur Zahl n ergibt sich wie folgt:
Osuinédn
iist ungerade

2oz s

0<i<n 0<i<n 0<i<n
und und
iist ungerade i ist gerade

Ist n gerade, so ist M— LN =M_ﬁ. Ta|=20r . Fiir gerades n
2 2 2 2 2.\2 2\2

. 1 : .
ist V; J = g; damit folgt das Ergebnis.

Ist n ungerade, so ist

2 2
n (n+1)_ alflnl, o (n+1)_n 1'(11 1+1j:n +2 n+1:(n+1j. Fiir unge-
2 2\ 2 2 2 2 4 2

2.k2+2J:k+1 und n;1:2'1€2+2:k+1. Daher

rades n, etwa n=2-k+1, ist VJIJ:L

gilt die Formel auch fiir ungerades n.
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Bei der Herleitung von (ii) fiir ¢ #1 kann eine spezielle Methode (Pertubationsmethode)

eingesetzt werden:
n

Zur Berechnung von S(n)= Zal. wird die Summe um einen weiteren Summanden a,,, er-
i=0
n+l n

n

ganzt: Dann st S(n)+a,,, = z a.+a,, =a,+ Z a,=a,+ Z a,,, . Dieser Ansatz wird hier
i=0 i=1 i=0

gewdhlt:

i+1

Sm=>q",a=q,a=¢"=1,a,=q"=q-q,
i=0

S(n)+¢""' =1+ q-q' =1+q-S(n). Auflosung nach S(n) liefert das Ergebnis

i=0

Ist S(n)=>Yi-q' mit g#1,dannist @, =i-q', a,=0-¢" =0, a,,, =(i+1)-¢""",
=0

n+l

S(n)+(n+l)-q"+1=O+Zn:(i+l)-qi+l:q-zn:i-qi+q-iqi=q-S(n)+q~11_q . Diese For-
i=0

i=0 i=0 -

mel wird nach S(n) aufgelost.

Ist S(n)=>Yi*-¢' mit g=1,dannist a,=i*-¢', a,=0-¢°=0, a,, =(i+1)"-¢"",

i=0
S(n)+(n+1) - g™ :O+Z(i+1)2 -q" :q~2i2 -q' +2-q~2i-qi +q-Zqi
i=0 i=0 i=0 i=0
_n+1 n+1+n. n+2 1_ n+l
g—(n+l)-g : A
(1-g) I-¢
Auflosung der Formel nach S(n) ergibt das Ergebnis. Fiir ¢ =1 wird die Formel (iv), siche

=q-S(n)+2-q-

auch unten, genommen.

Zur Herleitung der Formel in (iii) wird die Methode der Partialbruchzerlegung cingesetzt.

Dazu wird der Summand (;) in eine Summe é +i zerlegt, und es werden die Werte
i-\i— i

1 A B A-(i-1)+B-i (4+B)-i—-4
=—+4 = =

i-(i-1) i i-1 i-(i-1) i-(i-1)

fiiralle i > 2. Daherist A+ B=0 und 4=-1, also B=1. Damit ergibt sich

n ] O T AT T U =0 S B
Pl et S W LT E IR S VLY

i=2 i=2 l i=2 1 — =2l =l =21 n

n 1 n+l 1 1
Zi-(i+1)_z(i—1)-i_l_

i=1 l’l+1.

A und B bestimmt:

. Diese Gleichung gilt
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Fiir (iv) konnte man wieder den Einsatz der Pertubationsmethode versuchen. Mit
N -2 .2 . 2 .

S(n):Zl , a4, =1, 4, =O, a;., :(l+1) 1st
i=0

n

SO+ (r41F = 3017 =30 + -1+ )=o)+ Y 2-+1)

i=0

Die Auflosung nach S(n) gelingt nicht, da sich dieser Ausdruck auf beiden Seiten aufhebt. Es

bleibt aber bei der Summe der Quadrate (die sich leider authebt) die Summe Zi iibrig. Viel-

i=0
leicht konnte man die Summe der Kubikzahlen nach dem Ansatz der Pertubationsmethode zu
berechnen versuchen und hoffen, dass sich diese Summe dann auch aufthebt und die Summe

der Quadrate iibrig bleibt. Man setzt also Q(n) = Zn:f und berechnet
i=0
O(n)+(n+1) :Zn:(i+l)3 :i(f +3-7 +3-i+1)=ii3 +3-ii2 +3~ii+(n+l)
i=0 i=0 i=0

i=0 i=0

n . 1
=0(n)+3- )i +3-%+)+(n+1).

i=0

Diese Gleichung wird nach Ziz aufgelost.
i=0
1.7 Elementare Ungleichungen
Der Betrag einer reellen Zahl a € R wird definiert durch
a fira=0

ja] =

—a fira<0 .

Dann gelten folgende Regeln:

Satz 1.7-1:

Esseien aeR , beR und c € R . Dann gilt:
(1) |a| >0 und |a| :|— a| .
Gi) |a-b|=al 8.

(i) |a—b/=|b—d.
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(1v) |a — b| < |a - c| + |c - b| (Dreiecksungleichung).

b

9

(v) |a —b| < |a| +

a+b|£|a|+|b|.
i) o[ <la -

(vii) Fiir a-5>0 ist va-b < ";“b.

Teil (i) folgt unmittelbar aus der Definition.

Teil (ii) sieht man folgendermaBen:
Gilt @>0 und b>0, so ist |a-b|=a-b=|a|-|p|. Gilt a>0 und b<0, dann ist

|a-b|:—(a-b)=a-(—b):|a|- b
und <0, dannist |a-b|=a-b=(-a)-(-b)=|d|-|5|.

; genauso argumentiert man bei a <0 und 5>0. Gilt a<0

Teil (iii) folgt aus (ii): |[a—8|=|(-1)-(b—a) =|(-1)-[p—a|=|b -4 .

Fiir die Verifikation von Teil (iv) werden mehrere Fille unterschieden und (iii) verwendet:

Ist a<c<b,dann ist |a—b|:|b—a|:b—a:b—c+c—a:|b—c|+|c—a|=|a—c|+|c—b|.

Ist a<b<c,dann ist |a—c|:c—a:b—a+c—b:|b—a|+|c—b|:|a—b|+|c—b , also
|a—b|:|a—c|—|c—b|£|a—c|£|a—c|+|c—b|.
Ist c<a<b,dann ist |b—c|:b—c:b—a+a—c:|b—a|+|a—c|:|a—b|+|a—c,also

|a—b|:|b—c|—|a—c|=|c—b|—|a—c|£|c—b|S|c—b|+|a—c|.

Fiir b < a wird dhnlich abhéngig von der Lage von c relativ zu a und b argumentiert.

Setzt man in (iv) ¢ =0, so erhdlt man die erste Ungleichung in Teil (v). Die zweite Unglei-

chung erhélt man aus der ersten Ungleichung: |a + b| = |a - (— b) < |a| + |— b| = |a| + |b| .

In Teil (vi) trifft man wieder Fallunterscheidungen und wendet Teil (v) an:

Ist 0<a<b oder 0<h<a, so ist Ha|—|b”:|a—b|. Entsprechend ergibt sich bei a<b<0
oder b<a<0: Ha|—|b”:|—a—(—b)|:|b—a|:|a—b|.

Fiir b<0<a ist |a-|p| =|a—(~b)=|a+b|<|d|+|t|=a—b=|a~b

, da a—b=>0 ist. Aus

Symmetriegriinden gilt die Behauptung auch fiir a <0<b.
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Teil (vii) folgt aus der binomischen Formel: Aus 0<(a—b) =a>~2-a-b+b’ ergibt sich

, \/a-bsa-'_b.

nacheinander 4-a-b<a’+2-a-b+b*=(a+by, a-bs(

Haufig werden Betragsgleichungen in Ungleichungen umgesetzt:

Satz 1.7-2:

Esseien xeR , aeR und € e R mit ¢ >0. Dann gilt:

Die Ungleichung |x - a| < ¢ ist gleichbedeutend mit a —s<x<a+¢;

die Ungleichung |x - a| < ¢ ist gleichbedeutend mit a —¢<x<a+¢.

Die Aussagen verifiziert man durch Unterscheidung aller moglichen Fille:

Ist x <a, dann ist bei |x—a|<g: |x—a|:—(x—a)<g,als0 x>a-g;
x£x+2-|x—a|:x—2-(x—a):—x+a+a:a+(—(x—a))<a+8.Istumgekehrt
a-e<x<a+¢,dannist —x+a<g,dh |x—a|=—(x—a)<£.

Die Verifikation im Fall x > a verlduft analog.

Es seien a € R und b € R reelle Zahlen mit a < b. Die Menge

[a,b]={ x| x eRund a<x<b | heilit abgeschlossenes Intervall von a bis b,
Ja,bo[ ={ x| x eRunda <x <b | heiBt offenes Intervall von a bis b,
[a,b[={ x| x eRund a<x <b | heilit halboffenes Intervall von a bis b,
la,b]={ x| x eRunda<x <b } heift halboffenes Intervall von a bis b.

Unter einem Intervall wird ein abgeschlossenes oder offenes oder halboffenes Intervall ver-
standen. Zusétzlich zu den Intervallen mit reellwertigen Begrenzungspunkten werden folgen-
de Intervalle definiert:

]={ x| xeRundx<a },
]—oo,a[:{ x| xeRundx<a },
[a,000={ x| xeRunda<x },
]a,oo[:{ x| xeRunda<x } und

]—oo, oo[ =R .




64 1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte

+
xeRund a_b

a1
< .
2

Mit Satz 1.7-2 ist dann |a,b[= {x x—

Ia—bl}
<—
2

a+b

xeRund|x—

und [a,b]= {x

Satz 1.7-3:
Die folgenden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(a) Die Teilmenge I < R ist ein Intervall.
und

(b) Fiir jedes x, € I und jedes x, € I ist [x,, x,]c I.

Der Nachweis der Korrektheit dieser Aussage erfolgt in zwei Richtungen:

” (a):> (b)“:
Es werden alle Moglichkeiten fiir / tiberpriift. Exemplarisch wird der Fall 7 = [a,b[ gezeigt:

Ist xe[xo,xl],dannist as<x,<x<x <b,also xel.

.(b)=(a)*

Auch hier werden alle Moglichkeiten fiir / tiberpriift.

Ist beispielsweise [ #<J und nach oben und unten beschrinkt, dann wird a als die groBte un-
tere Schranke von / und b als die kleinste obere Schranke von 7 gesetzt; beide Werte a und b
existieren nach Konstruktion von R. Jetzt wird danach unterschieden, ob ael, ag¢l, bel
bzw. be¢ [ gilt. Es sei etwa a€l und b¢ [ ; in den anderen Fillen argumentiert man ent-
sprechend. Fiir xe/ gilt a<x<b,und x=» ist wegen b¢ [ nicht mdglich. Das bedeutet
Ic [a,b[. Gilt umgekehrt x € [a,b[ ,dann ist a < x <b. Wire fiir jedes yel y<x,dann wi-
re x obere Schranke von / mit x <b im Widerspruch zur Wahl von b. Also gibt es y € I mit
a<x<y.Setzmanin (b) x,=a und x, =y, so folgt [a, y]< I und damit x e I . Das bedeu-
tet [a,b[< 1 .

Die Uberpriifung der iibrigen Fille fiir / erfolgt auf dhnliche Weise.
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2 Abbildungen

Abbildungen stellen Beziehungen zwischen Mengen A4 und B her. Sie kdnnen als Spezialisie-
rung des Konzepts der Relationen zwischen Mengen definiert werden.

2.1 Allgemeines

In Kapitel 1.4 wurden die Begriffe Aquivalenzrelation und der Ordnungsrelation eingefiihrt.
Diese sind Spezialisierungen des allgemeineren Begriffs der Relation:

Es seien 4 und B zwei Mengen. Eine Teilmenge R < 4x B heift Relation zwischen 4 und B.

Eine Relation besteht also aus Paaren (a,b) mit ae A und b€ B .

Eine Relation R < 4x B heilit linkstotal, wenn es zu jedem a € 4 ein b€ B mit (a, b) €R
gibt. Bei einer linkstotalen Relation R kommen alle Elemente von A4 als erste Komponenten in

den Paaren in R vor. Zu a€ A kann es auch mehrere b €B, .., b, €B geben mit

(a,b)eR, .., (a,b,)eR.

" m

Eine Relation R  Ax B heiBt rechtstotal, wenn es zu jedem b € B ein a € A4 mit (a,b) € R
gibt. Bei einer rechtstotalen Relation R kommen alle Elemente von B als zweite Komponenten

in den Paaren in R vor. Das Element a € 4, das es zu b € B mit (a, b) € R gibt, muss auch
hier nicht eindeutig bestimmt sein, d.h. es kann zu b € B mehrere a, € 4, ..., a, € A geben

mit (al,b)eR, s (an,b)eR.

Eine Relation R < Ax B heifit linkseindeutig, wenn gilt: aus (al , b) € R und (az, b) € R folgt
a, = a, . Bei einer linkseindeutigen Relation gilt dann: Sind (a,,5,)€ R und (a,,b,)e R und

gilt a, # a,, soistauch b, #b,.

Eine Relation R AxB heifit rechteindeutig, wenn gilt: aus (a,5,)e R und (a,b,)e R
folgt b, = b, . Bei einer rechtseindeutigen Relation gilt dann: Sind (a,,5,) € R und (a,,b,)e R

und gilt b, # b,, so ist auch a, #a,.

Eine Relation f < Ax B heiit Abbildung von 4 nach B, wenn f  linkstotal und rechtseindeu-

tig ist. Gleichbedeutend damit ist folgende Formulierung:

f < Ax B ist eine Abbildung, wenn es zu jedem a € 4 genau ein b € B gibt mit (a, b)e f .
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Da dieses eindeutig bestimmt Element b € B ,,zu a € A gehort”, schreibt man anstelle von
(a,b)e f auch b= f(a) und bezeichnet es als Bild von a unter f. Hiufig gibt es eine Re-

chenvorschrift, nach der zu gegebenem a € 4 das Bild f(a) zu bestimmen ist, etwa

fla)y=a’-3a" +2.

Dann wird eine Abbildung f'von 4 nach B beschrieben durch
{A —B

a— f(a)
oder auch in der Form

f:A—> B, f(a)= ..

Die Menge A4 heilit Definitionsbereich von f, die Menge
W(f)={b|beB,undesgibta c Amit f(a)=b} heiBt Wertebereich von f Es ist
W(f)c< B. Anstelle von W ( f) schreibt man auch f(A4).

Fiir eine Funktion f:4 — B ist also der Wertebereich gleich
f(A)={b|be B,und es gibt a € Amit f(a)=b}.

Die Angabe f:4— B legt fest, dass einem Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch*

fiir 4 ist, jeweils genau ein Element vom (Daten-) Typ, der ,,charakteristisch® fiir B ist, zuge-
ordnet wird. Beispielsweise konnte die Menge A4 aus Objekten vom Objekttyp 7 und die
Menge B aus natiirlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f:4— B fest, dass jedem

Objekt vom Objekttyp 7 in der Menge 4 durch f eine natiirliche Zahl, die beispielsweise als
Primérschliisselwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f(a)= ... beschreibt,

wie diese Zuordnung fiir jedes Element a € 4 geschieht.

Das Bild eines Elements a € A unter £ ist eindeutig bestimmt, und es gilt | f (a)| =1 fiir jedes
a € A. Andererseits kann es durchaus Werte ¢, und a, mit a, #a, und f(a,)= f(a,) ge-

ben; beispielsweise ist fiir die durch f(x)=x"fiirx eR definierte Abbildung
f(=2)=f(2)=4.

-1
Die Menge f (b) = {a | ae€ Aund f(a)=>b } wird als Urbild von b unter f bezeichnet.

Eine Abbildung f:4—> B mit Ac R und W(f)< R heilit reelle Funktion einer Verin-

derlichen.
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Beispiele:

|

R\{0! —» R
g:{

R - R

S8}

X —> X

\

X

%

h:¥Qw[—+ R

id ,:

X - l-e

A > A
Identitiat auf A
A

R — R
par,: Parabel

x - ax(x-1)

1-10,00[ — R
x? fir —10<x<2
X — dxP—x fir2<x<20

2x+8 firx>20

N > N

. 1 firn=0 5 :
SN { Fakultatsfunktion

n-f(n=1)firn>0

Die hier aufgefiihrte Definition der Fakultitsfunktion zeigt die Form einer rekursiven Defini-

tion. Rekursive Funktionsdefinitionen werden hdufig angewandt, wenn der Definitionsbereich
der Funktion die natiirlichen Zahlen oder eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist. Fiir den

kleinsten Wert n des Definitionsbereich bzw. fiir mehrere der kleinsten Werte wird f(n) di-

rekt angegeben. Fiir grolere Werte n wird f(n) als arithmetischer Ausdruck, der n, eventuell

kleinere Werte m und Funktionswerte f(m) mit m <n enthilt.

Die Fakultatsfunktion kann auch nicht-rekursiv definiert werden:

fi: N {1 firn=0

l-...-(n—=1)-n fiirn>0
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Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Funktion mit der zugehorigen nicht-rekursiven Defini-
tion ist die Fibonnacci-Funktion, die einen nichttrivialen Zusammenhang zwischen beiden
Formen der Definition zeigt (siche Kapitel 5.10):

N - N
fib:{ " firn=0undn=1 1,y
Sib(n=1)+ fib(n-2) firn=>2

1 [(1+45) (1-45)] .
fib(n) = T[( ) J—( 5 ]]ﬁlrn>0.

Im Folgenden werden hauptséchlich reelle Funktionen betrachtet. Gelegentlich wird auf die
Angabe des Definitionsbereichs einer Abbildung verzichtet; dann wird implizit immer die
grofite Teilmenge von R genommen, fiir die die Abbildungsvorschrift definiert ist.

Fiir eine Abbildung f: A4 — B heil3it die Menge {(a, f(a)|ae A } Graph der Abbildung f.

Sind f:4— B und g:B— C zwei Abbildungen, dann heiflit die Abbildung 4: 4 — C mit
h(a) = g(f(a)) die Komposition (Zusammensetzung) der Abbildungen fund g, geschrieben

h=gof.

Esist W(go f)c W(g)c C,undi.a. gilt go f# fog.

Beispiel:

{R\{l} - {R > R

° 2
X _)/+x X — X

R} o
o f:
g X - /1+x)

R — R
fog'{x - /(l—i-xz)
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2.2 Grundlegende Eigenschaften von Abbildungen

Eine Abbildung f: A4 — B heilit surjektive Abbildung (Surjektion), wenn sie rechtstotal

ist.

Die Abbildung f: A — B sei surjektiv. Dann ist f(A4) = B, d.h. der Wertebereich von f um-

-1

fasst ganz B. Fiir jedes b€ B ist also |f (b)‘zl, d.h. es gibt mindestens ein a € A mit

f(a) =b (eventuell gibt es mehrere Werte a € A4, die auf b abgebildet werden).
Beispiel:

Die Abbildung
R - R
:{x - x’
ist nicht surjektiv, da es zu keiner negativen Zahl yeR einen Wert xR gibt mit
f(x)=x"=y<0. Durch Einschrinkung der Zielmenge kann man jedoch die Surjektivitit
R — R,

erzwingen. Beispielsweise ist fo:{ 5 surjektiv.
X > X

Eine Abbildung f: A — B heilit injektive Abbildung (Injektion), wenn sie linkseindeutig

ist.
Beispiel:

Die Abbildung
{R —- R

2
X —> X

ist nicht injektiv, da fir x,=-1 und x,=1 offensichtlich x, #x, ist, aber

fx)=f(=D)=(=D*=1=f(1)=f(x,) ist.

Die Injektivitdt kann man durch Einschrinkung des Definitionsbereichs erzwingen. Bei-
R, —

R
spielsweise ist die Funktion fl{ , injektiv.
X — X

Die Injektivitét einer Funktion kann an ihrem Graphen abgelesen werden: Jede Parallele zur
x-Achse schneidet den Graphen einer injektiven Funktion in hochstens einem Punkt.
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Eine Abbildung heilit bijektive Abbildung (Bijektion), wenn sie sowohl surjektiv als auch
injektiv ist.

Die Begriffe beziiglich Relationen und Abbildungen fasst folgende Tabelle zusammen.

Typ der Relation
linkstotal X X X X
rechtstotal X
linkseindeutig X X
rechtseindeutig X X X X
Abbildung | Surjektion Injektion Bijektion

Satz 2.2-1:

Essei f: 4 — B eine bijektive Abbildung. Dann gilt:
(1) Firjedes b e B gibtes genauein a, € A mit b= f(a,).

(i) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung g: B — A4 mit g(b) = a,; aullerdem
gilt flir jedes a € 4: g(f(a))= a und fiir jedes b € B : f(g(b)) =b.

In (1) folgt die Existenz eines Elements a, € 4 mit b = f(a,) aus der Surjektivitit von f; die

Eindeutigkeit folgt aus der Injektivitat.

Die Aussage in Satz 2.2-1 (i) kann man so interpretieren, dass es eine Eins-zu-Eins-
Beziehung zwischen den Elementen der Menge 4 und der Menge B gibt.

Ist f: A— B eine bijektive Abbildung, so heillt die gemil Satz 2.2-1 (ii) existierende Funk-

-1
tion g: B — 4 die Umkehrabbildung von fund wird mit f bezeichnet. Es gilt:

Fof=id,und fof =id,, dh. (fofj(a):a und (fof)(b):b.

Beim Graph einer bijektiven Abbildung f : R — R vollzieht sich der Ubergang zur Umkehr-

-1
funktion f durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (45°-Linie).
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Beispiele:

Die Abbildung

R —> R
F:
x — ax+b

ist fiir festes @ e R mit a # 0 und festem b € R bijektiv und hat die Umkehrfunktion

4 |R - R
b .

: 1
y oo —y-—
a a

Im allgemeinen ist eine Abbildung der Form

R — R
2

x = ax’+bx*+cex+d

mit festen rellen Werten a, b, ¢ und d nicht bijektiv.

Die Abbildung
R —»> R
fi:

x - x°

ist weder injektiv noch surjektiv. Jedoch sind die Abbildungen

R>0 — R>0 R<0 - R>0 . . .. . . -1
fre ° 5 ound fi:4 5 Jeweils bijektiv mit den durch f,(y)= +\/;
X - X X - X

-1
bzw. f,(y) = —\/; definierten Umkehrabbildungen.

Haufig wird bereits fiir eine injektive Abbildung f: A4 — B, die nicht notwendigerweise

-1
surjektiv ist, die Umkehrabbildung f definiert, und zwar nur fiir die Werte b € B aus dem

-1
Wertebereich von f; f: f(X)—> X .



72 2 Abbildungen

Satz 2.2-2:

Esseien f: 4— B und g:B — C Abbildungen. Dann gilt:
(1)  Sind fund g surjektiv, dann ist auch go f surjektiv.
(1i1)  Sind fund g injektiv, dann ist auch go f injektiv.

(i11)) Sind f und g bijektiv, dann ist auch go f bijektiv. In diesem Fall gilt

-1 -1

(gof)=rog.

(1) und (i1) und der erste Teil von (iii) werden direkt mit den entsprechenden Definitionen
-1 -1
nachgepriift. Fiir den zweiten Teil von (iii) zeigt man, dass fog die Umkehrabbildung zu

go f ist: Dazuseien a€ A, be B mit b= f(a) und ce Cmit ¢ =g(b)=g(f(a)).Es gilt

-1 -1

7o él(g(f(a)))=f(_gl(g(f(a)))j=f(f(a))= a.

Fiir endliche Mengen A und B kann man die Existenz surjektiver, injektiver und bijektiver
Abbildungen zwischen 4 und B folgendermal3en entscheiden:

Satz 2.2-3:
Die Mengen A4 und B seien endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m . Dann gilt:
(1)  Es gibt genau dann eine surjektive Abbildung f: 4 — B, wenn n > m ist.
(i) Es gibt genau dann eine injektive Abbildung f: 4 — B, wenn n < m ist.

(i11)) Es gibt genau dann eine bijektive Abbildung f : 4 — B, wenn n =m ist.

Fiir (i) sind zwei Beweisrichtungen zu zeigen, ndmlich
(il) Wenn es eine surjektive Abbildung f: 4 — B gibt, dann ist |4]>|B].

(i2) Wenn |A| > |B| ist, dann kann man eine surjektive Abbildung f : A — B definieren.
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-1
Zu (11): Es sei be B. Wegen der Surjektivitit von f ist f(b)|=1. Da f als Abbildung

-1
rechtseindeutig ist, gilt fiir 5, € B und b, e B mit b, #b,: |f (b)) = . Fir

m‘f(/%)

-1
jedes be B wihlt man einen ,Repridsentanten” a, € f(b). Diese sind paarweise

verschieden. Da {a, |beB b 4 ist, folgt |B|:‘{ab | beB}(:ZISZI:M.

aeAd

Zu(i2): Essei A={a,,..,a, }und B={h,...,b, } mit n>m.Die Abbildung

A —> B
e b, furl =L...m st surjektiv.
b firi=m+1,...n

m

Auch fiir (i1) sind zwei Beweisrichtungen zu zeigen, ndmlich

(ii1) Wenn es eine injektive Abbildung f: 4 — B gibt, dann ist |A| < |B| .

(112) Wenn |A| < |B| ist, dann kann man eine injektive Abbildung f : 4 — B definieren.

Zu (iil): Injektivitit bedeutet: Sind @, € 4 und a, € 4 mit a, # a,, dann ist f(a,)# f(a,).
Ist A={a,,..,a, } und B'={ f(a,)..., f(a,)}, dann ist B'c B und |4|=|B|<|B|.

Zu (ii2): Essei A={a,,..,a, }und B={h,...,b, } mit n<m.Die Abbildung

a. —>

4 > B . ..
f 5 ist injektiv.
Bei (iii) folgt aus der Existenz einer bijektiven Abbildung f:A4 — B, dass wegen der
Injektivitit von f n < m und wegen der Surjektivitit von f n > m ist, also n=m gilt. Ist um-

L : 4 - B . .
gekehrt n=m , so ist die Abbildung f :{ 5 bijektiv.
-

a.

i i

Satz 2.2-3 ldsst den Schluss zu, dass bei Abbildungen zwischen endlichen Mengen mit der-
selben Elementanzahl die Begriffe Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit zusammenfallen :
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Satz 2.2-4:

Die Mengen 4 und B seien endliche Mengen mit derselben Elementanzahl |A| = |B| Es
sei f: A— B eine Abbildung. Dann gilt:

Die folgenden drei Aussagen (a), (b) und (c) sind dquivalent:
(a) fisteine injektive Abbildung.
(b) fist eine surjektive Abbildung.

(c) fisteine bijektive Abbildung.

Die Aquivalenz von (a) und (b) ergibt sich wie folgt (die Aquivalenz zu (c) ergibt sich dann
aus der Definition der Bijektivitit): Ist f eine injektive Abbildung, dann ist | f (A)| = |A| = |B| .
Wegen f (A)g B hat daher jedes b€ B ein Urbild, d.h. fist surjektiv. Ist umgekehrt f nicht
injektiv, dann gibt es @, €4 und a,ed mit a #a, und f(q)=f(a,). Daher ist
/() <|4 =5

, und f'ist nicht surjektiv.

Satz 2.2-3 (iii) besagt fiir endliche Mengen, dass sie genau dann gleichméchtig sind, wenn es
zwischen ihnen eine bijektive Abbildung gibt. Dieser Ansatz lésst sich auf unendliche Men-
gen libertragen:

Zwei unendliche Mengen 4 und B heilen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f :A— B gibt. Wegen der Existenz der bijektiven Umkehrfunktion g zu f'ist diese Definiti-

on gleichbedeutend mit der Existenz einer bijektiven Abbildung g: B — 4.

Bei unendlichen Mengen A4 und B tritt die folgende Situation auf, die sich am Beispiel der
Vorgingerfunktion pred auf den  natiirlichen Zahlen  verdeutlichen  ldsst:

{N
pred :
n — n—1.

0 N

Die Funktion ist fiir alle natiirlichen Zahlen n>1 definiert . Aus Axiom 2 der natiirlichen
Zahlen (siehe Kapitel 1.4) folgt, dass sie surjektiv ist; zu beachten ist, dass 0 im Definitions-
bereich nicht enthalten ist. Axiom 4 besagt, dass sie injektiv ist. Es handelt es sich hierbei also
um eine bijektive Abbildung, d.h. die Menge N der natiirlichen Zahlen ist gleichméichtig mit
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der echten Teilmenge N_, = N\ { 0 }. Dieses Phidnomen erlaubt es, die Endlichkeit bzw.

Unendlichkeit einer Menge exakt zu definieren:

Eine Menge A4 ist endlich von der Michtigkeit n, wenn es eine bijektive Abbildung
f { 0,..,n —1} — A gibt, d.h. man kann die Elemente in 4 mit den natiirlichen Zahlen O, ...,

n—1 durchnumerieren: 4= {f(O), v f(n —1)} = {ao, ey an_l}. Hierbei ist f(i) # f(j) bzw.
a; # a, fur i # j. Ist B eine echte Teilmenge von A4, dann kann es nach Satz 2.2-3(iii) keine

bijektive Abbildung f : B — A geben. Diese Eigenschaft unterscheidet eine endliche Menge

von einer Menge mit unendlicher Miachtigkeit.

Eine Menge A4 ist von der Michtigkeit unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
f : B— A zwischen einer echten Teilmenge B — A und 4 gibt.

Eine Menge heift abzihlbar, wenn sie entweder endlich oder gleichméchtig zu den natiirli-
chen Zahlen ist. Eine unendliche Menge, die nicht abzdhlbar ist, heil3t iiberabzihlbar.

Satz 2.2-5:

(1) Es gibt eine bijektive Abbildung %, :N — Z, und es gibt eine bijektive Abbil-
dung A, :N — Q. Die Mengen N, Z und Q sind daher abzéhlbar.

(i1)) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ldsst sich nicht auf die Menge R der reellen
Zahlen bijektiv abbilden. Die Menge R ist daher iiberabzihlbar.

Fiir Satz 2.2-5 (i) sind zwei bijektive Abbildungen /4, : N — Z und A, : N — Q anzugeben.
Die Abbildung %, : N — Z wird definiert durch

N - Z
{ —-n/2  fallsn geradeist

n+1)/2 falls n ungerade ist

h, : n

Einige Werte dieser Abbildung sind

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ly | 0 | U [ -1 2 [-2]31-3]471-4]57]-5]°%

Die Injektivitdt von 4, sieht man folgendermaflen: Es seien n, € N und n, e N mit n, #n,.

Ist n, gerade und n, ungerade, dann ist /,(n,)<0 < h,(n,), insbesondere A,(n,)# h,(n,). Ist
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n, ungerade und n, gerade, dann ist hZ(nz)S 0< hz(nl). Sind n, und n, beide gerade, dann
ist h,(n)=—n/2#—n,/2="h,(n,). Sind n, und n, beide ungerade, dann ist

hZ(nl): (”1 +1)/2 # (”2 + 1)/2 = hz(”2)~

Zum Nachweis der Surjektivitit sei zeZ. Ist z<0, dann ist n=-2-z in N und

hz(n):hz(—2-z):¥:z.lst z>0,dannist n=2-z-1 in Nund

hl(n)=hz(z.z_1)=%=z.

Die Abbildung 4, : N — Q wird in zwei Schritten konstruiert. Zunéchst wird eine bijektive
Abbildung f, : N — Q,, angegeben, die dann zu einer bijektiven Abbildung %, :N — Q er-

weitert wird:

. . r C .
Die rationalen Zahlen Q_, = { —| reN_ ,undteN_ } kann man sich in ein unendliches
t

Zahlenschema eingetragen denken, das aus Zeilen und Spalten besteht. In der ersten Zeile ste-
hen alle Zahlen 1/1, 1/2, 1/3, 1/4, ... ; die zweite Zeile enthdlt 2/1, 2/2, 2/3, 2/4, ...; die i-
te Zeile enthélt i/1, i/2, i/3, i/4, ... Dann steht die Zahl ; in der r-ten Zeile und #-ten Spal-
te. Dieses Zahlenschema wird durchnumeriert: 1/1 erhélt die Nummer 1 (1/1 ist die einzige

rationale Zahl = e Q., mit +¢ =2). Dann kommen alle Zahlen Le Q., mit »+¢ =3, nach
t !

aufsteigenden Zihlern geordnet (das sind 1/2 und 2/1). AnschlieBend kommen alle Te Q.
t

mit 7+¢ =4, nach aufsteigenden Zahlern geordnet (das sind 1/3, 2/2und 3/1) usw. Die fol-

gende Tabelle zeigt einige kleine rationale Zahlen mit ihren Nummern.

m r/t mit r>1,¢>1und r+¢1=m | Anzahl Nummern
2 1/1 1 1

3 1/2 2/1 2 23

4 1/3 2/2 3/1 3 456

5 1/4 2/3 3/2 4/1 4 78910

6 1/5 2/4 3/3 4/2 5/1 5 11 12 13 14 15

Es gibt genau m—1 rationale Zahlen ? €Q., mit 7+¢=m, namlich 1/(m—1), 2/(m-2),

3/(m-3), .., (m—1)/1. Vor diesem ,Block® von Zahlen liegen alle Zahlen e Q., mit
v

u>1,v>1und u+v=i mit 2<i<m—1.Daher bekommt 1/(m—1) die Nummer
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rﬁ(i—l)ﬂ ="fi+1=—(m_l)'2(m_2)+1.

Die Zahl k/(m—k) fir k =1,...,m—1 bekommt die Nummer W+ k, d.h. die na-

tirlichen Zahlen

(m—l)-(m—2)+1’ (m—l)-(m—2)+2’ . (m—l)-(m—2)+m_1: (m—l)-m
2 2 2 2

. : r .
numerieren die Zahlen —€ Q_, mit ¥ +¢ =m.
!

Die Abbildung f, : N — Q,, wird nun wie folgt definiert:

fQ(O):O-

Fiir n >0 gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl m € N_; mit (m —1)-2(m — 2) <n< (m _21) .

Es gilt ndmlich: Fiir m e N_; mit m > 2 ist die nachste auf W folgende Zahl der

Form w mit k eN_, die Zahl (n+)=)-((ms1)=2) _m-(m=1) 1y liegt 7
eindeutig zwischen W und @
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

CEIEZES) ) 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

w0 1 [ 3 [ 6 [ 10 [ 15 [ 21 [ 28 [ 36 | 45 | 55 | 66

Firn=17 st m=7,fir n=21ist m =7, fiir n =22 ist m =8.

Die Anzahl der Werte n mit (m — 1)(m — 2) <n< (m _21) m betragt m—1.

2
(m—l)-(m—Z)

Es wird r =n-— und ¢ =m—r gesetzt.

2
Da (m—1)-(m—2) gerade ist und M <n gilt, ist » e N_;. AuBBerdem ist
r=n- (m—l)-z(m—2) < (m—2l)m - (m—l)-z(m—2) =m—1 und damit auch reN_,.

Es wird f,,(n) durch
fo (n) = ; (in dieser ungekiirzten Darstellung)

definiert. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse f,, (n) fiir die m—1 Werte n mit
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(m—l)-(m—Z) cn< (m—l)-m :
2 2
n (mfl)-(m72)+1 (m—l)-(m—2)+2 (m—1)~m_1 (m—1)-m
2 2 2 2
r 1 2 m-—2 m—1
t m—1 m—2 2 1
fo(n) 1/(m~1) 2/(m~2) (m—2)/2 (m—=1)/1

Offensichtlich gilt fiir diese n jeweils f,, (n)z? mit 1<r<m-1,1<t<m-1lund r+t=m.
Die so definierte Abbildung f, : N — Q,, ist bijektiv:
Zum Nachweis der Surjektivitit sei g €Q,,. Fiir =0 wird n=0 gesetzt; nach Definition

ist fQ(n):fQ(O):0:q. Fir ¢>0, etwa g=r/t mit reN, teN, r>0 und >0, sei

m=r+t>2. BEs wird n=r+(r+t_1)'2(r+t_2)= +(m—1)-2(m—2) gesetzt. Dann ist
neN und W<n:m_t+wgm_l+(m_l)'z(m_z):m.(};/l_l).

Nach Definition von f, ist f, (n)= ? .

Zum Nachweis der Injektivitit seien 7 eN und n,eN mit n=#n,. Gilt
(m—l)-z(m—2)<ni m-(m—l)

(m=1)-(m-2)
2

IN

firi=1,i=2 und meN_,, dann ist mit

BLh )
p ¢t2 fQ(nZ)

1

n=n,— und ¢, =m—r, fir i=1, i=2: r#r, und fQ(nl)=

1

Gilt (ml _1)'2(’"1 _2) <m < m '(ml _1) und (m, —1)-2(m2 -2) <m < m, - (m, _1) mit m, #m,
und setzt man r, =n, — (m _1)'2(mi -2) und ¢, =m,—r, fir i=1, i=2, dann folgt im Fall

-
1 #r, wegen der ungekiirzten Darstellung von f,: f, (nl): L

r: :
;t—z:fQ(nz); ist  =r,, dann
1 2

ist £, #¢, und fQ(nl);t fQ(nz).

Die gesuchte Bijektion 4, : N — Q ergibt sich zu

N - Q
By : N ~fo (n/2) falls n gerade ist
Jo ((Vl + 1)/ 2) falls n ungerade ist .
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Mit den geraden natiirlichen Zahlen werden also die nichtpositiven rationalen Zahlen, mit den
ungeraden natiirlichen Zahlen die positiven rationalen Zahlen numeriert:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
imitn=2-i 0 1 2 3 4
Numerierung der nichtpositiven rationalen Zahlen mittels — £, (n/ 2) =—fo (i )
imitn=2-i-1 1 2 3 4 5 6
Numerierung der positiven rationalen Zahlen mittels f,, (n+1)/2)= Joli )

Fiir Satz 2.2-5 (i1) wird angenommen, dass es eine bijektive Abbildungen %, : N — R gibt.

Diese Annahme muss auf einen Widerspruch fithren. Da dieses Vorgehen eine ,.klassische®
Beweismethode auch insbesondere der Theoretischen Informatik ist und auch in die populér-
wissenschaftliche mathematische Literatur Eingang gefunden hat, soll die Beweisidee hier
skizziert werden:

Es seien n, <n, <n, <... diejenigen n, € N, fiir die /g(n,)e R mit 0< hy(n,)<1 ist. Jedes
r € R mit 0 <r <1 hat eine eindeutige Nummer », und lautet in Dezimalschreibweise

r=0d, d, ,d
mit den Dezimalziffern a’n“_j € {O, 1,2,3,4,5,6,7,8,9 } Dabei ist 1=0,9... (sieche Kapitel
5.1).

l’l,',—3 cee

Es wird eine reelle Zahl 7 mit 0 <7 <1 durch folgende Vorschrift konstruiert:
Die erste Dezimalziffer von 7 nach dem Komma lautet 9—d, | (es wird aus der reellen Zahl
mit der Nummer n, die erste Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezo-

gen; dadurch entsteht wieder eine Ziffer zwischen 0 und 9); es ist 9-d, | #d, _,. Die zweite
Dezimalziffer von 7 nach dem Komma lautet 9—d, , (es wird aus der reellen Zahl mit der

Nummer 7, die zweite Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezogen); es

ist 9-d, ,#d, ,. Allgemein: die j-te Dezimalziffer von 7nach dem Komma lautet

9- dn;f./ ; esist 9— dnj,fj # dn,-,—j .
Da 7 eine reelle Zahl mit 0 <7 <1 ist und /4, als bijektiv angenommen wurde, gibt es einen
Wert n, e N mit A, (nk ) =7 (7 ist die reelle Zahl mit der Nummer 7, ):

F=0,d, d, d, ..d, .

Die k-te Dezimalziffer von 7 nach dem Komma ist ¢, _,. Nach Konstruktion von 7 lautet
die k-te Dezimalziffer von 7 nach dem Komma jedoch 9-d, ,,undesist 9-d, , #d, ,.

Daher kann es keinen Wert 7, € N mit 4, (n,)=7 geben, und die Annahme der Existenz ei-

ner bijektiven Abbildung 4, : N — R ist falsch.
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In diesem Kapitel werden einige fiir die Informatik grundlegende und wichtige Themen der
elementaren Zahlentheorie behandelt. Neben der Tatsache, dass sie zum mathematischen Ba-
siswissen in jeder Disziplin gehoren, haben diese Themen in den letzten Jahren insbesondere
in der Kryptologie zunehmende Bedeutung erlangt.

3.1 Primzahlen

Es seien a € Z und b € Z ganze Zahlen mit b # 0. Die Zahl a heil}t durch b teilbar (b teilt
@), geschrieben b|a, wennes ein b' € Z gibtmit a=5b-b".

Der folgende Satz fiihrt einige wichtige Teilbarkeitsregeln ganzer Zahlen auf:

Satz 3.1-1:
(1) Gilt ¢|b und b|a, so giltauch c|a.
(i) Gilt b, |a, und b, |a,, so gilt auch bb,|a,a,.
(ii1) Gilt b|a, und b|a,, so gilt fiir jedes x € Z und fiir jedes y € Z: b| (xal +ya2).

(iv) Gilt b|a und a|b,soist a=b oder a=-b.

Die Teile (i) bis (iii) lassen sich durch Zuriickfiihren auf obige Definition direkt verifizieren.
Fiir (iv) setzt man b|a und a|b voraus, d.h. a=b-b" mit b'€Z und b=a-a' mit a'€Z.

Dannist a=a-a'-b', also a'-b' =1 und folglich &' =+1 und b'=+1.

Bemerkung: Da trivialerweise immer a|a gilt, definiert wegen Satz 3.1-1 (i) und (iv) die
durch
" (n, m) € R genau dann, wenn n|m gilt“

definierte Relation eine partielle Ordnungsrelation (siche Kapitel 1.4) auf
NxN.
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Eine wichtige Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist die Menge P der Primzahlen:
P= { p| p €N, p > 2,und die einzigen Teiler von p sind1und p }

={2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, ... }.

Der folgende Satz zeigt, dass die Primzahlen als Grundbausteine der natiirlichen Zahlen und
damit des gesamten Zahlensystems angesehen werden konnen.

Satz 3.1-2:

Jedes ne N mit n>2 ldsst sich in ein Produkt aus Primzahlpotenzen zerlegen, d.h.

€

n=p,

e, e

.p2 ’ "'prr

mit Primzahlen p,, p,, ..., p, und natiirlichen Zahlen e =1, e, 21, ..., e, 1. Diese

Zerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Primzahlpotenzen) eindeutig.

Die Zerlegung in Primfaktoren ldsst sich leicht durch vollstindige Induktion zeigen:

Fiir n =2 ist die Behauptung klar. Sie gelte fiir n>2 .

Ist n+1 Primzahl, dann gilt die Behauptung auch fiir n+1.

Ist n+1 keine Primzahl, dann besitzt sie einen Teiler a mit 1<a <n+1 und einen Teiler b
mit 1<b<n+1 und n+1=a-b. Nach Induktionsvoraussetzung sind a und b Produkte von
Primzahlpotenzen und damit auch n+1.

Auch die Eindeutigkeit der Zerlegung (bis auf die Reihenfolge) kann durch vollstindige In-
duktion nachgewiesen werden:

Fiir n =2 ist die Behauptung klar. Sie gelte fiir alle natilirlichen Zahlen m mit 2<m<n.
Besitzt n+1 zwei unterschiedliche Darstellungen von Primzahlpotenzen, die sich nicht nur in
der Reihenfolge der Faktoren unterscheiden, etwa n+1=p{ -pe-..-p> =g ¢ -..-q*,
dann ist jedes p, von jedem ¢, verschieden (denn andernfalls kann man dieselbe Primzahl in
beiden Darstellungen weglassen und erhielte eine Zahl m mit 2<m <n, die der Induktions-
voraussetzung widerspricht). Insbesondere ist p, # ¢,, und man kann p, <g, annehmen. Es
seien a=p/ - pS-..-p” und b=g" "¢ -...-q", d.h. a ergibt sich durch Fortlassen der
Primzahl p, aus n+1 und b durch Fortlassen der Primzahl ¢, aus n+1. Fiir die Zahl
m=n+1-p,-b gilt m=p, -(a—b)z(q1 —pl)-b und 2<m<n.

Auf die Zahlen m, g, — p, und b ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und aus den ein-

deutigen Zerlegungen in Primzahlpotenzen von ¢, — p, und b erhdlt man durch Multiplikation

die eindeutige Zerlegung in Primzahlpotenzen von m. Wegen m = p, -(a - b) kommt p, in der
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Zerlegung von m vor und damit auch in den Zerlegungen von g, — p, oder b. Wegen p, #¢q,

fiir j=1,..., s scheidet die zweite Moglichkeit aus. Es folgt p, ](q1 - pl) und wegen p, | p, der
Widerspruch p, | g, .

Beispielsweise ist 600 =27 -3 - 5%,

Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften von Primzahlen zusammen:

Satz 3.1-3:
(1)  Es gibt unendlich viele Primzahlen.
(i) Es gibt beliebig grofle Abstinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen.

(iii) Es gibt unendlich viele Paare ( p,p+ 2), die beide Primzahlen sind (Primzahl-

zwillinge)
(iv) Ist 2" +1 eine Primzahl, so ist n eine Zweierpotenz.

(v) Ist 2" —1 eine Primzahl, so ist n eine Primzahl.

Zum Nachweis der Aussage (i) wird angenommen, dass es nur endlich viele Primzahlen, etwa

Di»-s D, » gibt. Dann wird m=p, -...- p, +1 gesetzt, und es gilt m >max{ DPis-s D, } Dann
kann aber m nach Annahme keine Primzahl sein. Eine der Primzahlen p,,..., p, , etwa p,,
muss aber nach Satz 3.1-2 ein Teiler von m sein. Das hitte aber p,|1 zur Folge, ein Wider-

spruch zu p, >2.

Fiir den Nachweis von Aussage (ii) werden n aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen angege-
ben, die sdmtlich keine Primzahlen sind: (n+1)+2, (n+1)43, ..., (n+1)+(n+1). Diese Zah-

len sind nacheinander jeweils durch 2, 3, ..., n+1 teilbar.
Aussage (iii) erfordert weitergehende Betrachtungen aus der Zahlentheorie.

Fiir den Nachweis von (iv) wird angenommen, dass n keine Zweierpotenz ist. Dann hat n ei-
nen ungeraden Teiler a, d.h. n=a-b und a>1 und b>1. Setzt man in Satz 1.6-2(ii)
q= —(2” ) und den oberen Laufindex der Summe auf den Wert a —1, so ergibt sich

SO 1) s ) - =) 12142

= -C@) 12" 142
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Daher teilt 1+2° die Zahl 2" +1; diese ist somit keine Primzahl.

Der Nachweis von (v) erfolgt auf dhnliche Weise: Ist n keine Primzahl, so hat n die Form
n=a-b mtl<a<nund 1<b<n.Esgilt

<@ b ) =S g1 -t

29-1  2°-1

Dabher ist 2" —1 keine Primzahl.

In der Praxis der Kryptographie werden stéindig groe Primzahlen benétigt (mit einer Stellen-
zahl von mehr als 150 Dezimalstellen). Dabei sind neben Primzahlen, deren Ziffernfolgen

keinen festen GesetzméBigkeiten unterliegen, Primzahlen der Form 2" +1 und 2" —1 beson-

ders interessant. Diese haben namlich eine sehr einfache Binardarstellung (2" +1=10..0 1,
(n—l)—mal

2" -1=1...1). Wegen Satz 3.1-3 (iv) kann man die Suche nach sehr grofen Primzahlen der

n—mal
Form 2" +1 auf diejenigen n beschrinken, die die Form n =2" haben, d.h. auf Zahlen der
Form 2" +1=2% +1. Zahlen der Form 2> +1 heifien Fermat-Zahlen. Beispielsweise sind
die Fermat-Zahlen
2% +1=3,2% +1=5, 2" +1=17, 2* +1=257, 2* +1=65.537
Primzahlen. Nicht jede Fermat-Zahl ist jedoch eine Primzahl, wie das Beispiel

27 +1=641-6700417
zeigt. Man kennt heute 230 Fermat-Zahlen, die nachweislich keine Primzahlen sind.

Satz 3.1-1(v) sagt nicht, dass jede Zahl der Form 2” —1 mit einer Primzahl p selbst Primzahl

ist. Die Zahlen der Form 27 —1 mit einer Primzahl p heilen Mersenne-Zahlen. Nicht jede
Mersenne-Zahl ist Primzahl. Beispielsweise sind die Zahlen

2°-1=3,2"-1=7,2"-1=31,2"-1=127, 2"” -1=8191
Primzahlen, nicht aber 2'' —1=2047 = 23-89 . Die bisher bekannten groften Primzahlen sind
Mersenne-Zahlen.
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Rekordprimzahlen nach Jahren (aus Wikipedia)

Anzahl der
Zahl . . Jahr Entdecker (genutzter Computer)
Dezimalziffern
271 6| 1588 [Cataldi
21 6| 1588 [Cataldi
2711 10] 1772 |Euler
(2¥-1)/179951 13| 1867 [Landry
21771 39| 1876 |Lucas
(2"+1)/17 44] 1951 [Ferrier
180-(2""-1)+1 79| 1951 |Miller & Wheeler (EDSACI1)
27211 157] 1952 |Robinson (SWAC)
20071 183 1952 IRobinson (SWAC)
21271 386] 1952 [Robinson (SWAC)
22201 664 1952 [Robinson (SWAC)
P | 687 1952 |Robinson (SWAC)
23171 969 1957 |Riesel (BESK)
PARS| 1.332| 1961 |Hurwitz (IBM7090)
276891 2917 1963 |Gillies (ILLIAC 2)
27911 2.993] 1963 |[Gillies (ILLIAC 2)
21215 3.376] 1963 |Gillies (ILLIAC 2)
2199371 6.002| 1971 [Tuckerman (IBM360/91)
22170 6.533] 1978 [Noll & Nickel (CDC Cyber 174)
253201 6.987] 1979 [Noll (CDC Cyber 174)
M| 13.395] 1979 [Nelson & Slowinski (Cray 1)
280245 25.962] 1982 [Slowinski (Cray 1)
2132081 39.751] 1983 [Slowinski (Cray X-MP)
2216091y 65.050] 1985 [Slowinski (Cray X-MP/24)
2216193 65.087 1989 |.,Amdahler Sechs“ (Amdahl 1200)
2736891 227.832 1992 [Slowinski & Gage (Cray 2)
289451 258.716] 1994 [Slowinski & Gage (Cray C90)
21BTTRI_| 378.632] 1996 [Slowinski & Gage (Cray T94)
21392091 420.921] 1996 |Armengaud, Woltman (GIMPS, Pentium 90 MHz)
22976221 895.932] 1997 [Spence, Woltman (GIMPS, Pentium 100 MHz)
230213771 909.526] 1998 |Clarkson, Woltman, Kurowski (GIMPS, Pentium 200 MHz)
20972391 2.098.960] 1999 [Hajratwala, Woltman, Kurowski (GIMPS, Pentium 350 MHz)
2134669171 4.053.946] 2001 |Cameron, Woltman, Kurowski (GIMPS, Athlon 800 MHz)
220996011 6.320.430] 2003 [Shafer (GIMPS, Pentium 4 2 GHz)
2240363851 7.235.733| 2004 [Findley (GIMPS, Pentium 4 2,4 GHz)
229649511 7.816.230] 2005 |Nowak (GIMPS, Pentium 4 2,4 GHz)
2304024571 9.152.052] 2005 |Cooper, Boone (GIMPS, Pentium 4 3 GHz)
2323826571 9.808.358] 2006 [Cooper, Boone (GIMPS, Pentium 4 3 GHz)
2H112609_1 12.978.189] 2008 [Smith, Woltman, Kurowski, et al. (GIMPS, Core 2 Duo 2,4 GHz)
278861 17.425.170] 2013 |Cooper, Woltman, Kurowski, et al. (GIMPS)
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Einer der wichtigsten Sédtze der Zahlentheorie beschreibt die Anzahl der Primzahlen unterhalb
einer vorgegebenen Grenze x:

Es sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen, die <x sind, d.h. z(x)=>"1.

peP
P<x

Mit p, werde die n-te Primzahl bezeichnet: p, =2, p, =3, p, =5, ...

Satz 3.1-4:

(@)  Esgilt im 2y gh e~ X
x> X In(x

) (fiir groBBe x).

(if) Fiir x> 67 ist In(x)— 3] < E“)<1n(x)—%.
(X

(iii) Fiir n>20 ist n- (ln(n) +In(In(n)) - %)< p,<n: (ln(n) +In(In(n)) - %)

Auf der Grundlage dieser Sitze lasst sich ein sehr effizientes Verfahren zur Erzeugung von
(groBlen) Zahlen angeben, die mit beliebig groer Wahrscheinlichkeit Primzahlen sind. Dabei
wird in Kauf genommen, dass das Verfahren eine Zahl eventuell als Primzahl einstuft, die
keine Primzahl ist. Die Fehlerwahrscheinlichkeit dieser falschen Entscheidung kann jedoch
auf einfache Weise beliebig klein gehalten werden. Man spricht hier von einem
probabilistischen Verfahren (nach dem Monte-Carlo-Prinzip).

3.2 Modulare Artihmetik

Es sei n € N eine natiirliche Zahl mit n >1. Auf den ganzen Zahlen Z wird durch die folgen-
de Festlegung eine Relation = definiert:

Die Zahlen a € Z und b € Z heiBlen kongruent modulo 7, geschrieben a = b (mod n), genau

dann, wenn gilt: die Zahl n teilt a—b.
Anders ausgedriickt: a =b (mod n) gilt genau dann, wennes ein k € Z mit a—b =k-n gibt.

Beispielsweise gilt
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21=0(mod7), 22=1(mod7), 23=2(mod7), 24=3(mod7), 25=4(mod7),
26=5(mod7), 27 =6(mod7),
28=0(mod7), 28=21(mod7),
29=1(mod7), 29=22(mod 7).

Satz 3.2-1:

Es sei n e N eine natiirliche Zahl mit »n > 1. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation
auf den ganzen Zahlen Z, d.h. es gilt:

(i) a=a(modn) fiir jedes a € Z
(i) Aus a=b(modn) folgt b =a(modn)

(iii) Aus a=b(modn) und b = c(mod ) folgt a = c(mod n).

Durch Anwendung der Definition lassen sich diese Aussagen nachweisen.

Fiir a e Zbezeichnet [a], = {b| beZ unda=b(mod n)} die zu a gehorende Restklasse
(mod n).

Beispielsweise ist
3}, =1{3.10,17,24,31,... }u{-4,-11,-18,-25,.. }
={m|esgibtk e Zmitm=4k-7+3 }

Allgemein ist fiir a € Z

lal,

{b|beZ undaEb(mOd”)}
:{b|esgibtkeZmitb=k'n+a }

Da die Relation = eine Aquivalenzrelation ist, folgt mit Satz 1.4-2:
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Satz 3.2-2:

Es sei n € N eine natiirliche Zahl mit » > 1. Dann gilt:

(1) Esgilt a =b(modn) genau dann, wenn [a]n

=[p], ist.

(i) Jeweils zwei Restklassen [a], und [b], sind entweder gleich oder disjunkt.

(iii) Es gibt genau n disjunkte Restklassen modulo n, namlich [0],, [1],, [2],, ...

n—1
[n—1],, und es gilt U[a]n =7.
a=0

Jede Restklasse [a], besteht aus unendlich vielen Elementen, ndmlich aus allen Elementen

der Form k-n+a mit k € Z. Fiir ein festes k € Z sind (wegen Satz 3.2-2 (i)) die Restklassen
[a]n und [k ‘n+ a]n gleich, d.h. jede Zahl der Form (k-n+ a) € [a]n reprasentiert die Restklas-

se [a]n. Man kann daher in jeder Restklasse [a]n eine Zahl a' mit folgenden Eigenschaften (i)

und (i1) finden:

(1) 0<d'<n
(i) a'=a(modn),dh. [a'], =[a],.

Fiir positives a € Z erhilt man dieses Element a’ beispielsweise dadurch, dass man von a so

lange den Wert n abzieht, bis die Bedingung 0 < a’ < n erfiillt ist. Fiir negatives a € Z wird
der Wert n sukzessive addiert. Dieser kleinste Wert ¢’ mit 0 <a' <n ist der Rest bei der

ganzzahligen Division von a durch » und wird mit
amodn

bezeichnet.

Beispielsweise ist wegen 3=45-7-7-7-7-7—-7: 45mod7 =3 und [45], =[3], und

5=-16+7+7+7: -16mod7 =5 und [-16], =[5],.
Es gilt also:

0<(amodn)<n—-1 und [(amodn)| =|a]

n .
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Fiir positives a € Z ist nach Konstruktion (¢ modn)=a—|a/n | n;

fiir negatives a € Z ist (amodn)=a+|a/n]-n.

Beispiele:

(21mod 7)=0, (28 mod 7)=0,
(22mod7)=1, (29mod7)=1,
(27mod7)=6, (6mod7)=6, (~1mod7)=6.

Fiir zwei Restklassen [a], und [b], gilt:

Sind a, €[a], und a, €[a], bzw. b, €[b], und b, €[b],, dann ist
a,+b =a,+b,=a+b(modn),dh. [a,+b] =[a, +b,] =[a+b],.
Entsprechend gilt a, -b, =a, -b, =a-b(modn).

Daher kann man auf eindeutige Weise arithmetische Operationen +, und -, auf den Rest-

klassen (modulo ) definieren:
[a], +,[6], =[a+b], und [a], -, [b], =[a-b],.

Man nimmt also aus jeder Restklasse [a], bzw. [b], ein belicbiges Element a, €[a], bzw.

n

b, €[b], und bildet [a, +b, ]n =[a +b], . Entsprechendes gilt fiir die Multiplikation. Insbeson-

dere folgt hieraus:

Satz 3.2-3:

(i) (amodn)+(hmodn)=(a+b)modn (modn),
la], +, 6], =[(a +b)mod n], .

(i) (amodn)-(bmodn)=(a-b)modn (modn),
lal, -, [6], = [(a-b)modn], .

(iii) b-(e¢modn)=(a-b)modn (modn).

Die Teile (i) und (iii) sollen hier formal gezeigt werden (Teil (ii) wird &hnlich wie Teil (i) ve-
rifiziert):
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Da (amodn)=a(modn) ist, gilt (@ mod n)e[a],. Entsprechend ist (» mod n)e [b],. Daher ist
[a], +, [p], =[(@amod n)+ (b mod n)|, und [a], +,[p], =[a+5], =[(a+b)modn],, insgesamt
[(a mod )+ (b mod n)]n =[(a+ bh)mod n], und (a mod n)+ (h mod n)=(a+b)modn (modn).

Nach Definition ist (¢ mod n)=a —k-n mit k € Z . Dann ist
b-(amodn)=a-b—k-b-n=(a-bmodn)—k'-n mit k'€ Z, d.h.
b-(amodn)=(a-b)modn (modn).

Beispiele:

3], +, [6], =[3+6)mod 7], =[2],,
3], [s}, =[3-5)mod 7], = [1],,
[3]7 12 [4]12 = [(3-4)m0d12]12 = [0]12 .

Mit Z/nZ wird die Menge {[0],,[1],,....[2—1],} bezeichnet. Haufig findet man auch die Be-
zeichnung Z/nZ ={0,1,...,n—1} und meint damit die Restklassen modulo ». Zusammen mit

den oben definierten arithmetischen Operationen auf Restklassen weist die endliche Menge

Z/nZ sehr dhnliche Eigenschaften zu der unendlichen Menge Z auf, wie man durch Nach-

rechnen nachweist;

Satz 3.2-4:

(Z/nZ,+,,-,) bildet einen kommutativen Ring mit 1. Das neutrale Element der Additi-
on ist [0], = {ala=k-nmitkeZ}, das neutrale Element der Multiplikation ist

[l]n = {a la=k-n+lmitkeZ } Das beziiglich der Addition +, inverse Element zur

Restklasse [a], ist die Restklasse —[a], =[-a], =[n—a],.

Eine Restklasse [a], besitzt beziiglich der Multiplikation -, genau dann ein inverses

-1
n

Element [a] wenn gg7T'(a,n)=1 ist (zur Definition von ggT(a,n) und zur Bestim-

mung der inversen Restklasse in diesem Fall siehe Kapitel 3.3).
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Beispiele:

Die Additions- und Multiplikationstabellen von
(z)7Z,+,,-,)=({[o]..[1}..[2],. 3}, [4].. [5}..[6), }.+,.-,) lauten (statt [a], wird zur Vereinfa-

chung a geschrieben):

o[t [2]3]4]5]6 127345 6
ofolt[2]3T4]57]6 1127314516
1fir2]3]4]s5]6]0 22461 [3]5
2234|5601 3(3]e]2]s5]1]4
3 345601 ]2 alal1]s]2]6]3
alals|elo1]2]3 ss{3]1]e]4]2
s|s[ef[of1]2]3]4 6654321
6lelol1[2]3]4]5

In (Z/7Z,+,,-,) ist das inverse Element beziiglich der Addition zum Element [3], das Ele-
ment —[3], =[4], und das inverse Element beziiglich der Multiplikation zum Element [3], das

Element [3],' =[5]..

Die Additions- und Multiplikationstabellen von (Z/ 12Z.,+,,, -12) lauten (statt [a]12 wird zur

Vereinfachung wieder a geschrieben):

+,l0 |1 2314|516 |7]8]9 1011
oOoj1o0( 123|456 |7]|8]9/ 1011
l1y112 (3145|6789 ]|1011]0
212 (3145|167 [8|9]10]11]0 |1
3134|567 (8]9|10(11]0 /|12
414|516 | 7|89 |10(11]0 |1 |2]3
55|67 (8|9 |10]11|0 12|34
66789101110 |1 2|3 ]|4]|S5
71718 19110(11]0 1|23 4 |5]|F6
8189 |10{11 |01 2|34 |5|6]|7
919107110 |12 (3 |4|5|6|7] 38
ljofroytrjyo | 1213|456 |7|81]09
myrnyo 12314 ;5|6|7]8]9/10
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|l 112314567819 ]10]I1
{112 (3456|789 (10|11
212|146 | 8|10/0|2|4|6]|8]10
3131690316903 ]6/|9
4141804, 8[]0]4|8|01]4]8
StSsSj1oy3 18|16 (114|927
6160|606 ]0|6|0]6]0]|6
717129141161 |8 |3 |10]|5
8184|084 ,0]8|4 0] 8|4
91916 (30963 |0]9]|6]|3
1010 8 16 4|20 ]10]8|6]|4]|2
Imjirj1o,918 1716|5143 2]|1

In (Z/12Z,+12, -12) hat das Element [3]12 wegen [3]12 ‘I [4]12 = [(3-4)m0d12]12 = [O]12 kein in-

verses Element beziiglich der Multiplikation.

3.3 Der Euklidische Algorithmus

Es seien a € Z und b € Z . Besitzt d € Z die Eigenschaften d |a und d|b, dann heillt d ge-
meinsamer Teiler von a und b. Besitzt jeder gemeinsame Teiler ¢ von a und b die Eigen-
schaft c¢|d, dann heilit d groBter gemeinsamer Teiler von ¢ und b und wird mit gg7(a,b)

bezeichnet.

Zur Bestimmung des grof3ten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen a € Z und b € Z konnte
man diese gemdl Satz 3.1-2 in ihre Primfaktoren zerlegen und alle gemeinsamen Primfakto-
ren in ihrer gemeinsamen Vielfachheit herausziehen. Beispielsweise ist 792 =2°-3*-11und
84=2%.3.7, d.h. ggT(792,84)=27-3=12. Dieses Verfahren (Schulmethode) ist hochstens
fiir kleine Zahlen praktisch einsetzbar; denn fiir groBe Zahlen (in der Praxis mit mehr als 100
Dezimalstellen) stofft man auf Effizienzgrenzen. Als duBerst effizient zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen hat sich der Euklidische Algorithmus
erwiesen (Euklid, um 325 v. Chr.). Dieses Verfahren geht lduft folgendermaf3en ab:

Fiir die beiden Zahlen a € Z und b € Zkann a > b angenommen werden. Da es bei der Be-
stimmung von Teilern nicht auf das Vorzeichen ankommt, kann weiterhin » >0 angenom-
men werden, so dass insgesamt a > b > 0 ist. Es werden ganze Zahlen m, und » bestimmt

mit

a=m-b+r und 0<r, <b.
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Durch die Festlegung 0<r# <b sind m, und 7 eindeutig bestimmt: r, =amodb und
m, = \_%J Fiir , =0 endet das Verfahren hier, und es ist gg7'(a,b) =b. Ansonsten werden

ganze Zahlen m, und r, bestimmt mit
b=m,-r,+r,und 0<r, <r.

Man sieht, dass b die Rolle von a und 7 die Rolle von b iibernimmt. Wieder sind durch die
Festlegung 0 <r, <r, die Werte m, und r, eindeutig bestimmt. Fiir , =0 endet das Verfah-
ren hier, und es ist gg7'(a,b) =1, (das muss man natiirlich mathematisch beweisen). Ansons-

ten werden ganze Zahlen m; und r, bestimmt mit
rn=my-1,+r,und 0<7, <r,.

Man sieht, dass 7 die Rolle von b und r, die Rolle von 7 iibernimmt. Das Verfahren wird so
lange fortgesetzt, bis zum ersten Mal der Rest 7, =0 entsteht. Insgesamt lassen sich die ein-

zelnen Schritte wie folgt zusammenfassen:

Man bestimmt ganze Zahlen m, und 7 mit a=m b+ r und 0<7 <b.

Man bestimmt ganze Zahlen m, und 7, mit b=m,-n,+r,und 0<r, <7.

Man bestimmt ganze Zahlen m, und 7, mit n=my-r+rund 0<r, <r,.
Uusw.

Man bestimmt ganze Zahlen m, und r, mit r.,=m, r_+r,und 0<r <r_,.

Fortsetzung des Verfahrens, bis r.,=m_ -r,+0 gilt.

n

Es gilt b>r>r, >..>r,_ >r, >0, dh. die Reste r,r,,...,r, werden immer kleiner, so dass
das Verfahren abbricht.

Liest man das Schema von unten nach oben, so sieht man, dass r, die Zahl r, _, teilt (letzte
Zeile); aus der vorletzten Zeile erkennt man, dass 7, dann auch r,_, teilt usw. Bis zur zweiten
Zeile folgt, dass r, die Werte , und # und damit b teilt. Die 1. Zeile liefert schlieBlich die

Teilbarkeit von a durch r,.

Das Lesen des Schemas von oben nach unten zeigt, dass ein gemeinsamer Teiler von a und b
alle Werte r, fiir i =1, ..., n teilt. Daher gilt:



3.3 Der Euklidische Algorithmus 93

Satz 3.3-1:

Das beschriebene Verfahren bestimmt den grofften gemeinsamen Teiler zweier ganzer
Zahlen a € Z und b € Z mit b # 0, und zwar gilt

ggT(a,b)=r,,

d.h. der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist der letzte von 0 verschiedene Rest.

Die folgende Pascal-Funktion ggT ist eine Implementierung des Verfahrens; sie bestimmt den
grofiten gemeinsamen Teiler der als Parameter iibergebenen ganzen Zahlen a und b. Die An-
zahl der von ihm ausgefiihrten arithmetischen Operationen ist proportional zur Linge der
Zahlendarstellung von a und b.

FUNCTION ggT (a : INTEGER; b : INTEGER) : INTEGER;
VAR INTEGER;
INTEGER;
INTEGER;
INTEGER;

S =+ 0 =

BEGIN { ggT }
r := b;
s 1= aj;

WHILE r <> 0 DO

BEGIN
{ t und s aus der vorherigen lteration neu besetzen }
t = s;
S 1= r;
{ bilde t= m*s +r}
m = t DIV s;
r :=t - m*s

END;

{ der grolite gemeinsame Teiler ist der letzte von 0O
verschiedene Rest }

ggT :='s

END  { gdT };
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Beispiele:

a: 28 a: 198 a: 84

b: 15 b: 84 b: 198
t = m * s + r t = m * s + r t = m * s + r
28 = 1* 15 + 13 198 = 2* 84 + 30 84 = 0O * 198 + 84
15 = 1* 13 + 2 84 = 2* 30+ 24 198 = 2* 84 + 30
13 = 6 * 2 + 1 30 = 1* 24 + 6 84 = 2* 30+ 24
2 = 2 * 1+ 0 24 = 4 * 6 + 0 30 = 1* 24 + 6
24 = 4 * 6 + 0

ggT (28, 15) = 1 ggT (198, 84 ) = 6

ggT ( 84, 198 ) = 6

Das obige Zahlenschema (eine typische Zeile i ist hinzugefiigt)

a=m-b+r und 0<r <b, Zeile 1
b=m,-r,+r,und 0<r, <r, Zeile 2
n=my-r,+r,und 0<r, <r, Zeile 3
r,=m-r_ +rund 0<r,<r_, Zeile i
v.,=m, v +r,und O<r <r_,, Zeile n
Vo =My o1, +03 Zelle n+1
geT(a,b) =r,

Mit 7, =amod b ergibt sich unmittelbar

Satz 3.3-2:

Fiir zwei Zahlen a € Z und b e Z ist ggT(a,b) = a firb =0 .
ggT(b,amodb) firb=0

Lost man in dem Zahlenschema die Zeilen i fiir i =1,...,n nach 7, auf, so lassen sich ganze

Zahlen a,,...,a, und b,,...,b, definieren, fiir die gilt:

Zeile 1: n=a-m-b
=l-a+(-m,)-b

=a,-a+b b mit g, =1, b, =—m,.
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Zeile 2: r=b—m,-n
:b—mz-(a—m1 -b)
:—mz-a+(1+m1~m2)-b

=a,-a+b,-b mit a, =-m,, b, =1+m, -m,.
Angenommen, in allen Zeilen / =1,...,i—1 lieBe sich der jeweilige Rest », in der Form
r,=a,-a+b-b
schreiben. Dann geht das auch in Zeile i:

Zeile i: vo=1_,—m 1

Insbesondere
Zeile n: ggl(a,b)=r,=a,-a+b, -b.

Die Folgen a,,...,a, und b,,...,b, werden also rekursiv definiert durch:
a,=1,a,=0,a =a_,-m -a_, firi=1,...,n

b,=0,b,=1,b=0b_,-m-b_, firi=1,..,n.

Die Berechnung dieser beiden Folgen kann in den Euklidischen Algorithmus direkt eingebaut
werden. Die Pascal-Funktion ggt wird erweitert zur Funktion invers (die Wahl des Proze-
durbezeichners ergibt sich aus den anschlieBenden Bemerkungen zu Satz 3.3-5).
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PROCEDURE invers (a : LONGINT; b : LONGINT;
VAR a_inv : LONGINT;
VAR b_inv : LONGINT;
VAR ggt : LONGINT);

{ die Funktion berechnet zu a und b ganze
Zahlen a_inv und b_inv mit a*a_inv + b*b_inv = ggT(a, b)

VAR r : LONGINT;
s - LONGINT;
t : LONGINT;
m - LONGINT;
a min_2 : LONGINT;
a min_1 : LONGINT;
b_min_2 :© LONGINT;
b min_1 : LONGINT;
store  LONGINT;
BEGIN
r = b;
S == a,
amin 2 := 1;
amin_1 := 0;
b min_ 2 := 0;
b min 1 := 1;
WHILE r <> 0 DO
BEGIN
{ t und s aus der vorigen lteration neu besetzen }
t = s;
S I=r;
{ bilde t=m*s +r }
m = t DIV s;
r := t - m*s;
store = amin_2;
amin_ 2 = a min_1;
amin_1l := store - m * a min_1;
store = b min_2;
b min 2 := b min_1;
b min_ 1 := store - m * b _min_1

END;

{ der ggT (a, m) ist der letzte von O verschiedene Rest,

d. h. der gegenwértige Wert von s }
ggT := s;

a_inv = a min_2;

b _inv := b min_2

END { invers };
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Satz 3.3-3:

Zu zwei Zahlen a € Z und b € Z gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢’ €Z und b' € Z

mit

a-a'+b-b'=ggT(a,b).

Die Zahlen a' und b’ lassen sich mit der Pascal-Funktion invers, einer Erweiterung

des Euklidischen Algorithmus, bestimmen.

Der folgende Satz stellt einige wichtige Eigenschaften des gg7 zusammen:

Satz 3.3-4:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Es sei d = ggT(a,b). Dann gibt es Zahlen a, € Z und b, €Z mit a=d -a, und
b=d-b, und ggT(a,,b)=1.

Es gilt ggT'(a,b)=1 genau dann, wenn es Zahlen xeZ und yeZ gibt mit
a-x+b-y=1.

Es sei ggT'(a,b)=1. Falls a das Produkt b-c teilt, dann teilt @ die Zahl c.

Es sei ggT'(a,b)=1. Falls a die Zahl c teilt und b die Zahl c teilt, dann teilt a-b
die Zahl c.

Nur Teil (ii) bedarf einer kurzen Erlduterung: Ist gg7(a,b) =1, so besagt Satz 3.3-3: Es gibt

eindeutig bestimmte Zahlen a'€Z und b'€Z mit a-a'+b-b"'=ggT(a,b)=1. Gilt umge-

kehrt a-x+b-y=1 mit xeZ und yeZ, so teilt ggT(a,b) den Wert 1, daher ist
ggT(a,b)=1.

In vielen Anwendungen spielen lineare Kongruenzen eine wichtige Rolle. Dabei handelt es

sich um Gleichungen der Form a-x=b(modn), wobei a und b vorgegebene ganze Zahlen

sind und 7 >1eine natiirliche Zahl ist. Gesucht wird nach einer ganzzahligen Losung x. Die

folgenden Sitze sagen aus, wann eine lineare Kongruenz losbar ist. In diesem Fall lassen sich

die Losungen mit Hilfe der angegebenen Prozedur invers, d.h. im wesentlichen mit Hilfe

des Euklidischen Algorithmus bestimmen.
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Satz 3.3-5:
Es sei ggT'(a,n)=1.

Dann hat die lineare Kongruenz a - x = b (mod n) eine Losung. Alle Losungen sind kon-
gruent modulo n. Man sagt daher, dass die lineare Kongruenz a-x=b(modn) in die-

sem Fall genau eine Losung modulo 7 besitzt.

Nach Satz 3.3-3 lassen sich zu a und n mit der Prozedur invers Zahlen a' und »' finden,
fiir die a-a'+n-n"=ggT(a,n)=1 gilt. Die gesuchte Losung lautet dann x = ((a'-b)mod n)

Diese Losung ist modulo 7 eindeutig.

In Satz 3.2-4 wird behauptet, dass eine Restklasse [a]n genau dann ein beziiglich der Multi-

plikation - inverses Element [a];1 besitzt, wenn gg7(a,n)=1 gilt. Dazu bestimmt man wie

n

oben die Zahlen a' und n' mit a-a'+n-n"=ggT(a,n)=1. Wegen a-a’'=1(modn) gilt

[a-a'], =[a],, [a'], =[1], . Daher kann man [a],' =[a'], = [¢' mod n], setzen.

Eine Verallgemeinerung von Satz 3.3-5 ist der folgende Satz.

Satz 3.3-6:

Es sei ggT'(a,n)=d . Dann hat die lineare Kongruenz a-x = b (modn) genau dann L&-

sungen, wenn d ein Teiler von b ist.

Die Aussage des Satzes ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:
Hat die lineare Kongruenz a-x=b(modn)eine Losung x, so gibt es ein /€Z mit

a-x—b=1I0-n bzw. a-x—Il-n=>b. Daher teilt ggT(a,n) die Zahl b. Ist umgekehrt
ggT(a,n)=d ein Teiler von b, so ist b=d -b,. Es werden Zahlen &' und »' bestimmt, fiir
diec a-d+n-n"=ggl(a,n)=d gilt. Dann ist b -a-a'+b-n-n"=b-d=b und
a-(b-a')=b(modn).

Ist d ein Teiler von b, so gilt b=d -b, mit einer ganzen Zahl b,. Alle Losungen der linearen
Kongruenz a-x =b(modn) erhilt man folgendermal3en:

Nach Satz 3.3-4 (i) gibt es Zahlen a,€Z und n,€Z mit a=d-a, und n=d-n, und
ggT(a,,n,)=1. Nach Satz 3.3-5 wird die modulo n, eindeutige Losung y der linearen Kon-
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gruenz a,-y=b, (modn,) bestimmt. Alle Losungen (es sind genau d viele) der linearen
Kongruenz a-x =b(modn) lauten dann:

Y, y+n, y+2-n,.., y+(d—l)~n1 .

In der Tat gilt a- (y +i- nl)z b(modn) fiir i =0,...,d —1: Nach Konstruktion ist

a, -(y+i-nl)z a,-y=b (modn,). Daher teilt n=d-n, den Wert a’-(a1 -(y+i-nl)—b1) und
weiter den Wert d -a, -y —d -b,. Das bedeutet a-y =b(modn).

3.4 Weitere ausgewiihlte Ergebnisse der elementaren Zahlentheorie

Die Eulersche ¢-Funktion (Phi-Funktion) wird fiir jede natiirliche Zahl n>1 definiert

durch die Anzahl der natiirlichen Zahlen a zwischen 1 und » (einschlieBlich) mit
ggT(a,n)=1,d.h.

pn)= D 1.

1<a<n,
ggT (a,n)=1

Satz 3.4-1:

(1) Ist p eine Primzahl, dann ist @(p)= p—1. Gilt umgekehrt ¢(n)=n—1, dann ist n

eine Primzahl.
(ii) Ist p eine Primzahl, dann ist @(p*)= p* - p*~.

(iii) Fiir natiirliche Zahlen n und m mit ggT'(n,m) =1 ist p(n-m)=@(n)-p(m).

@) em=n- [] (1—%)).

pteiltn
p ist Primzahl

Teil (i) folgt unmittelbar aus der Definition.

Fiir Teil (ii) wird die Menge M = {1, 2,3,.,p" } betrachtet, die p”* viele Elemente enthilt.
Gesucht ist die Anzahl der Zahlen @ in M mit ggT(a,p") =1. Es gilt nun:
Fiir die Zahl « ist genau dann ggT(a,p*)#1, wenn a ein Vielfaches von p ist. Zur Begriin-

dung: Gilt ggT(a,p")=d #1, dann teilt d die Zahl p*, hat also die Form d =p* mit &' >1,
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.4’ . Daher ist a ein Vielfaches von p. Ist umgekehrt a ein

und a hat die Form a=d-a'=p
Vielfaches von p, etwa a =a'- p, dann ist ggT(a,p")=ggT(d' - p,.p*) = p#1.
Die Vielfachen von p in M sind 1-p,2- p, ..., (p’“1 —1)-p, p*'-p;dassind p*' viele Werte.

Daher ist p(p*)=p* - p*.

Fiir Teil (ii1) kann man folgendermaflen argumentieren:
Wegen ggT(n,m)=1 gibt es nach Satz 3.3-4(ii) eindeutig bestimmte Zahlen »" und m' mit

n-n'+m-m'=1. Es wird eine Abbildung f definiert durch
((z/nz)x(2/mZ) — Z)(n-m)Z
f'{ 1.DL) = Drmen G-y,
Gilt /(][] )= 7((x1, [v21,)), dann ist
[y, +m-m'-(x, _yl)]n-m =[y, +m-m'"-(x, _yZ)]n-m , d.h.
yo+m-m'-(x,— )=y, +m-m'-(x, — y,) mod(n-m) bzw.
yi—y,=m-m'-((x, - y,)—(x, = »,)) mod(n-m), also
y—y,—m-m'-((x,—y,)=(x,—y,))=t-n-m fiir ein teZ. Daher ist y, —y,=0 mod(m),
» =y, mod(m) und [,], =[1.],-
Mit m-m'=1-n-n'" folgt weiter f(([x].[y],)=[y+m-m' -(x=y)| ., =[x+n-n-(y-x)], .
Damit ergibt sich (wie mit y, und y,) aus f (([x1 ]n, [, ]m ))= f (([x2 ]n, [y, ]m )) [x, ]n =[x, ]n . Die

Abbildung fist also injektiv und (da Definitions- und Zielmenge gleichméchtig sind) sogar
bijektiv (vgl. Satz 2.2-4). Die Umkehrabbildung zu f* lautet

;. {z/(n.m)z > (Z/nz)x(z/mZ)

[Z]n-m - ([Z mOd}’l]n,[Z mOdm]m) :
Ist ndmlich (zmodn)=z—¢-n bzw. (zmodm)=z—s-m mit t € Z bzw. s € Z, dann ist
f([zmod n],,[zmodm],))=[z-s - m+m-m'-(z=t-n—(z—s-m))]

=[Z—S'I’I’l'(l_m'm’)_m.m"t.n]"'m

n-m

= —_ (. . -’— . 'u'
—[z Sm-n-n—m-m tn]n‘m

]
Die Anzahl der Restklassenpaare ([x],[y] )e(Z/nZ)x(Z/mZ) mit ggT(x,n)=1 und
ggT(y,m)=1 st ¢(n)-@(m). Die Anzahl der Restklassen [z]n‘m € Z/(n . m)Z mit
ggT(z,n-m)=1 ist (o(nm)

Die Abbildung £ bildet jedes Restklassenpaar ([x],,[y] )e(Z/nZ)x(Z/mZ) mit ggT(x,n)=1
und ggT(y,m)=1 auf eine Restklasse [z],, € Z/(n-m)Z mit ggT'(z,n-m)=1 ab:

Es seien [x], € Z/nZ mit ggT(x,n)=1 und [y] € Z/mZ mit ggT(y,m)=1. Dann ist

S(xL L )=l +mem' (e =)L, =lx+n-n"-(y=x)],,, . Es sei
d=ggT(y+m-m'-(x=y)n-m), also y+m-m'-(x—y)=d-t, und n-m=d-t, mit t,eZ

und ¢, € Z. Dann folgt nacheinander
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(y+m-m'-(x—y))-t,=d-t,-t,=t,-n-m,
(yem-m'-(x=y)t,=(x+n-n"-(y—x))-t,=t,-n-m,
y-t,=0 mod(m), x-¢, =0 mod(n).

|, in Z/nZ und [y], in Z/mZ nach Satz
3.2-4 invertierbar. Daher folgt aus y-z,=0 mod(m) (bzw. [y] - [t ]m =[0],) und aus

x-t,=0 mod(n) (bzw. [x],-,[t,] =[0],) : # =0 mod(m) und ¢ =0 mod(n).> Da

Da ggT'(x,n)=1 und ggT(y,m)=1 gelten, sind [x]

ggT(n,m)=1 1ist, ergibt sich ¢t,=k-n-m fir ein keZ. Damit folgt nacheinander
n-m=d-t,=d-k-n-m,d-k=1und d=ggl(y+m-m'-(x—y),n-m)=1.

Das bedeutet ¢(n)-@(m) < (p(n . m) .

., €Z/(n-m)Z mit ggT(z,n-m)=1. Dann ist [z],, in Z/(n-m)Z nach
Satz 3.2-4 invertierbar, d.h. es gibt [Z'],, €Z/(n-m)Zmit [z],, - []. =[]... also

Es sei umgekehrt [z]

m

z-z’=1 mod(n-m). Damit folgt z-z'=1mod(nr) und z-z'=1mod(m) und weiter
(z modn)-z'=1 mod(n) und (z modm)-z’ =1 mod(m). Durch Ubergang auf die Restklas-
sen ergibt sich [z modn] - [z],=[1], und [z modm],-,[z],=[1],. Die Restklasse

[z mod n], ist also in Z/nZ und die Restklasse [z mod m], in Z/mZ invertierbar. Mit Satz
3.2-4 folgt ggT((z modn),n)=1 und ggT((z modm),m)=1. Die Restklasse [z],, wird also

-1
durch f auf ein Restklassenpaar ([zmodn],[zmodm],) abgebildet, das zum jeweiligen

Modul teilerfremd ist. Daher gilt (o(n . m)S o(n)-@(m) .

Teil (iv) folgt aus (ii1) und Satz 3.1-2: Die Zahl n wird in ihre Primzahlpotenzen zerlegt:
n=p/ - ps-...p. . Dann ist
om=plpi py - p’)

=olpt ) olp ). olp?)

=(pe = pr)-(pg = P ) oo = P2 7)

=p (=1 ) p5 (=1, ) o0 (=1 p,)

1L 0-0)

pteiltn
p ist Primzahl

Der folgende Satz (Satz von Euler) ist wichtig fiir die Korrektheit des Public Key Encryption-
Verfahrens RSA:

3 In jedem Ring gilt a®0=a®(a®(-a))=a®a®a®(-a)=a®a®(-a®a)=0. Genauso
folgt 0®a = 0. Besitzt  in dem Ring ein multiplikativ inverses Element ¢, dann folgt fiir jedes
Element b des Rings aus a ®b=0: 0=a' ®0=a"' ®(a®b)=(¢f1 ®a)®b=1®b=b.
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Satz 3.4-2:

Es seien @ und 7 natiirliche Zahlen mit gg7'(a,n)=1. Dann ist a?"” =1(mod n).

Zum Beweisdes Satzes seien a und » natiirliche Zahlen mit gg7(a,n)=1. Auflerdem sei g,
eine natiirliche Zahl mit 0 <a, <n und gg7T'(a,,n)=1. Dann gilt auch gg7(a-a,,n)=1; denn:
Essei d =ggT(a-a,,n). Esgilt d|a-a, und d|n. Aus Satz 3.3-3 folgt die Existenz zweier
ganzer Zahlen @/ und »n’ mit a/-a,+n'-n=1. Daherist a/-a-a, +n'-a-n=a. Damit folgt

d|a.Wegen ggT(a,n)=11std=1.

Die Menge M = {al, e Qi) } bestehe aus allen natiirlichen Zahlen @, mit 1<a, <n und
ggT(a,n)=1.Fir jedes dieser a, gilt ggT'(a-a,,n)=1 und damit auch

ggT(a-a, mod n,n)=1: Es ist namlich (¢-a, modn)=a-a,—k-n fir ein k € Z; ist d ein Tei-
ler von a-a, mod n und von n, dann ist d auch ein Teiler von a-a, und damit d =1.
Weiterhin gilt fiir i # j: (a-a, modn)# (a -a; mod n): Ist ndmlich

(a-a, mod n)= (a -a; mod n), dann ist a-a,=a-a, modn, und n teilt das Produkt a- (a,. —aj);

wegen ggT(a,n)=1und —n<a,—-a,<nist aq,=a; bzw. i=j.

, mod n) } und
&y =(a-a, modn)-...-(a-a,, modn). Mit Satz 3.2-3 (i) folgt

Damit ergibt sich M = {al, cees Ay }: {(a -a, mod n), vy (a "y,

(a-a, modn)-...- (a *a,,, mod n)z a®" -(a, mod n)-...- (aq,(n) mod n) (mod n) . Da
a, = (a, mod n)(modn) ist, folgt a,-...-a,,, =a’"-a,-...-a,, modn und

(a"’(”) —~ 1)- (al . a(p(n))s Omod n. Wegen ggT(a,n)=1 ist (a¢(”) - l)s Omodn.

Der folgende Satz (Satz von Fermat) ist ein Spezialfall von Satz 3.4-2:

Satz 3.4-3:

(1) Es sei a eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl mit gg7(a,p)=1. Dann ist

a”" =1(mod p).

(1)) Es sei a eine natiirliche Zahl und n eine ungerade natiirliche Zahl mit

ggT(a,n)=1.Gilt nicht a"”" =1(mod n), dann ist n keine Primzahl.
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Mit Satz 3.3-5 wurde das zu einer Restklasse [a], beziiglich der Multiplikation -, inverse
Element [a];1 bestimmt, falls gg7'(a,n) =1 gilt. Nach Satz 3.4-2 gilt (bei ggT(a,n)=1):

a-a”"™" =a*" =1(mod n). Daher ist [ahl = [a‘”(”)‘l]n . Dieses Ergebnis fiihrt (in Erweiterung
von Satz 3.3-5) auf

Satz 3.4-4:

Es sei ggT(a,n)=1. Dann hat die lineare Kongruenz a-x =b(modn) genau eine Lo-
sung modulo #, ndmlich x = [b . a"’("HL , d.h. fiir alle Losungen x der linearen Kongru-

enz a-x=b(modn) gilt x=5b-a*""" (modn).

3.5 Anwendung in der Kryptologie

Die folgende Abbildung zeigt das grundlegende Szenario, in dem kryptographische Verfahren
zur Datenverschliisselung und —entschliisselung eingesetzt werden.

Vertrauliche Daten werden von einem Sender 4 zu einem Empfianger B gesandt. Fragen der
korrekten Datentibertragung sollen in diesem Zusammenhang ausgeklammert werden. Es soll
lediglich garantiert werden, dass ein unberechtigter Dritter, der die Daten withrend der Uber-
tragungsphase eventuell mithort, diese inhaltlich nicht interpretieren kann. Dieser ,,Angreifer*
auf das Ubertragungssystem wird als Kryptoanalytiker bezeichnet; seine Titigkeit heiBt
Kryptoanalyse. Zum Schutz werden die Daten vor ihrer Ubertragung vom Sender verschliis-
selt. Die unverschliisselten Daten werden als Klartext bezeichnet, die verschliisselten Daten
als Schliisseltext (Chiffretext). Der Schliisseltext wird zum Empfanger gesendet und dort
von diesem entschliisselt, so dass er wieder den Klartext erhélt. Zwischen Sender und Emp-
fanger sind also Absprachen iiber das verwendete Verschliisselungs- und Entschliisselungs-
verfahren notwendig.




104 3 Ausgewihlte Themen der elementaren Zahlentheorie
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Abbildung: Datenverschliisselung und -entschliisselung

Die im folgenden beschriebenen Verfahren zur Verschliisselung und Entschliisselung von Da-
ten zwischen einem Sender 4 und einem Empfianger B bestehen formal aus mehreren Teilen:

1.  Mit dem Verschliisselungsalgorithmus £ (encryption, Verschliisselung) verschliisselt
der Sender 4 Klartexte. Der Verschliisselungsalgorithmus £ hat zwei Eingabeparameter,
nidmlich einen Klartext x und einen Schliissel (key) K ,,, mit dem alle Klartexte, die

von A nach B laufen, verschliisselt werden. Fiir eine Kommunikationsbeziehung von 4
an einen Empfinger C mit C # B wird ein Schliissel K ,. # K ,,, aber derselbe Ver-

schliisselungsalgorithmus £ verwendet.

Der aus einem Klartext x entstehende Schliisseltext ist y = E(x, K ;).
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Beim Empfinger B ankommende Schliisseltexte werden von ihm mit Hilfe des Ent-
schliisselungsalgorithmus D (decryption, Entschliisselung) entschliisselt. Der Ent-
schliisselungsalgorithmus D hat ebenfalls zwei Eingabeparameter, ndmlich einen

Schliisseltext y und einen Schliissel K 45 » mit dem alle Nachrichten, die von 4 nach B
laufen, entschliisselt werden. Zwischen den Algorithmen £ und D und den Schliisseln

K ,, und K ,, besteht die Bezichung
D(E(x, K5 )’ KAB): X,

d.h. der gesendete Klartext kann aus dem empfangenen Schliisseltext bei korrekter
Verwendung der Verfahren wieder gewonnen werden. Der Sender 4 muss den vom

Empféinger B eingesetzten Schliissel K 5 zum Entschliisseln eines Schliisseltextes nicht

notwendigerweise kennen.

Das Schliisselpaar (K K AB) wird filir die Ver- bzw. Entschliisselung aller Klartexte

verwendet, die von 4 nach B laufen. Fiir die umgekehrte Kommunikationsrichtung ist
eventuell ein anderes Schliisselpaar erforderlich ebenso fiir die Kommunikation zwi-
schen anderen Teilnehmern.

Einige grundlegende Anforderungen an ein kryptographisches Verfahren sind:

(i)

(if)

(iii)

Die Berechnung von y=F (x, K AB) aus x und K ,, (Verschliisselung) muss vom Sen-
der auf einfache Weise, d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchfiihrbar sein.
AuBerdem sollte der Schliisseltext y = E(x, K ,, ) nicht wesentlich langer als der zuge-

horige Klartext x sein. Natiirlich wird dabei vorausgesetzt, dass der Sender {iber geeig-
nete Rechenkapazitit verfiigt.

Die Berechnung von x aus einer empfangenen Nachricht der Form y = E(x, K ;) mit

Hilfe von K . (Entschliisselung) muss vom Empféinger ebenfalls auf einfache Weise,

d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchfiihrbar sein. Auch hier wird voraus-
gesetzt, dass der Empfanger iiber geeignete Rechenkapazitit verfiigt.

Ohne Kenntnis des Schliissels K .z zum Entschliisseln ist es ,,unmoglich®, aus
y=E (x, K AB) auf den Klartext x zu schlieen. Systematisches Probieren aller Werte,

die als eventuelle Schliissel K 4z 1n Frage kommen, ist mit einem derart grof3en algo-

rithmischen Aufwand verbunden, dass diese experimentelle Suche praktisch nicht
durchfiihrbar ist.
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(iv) Die Verschliisselungs- bzw. Entschliisselungsalgorithmen £ bzw. D sollten nicht ge-

heim gehalten werden. Abgesehen davon, dass eine Geheimhaltung wahrscheinlich nur
temporédr moglich ist, wird durch eine Offenlegung von £ und D erreicht, dass die Ver-
fahren mathematisch analysiert und eventuelle Schwachstellen aufgedeckt und behoben
werden konnen. Zusitzlich ldsst sich eine korrekte Implementierung der Verfahren veri-
fizieren.

Die Angriffe durch einen unbefugten Kryptoanalytiker auf ein Verschliisselungsverfahren

lassen sich in verschiedene Gruppen einteilen:

Der Kryptoanalytiker versucht, aus der Kenntnis von y=FE (x, K, B) den Klartext x zu

erhalten. Man nennt diesen Angriff Cipher-text-only-Attacke. Diese Form der Attacke
ist die schwierigste, denn im Normalfall hat man wenig Informationen dariiber, welchen
Inhalt der Klartext x aufweist. Gleichzeitig ist sie aber auch diejenige, die in der Praxis
am hdufigsten vorkommt. Ein anderes Ziel eines Kryptoanalytikers bei einer Cipher-

text-only-Attacke ist die Ermittlung des Schliissels K ,, zum Entschliisseln aus der

Kenntnis einer oder mehrerer verschliisselter Nachrichten. Damit kénnen dann spitere
verschliisselte Texte entschliisselt werden.

Der Kryptoanalytiker kennt eine von ihm nicht beeinflulte Auswahl von Klartexten x,,

..., x, mit den zugehorigen Schliisseltexten E(x,,K ,;), ..., E(x,,K ) und versucht

daraus, das Schliisselpaar (K K AB) abzuleiten. Man nennt diesen Angriff Known-

plaintext-Attacke. Eine derartige Attacke ist hdufig dann moglich, wenn sich Nach-
richten oder Teile davon wiederholen. Wenn Klartexte beispielsweise immer denselben
Brietkopf oder dieselbe Anrede verwenden, sind zumindest Teile eines Klartextes be-
kannt.

Der Kryptoanalytiker kann selbst eine Auswahl von Klartexten x,, ..., x, vorschlagen

und sieht die zugehorigen Schliisseltexte E(x,,K ), ..., E(x,,K ;). Er wihlt die Klar-

texte so, dass er daraus eventuell leicht auf das verwendete Schliisselpaar (K 4B> K AB)

schlieen kann. Man nennt diesen Angriff Chosen-plaintext-Attacke. Ein gutes kryp-
tographisches Verfahren muss gegen Chosen-plaintext-Attacke resistent sein.

Der Kryptoanalytiker kennt das Verschliisselungsverfahren £ und das Entschliisse-

lungsverfahren D einschlieBlich des verwendeten Schliissels K ,, zum Verschliisseln
eines Klartextes (eine typische Situation der Public-Key-Encryption-Verfahren). Er ver-
fiigt iiber viel Zeit und Rechnerleistung, um aus dieser Kenntnis den Schliissel K 5 ZU

ermitteln.
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Bei einer Chosen-Plaintext-Attacke kann man versuchen, systematisch alle moglichen Schliis-
sel K 4z auszuprobieren (ein in der Praxis durchaus géngiger Ansatz). Dabei hofft man natiir-
lich, schon nach wenigen Versuchen auf den richtigen Schliissel zu sto3en. Eine derartige At-
tacke hei3t Brute—Force—Attacke. Man muss sich jedoch dariiber im klaren sein, dass die
Anzahl auszuprobierender Schliissel exponentiell wéchst. Geht man davon aus, dass der
Schliissel K ,, eine Bindrzahl der Lénge n ist, so gibt es 2" viele Kandidaten fiir K ,,. Um
eine Vorstellung von der GroBenordnung dieser Zahl zu bekommen, wird angenommen, dass
die Erzeugung und das Ausprobieren eines einzigen Schliissels nur 10~ Sekunden benétigt.
Dann dauert eine Brute—Force—Attacke bei einer Schliisselldinge von 56 Bits (eine heute nicht
mehr als sicher angesehene Schliissellinge), d.h. das Durchprobieren sémtlicher
2°° ~7,20576-10" verschiedener Schliissel, insgesamt mehr als 8,34 Tage bendtigt. Bei einer
Schliissellinge von 64 Bits braucht man dann bereits etwa 584 Jahre, um alle Schliissel zu er-
zeugen. Nimmt man an, dass bei einer Schliisselléinge von 56 Bits alle Schliissel in nur 1 Se-
kunde ausprobiert werden konnen, dann ergeben sich die folgenden Werte:

Schlussellénge n | Anzahl an Schliisseln | Aufwand zur Erzeugung aller 2" Schliissel
56 Bits 7,20576-10"° 1 Sekunde (angenommen)
64 Bits 1,84467-10" 4 Minuten 16 Sekunden
80 Bits 1,20893-10* 194 Tage
112 Bits 5,19230-10% ~2,285-10° Jahre
128 Bits 3,40282-10%° ~1,497-10" Jahre
192 Bits 6,27710-10" ~2,7623-10* Jahre
256 Bits 1,15792-107 ~5,0956-10> Jahre

Nimmt man an, dass die Erzeugung eines Schliissels in einem Rechner die Zeit ¢ bendtigt, so
betragt der Aufwand zur Erzeugung aller Schliissel der Lange n die Zeit ¢-2". Die minimale
Zeit fiir einen Schaltvorgang in einem Rechner betrigt aus physikalischen Griinden (u.a. weil
sich Elektronen mit einer Geschwindigkeit bewegen, die die Lichtgeschwindigkeit nicht iiber-
schreitet) mindestens ¢, = 5,6- 107 Sekunden. Setzt man fiir ¢ diesen Wert ein, so betrigt die
Dauer in einer Brute-Force-Attacke bei einer Schliissellinge von 128 Bits allein zur Erzeu-
gung aller 2" Schliissel immer noch mehr als 22 Tage. Das zeigt, dass eine Brute-Force-
Attacke auf die Giite der Verschliisselung nur unter massiver Parallelisierung sinnvoll ist, in-
dem die Menge aller zu probierender Schliissel auf eine Vielzahl gleichzeitig agierender
Kryptoanalytiker aufgeteilt wird.

Bei den symmetrischen Kryptologieverfahren werden fiir jede Kommunikationsbeziehung
zwischen einem Sender 4 und einem Empfinger B zum Ver- und Entschliisseln dieselben

Schliissel verwendet, d.h. es gilt K, =K ,,. Der Sender verwendet den Schliissel, um die
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Nachricht zu verschliisseln und der Empfanger, um diese zu entschliisseln. Folglich muss so-
wohl der Sender als auch der Empfianger denselben Schliissel K ,, kennen und gegeniiber
Dritten, auch anderen Kommunikationsteilnehmern, geheimhalten. Aus diesem Grund bietet

sich an, den Schliissel K ,; auch fiir die Kommunikationsrichtung von B nach 4 zu verwen-

A

den. Es giltdann K ,, =K ,, =K, =K,,,.

Bei den asymmetrischen Kryptologieverfahren werden verschiedene Schliissel zum Ver-
schliisseln und Entschliisseln der Nachrichten verwendet. Eine fiir die Praxis bedeutende
Klasse asymmetrischer Verschliisselungsverfahren bilden die offentlichen Verschliisse-
lungsverfahren (PKE-Verfahren, public key encryption). Zunichst soll das allgemeine
Prinzip eines PKE-Verfahrens am Nachrichtenaustausch zwischen einem Sender 4 und einem
Empfanger B und weiteren Teilnehmern C erldutert werden.

Jeder Kommunikationsteilnehmer B, der von anderen Kommunikationsteilnehmern verschliis-
selte Nachrichten empfangen mochte, stellt einen Schliissel ¢, in einem 6ffentlichen Regis-
ter bereit, auf das alle Kommunikationsteilnehmer zugreifen konnen. Der Schliissel ¢, (,,co-
dieren®) dient allen Kommunikationsteilnehmern zur Verschliisselung von Nachrichten, die
an B gesendet werden. Zusitzlich besitzt jeder Empfanger B einen geheimen Schliissel d,

(,,decodieren*), mit dem er alle Nachrichten entschliisselt, die an ithn gesandt wurden.

Oben wurde der Schliissel zum Verschliisseln einer Nachricht von 4 nach B mit K ,, be-
zeichnet. Um auszudriicken, dass alle Kommunikationsteilnehmer denselben Schliissel fiir

Nachrichten an B verwenden, wird er hier ¢, (anstelle von K ,, bzw. K ;) geschrieben. Ent-

sprechend wird hier nicht die allgemeine Bezeichnung K 4z fur den Schliissel zum Entschliis-
seln einer Nachricht verwendet, die B von einem Kommunikationsteilnehmer 4 empfangen
hat, sondern d,, da B den Schliissel d, zum Entschliisseln aller Nachrichten an ihn, unab-

hiangig vom Absender, verwendet.

Das Eintragen des offentlichen Schliissels ¢, in das Register unterliegt keiner Geheimhal-

tung, da dieser Schliissel ja sowieso Offentlich ist. Das Problem der Schliisselverteilung wie
bei symmetrischen Verfahren stellt sich hier nicht.

Ein Klartext x, der von 4 nach B verschliisselt gesandt werden soll, wird von 4 in den Schliis-

seltext y=FE (x, c 3) transformiert. Eine von B empfangene verschliisselte Nachricht y wird

von B in D(y,d,) entschliisselt.

Die folgende Abbildung zeigt drei Kommunikationsteilnehmer 4, B und C mit den jeweiligen
Schliisseln.
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Abbildung: Verschliisselung und Entschliisselung mit asymmetrischen Verfahren

Verschliisselungs- und Entschliisselungsverfahren miissen folgende Bedingungen erfiillen:

(1)

(if)

(iif)

(iv)

Ein Empfanger B kann eine empfangene verschliisselte Nachricht mit seinem Schliissel
korrekt entschliisseln, d.h. D(E(x,c,),d,)=x.

Die Verschliisselung einer Nachricht, d.h. die Berechnung von E (x, c B), und die Ent-
schliisselung einer Nachricht bei Kenntnis des Schliissels d, d.h. die Berechnung von

D( v,d, ) , sind mit geringem Rechenaufwand durchzufiihren.

Aus der Kenntnis eines 6ffentlichen Schliissels ¢, zum Verschliisseln der Nachrichten

an einen Empfénger B kann man ,,nicht leicht* auf den bei B geheim gehaltenen Schliis-
sel d, schlieBen. Die Forderung, eine Berechnung ,,nicht leicht* durchfiihren zu kon-

nen, wird mathematisch exakt durch den Begriff ,intractable” umschrieben, der aus-
driickt, dass es zur Berechnung (beweisbar) keinen schnell ausfiihrbaren Algorithmus
gibt.

Ohne d, zu kennen, kann ein Kryptoanalytiker aus einem Schliisseltext E (x, c B) nicht

leicht x ermitteln. Die Verschliisselungsfunktion E (., ) stellt eine sogenannte Einweg-
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funktion mit Falltiir dar. Erst wenn man die geheime Zusatzinformation d, (die Fall-

tiirinformation) kennt, kann man die zu £ inverse Funktion leicht berechnen.

(v) Zur Realisierung eines Unterschriftenprotokolls wird zusdtzlich die Vertauschbarkeit
der Verschliisselung und Entschliissellung gefordert. Neben der in (i) formulierten Be-
dingung D(E(x,c, ), d,)=x giltauch E(D(y,d,),c,)=y.

In der Literatur sind eine Reihe von PKE-Verfahren veroffentlicht. Thre Sicherheit ist mit Ein-
schrankungen mathematisch beweisbar und hat sich in der Praxis bewéhrt; die Einschrankung
bezieht sich auf eine bisher unbewiesene mathematische Vermutung beziiglich der Komplexi-
tit nichtdeterministischer Rechenverfahren (das sogenannte P-NP-Problem bzw. gewisser
zahlentheoretischer Problemstellungen).

Zur Beschreibung eines PKA-Verfahrens muss angegeben werden, wie ein Kommunikations-
teilnehmer B seinen geheimen Schliissel d, und seinen o6ffentlichen Schliissel ¢, festlegt,

und wie die Verschliisselungs- bzw. Entschliisselungsalgorithmen E(.,.) bzw. D(,,.) definiert

sind.

Das bekannteste PKE-Verfahren wird nach seinen Entdeckern Rivest, Shamir und Adleman

RSA-Verfahren genannt®. Es bietet bei sorgfiltiger Auswahl einiger im Verfahren frei wihl-
barer Parameter und entsprechender Implementierung eine sehr hohe Sicherheit. Es ist ein
rein softwaremifig implementiertes Verfahren. Dadurch ist seine Verschliisselungs- bzw.
Entschliisselungsgeschwindigkeit etwa um den Faktor 1.000 langsamer als beispielsweise bei
DES (géangiges symmetrisches Verfahren, das hardwareméfig implementierbar ist). Es erfor-
dert eine besondere Arithmetik natiirlicher Zahlen mit sehr grolen Stellenzahlen. Daher eig-
net es sich zur Verschliisselung langer Nachrichten bzw. zur online-Verschliisselung nur be-
grenzt. Ein ,,Hybrid“-Verfahren, das den Vorteil der Schnelligkeit von Tripel-DES bzw. IDEA
beim Verschliisseln und Entschliisseln mit der Sicherheit von RSA verbinden, ist das seit 1991
iiber das Internet als Shareware verbreitete PGP-Verfahren (pretty good privacy), das sich
besonders im E-Mail-Bereich bewihrt hat.

Im folgenden werden einige Details des RSA-Verfahrens beschrieben. Das Verfahren beruht
auf mathematischen, insbesondere zahlentheoretischen Grundlagen, Erkenntnissen der Komp-
lexitdtstheorie und dem Einsatz sehr grof3er Zahlen (mehr als 300 Dezimalstellen).

Im RSA-Verfahren wird die Modulo-Arithmetik fiir ganze Zahlen (im folgenden nur natiirli-
che Zahlen, d.h. nicht-negative ganze Zahlen) eingesetzt. Neben Additionen und Multiplikati-
onen wird auch die Exponentiation verwendet.

4 Rivest, M.; Shamir, A.; Adleman, L.: A method for obtaining digital signatures and public-key
cryptosystems, Comm. ACM, 21, S.120-126, 1978.
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Die Festlegung des offentlichen Schliissels ¢, fiir die Verschliisselung von Klartexten an ei-
nen Empfanger B und des geheimen Schliissels d, zum Entschliisseln eines Schliisseltextes

beim Empfianger B verlduft im RSA4-Verfahren wie folgt.

1.  Es werden zwei verschiedene sehr grofle Primzahlen p und ¢ ausgewdhlt, z.B. in der
GroBenordnung von 150 Dezimalstellen. Dann wird die Zahl n=p-g gebildet. Die

Zahl n hat dann mindestens 300 Dezimalstellen, d.h. etwa 1.000 Binirstellen; in der
Praxis wihlt man p und ¢ so, dass die Zahl n eine Bindrstellenzahl von 1.024 aufweist.

Zum Auffinden von Primzahlen in dieser GroBenordnung und zum Testen auf Primzahl-
eigenschaft kennt man schnelle Verfahren.

2. Fiir B wird eine Zufallszahl d >max{p,q} ausgewihlt, die mit ¢(n)=(p—1)-(g—1)

keinen gemeinsamen Teiler ausser 1 besitzt. Der Wert d darf nicht zu klein sein, da er
Teil des geheim gehalten Schliissels zum Entschliisseln ist und daher von einem
Kryptoanalytiker nicht durch systematisches Probieren gefunden werden darf.

3. Mit Hilfe der Erweiterung des Euklidischen Algorithmus (Funktion invers) ermittelt
man zu d und @(n) zwei Zahlen d' und f' mit d-d' +¢(n) f'=1 und setzt

e=d' mod g(n). Dann ist 0<e<@(n)und e=d —k-@(n) mit einem Wert ke Z. Es

ist ed=(d'—k-pn)-d=1-f"-@n)—d-k-pn)=1-f-pn) mit f=f+d k.
Insgesamt gilt

O<e<o(n), e-d+ f-pn)=1, e-d =1(mod p(n)) und (e-d mod p(n))=1.
AuBlerdem ist nach Satz 3.3-4(i1) ggT (e, (o(n)) =1.

4.  Der von B geheim gehaltene Schliissel zum Entschliisseln von Nachrichten, die an B
gesendet werden, besteht aus der Zahlenfolge d, = [d , D4, go(n)]. Zum Entschliisseln

wird nur d verwendet, es ist jedoch unbedingt erforderlich, die Werte p, ¢ und ¢(n)

ebenfalls geheim zu halten, da ein Kryptoanalytiker aus der Kenntnis des 6ffentlichen
Schliissels (siehe 5.) und aus der Kenntnis eines der Werte p, g oder ¢(n) den geheimen

Schliisselteil d leicht ermitteln kann (siehe unten). Die Zahlenfolge d, = [d , P4, (/)(n)]

stellt die Falltiirinformation dar.

5. Der in das o6ffentliche Register eingetragene Schliissel zum Verschliisseln aller Nach-
richten an B ist die Zahlenfolge ¢, = e, n].
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Die Vorschrift zur Verschliisselung von Nachrichten an B lautet:

Ein eventuell sehr lange Klartext x wird als Bindrmuster aufgefasst und in Blocke x, mit je-
weils \_log2 (n)J vielen Stellen aufgeteilt: x = x,x, ... x, . Eventuell wird dabei der letzte Teil-
block x, mit bindren Nullen aufgefiillt. Jeder Teilblock x, kann als Binérzahl interpretiert
werden, die einen Wert 0 < x, <22 =5 hat. Der Klartext x wird blockweise verschliisselt;

die einzelnen verschliisselten Klartextblocke werden dann wieder zu einem Schliisseltext y
zusammengesetzt:

Die Verschliisselung eines Blockes x; lautet

Yi= E(xi’ CB): E(xi’ [e’n]): (xze mOdn)'
Diese Zahl kann wieder als Bindrmuster mit |_log2 (n)j vielen Stellen aufgefasst werden.

Die Hintereinanderreihung aller so entstandenen Bindrmuster y,, y,,..., v, ergibt den zu x ge-

hérenden Schliisseltexte y = E(x, cB): E(xl, Cy )E(xz, cB)... E(x,, cB).

Es gibt sehr effiziente Algorithmen zur Berechnung von y, = (xf mod n), so dass die Ver-

schliisselung schnell erfolgen kann.

Eine bei B ankommende verschliisselte Nachricht y wird zur Entschliisselung als Bindrmus-
ter interpretiert und in einzelne Blocke mit |_10g2(n)J vielen Stellen zerlegt, d.h.

Y=y, ...»,.Jeder Block y, wird einzeln nach folgender Vorschrift entschliisselt:
D(y,.d,)=D(y,.[d, p,q,$m)])= (¢ modn).
Die so entstehenden Zahlen werden als Bitmuster mit jeweils mit |_10g2 (n)J vielen Stellen in-

terpretiert und durch Hintereinanderreihung zum entschliisselten Text zusammengesetzt. Der
algorithmische Aufwand zur Entschliisselung ist wie bei der Verschliisselung klein.

Die Korrektheit des Verfahrens, nimlich D(E(x,,c, ) d,)= ((xf )d mod n): x;, folgt aus Satz
3.4-2:

Dazu werden 3 Fille unterschieden:

1. Fall: Weder p noch ¢ teilen x,. Dann gilt ggT (xl.,n):l und mit Satz 3.4-2:

x”™ =1(mod n) . Nach Konstruktion ist e-d + f - @(n) =1 bzw.
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e-d=1+(-f) -p(n). Also (x?)d = xi”(ff)"”(") =X, -(x«"’("))(if) =x, (modn). Da x, <n

1 1 1

ist, ergibt sich ((xf )d mod n): X, .

2. Fall: Genau eine der Zahlen p oder ¢ teilt x,; es sei dieses p . Dann gilt (wieder mit Satz

3.4-2): xi‘”(") =1(mod ¢) . Damit folgt nacheinander

x DD 1 (mod g, x,x,

1

(= Hp-1o(a) _ xAl+(—f)'(p—1)~¢(q) — ol = x,(mod ), dh. ¢

1 1

teilt x.°* —x.. Da nach Fallannahme die Zahl p den Wert x, teilt, teilt p auch x°“,
und daher teilt p den Wert x, - x,. Mit Satz 3.3-4 (iv) folgt: n= p-q teilt x* —x,,

d.h. x° =x, (modn).Da x, <n ist, ergibt sich wie im 1. Fall: ((xf)d mod n)z X, .

3. Fall: Beide Zahlen p und ¢ teilen x,. Dann teilen p und ¢ den Wert x,°’ —x, und mit Satz
3.3-4 (iv) folgt: n=p-q teilt x’ —x,, dh. x°* =x, (modn). Da x, <n ist, ergibt

sich wie im 1. Fall: ((xfy mod n)z X, .

Es gilt auBerdem die Symmetriegleichung E(D(y,,d ) cy)= ((y;’ )e mod n): »,, so dass das
RSA-Verfahren fiir ein digitales Unterschriftenprotokoll geeignet ist.

Bei der Konstruktion des geheimen Schliissels d, = [d , D94, (p(n)] besteht eine gewisse Frei-

heit beziiglich der Wahl der einzelnen Komponenten. Beispielsweise kann man den Wert d so
grof3 wihlen, dass er von einem Kryptoanalytiker nicht leicht durch systematisches Testen ge-
funden werden kann. Der Exponent e zum Verschliisseln eines Klartextes an B ist nach Wahl
von d eindeutig bestimmt. Der umgekehrte Weg, ndmlich erst e zu wéhlen, und zwar so, dass
e und (p(n)z (p —1)-(q —1) teilerfremd sind, und dann mit Hilfe des Euklidischen Algorith-

mus d zu ermitteln, ist ebenfalls moglich. Auf diese Weise kann man fiir e einen ,,giinstigen*
Wert nehmen. Als giinstige Werte haben sich die Primzahlen e=3, e=17 und e=65.537
erwiesen, da diese Fermat-Zahlen in ihrer Bindrdarstellung nur jeweils zwei bindre Einsen
haben und damit die in der Verschliisselung auszufiihrende Exponentiation sehr schnell ab-
lauft.

Die folgenden Empfehlungen beziiglich der im Verfahren auszuwéhlenden Zahlen zielen
auf die Gewéhrung eines hohen Sicherheitsniveaus des RSA4-Verfahrens.

o Die Primzahlen p und g sollten ,,zufdllig® gewéhlt und nicht etwa einer Primzahltabelle

entnommen werden und auch keine spezielle funktionale Form (etwa 2% 1) aufwei-
sen.
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o Die Primzahlen p und ¢ sollten nicht zu dicht zusammenliegen.

o Die Primzahlen p und ¢ sollten so gewihlt werden, dass p—1lund ¢g—1 keine groB3en

gemeinsamen Faktoren besitzen.

. Die Primzahlen p und ¢ sollten so gewihlt werden, dass ¢@(n) =(p —1)-(¢—1) nicht nur

kleine Primfaktoren enthélt.

J Der Wert d sollte nicht zu klein sein, damit man ihn nicht durch systematisches Testen
ermitteln kann.

. Verschiedene Kommunikationspartner sollten nicht denselben Wert oder einen zu klei-
nen Wert fiir e nehmen.

. Die Klartexte (hier als numerische Werte aufgefasst) x=1 und x =n—-1 werden auf
sich selbst verschliisselt, d.h. in diesen Fillen gilt E(x, cB): x . Dasselbe Fixpunktver-
halten der Funktion E zeigt sich, wenn e—1 ein gemeinsames Vielfaches von p—1 und
g—1 ist, etwa e—1=¢(n)/2. Dann gilt sogar fiir jeden Klartext x die Gleichung

E(x,c,)=x. In diesem Fall ist eine andere Wahl von d angeraten.

Da beim RSA-Verfahren alle Komponenten bis auf den geheimen Schliissel
d,= [d, P.q, go(n)] offentlich sind, bietet es flir einen Kryptoanalytiker Angriffspunkte. Ein

Kryptoanalytiker ist prinzipiell nur an der Kenntnis des Schliisselteils d des geheimen Schliis-
sels d, interessiert, wobei er beide Teile e und n des 6ffentlichen Schliissels ¢, kennt. Fol-

gende Uberlegungen zeigen, dass es erforderlich ist, neben d auch die Werte p, g und ¢(n)

geheimzuhalten.

Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n (aus dem offentlichen Register) und ¢(n), dann

kann er mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus zwei Zahlen a und b berechnen, fiir die die
Beziehung e-a+ ¢@(n)-b=1 gilt (hierbei ist zu beachten, dass nach Konstruktion des Verfah-

rens e und ¢(n) teilerfremd sind). Damit folgt nacheinander e-a+@(n)-b=e-d + f - ¢(n),
e-(a—d)z (f—b)-(p(n) und a=d (mod (p(n)). Wegen 0<d < ¢(n) ist d = (a mod (p(n)).

Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n (aus dem 6ffentlichen Register) und mindestens ei-
nen der Werte p oder ¢, etwa p, dann kann er wegen ¢(n)=(p—1)-(¢—1) und n=p-q bzw.

p(n)=(p—-1)-(n/(p 1)) sofort p(n) und damit d ermitteln.
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Offensichtlich ist die Geheimhaltung von ¢(n) wesentlich. Natiirlich konnte der
Kryptoanalytiker versuchen, den Wert ¢(n) direkt aus dem 6ffentlichen Schliissel ¢, = [e, n]
zu gewinnen. Falls ihm dieses mit geringem Rechenaufwand gelinge, hétte er gleichzeitig ei-
nen schnellen Algorithmus, um die Zahl » in ihre Primfaktoren p und ¢ zu zerlegen: Er be-
rechnet nacheinander z=g@(n)—n—1, y=+vz’-4-n, ¢=1/2-(~z—y) und p=n/q. Daher
ist die schnelle Berechnung von ¢(n) aus c, =[e, n] gleichbedeutend mit der schnellen

Primfaktorisierung von n. Andererseits kennt man bis heute kein schnelles Verfahren, um »

zu faktorisieren. Die schnellsten bisher bekannten Verfahren zur Zerlegung einer Zahl # in ih-

yIn(n)-In(In(n)

re Primfaktoren haben eine Laufzeit, die proportional zu L(n)=e ' ist. Die folgende

Tabelle zeigt einige Werte von L(n).

n 1050 10100 10150 10200 10250 10300

L(n) 1,42-10" 2,34-10"° | 3,26-10" 1,20-10% 1,86-10% 1,53-10%

Wire man heute technisch in der Lage, Rechengeschwindigkeit von 10> Operationen pro
Sekunde zu realisieren, wiirde die Faktorisierung einer 200-stellige Zahl immer noch etwa
1.000 Jahre erfordern, die Faktorisierung einer 300-stelligen Zahl sogar mehr als 10° viele
Jahrtausende. Heutige Schliisselldngen von 1.024 Bits bzw. ca. 300 Dezimalstellen erscheinen
daher heute sicher.

Des weiteren konnte der Kryptoanalytiker versuchen, den Wert d direkt aus dem 6ffentlichen
Schliissel ¢, =[e, n] zu ermitteln. Es ldsst sich zeigen, dass ein schneller Algorithmus zur
Ermittlung von d aus ¢, = [e, n] in einen schnellen (probabilistischen) Algorithmus umge-
wandelt werden kann, der mit beliebig groer Wahrscheinlichkeit die Zahl # in ihre Primfak-
toren p und ¢ korrekt zerlegt. Eine Brute-Force-Attacke, in der alle moglichen Werte fiir d
systematisch probiert werden, verspricht dariiber hinaus wegen der groBen Schliissellinge
(Stellenzahl von n) keinen Erfolg.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Garantie der Sicherheit des RSA-Verfahrens
darauf zuriickzufiihren ist, dass kein schnelles Verfahren bekannt ist, das eine gegebene natiir-
liche Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt. Sollte ein derartiges Verfahren fiir das
Faktorisierungsproblem gefunden werden, ist das RS4-Verfahren nicht mehr sicher.

Die bisher in diesem Kapitel beschriebenen Methoden beruhen auf der Anwendung zahlen-
theoretischer Erkenntnisse, die im wesentlichen im 18. Jahrhundert entdeckt wurden. Die
Uberlegungen zum Laufzeitverhalten der beteiligten Algorithmen stammen aus den letzten 30
Jahren des 20. Jahrhunderts. Seit etwa 1987 findet eine Theorie, deren Grundlagen zum Ende
des 19. Jahrhunderts gelegt wurden, beim Entwurf kryptographischer Verfahren verstérkt
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Anwendung. Diese Kryptographie-Verfahren setzen zur Verschliisselung die Arithmetik el-
liptischer Kurven iiber endlichen Kérpern ein. Da zum Verstindnis dieser Methoden je-
doch weitergehende mathematische Kenntnisse erforderlich sind, wird auf deren Darstellung

hier verzichtet.



4 Ausgewihlte Themen der Kombinatorik

Die Kombinatorik befasst sich im wesentlichen mit dem Abzdhlen endlicher Mengen und
damit verwandter Fragestellungen. Die in diesem Kapitel behandelte Themenauswahl gehort
zum mathematischen Handwerkszeug, das in vielen Teilgebieten der Mathematik und Infor-
matik bendtigt wird. Insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilungen) werden die Themen weiter vertieft.

4.1 Binomialkoeffizienten

Es seien n e N, x € R und y € R. Der aus der Schule bekannte binomische Lehrsatz besagt
(x+y)2 =x"+2-x-y+y°.

Wie man leicht nachrechnet, ist

(x+y)3 =X +3- x> y+3-x-y° 4+,

(x+y)4 =x"+4.x-y+6-x"-y +4-x-y° + ",

Es soll nun die allgemeine Form von (x+ y)' als ausgeschriebene Summe hergeleitet werden

(das konnte wieder formal nach dem Induktionsprinzip geschehen; hier soll die Herleitung
etwas informeller beschrieben werden). Durch vollstindige Induktion kann man zeigen, dass

die Summanden in der ausgeschriebenen Summe von (x+y)” die Form £, j-x"-y«" mit

i+ j=n haben. Der Faktor £, ; im Summanden £, -x'-y"" der ausgeschriebenen Summe

von (x + y)" heifit Binomialkoeffizient (nj , gesprochen ,,n iiber i, d.h.
1

7 C n i n—i n n n n—1 n 2 n=2 n n
+y) = Xy =l Y ey T | Xy T X
e Y R I e e e

Das vorliegende Kapitel untersucht Eigenschaften und Interpretationen der Binomialkoeffi-
zienten.
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Offensichtlich gilt [gj ~1 und ("J 1.
n

Aus

n xi n—i __ n n+ n X n—1+ n xZ n—2+ + n xn
3 I U] I O B U B P

n i xn—i _ n xn+ n xn71+ n 2 xn—2+ + n n
)7 o 1) 2)” )Y

folgt durch Koeffizientenvergleich die Symmetrie der Binomialkoeffizienten:

n n )
(j:( jﬁirieNmHOSiSn.
l n—i

Es ist (x+y)” :(x+y)"_1-(x+y)=(x+J’)

n—1 n—1

~x+(x+ y) -y. Aus dieser Darstellung kann

l 1

n n . .
man ablesen, wie der Faktor ( j im Summanden [ j-x’ -y"" der ausgeschriebenen Summe

von (x+ y)” entsteht: man sucht in der ausgeschriebenen Summe von (x+ y)"_1 denjenigen
Summanden, in dem x mit der Potenz i —1 und y mit der Potenz n—i steht, und denjenigen

n—1

Summanden in der ausgeschriebenen Summe von (x + y) , in dem x mit der Potenz i und y

mit der Potenz n—i—1 steht. Diese Summanden sind

-1\ . . -1\ . . -1) . . -1) . .
,/.l '.Xl_l _yn—z — n 'Xl_l _y(n—l)—(z—l) und h . .xz .yn—z—l — h . '.Xl ‘y(n—l)—z )
i—1 i—1 i i

Wird der erste Summand mit x und der zweite Summand mit y multipliziert und anschlieend
beide Summanden addiert, entsteht

n=1) . . n=1 . n—-1 n—1 i
i—1 i i—1 I

Damit ergibt sich
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Satz 4.1-1:

Fiir jedes n € N und fiir jedes i € N ist

= + mit 0<i<n.
i i—1 i

Zeile 0

Zeilen=18

Mit Hilfe der Rekursionsformel in Satz 4.1-1 lassen sich die Binomialkoeffizienten berech-
nen. Die einzelnen Werte konnen in einem Schema in Dreicksform (Pascal’sche Dreieck)

n
angeordnet werden. Dabei steht in der n-ten Zeile und der i-ten Spalte der Wert (] fiir
i

n>0 und 0<i<n. Dieser Eintrag ist die Summe, die sich aus dem direkt driiber stehenden

. jund dem Eintrag (n

j .

j links davon ergibt. Der Anfang des Pascal’schen
l_

) n
Eintrag (

Dreiecks lautet:

Spalte 0 Spalte i =5
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21 7
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Der folgende Satz beschreibt, wie der Wert eines Binomialkoeffizienten (

n

1

j direkt in Ab-

hingigkeit von n und i ausgedriickt werden kann:
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Satz 4.1-2:

Fiir jedes n € N und fiir jedes i e N mit 0 <i<n ist

Der Beweis soll hier als Beispiel eines Beweises durch vollstindige Induktion angegeben
werden:

" . (n) (0 n! 0!
Fir n=0 ist = =lund ——=—>-=1.
i) o Mn—i)  0L0!

Es wird angenommen, dass die Formel in Satz 4.1-2 fiir ein n € N und fiir jedes i € N mit
0 <i<n gilt. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme die Giiltigkeit der Formel auch fiir n+1
und fiir jedes i € N mit 0 <i <n+1 folgt.

Fir =0 ist [T <[ 2 gna I s
i 0 tMn+1-i)  O(n+1)

Fiir i = n+1 ist (”ﬂj{”ﬂj:l und ((;1)'

i) \n+ ne 0

Fir 0 <i < n+1 verwendet man die Rekursionsformel aus Satz 4.1-1:

(TS
= + (nach Satz4.1-1)
I i—1 i

n! n!

(i —1)(n—i+1) ’ it(n—i)
B n!~i+n!~(n—i+l)
il (n—i+1)
B n!~(i+n—i+1)
il (n—i+1)

(n+1)
il-(n+1-i)

(nach Induktionsannahme)

Die Formel gilt also auch fiir n+1.

Im Pascal’schen Dreieck kann man einige GesetzméaBigkeiten der Binomialkoeffizienten veri-

l

n(n) o, .
fizieren, die direkt aus der Definition (x+ y) = Z( .]-x """ bzw. aus den Formeln in den
i=0
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vorherigen Sétzen folgen. Beispielsweise hat die Summe aller Binomialkoeffizienten in der n-

ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks den Wert 2" ; die Summe der Binomialkoeffizienten (n]
i

n
in Zeile n mit n>1 und geradem i ist gleich der Summe der Binomialkoeffizienten ( j in
i

Zeile n mit ungeradem i; summiert man in der i-ten Spalte alle Binomialkoeffizienten bis zur

Zeile n, so erhdlt man wieder einen Binomialkoeffizienten, ndmlich ( ]; summiert man

i+1
alle Binomialkoeffizienten ab Zeile n—i und Spalte 0 diagonal (von links oben nach rechts

n+l1
unten) bis zur Zeile n und Spalte i, so ist das Ergebnis der Binomialkoeffizient [ ) J . Diese
i

und weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten werden im folgenden Satz zusammen-
gefasst.

Satz 4.1-3:

Es sei n € N. Dann gilt:

(i) Z(an —(1+x) fir jedes x e R.

(i1) Z(nj =2" (Summe iiber die n-te Zeile im Pascal’schen Dreieck).

iy > (”j -y [”] bzw. Z(—1)"@ =0 firn>1
i= i= l i= l
(i m0d02 =0 (i m0d02 )=l 0
(Die Summe der Binomialkoeffizienten mit geradem i ist

gleich der Summe der Binomialkoeffizienten mit ungeradem i).

) 2k n+l) . ) _
(1v) Z = { firieNmtO0<i<n

i+
(Summe der i-ten Spalte bis zur Zeile n im Pascal’schen
Dreieck).
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Lin—i+k n+l1) _ . ]
(v) Z X = ; firieNmit0<i<n
(Summe der Binomialkoeffizienten ab Zeile n—i und Spalte 0
im Pascal’schen Dreieck diagonal abwiérts bis zur Zeile » und

Spalte 7).

. n n .
(vi) [j=( ‘jfurieletOSiSn
i n—i

(Symmetrie der Binomialkoeffizienten).

L (n) n(n=1) : :
(vit) | |=—- . firieNmit0<i<n
i

i \i—1

i I

n n-1\) _ .
und (n—i)‘[ j=n[ . j firieNmit 0<i<n.
(viil) Durch F; =0, F =lund F, = F, |+ F,, wird die Folge der Fibonacci-Zahlen de-

finiert (siche Kapitel 5.10); die ersten dreizehn Fibonacci-Zahlen lauten
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

L”/ZJ n— k
Z( J = F;1+1
o\ k

(Summe der Binomialkoeffizienten ab Zeile n und Spalte 0
im Pascal’schen Dreieck diagonal aufwirts bis zur Diagonalen).

Die Formel in Satz 4.1-3 (i) erhdlt man, indem man in der Definitionsgleichung

i=0

r(n) . .
(x+ y)" = Z(J-x’ -y"" den Wert y =1 setzt. Die Formel in Satz 4.1-3 (ii) erhélt man aus

der Definitionsgleichung fiir x = y =1. Die Formel Z(— l)'(nj =0 in Satz 4.1-3 (ii1) erhilt

i=0 l

man aus der Definitionsgleichung fiir x =—1lund y =1; bringt man in dieser Formel die

Summanden (- 1)’(’?

j mit ungeradem i auf die rechte Seite der Gleichung, so ergibt sich die
i

erste Formel in Satz 4.1-3 (iii).
Die Formeln in Satz 4.1-3 (vi) und (vii) ergeben sich unmittelbar aus Satz 4.1-2.
Die Formeln in Satz 4.1-3 (iv) und (v) konnen durch vollstindige Induktion bewiesen werden

oder durch direkte wiederholte Anwendung der Rekursionsgleichung aus Satz 4.1-1. Fiir die
Formel aus Satz 4.1-3 (iv) ergibt sich ausgehend von der rechten Seite der Gleichung:
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n+l n n .
= + (mit Satz4.1-1)
i+1 i+1 i

Fiir die Formel aus Satz 4.1-3 (v) ergibt sich wieder ausgehend von der rechten Seite der
Gleichung:

n+1 n n )
( ) ] . J (mitSatz4.1-1)

I
+

i i i—1

-1 -1
" + (n 1] + (n 2D (mit Satz 4.1 - 1, angewandt auf den zweiten Binomialkoeffizienten)
i— i—

(C(02)
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Die Formel in 4.1-3 (viii) ldsst sich durch vollstdndige Induktion zeigen:

0-k 0 1
Fir n=0 ist Z[ X j—(o]=l=F];ﬁir n=1 ist Z( j [J I=F,; fir n=2 1ist

;(Z;k]:(§]+ﬁjzl+1:2  fiir n=3 ist ;(3;] (ZJ+GJ=1+2:32F4,

Die Aussage gelte fiir n>3. Fiir n+1 sieht man die Giiltigkeit der Formel dann wie folgt:

[(n+1)/2] (l’l'i‘l kJ 11+1)/2J[n+1 kJ
e 2

k=0 1

[(n+1)/2] [(n+1)/2]
R
k=1 k=
L(n+1)/2J(n - kj L(41)/2 )1 [n — k- 1}
= + :
k=0 k k=0 k
Ist n gerade, etwa n=2-m, dannist | (n+1)/2|=[(2-m+1)/2|=m=n/2=|n/2| und

[(n+1)/2]-1=m—-1=](2-m-1)/2|=|(n—1)/2]; daher ergibt sich fiir die Summe mit der In-

duktionsannahme

L(n+1)/2] L2100 Ln/zj kY Le02lip 1k

k=0 =0 k=0 =0

Ist n ungerade, etwa n=2-m+1, dann ist in der ersten Summe der letzte aufzusummierende
Binomialkoeffizient (bei & =|(n+1)/2|=[(2-m+2)/2|=m+1) formal gleich [ " 1] ; daher
m+

lduft k in dieser Summe nur bis m =[(2-m+1)/2|=|n/2]; auBerdem ist
[(n+1)/2]-1=m=[(2-m)/2]=[(n—1)/2]; insgesamt ergibt sich mit der Induktionsannahme

auch hier
Ls)2] L2t =1\ 2V — g\ o2l 1k
+ Z + F;Hl + F F:1+2 :
k=0 k=0 k=0 k=0

Die Binomialkoeffizienten kommen nicht nur als Faktor k, , im Summanden k, ,-x"-y"" der

ausgeschriebenen Summe von (x+ y)" vor, sondern auch in vielen praktischen Abzidhlprob-

lemen. In Kapitel 1.5 wird gezeigt, dass eine endliche Menge 4 mit n Elementen genau 2"
viele Teilmengen besitzt. Es soll nun untersucht werden, wie viele Teilmengen A hat, die aus
genau k Elementen (mit 0 < k < n) bestehen.
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Es sei 4={a,,..,a,}. Unter einer Permutation von 4 versteht man eine feste Anordnung

der Elemente von A. Beispielsweise sind alle Permutationen der Menge A4 = {1,2, 3,4 } die

Anordnungen
1234 4132 3124 4321 2314 4213
1243 1432 3142 3421 2341 2413
1423 1342 3412 3241 2431 2143
4123 1324 4312 3214 4231 2134,

Eine Permutation der Menge A={q,,..,a,} ist also ein Tupel (ail,...,ain) mit a, € 4

firj=1,.,n und @, #a, fir i; #i. Um die Anzahl aller Permutationen von 4 zu bestim-
men, betrachtet man alle derartigen Tupel (ai1 . ): Fir a, gibt es n mogliche Werte, ndm-
lich ay, ..., a,. Hat man sich fiir eine Moglichkeit entschieden, bleiben fiir @, noch n—1 Mog-
lichkeiten. Fir @, bleiben nach Auswahl fir @, und a, noch n-2 Méoglichkeiten usw. Fir

a, bleibt nach Festlegung der ersten n—1 Elemente nur noch 1 Mdglichkeit. Insgesamt hat

gibt es also n-(n—l)-...-l =n! viele Moglichkeiten zur Bildung einer Permutation einer n-

elementigen Menge.

Unter einer k-Permutation von A4 versteht man ein Tupel (ail,...,aik) mit a, € 4
firj=1,..,k und qa #a, fir i, #i. Beispielsweise sind alle 2-Permutationen von

A=1{12,3,4} die Anordnungen

12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43

Um die Anzahl aller .-Permutationen von A zu bestimmen, betrachtet man wieder alle derar-

tigen Tupel (a[l e ): Fir a;, gibt es n mégliche Werte, nédmlich a,, ..., a, . Hat man sich fur
eine Moglichkeit entschieden, bleiben fir a, noch n-1 Mdglichkeiten. Fiir a, bleiben nach
Auswahl fiir ¢, und g, noch n-2 Moglichkeiten usw. Fir a, bleibt nach Festlegung der

ersten k—1 Elemente noch n—(k—1)=n—-k+1 Moglichkeit. Insgesamt hat gibt es also

n!

(n—k)

n-(n=1)-...-(n—k+1)=
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viele Moglichkeiten zur Bildung einer k-Permutation einer n-elementigen Menge.

Fiir jede Teilmengen B < 4 mit |B| =k,etwa B = {ail,...,aik}, gilt a, #a, fur i, #1,. Jede
Permutation von B (davon gibt es k! viele) ist eine k-Permutation von 4. Verschiedene Teil-
mengen B, c A und B,c A4 mit |Bl| = |Bz| =k ergeben paarweise verschiedene k-
Permutation von 4, da die k-Permutationen, die aus B, entstanden sind, mindestens ein unter-
schiedliches Element zu den k-Permutationen enthalten, die aus B, entstanden sind, und die
Permutationen von B, bzw. von B, sind untereinander paarweise verschieden. Umgekehrt

gibt es zu jeder k-Permutation von A4 eine k-elementige Teilmengen von 4, ndmlich die Men-
ge ihrer Elemente. Bezeichnet C,, die Anzahl k-elementiger Teilmengen von 4, so gilt daher:

Satz 4.1-4:

Es sei A eine endliche Menge mit |A| =n. Die Anzahl der Teilmengen B < A mit

B =k fir 0<k<n ist

H)-mm

*(n
Damit kann man auch noch einmal die Formel aus Satz 4.1-3 (ii) Z{ J =2" wverifizieren:
i=0

Links steht die Anzahl aller Teilmengen einer n-elementigen Menge, aufgeteilt nach den i-
elementigen Teilmengen fiir 0 <i <n, von der bereits frither gezeigt wurde, dass sie gleich
2" ist.
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4.2 Abbildungen zwischen endlichen Mengen

In diesem Kapitel seien 4 und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m: A= {al, e an},
B={b,..,b,}.

s Uy

Es sollen die Anzahlen der Abbildungen, der injektiven, surjektiven und bijektiven Abbil-
dungen f: 4 — B ermittelt werden.

A. Anzahl der Abbildungen f: 4 — B

Jede Abbildung f : 4 — B kann in Form einer endlichen Tabelle notiert werden:

a. al a

/@) /a,) /a,)

Dabei geniigt das Notieren der Funktionswerte in der Reihenfolge f(a,), ..., f(a,) bzw. als
n-Tupel (f(al )""’ f(an ))

Verschiedene Abbildungen fithren zu verschiedenen n-Tupeln. Umgekehrt kann man jedes n-
Tupel (b,,....b,) mit b, € B fiir 1<i<n als eine Abbildung f: A — B auffassen, nimlich

als die durch f(a,)=b, definierte Abbildung, und unterschiedliche n-Tupel beschreiben un-
terschiedliche Abbildungen. Daher ist die Anzahl der Abbildungen f: 4 — B gleich der An-

zahl der n-Tupeln (b,,...,b,) mit b, € B fiir 1 <i<n.

e Uy

Satz 4.2-1:

Es seien 4 und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m. Dann ist die Anzahl der
Abbildungen f: A — B gleich m".
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B.  Anzahl bijektiver Abbildungen f: 4 — B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle bijektiver Abbildungen f:4—> B beziiglich der
Michtigkeiten: n =m . Jede bijektive Abbildung f:4— B bzw. in Tupel-Schreibweise
(f(a,),..., f(a,)) beschreibt daher eine Permutation der Menge B. Verschiedene bijektive Ab-

bildungen flihren zu verschiedenen Permutationen. Umgekehrt kann jede Permutation

A —> B
(bl.1 e bi,,) von B mit einer bijektiven Abbildung f: 4 — B, ndmlich mit f: {a S p
J i

gleichgesetzt werden.

Die Anzahl bijektiver Abbildungen f : A — B ist daher gleich der Anzahl der Permutationen
der Menge B. Mit den Uberlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt

Satz 4.2-2:

Es seien 4 und B endliche Mengen mit |A| = |B| = n. Dann ist die Anzahl der bijektiven
Abbildungen f: A — B gleich n!.

C. Anzahl injektiver Abbildungen /' : 4 —> B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle injektiver Abbildungen f:4—> B beziiglich der
Michtigkeiten: n < m. Der Wertebereich W (f) = {b |be B,undes gibta e Amit f(a)= b} ist

. , : : : A - W), . ..
eine n-elementige Teilmenge von B, und die Abbildung g : () ist eine Bijektion
a — a

zwischen 4 und W(f). Daher ist W(f) eine n-Permutation von B. Umgekehrt ist kann man jede
- B

A
n-Permutation von B, etwa (bil,...,bin) mit der injektiven Abbildung f : {a b identifi-

J Lj

zieren. Mit den Uberlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt

Satz 4.2-3:

Es seien 4 und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m und n<m. Dann ist die

!
Anzahl injektiver Abbildungen f: 4 — B gleich % = n'{mj
m—n) n
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D. Anzahl surjektiver Abbildungen f: 4 — B

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle surjektiver Abbildungen f:A4—> B beziiglich der
Michtigkeiten: n > m . Die Bestimmung der Anzahl surjektiver Abbildungen zwischen 4 und
B ist schwieriger und bendtigt Hilfsmittel, die in Kapitel 4.3 bereitgestellt werden. Das Er-
gebnis soll aber der Vollstindigkeit halber hier bereits zitiert werden.

Satz 4.2-4:

Es seien 4 und B endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m und n>m. Dann ist die

. . . . - m—i m .
Anzahl surjektiver Abbildungen f: 4 — B gleich Z(— 1) ( .J-I” .
i

i=0

4.3 Das Prinzip von Inklusion und Exklusion

Es seien 4 und B wieder endliche Mengen mit |A| =n und |B| =m. Nach Satz 1.1-1 (v) ist

AUB=(A\B)uU (Am B)U(B \ A) eine disjunkte Zerlegung von AU B. Daraus folgt fiir die
Michtigkeit von AU B:|AU B|=|4\ B|+|4B|+|B\ A|.

Es sei |AmB| =i . Dann ist

|40 B|=|4\B|+|4N B|+|B\ 4|
=(n—i)+i+(m—i)
=n+m-—i
=|4|+|B|-|4 B|.

Bei drei Mengen 4, B und C mit |A| =n,

B| =m und |C| = k lauten die entsprechenden For-

meln:
Die Menge AU BUC lasst sich disjunkt zerlegen in

AUBUC =((A\B)\O)U((B\A)\ C) U((C\A4)\B)
u(4nB)\C)
U((BNC)\4)
u((AnC)\B)
u(4nBNC).
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Mit i, =|(4NB)\C

, i, =|[(BNC)\ 4

A =|(AmC)\B| und i, :|AmBmC folgt daraus:

|[AUBUC|=n—(i, +i; +i,)+m—(i, +i, +i,)+k— (i, +i; +i,)
+i, +i, +i; +i,
=n+m+k—(i, +i,) =, +1,)— (i +1,)+ i,
= |4|+|B|+|C|-|4nB|-|BNC|-|AnC|+|4AnBNC|.

Zur Berechnung von |A UBuU C| wire das Ergebnis |A| +|B| + |C| korrekt, wenn die drei Men-

gen disjunkt wiren (Inklusion). Andernfalls z&hlt man die Elemente, die in jeweils zwei Men-
gen liegen, doppelt, und man muss die Anzahl der zwei Mengen gemeinsamen Elemente wie-
der abziehen (Exklusion). Allerdings hat man dadurch die Elemente ,,vergessen®, die in allen
drei Mengen liegen, so dass diese wieder hinzugezéhlt werden miissen (Inklusion). Dieses
Prinzip der Inklusion und Exklusion ldsst sich auf eine endliche Anzahl von Mengen er-
weitern.

i
Es seien 4,, ..., 4, Teilmengen einer endlichen Menge M. Mit U 4, wird 4, U...U 4, abge-
i=1

kiirzt; mit () 4, mit 7 < {1, el } wird der Schnitt derjenigen Mengen A, bezeichnet, fiir de-

iel

ren Index i e I gilt.

Satz 4.3-1:

Esseien 4, ..., 4, Teilmengen einer endlichen Menge M, / >1 Dann gilt:

04‘ =Y ()

{1,
und /#J

mA,.‘.

iel

Die Summation geht {iber alle nichtleeren Teilmengen / der Indexmenge { 1,...,1 }

Der Satz kann durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Zuvor soll er auf den obigen
Fall dreier Mengen angewendet werden (A4, =4, A4,=B und A4,=C). Hierbei ist

{ 1,..,1 } = { 1,2,3 } . Alle nichtleeren Teilmengen der Indexmenge sind

{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}, {2,3} und {1,2,3}.

Die einzelnen Summanden lauten

fiir 7={1}: (=1)".

IDI Ai‘ = (_ 1)l+1 '|A1| = |A1

2
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fir 1= {2 ): (1)

ﬂA‘: 1+1 |A|—

fir 7={3): (<1).

mA,.\=(—1>1“-|A3|=

icl

ﬁir]:{l,,z} ( )1+\1\ ﬂA‘ 1+2
fir /=1{1,3}: (—1)“’-04‘:(—1)“2-
fir 7={2,3}: (-1)". nA,.‘ = (-1)".

fir 7={1,2,3}: (<1)".

N4,

‘: (1) |4 N4, " Ay =]4 " A4, 4.

iel

Der Beweis der Formel in Satz 4.3-1 erfolgt durch vollstindige Induktion {iber die Anzahl /
der beteiligten Teilmengen:

Der Induktionsanfang fiir /=1, /=2 und / =3 ist offensichtlich bzw. wurde in den obigen
Beispielen gezeigt. Die Formel gelte fiir / > 3. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme ihre
Gultigkeit auch fiir /+1 folgt.

!
Es sei 4 =U 4, . Dann ist gemdf} Induktionsanfang
i=1l

1
ngmu4J:MpMA_Mm4J.

Nach Induktionsannahme ist

A=0al- 3

I 1,1
uHci]:;t@ }

m4y

iel

Die in Satz 1.1-1 (vi) formulierten Distributivgesetze gelten auch fiir mehr als drei Mengen,
so dass gilt:

AN 1+1—(UAJ 1+1:,

Hierbei handelt es sich also um die Vereinigung von / Mengen der Form 4, M 4,

CN

(A M Al+1)

so dass die

+1

Induktionsannahme anwendbar ist:

|A mAl+1| - ‘ A mAHl* Z (_ l)HM ) zDI(A M Al+1j

Icil, .l
uné[:’:@ }
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Insgesamt ergibt sich

I+1
_L;JIAi = z (_ 1)1+\1\ . QAi‘+|AI+1|_ Z (_ 1)1+\1\ )
i 1;{1,,_,,[} ie I;{l,,_,,[}

und /#J und /#J

Q(Al M AI+IX .

In der ersten Summe lautet die Bedingung des Laufindex ,,/ < {1, vl } und [ #J“. Man
verdndert nichts, wenn man diese durch ,,/ {1, vl +1 } und [ # und [+1 ¢ I “ ersetzt. In

der zweiten Summe lautet die Bedingung des Laufindex ebenfalls ,,/ g{l,...,l} und

N4,

iel

1+, allerdings taucht als Summand nicht , sondern

ﬂ(Al.mA,H)( auf, d.h. die

iel
durch den jeweiligen Laufindex / bestimmten Mengen 4, werden noch mit 4,,, geschnitten;

man kann also zu jedem Laufindex / noch den Index /+1 hinzunehmen. In der zweiten

Summe wird die Bedingung , /< {1, v } und [ #0“ des Laufindex durch
.1 C {1, el +1 } und / # und /+1e€ [ “ ersetzt und die Summanden entsprechend ange-
passt; der Summand |A,+1| kann in die Summe mit aufgenommen werden (/ = {l+1 }). Damit

wird die letzte Gleichung zu

I+1
141 147
Uaj= 3 ofale 3 (o
=l 11,141} iel 11,141} el
und /#J und /#2
und /+1¢/ und /+le/
141
= Z (_I)JrH'ﬂAi'
11,141} iel

und /#J

Die Formel in Satz 4.3-1 gilt also auch fiir /+1 Teilmengen.

Eine direkte Folgerung aus Satz 4.3-1 ist der folgende

Satz 4.3-2:

Es seien 4, ..., 4, Teilmengen einer endlichen Menge M, [ >1 Dann ist die Anzahl der

x € M , die in keiner der Mengen 4,, ..., 4, liegen, gleich

pe 3 )"

I}
und /#J

mA,,‘.

iel

Die Formel ergibt sich wie folgt:
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M\LIJAZ.‘:|M|—LIJAZ.‘
i=1 i=1

M- ¥

I ,..,1
chi[#@ }

-l 3 )

Icil, .l
unzi{l;t@ }

N Ai‘ nach Satz4.3-1

iel

ﬂA,.‘.

iel

Beide Sitze finden ihre Anwendung in vielen Teilen der Mathematik.

Als Beispiel dient der Beweis von Satz 4.2-4:

Es seien 4 und B endliche Mengen mit |A|:n und |B|:m und n=>2m, A= {al,...,an},
B={b,..,b,|. Die Mengen 4, werden definiert durch

4 ={f|f:4— B undesgibt keina e Amit f(a)=b, | firi=1,..,m.

Eine Abbildung f: A4 — B ist damit genau dann surjektiv, wenn f in keiner der Mengen A4,

fir i =1, ..., m enthalten ist.
Es sei M:{f|f:A—>B}.NachSatz4.3-1 ist |M|:m”.

In der Terminologie von Satz 4.3-2 wird die Anzahl der f € M gesucht, die in keiner der

Mengen 4, ..., 4, liegen. Diese Anzahl ist

M+ (—WﬂAf‘:m” )3 (—1)"ﬂAf"
refim) il e e
und /#J und 120

Fir 1 c {1,...,m} mit [ # wird ()4, betrachtet. Fir jedes f (14 gilt: es gibt kein
iel

iel
a € A, das durch fauf b, abgebildet wird, wobei i € I ist. Also ist f'eine Abbildung
f:Ad—B\{b|iel}.

Ist umgekehrt f eine Abbildung mit f: 4 — B\ {bi | iel }, so ist f €()4,. Daher ist nach
iel

Satz 4.2-1

ﬂAi‘z‘{f‘f:A—)B\{b[|ie1}}‘:(m—|I|y’.

iel
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m
Nach Satz 4.1-4 gibt es (

|1|j viele Teilmengen I < {l,...,m} mit Méachtigkeit |I | Damit

wird

M+ 30 (1)

Ig{l,..,,m} 1,
und /= und 7 #J

=t ZEN i)

und 120

ﬂAi‘zm”Jr >yl
Ic{l,...,m}

iel

N Ai‘

iel

= i (—1)"- ( " ,ji" (mit der Indextransformation i = m — k)
= i (=1 (nji" (gemiB Satz 4.1-3 (vi)).

Das ist das Ergebnis aus Satz 4.2-4.



5 Ausgewihlte Themen der Analysis

Die fiir praktische Anwendungen wichtigsten Themen der Analysis werden im mathemati-
schen Schulunterricht behandelt. Daher kann das vorliegende Kapitel als Wiederholung und
Vertiefung dieser Themen betrachtet werden. Darliber hinaus werden weiterfiihrende Themen
wie Taylorpolynome und erzeugende Funktionen und ihre Anwendungen behandelt.

5.1 Folgen und Reihen

Wird jedes n € N nach einer bestimmten Vorschrift eine reelle Zahl a, e R zugeordnet, so

entsteht eine reellwertige Zahlenfolge a,, q,, a,, .... Sie wird mit (an)neN bezeichnet. a,

hei3t auch n-tes Folgenglied von (an)

neN *

In der Regel stellt a, eine von n abhingige Formel dar. Beispielsweise ist fiir

a,=~n+1- Jn die entsprechende Folge (a,) = (x/n +1-+n )neN :

Die Definition einer Folge kann auf unterschiedliche Weise geschehen, beispielsweise:
a,=1,a,=2,a,=4, a,=8,...,a,=2",...

oder

(an )neN = (Zn )neN

oder als rekursive Definition

a,=1,a,=2-a, , firnz1.

Eine Zahl a € R heifit Grenzwert (Limes) der Folge (an)nEN , wenn folgender Sachverhalt
gilt:

Fir jedes €€ R mit £>0 gibt es eine (eventuell von & abhingige) natiirliche Zahl
n, = n,(&) mit der Eigenschaft:

Fiir jedes n e N mit n 2> n, gilt |an —a| <é&.
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Die Folge hei3t dann gegen a konvergent (sic konvergiert gegen a), und man schreibt
a=lima, bzw. a, - afir n - ©.

n—>x0

Die Konvergenz der Folge (an)neN gegen den Wert a € R bedeutet anschaulich, dass bei
Vorgabe eines beliebig kleinen Werts & >0 alle Folgenglieder a,, bis auf hochstens endlich

viele Ausnahmen (,.fast alle* Folgenglieder), ,,dicht” bei a, genauer einen Abstand von a ha-
ben, der kleiner als ¢ ist. Verkleinert man ¢ auf den Wert &' < &, so steigt eventuell die An-
zahl der Ausnahmen, die nicht dicht bei a liegen; es bleiben aber weiterhin hochstens endlich
viele Ausnahmen.

Beispiel:

Die Folge = («/n +1-~/n )neN konvergiert gegen 0: Gibt man ¢ > 0 vor und setzt

l’l

2
:{ % —|+1,sogiltﬁir nxn,:

W—l&)o\Mf

_ War 1= JJn+1+4n)
\/n+1+\/_

:«/n+l+\/;
< ! (Wegen«/n+1>\/;)

(2-¢)
<4+—"=¢ (nach Wahlvon n,)).

Wie man sieht, ist es nicht immer ganz leicht, bei Vorgabe von &> 0 die passende Zahl n, (8)

zu finden, von der an alle Folgenglieder dicht beim Grenzwert a liegen, den man zudem be-
reits kennen oder vermuten muss. Héufig berechnet man die Werte a, einiger Folgenglieder

fiir wachsende Werte von n. Falls man sieht, dass sich diese Werte einer Gro3e a anndhern,
stellt man die allgemeine Ungleichung |an —a| < & auf und versucht diese nach n aufzuldsen.
Ergibt sich dabei eine Ungleichung der Form ,,z > ..., dann kann man als n,(¢) die kleinste

natiirliche Zahl wiahlen, von der an die Ungleichung ,,n > ...* gilt:
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Beispiel:
L 2"+ (1) . )
Fiir die Folge (a,) \ = Qo werden zunidchst einige Werte berechnet:
neN
n(0f 11213 4 5 10 15 100

an|2|1/2 | 5/4 | 7/8 | 17/16 | 31/32 | 1025/1024 | 32767/32 768 | ':0000000000000000000000000000008

Die Vermutung liegt nahe, dass diese Folge gegen a =1 konvergiert, also wird versucht, die

Ungleichung |a, — 1| < ¢ nach n aufzul6sen:
la, -1 = &—1‘ (Gl R R £,dh. 2" >1/e.
2}1 271 2}1

Man kann die ndchstgroBere 2er-Potenz oberhalb 1/& wihlen, und n, ist dann der Exponent

in dieser 2er-Potenz. Fiir jedes n > n, ist dann 2" > 2" >1/¢ bzw. |an —1| =1/2"<1/2" < ¢.

Eine Folge, die nicht konvergent ist, also keinen Grenzwert hat, heift divergent.

Fiir eine divergente Folge gilt

entweder:

(1) es gibt mindestens zwei reelle Zahlen a € R und bR mit a # b, so dass es sowohl
beliebig dicht bei a als auch beliebig dicht bei b unendlich viele Folgenglieder gibt

oder:

(i) die Werte a, werden mit wachsendem » beliebig gro3 bzw. beliebig klein (Schreibwei-

se dann a, > ©, lima, =, bzw. a, - -0, lima, =-©).

n—>w n—>0

Im Fall (i) sagt man, die Folge habe mindestens zwei verschiedene (reelle) Haufungspunkte.

Beispiclsweise besitzt die Folge (a,) ((— 1y )neN die beiden Héaufungspunkte +1 und -1

neN

und ist daher nicht konvergent.

Eine gegen eine reelle Zahl a konvergente Folge besitzt nur den einzigen Haufungspunkt a,
der dann auch Grenzwert der Folge ist.
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Satz 5.1-1:

(1) Jede Folge (an)neN , die gegen einen Grenzwert konvergiert, ist beschriankt, d.h. es

gibt eine Konstante C € R mit |an| < C fiiralle n eN.

(i) Konvergiert die Folge (a,) . gegen a € R, so ist a eindeutig bestimmt.

Teil (i) ist anschaulich klar. Formal sieht man dessen Giiltigkeit so:

Konvergiert die Folge (an)neN gegen a € R, so gibt es fiir ¢ =1 eine natiirliche Zahl n,, so

a Hﬁir

9 ooy

dass fiir jedes ne N mit n>n, |an —a|<e:l gilt. Dann ist |an| Smaxﬂao

ny—1
n<n, und |an|:|an —a+a|£|an —a|+|a|<1+|a| fiir n>n,. Also gilt fiir alle n e N :

|an|£max{|a0 ,1+|a| }

e (A

Teil (ii) sieht man folgendermal3en:

Konvergiert die Folge (an)neN gegen a€ R und gegen beR mit a#b, so gibt es fiir
&£ :1/2-|b—a| >0 eine natiirliche Zahl n,, so dass fiir jedes ne N mit n2>n, |an —a| <&
gilt. AuBlerdem gibt es eine natiirliche Zahl n,, so dass fiir jedes n € N mit n>n, |an - b| <&
gilt. Fiir n>max{ n,, n, } ergibt sich der Widerspruch

|b—a|=|b—an+an—a|S|b—an|+

an—a|<2-£:|b—a|.

Die Limesbildung und das Rechnen mit arithmetischen Ausdriicken ist hdufig miteinander
vertauschbar. So kann man den Grenzwert einer Folge, deren Folgenglieder sich als arithmeti-
scher Ausdruck (gebildet mit den Operatoren +, — , “ und /) von Folgenglieder konvergenter
Folgen darstellen lassen, dadurch berechnen, dass man die Limesbildung in den arithmeti-
schen Ausdruck hineinzieht: Man berechnet die Grenzwerte der einzelnen Teile und verkniipft
diese dann gemél dem arithmetischen Ausdruck. Konstante Faktoren, die nicht von n abhén-
gen, kann man jeweils vor den Limes ziehen. Die Grundlage dieses Kalkiils liefert der folgen-
de Satz.
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Satz 5.1-2:

Es seien (a,) . bzw. (b,) . zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.

neN neN

Dann gilt:
(1) lim(a,*b,)=axbh,

lim(a, b, )=a-b.

(1) FirreRist lim(r-a,)=r-lima, =r-a.

n—»0 n—»o0

(1) Gilt b#0 und b, # 0 fiir alle n € N, so ist lim(a”j =

n—o\ h
n

SRR

(iv) Aus lima, = a kann man 1im|an| = |a| schlieen.

Fir a =0 gilt auch die Umkehrung: lim|an| =0 impliziert lima, =
(v) Jede (fast iiberall) konstante Folge (an )%N konvergiert, genauer:
Ist a, = a fiir (fast) alle n e N, so ist

lima, =a.

n—ow

Exemplarisch sollen die Teile (i), (ii1) und (iv) bewiesen werden:

Nach Definition der Konvergenz gibt es zu & >0 eine natiirliche Zahl n,, so dass fiir jedes
neN mit n2=n, |an—a|<g/2 gilt. Entsprechend gibt es eine natiirliche Zahl #, mit

|b, —b| < &/2 fiir jedes n e N mit n>n,. Fiir n>max{ny,n, | ist

an+bn—(a+b]S

a, —a| +b, —b| <¢. Fir die Folge (a,-b,),.n Wird entsprechend argu-

mentiert.

Es sei € >0 gegeben. Da die Folge (a,),.y konvergiert, gibt es nach Satz 5.1-1 (i) eine Kon-

& &
stante C>0 mit |a |<C fur alle neN. Es wird & =——>0 und ¢, = >0 ge-
] ' 2.C SN () R

setzt. Dann gibt es natiirliche Zahlen #n, und », mit

a, — a| <¢, und

b,—b|<e fir

n>max{ ny,n, }. Fiir diese n gilt:
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an~bn—a-b|:

<

an-b,l—b-an+b-a,l—a~b|
a,|-|b, —b|+|b|-
<C-g+(p|+1) ¢,
=¢/2+¢/2=¢.

a,— a|

Fiir Teil (ii1) wird zunédchst der Spezialfall a, =1 und a =1 fiir alle n €N untersucht. Der

allgemeine Fall folgt dann aus (i).
Es sei ¢ > 0. Aufgrund der Konvergenz der Folge (bn)neN gegen b gibt eine natiirliche Zahl

n, mit |b, —b| <@ fiir jedes n € N mit n>n,. Daraus folgt |bn| >@. Weiterhin gibt es eine

2
g-b
natiirliche Zahl n, mit bn—b|<% fir jedes neN mit n>n,. Dann gilt fiir

L1

b, b

_|p-5,| p-5) <g-|b|2.2_8
bbb 2 T

anax{ ny, n, }:

Fiir (iv) verwendet man Satz 1.7-1 (vi):

a, —a| <¢, dann auch

Es ist Han|—|a”3|an—a|. Gilt also a,

—|a”<g. Fir a=0 ist

_()‘:

|an—a|:|an—0|: a, a, —a‘.

,,Ahnlich“ aussehende Folgen verhalten sich beziiglich der Konvergenz hiufig sehr unter-

o o 2" +(-2)" . .
schiedlich: So ist die durch a, = # definierte Folge (an)neN nicht konvergent. Da-
o 2" +(-2)" .
gegen konvergiert die durch b, = 3 definierte Folge (bn )MN gegen 0.

Haufig ist das Konvergenzverhalten einer Folge (an)neN zu untersuchen. Ist eine Zahl a € R

,verdichtig®, Grenzwert der Folge (an) zu sein, so lésst sich durch Riickgriff auf die De-

neN
finition des Limesbegriffs nachpriifen, ob die Folge tatsdchlich konvergiert, und zwar gegen
a, d.h. ob lima, =a gilt. Kann man einer Folge, ohne von ihrem moglichen Grenzwert etwas

n—>0
zu wissen, ansehen, dass sie konvergiert? Die folgenden Sétze liefern einige Konvergenzkri-
terien fiir Folgen. Daneben gibt es eine Reihe weiterer Konvergenzkriterien, die mit Hinweis
auf die angegebene Literatur hier nicht angefiihrt werden.
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Satz 5.1-3:

Es seien (a,) . bzw. (b,) . zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b.

neN neN

Dann gilt:
(i) Esseien (an)

und (b,) _ zwei konvergente Folgen mit demselben Grenzwert

neN neN

a € R. Fiir fast alle Folgenglieder ¢, der Folge (cn)ngN gelte a, <c, <b,. Dann

konvergiert auch die Folge (c,) . ,und zwar zum selben Grenzwert a.

(1)) Jede nach oben beschrinkte und monoton wachsende Folge konvergiert, und ihr
Limes ist gleich der kleinsten oberen Schranke (Supremum) ihrer Wertemenge.

Jede nach unten beschriankte und monoton fallende Folge konvergiert, und ihr
Limes ist gleich der groBten unteren Schranke (Infimum) ihrer Wertemenge.

Eine unbeschrinkte, monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge strebt ge-
gen o0 bzw. —o0.,

Bemerkung: Nicht jede beschrinkte Folge ist konvergent.
(i11)) Jede Umordnung und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist ebenfalls kon-

vergent mit demselben Grenzwert. Dasselbe gilt, wenn man endlich viele Folgen-
glieder einer konvergenten Folge abéndert.

Teil (1) ist wieder anschaulich klar. Formal ldsst sich die Aussage wie folgt nachweisen:

Es sei £>0 und n, eine natiirliche Zahl, so dass fiir jedes n € N mit n>n, |an —a| <&/6

gilt. Entsprechend gibt es eine natiirliche Zahl n, mit |b, —a|<g/6 fiir jedes ne N mit

=la,—a+a-b,|<|a,—d|+|b,—d|<2-£/6=¢/3 und

bn—a|

n2n,. Fir anax{ Ny, 1, } ist |an -b,

+

+|bn—a|S|bn—an|+

cn—a|:|cn—an+an—bn+bn—a|ﬁ|cn—an +
<2-¢/3+¢/6<e.

a}’l _bll al’l _bn

Fiir (ii) wird nur der erste Teil dargestellt:

Es sei (an) eine beschrinkte und monoton wachsende Folge. Mit s werde die kleinste obe-

neN

re Schranke der Menge M = {an neN } aller Folgenglieder bezeichnet. Weiterhin sei ¢ >0

vorgegeben. Dann ist a, <s <s+¢&. Der Wert s —¢ ist keine obere Schranke von M. Daher

gibt es eine natiirliche Zahl n,, so dass a, >s—¢ gilt. Fiir jedes n € N mit n > n, gilt wegen
0
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der Monotonie der Folge ebenfalls a, >s—¢, insgesamt s—¢<a, <s+¢& bzw. |an - s| <¢g.

Also konvergiert (an)nEN gegen s.

Teil (iii) ldsst sich durch Umnumerierung der Folgenglieder zeigen. Auf Details soll hier ver-
zichtet werden.

Das folgende Konvergenzkriterium von Cauchy gibt eine notwendige und hinreichende Ei-
genschaft der Konvergenz einer Folge an:

Satz 5.1-4:

Eine Folge (an) ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem ¢ € R mit ¢>0 eine

neN

natiirliche Zahl n, = n,(¢) gibt, so dass gilt:

a, —am|<8 fiir jedes n € Nund jedesm e Nmitn > n,undm > n, .

Bemerkung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass

m>n gilt. Dann kann die Ungleichung auch in der Form

an+k - an <&

fiir jedes n e Nmitn > n, und jedes k € N geschrieben werden.

Der Satz beinhaltet zwei Beweisrichtungen:

Die Folge (an)neN sei konvergent gegen a. Dann gibt es zu ¢ € R mit &> 0 eine natiirliche
Zahl n,, so dass fiir jedes » € N und jedes m € Nmitn > n, und m > n,, gilt: |an - a| <¢&/2 und

la,, —d| < &/2 . Damit folgt |a, —a,| =

an—a+a—am|£|an—a|+|am—a|<g.

Fiir die umgekehrte Richtung soll die Beweisidee nur skizziert werden: Gibt es zu &> 0 eine

natiirliche Zahl n, mit |an - am| <¢g/2 fiir jedes n € Nund jedesm € Nmitn > n,undm > n,,

so ist die Folge Qan )neN beschrinkt; denn ‘an —ano‘ < /2 fur alle n e Nmitn > n, impliziert

+&/2; daher ist die groBere der beiden Zahlen max{|an|| n<n, } und |a, |+¢&/2 ei-

<

a

n ano a”o
ne Schranke fiir die Werte der Folge ([an|)neN. Als beschrinkte Folge besitzt sie einen Hiu-
fungspunkt a (hier ohne Beweis), also einen Wert, an dem unendlich viele Folgenglieder be-
liebig nahe liegen. Fiir unendlich viele me N gilt |am —a| < ¢&/2. Man wihlt ein derartiges

m 2 n, und erhdlt fiir n>n,:

a”—a|= an—am-i-am—a|s a,—a, +|am—a|<£.
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Satz 5.1-5:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

Es sei ¢ eR . Dann gilt

) 0 fir-1<g<l
limg" = ;
1 firg=1

n—»0

fir g >1 und g < -1 ist (q")neN divergent.
Ist ke N und |q| <1,soist lim(n*-¢")=0.

Es sei a € R. Dann ist

fir a<0

n—

0
limn“ =<1 fira=0
o0

fir a>0

Fiir jedes a € R ist

n

. a
Iim—=0.
n>o pl

lim(l +l) =e=2.7182818284590...;

n—»0 n
e heil3t Eulersche Konstante.

Die Folge (\/Z ) . divergiert: mit wachsendem n werden die Folgenglieder belie-

big groB. Hingegen werden die Zuwichse von einem Folgenglied zum néchsten
mit wachsendem r beliebig klein; denn die Folge

(VT - )

neN

konvergiert gegen 0.

Die Folge (1 +l+l+ +lj divergiert.
2 3 N)pen,,
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Fiir Teil (i) sei zundchst 0 < g <1. Die Folge ist monoton fallend und nach unten beispiels-
weise durch 0 beschrinkt. Daher ist sie gemall Satz 5.1-3 (i1) konvergent, etwa gegen den

Grenzwert a. Aus (q”) x wird die neue Folge (q"“ )neN gebildet, die durch Fortlassen des ers-

ne

ten Folgenglieds von (q")

| v entsteht. Diese konvergiert ebenfalls gegen a. Daher ist

a=1limq" =limg""
n—>0

n—>0

=q-limqg"=q-a,also cr(l—q)zO.Wegen O<g<lista=0.

Es werde jetzt n > ("1/ /g — 1)1 gewihlt. Dann folgt nacheinander 1 <kll/q -1, 1+l <ill/q,
n n

k koot k
1 .
(1+—j <1/q und M=[1+1j -g <1. Das zeigt, dass die Folge (nk -q”)neN fast
n

k
n-q n

iiberall monoton fillt; sie ist nach unten beschrinkt; also konvergiert sie. Der ,,vermutete*
Grenzwert ist 0. Diese Vermutung lésst sich bestitigen:

Fir k=1 set b der Grenzwert von (n -q" )neN. Dann ist b ebenfalls der Grenzwert von
((n +1)- q”“)neN ,und es gilt b= lim(n : q”)z lim((n +1)- q"”): q- lim(n : q")+ q-limg"=q-b,
also b=0. Fiir £>1 kann man wie folgt argumentieren: Es sei ¢ >0 und n, € N so gewdhlt,

dass fiir jedes ne N mit n>n, gilt: n(%)ﬂ <Ke (das ist moglich, da lim(n-(ﬁ/gy)=0

ist). Dann ist n* -¢" =[n(§/57]k <(§/E)k =¢.

Ist —1<¢g <0, so konvergieren die Folgen ([q|") \ bzw. (nk -|q|”) « gegen 0. Nach Satz 5.1-

ne ne

2 (iv) gilt limg" =0 bzw. lim(n* -¢")=0.
Fir Teil (i1) mit a <0 sei zu ¢ >0 die natiirliche Zahl n, e N so gewdhlt, dass fiir jedes

o
. . 1 a . . . . 1 a a
neN mit n>n, gilt: — <" Fiir diese n ergibt sich dann »* :(—j < (gl/‘ ‘) | =¢. Das
n n

bedeutet Konvergenz gegen 0.

Fiir Teil (ii1) wird eine Fallunterscheidung nach der Grof3e von a getroffen:

n n n n

Fir 0<a<list 0= <% <1 =1 Mit Satz 5.1-3 (i) folgt lim “— =0
n n n n n—» pl

Fir a>1 sei n eN diejenige eindeutig bestimmte natiirliche Zahl mit n, <a <n,+1. Fiir

n>n +1 gilt dann 0<

a” a-a-..-a-a-...a a"™" a
_ <cC. _
n +1

- it d
n! 1-2-..,n1-(n1+1).m.n (n1+1)n—n1 ] mit der
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von n unabhingigen Konstanten C = (a )'. Da 2 " <1 ist, konvergiert gemif3 Teil (i) die
n ) n, +

n

rechte Seite gegen 0, und damit ist lim 2 0.

n—>0 n!

n

Fiir @ <0 ist lim '“— =0, und nach Satz 5.1-2 (iv) ist lim *

n—o pl n—o pl

n

=0.

Fiir Teil (iv) wird gezeigt, dass die Folge Ul + —] J monoton wéchst und beschrinkt ist.
n
neN,,

Die Berechnung des Grenzwerts erfolgt dann am Ende des Kapitels.
Einige Zahlenbeispiele machen die Monotonie und Beschrinktheit der Folge plausibel (die
Zahlenwerte sind in den letzten Stellen teilweise gerundet):

n 1 2 3 4 5 6 100 10.000 1.000.000

a, | 2 |2,25|2,3703|2,4414|2,4883(2,5216| 2,7048 2,718146 2,7182804693

Wie man leicht durch vollstindige Induktion zeigt, gilt fir xe R mit x>—-1 und ne N die

Bernoulli’sche Ungleichung: (l + x)" 21+n-x.

1Y :
Essei a, = [1+—j . Dann ist
n

an+1_(n+2)n+l. " _n+2{(n+2).njn:(l+ lj.(l_ : n Mit der Bernoul-
(n+1)° )

a, (+1)"" (n+1) n+1  (n+1)

n

li’schen Ungleichung folgt

a,., 1 1) 1 n 1
et | - 2| 1+— || 1= =1 1,al )
a, [ +n+1) ( (n+1)2} ( +n+lj ( (n+1)2J +(n+1)3 7 A0 G = 4,

Die Beschrankung folgt aus

141 -3 ey L Rur k22 st
n =\k) n io\k) n
1

2
(nj 1 n-(n=1)-..-(n—k+1) n-1 n-k+l |1 1 1

n
— — = . = < :
k) n* k'n* K'n n n K12k 2H

Insgesamt ist daher

1Y () 1 ] S| 1-(1/2) 1"
I+—| =2+ — <2+ =24y — 24| M _q|=3-|=| <3.
( nj ;@ n* ;2“‘1 ;2“ ( 1-1/2 2
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Die Aussage in Teil (v) wurde am Anfang des Kapitels nachgewiesen.

In Teil (v) wird ein Folgenglied a, =1 +%+l+ +l in Teilsummen zerlegt. Dazu sei / so
n
bestimmt, dass 2" <n <2’ ist. Dann ist
a,=(1)+ L A O %+...+l . Die k-te Teilsumme fiir 1<k </-1,
2 3 4 5 6 7 2 n
1 1 1 . il .
lautet ¢, =| —+—5—+..t ; sie hat 2 viele Summanden, und es ist
2 2" +1 2" -1
1 k-1 1 k-1 1 ol e . .
—=2""—<t, <27 -——=1. Damit ldsst sich a, abschétzen:
2 2 2
l /-1

Das Beispiel in Satz 5.1-5 (vi) zeigt eine Folge in einer speziellen Form: Das n-te Folgenglied
ist selbst eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Summanden, die aus einer Folge
stammen, die nach einer einheitlichen GesetzméBigkeit aufgebaut ist. Derartige Folgen sollen
nun genauer betrachtet werden.

Zur Zahlenfolge (a,) . wird eine neue Zahlenfolge (s, ) . durch

definiert. Der Wert s, heif3it n-te Partialsumme von (an )WEN:

Sy =4y,

S =a,+ta,

n
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n—»o n—»oo\ “
i=0

Falls der Grenzwert lims, = lim(z aij existiert, so heillt er unendliche Reihe der Folge

(an)nEN und wird mit Zai bezeichnet. Gelegentlich schreibt man auch
i=0

a,=a,+a, +a, + ...

0
i
i=0

Satz 5.1-6:

0
(1) Der Grenzwert Z a, existiert genau dann, wenn es zu jedem & >0 eine natiirli-
i=0

n+k

Zai

i=n+1

che Zahl n, gibt, so dass < ¢ fiir jedes ne Nmitn2>n, und jedes k€N

gilt.

(1) Existiert der Grenzwert Za[ , so konvergiert die Folge (an)neN gegen 0, d.h. aus
i=0

D a, <o folgt lima, =0.

: n—ow
i=0

In Aussage (i) ist Z a, der Grenzwert der Folge der Partialsummen:

i=0

Zal. =lims, = lim[z al]. Setzt man in Satz 5.1-4 die Folge der Partialsummen ein, so ist
i=0 i=0

n—>0 n—»o0

n+k n

Z a;— Z 4;
i=0 i=0

n+k

2.4

i=n+1

Sn+k _Sn

<¢&.

Setzt man in (i) k£ =1, so erhélt man (i1).

Bemerkung: Die Umkehrung von (ii) gilt i.a. nicht, d.h. aus der Konvergenz der Folge

(an)neN gegen 0 folgt i.a. nicht die Existenz von Zai , wie das Beispiel der
i=0

Folge (an )neN = (%)%N zeigt: die Folge (%)HEN konvergiert gegen 0, aber die

Folge der n-ten Partialsummen (sn )neN = [z %J konvergiert nicht (Satz 5.1-5
i1

(vi)).
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Der folgende technische Satz ergibt sich unmittelbar aus den Sitzen zur Arithmetik von
Grenzwerten:

Satz 5.1-7:

Es seien Zai und Zbi konvergent. Dann gilt:

i=0 i=0

0

(c-al.) = c-Zal. fiir jedes c e R.

i=0 i=0

M

(1)

(i) D (a,£b)= ia[ iib,. .

Zur Berechnung von Z a; sind folgende Schritte erforderlich:
i=0

1. Schritt:

Man bildet die n-te Partialsumme s, = Zai . Falls moglich, findet man hierfiir einen ge-
i=0

schlossenen Ausdruck, der von n abhéngt.

2. Schritt:

n

Man vollzieht den Grenziibergang n» — c und erhélt lims, = lim( a j = Za i

i
n—o n—oo\ 4
i=0

Es sei m e N . Unter Za . versteht man den Grenzwert der Folge (Z aij

i=m i=m neN,n>m
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Satz 5.1-8:

Falls Z a, existiert, so existiert auch Za ; fiir jedes m €N, und es gilt

i=0 i=m

-1

0 0
i=m i=0

i

3

I
[}

Der folgende Satz liefert einige Beispiele. Gerade Teil (iii) zeigt dabei, dass dhnlich erschei-
nende Reihen ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten aufweisen.
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Satz 5.1-9:

(i) FirgeRmit—-1<g<1 ist

. 1
2.4 =—

i=0 l_q’

(i) Die Reihen > (~1)" und Zl existieren nicht (sind divergent).

i=0 i=1 1

(iii) 2(—1)i_1-%:1—%+%—i+...+(—1)’1_1-%i = In(2)
~0,6931471805599
= i1 1 n—1 1 T
-1) - =l-—4+—-—= +(-1 .. ==
le( ) 2i-1 35 ’ (=) 2n—1 4
~ 0,7853981633974
0 1 72_2
S =l+—F—+—+ ... —+ ... =—~= 1,644934066848
;iz e te T T s~ L
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Teil (i) folgt direkt aus den Ergebnissen aus Satz 1.6-2 und den Rechenregeln mit Grenzwer-
ten in Satz 5.1-2. Beispielsweise ist

Zi_qi_hmq (n+D)-¢"" +n-q" q

, da die Teile (n+1)-¢"" und n-q"** jeweils
pr s (1-¢)’ “(-qF

gegen 0 konvergieren.

In Teil (ii) lautet die n-te Partialsumme Z
i=0

1 fiir geradesn ) )
. Die Folge der Partial-

0 fiir ungeradesn

summen hat also zwei unterschiedliche Haufungspunkte und ist daher nicht konvergent.
Der Wert der ersten Reihe in Teil (iii) wird in Kapitel 5.9 berechnet. Zur Herleitung der zwei-
ten und dritten Reihe in Teil (iii) und zu der Aussage inTeil (iv) werden teilweise Hilfsmittel

der Mathematik benoétigt, die hier nicht behandelt werden. Die 2. Aussage in Teil (iii) folgt
unmittelbar aus Satz 1.6-2 (iii).

Die rationalen Zahlen werden in Kapitel 1.4 durch

Q={%|melundnelundn¢0}

definiert. Im Folgenden wird eine Charakterisierung mit Hilfe ihrer Dezimalbruchentwicklung
gegeben.

Es sei » € R eine reelle Zahl mit 0 <r <1, deren Dezimalbruchentwicklung nach endlich
vielen Stellen nur noch aus den Ziffern 0 besteht, d.h. nach endlich vielen Stellen abbricht:

r=[0,d.,d,.. Zd 107 mit d_, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } fir i =1,...,

i=1

Da jeder Summand d ,-107 = % eine rationale Zahl ist, gilt auch » € Q. In diesem Fall ist

dd,..d
r=[0,dd,..d,], = 4, 7;0'” ule (im Zéhler steht die natiirliche Zahl, deren Dezimal-

zahldarstellung aus der Ziffernfolge der Dezimalbruchentwicklung besteht, und im Nenner

steht die Zahl, deren Dezimaldarstellung von links gelesen aus einer Ziffer 1, gefolgt von m
Ziffern 0 besteht).
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Es sei nun 7 € R eine reelle Zahl mit 0 <r <1, deren Dezimalbruchentwicklung aus einem
nichtperiodischen und einem periodischen Teil besteht, etwa

r=lod dyd d,d, o od, )

Hierbei wiederholt sich die Ziffernfolge d_, _,d

ne nichtperiodischen Abschnitte in der Dezimalziffernfolge mehr vor. Zu beachten ist, dass

d_, . beliebig oft, und es kommen kei-

-m-1""-m-2 ***

man mit der Periodennotation nur endlich viele Dezimalziffern notieren muss, obwohl die
Zahl in ihrer Dezimaldarstellung unendlich viele Ziffern benétigt. Es ist

r=l0.dd,..d, d,d,,d,, .}

—m—1

=10,d d,..d, OOO 0d . d, ,..d, .| .
1772
10

m— mal

Der zweite Summand hat den Wert

0,00..0d , d, ,..d,, }
%/_J
10

m—mal

“1/10"[0.d 5 d ),

=1/10"- Z [ds — 4 by (im Zéhler die Dezimalzahld , d , ,..d , ;)
i=1

(10*)
= 1/10’" -[dﬁm ., d k]lO Z(

104}

10 ach Satz 5.1-9 Gi)

= ]/10'" ~[d e e —m—k]lO ’ —(l/l())k

d

—m—1

=1/10"-[d

—m— 1 -m-2 —m k]10 lok

Insgesamt ergibt sich

r=l0d,d,..d d,d,,d,, )
— [d—ld—Z d—m ]10 + [d—m ld—m 2 d—m—k ]10
10" 10" -(10* 1)

b

(die Dezimaldarstellung der Zahl 10™ -(1 0" — 1) besteht von links gelesen aus k Ziffern 9, ge-
folgt von m Ziffern 0). Auch hier gilt wieder r € Q.
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Bemerkung: Die Zahl 0,9.. hat den Wert 1; denn mit m=1 und k=1 Iist

0,9...=0,99... AN S
10 10-(10-1)

Es sei umgekehrt die rationale Zahl » € Q mit 0 <r <1 in gekiirzter Form » =% mit a e N

und b € N mit b >1 gegeben. Es ist ggT (a, b) =1. Im Folgenden wird gezeigt, dass r

entweder als
endliche nichtperiodische Dezimalbruchentwicklung
oder als
rein periodische Dezimalbruchentwicklung
oder als
endliche nichtperiodische Ziffernfolge, gefolgt von einer endlichen periodischen Zif-
fernfolge

dargestellt werden kann. In den letzten beiden Fillen ist die Periodenlénge kleiner oder gleich
b-1.

Fiir den Nachweis dieser Aussage werden drei Fille unterschieden:

1. Fall: b hatdie Form b=2"-5' miti+j=m>1.

Dann teilt b die Zahl 2/ -5/ =10/ =10", d.h. 10" =b-b' mit einer natiirlichen
a-b'
10™

0<a-b'<10™. Die Darstellung von a-b" als Dezimalzahl hat endliche Lénge und

Zahl b". Der Bruch % lasst sich umschreiben in %: .Da r :%<1 gilt, ist

m—1

lautet a-b' = Zd, -10" mit den Dezimalziffern d,, ..., d,_,; zu beachten ist hierbei,
1=0

dass a-b' als Dezimalziffernfolge a-b' =[d,, , ...d, ], lautet. Damit ergibt sich
-1 m

m-1
, 2.d, 10
gza-b _ 1=0 — dl.lol—mzzdm_lllofl,
b 10" 10 7 =1

3

Il
(=1

o U1 eee

also die endliche nichtperiodische Dezimalbruchentwicklung % =[0,d d, ]10 .

2.Fall: ggT(h,10)=1
Nach Satz 3.4-2 gilt in diesem Fall 10”” =1 (modb). Es gibt also eine kleinste na-
tirliche Zahl m<¢(b), so dass b die Zahl 10" —1 teilt. Wie im 1. Fall ist
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a a-'b : , m a . , m )
—= mit b-b'=10" —1. Wegen —<1 ist 0<a-b"<10™ —1; die Darstellung
b 10" -1 b
m—1
von a-b' als Dezimalzahl hat wieder endliche Lénge und lautet a -5’ = Zdl 10" mit
=0
den Dezimalziffern d,, ..., d,,_,; zu beachten ist auch hier, dass a-b" als Dezimalzif-
fernfolge a-b'=[d, ,..d,], lautet. Nach Satz 5.1-9 (i) gilt 10’" Z( (1/10)" )
- i=1
und damit
! m—=1 0
a_ @b _[§ 90 | S10m
b 10"-1 |5 par
=d, -(210"""}+d1 -10-(210-m‘fj+...+dm_l 10" -(210-’"*}
i=1 i=1 i=1
- (Z d, .10"""} +(z d, .10—’""'“j +ot (Z dm_IIO""'”’"‘lj
i=l i=l i=1
=3 (dy 107 +d, 107" + .+ d,, 107 )
i=1
o0 m—1
— 2[2(1[ 10[ mzj
i=1 \ /=0
o0 -1
— Z( d 101 m—(i— mj
i=l \ /=0
— 210—(i—1}m . [Z d[ 1 Ol—mj
i=1 1=0
=> 107 -(Z d,, -10"}.
i=1 I=1
Diese Zahl in der Darstellung als Dezimalbruchentwicklung lautet
; | |
3= 0,d,,..dd,, ..dd,, . .d...| =0.d,,..d..}|,
i=1 i=2 i=3 10
ist also ein rein periodischer Dezimalbruch.
Offensichtlich ist (wegen 6>3) m < @(b)<b—1. Das bedeutet, dass die Perioden-
lange m kleiner oder gleich b —1 ist.
3. Fall: b hat die Form b=2"-5/-b' mit i+j=m>1, »'>1 und ggT(b’,10)=1. Wie im 1.

a a-2’ .5 a-2’ .5 .
—_—= = mit
b 21+] . 51+] . b! 10)71 . bl

Fall ldsst sich der Bruch % erweitern zu

a2’ 5

2.5 =10 =10™. Gilt >1, dann kann man den Zihler in der Form

a-2'-5=k-b+d mit keN und OSa'=(a‘2"'~5">modb'<b' schreiben, d.h.
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075t ' ' ~J gl
@25 =k+i Osa—<1. Ist @25
b b'

<1, dann hat der Bruch ebenfalls die

r? '

a-2’-5
b!
aus ggT(a,b)=1 und ggT(b,10)=1, dass auch ggT(a’,h')=1 ist; denn fiir

.07 .50
@25 5 | folgt mit Satz 3.3-2:

P =

Form

=k +% (mit k=0 und a'=a-2’-5"). In beiden Fillen ergibt sich

J i

geT(d',b')= ggT((a -2/ -Si)mod b, b')z ggT(a~2j -5, b’): 1, und fiir a <1 ist

!

bereits ggT(a',b')=ggT (a 27.5, b’)= 1. Die Dezimalzahldarstellung von k sei

h-1
k= Zd 10" = [d P ]10, die Darstellung von % als Dezimalbruch gemif3 dem 2.
1=0

YR '
a2 5 =k+% die Dezimaldarstellung

Fall sei %:[O,d;_l...dé...lo Dann hat
a-2’ .5 a' ;
ke =ld

e
bruch enthélt genau dieselbe Ziffernfolge, nur ist das Komma um m Stellen nach

d(’)...]lo. Die Darstellung von 2 als Dezimal-
b

links geschoben, d.h. die Dezimalbruchdarstellung von % besteht aus einer endli-

chen nichtperiodischen Ziffernfolge, gefolgt von einer endlichen periodischen Zif-
fernfolge. Auch hier ist die Periodenldnge kleiner oder gleich b'—1<b—1.

Die Betrachtung bezieht sich auf rationale Zahlen » € Q mit 0 <r <1. Sie ist natiirlich auf

ganz Q erweiterbar:

Q={r+r|zeZund(r=[0.d d,..d ), oderr=|0.d d,..d ,d,d,,d, )}

d.h. Q besteht aus allen Zahlen, deren gebrochener Anteil in Dezimaldarstellung entweder
nach endlich vielen Dezimalziffern abbricht (es folgen nur noch Nullen) oder unendlich peri-
odisch endet. Irrationalen Zahlen haben demzufolge einen gebrochenen Anteil in Dezimaldar-
stellung, der unendlich und nichtperiodisch ist.

Eine Reihe Z a, heiflt absolut konvergent, wenn die Reihe 2|ai| konvergiert.
i=0

i=0
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n+k
< Z|ai|. Hieraus ergibt sich mit Satz 5.1-6 (i)

i=n+1

n+k

2.4

i=n+1

Fiir jedes ne N und jedes k€N ist

unmittelbar, dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergiert, d.h. aus der Konvergenz

0 o0
2 < fal.
i=0 i=0

von Z|a,.| folgt die Konvergenz von z a; . Mit n=0 und k — o ergibt sich
=0 i=0

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man Reihen miteinander multiplizieren, jedenfalls
dann, wenn sie absolut konvergent sind. Die folgende (nichtmathematische) Darstellung lie-
fert die Motivation fiir die etwas komplizierte Indizierung in den auftretenden Reihen. Zwei

0 0
Reihen Za ; und Zbi werden miteinander multipliziert, indem die einzelnen Summanden
i=0 i=0

nach der Summe ihrer Indizes sortiert werden:
(ay+a, +a,+a,+...a,+..)- (b, + b, +b, +b,+..b, +...)

n
ay-b, +ay-b+a -by+ay-by+a b+ay,by+..+Y a; b +..
—

Indexsumme 0 Indexsumme 1 Indexsumme 2 J=0 ,

Indexsumme n

Satz 5.1-10:

Sind die Reihen Zai =a und Zbl. =b absolut konvergent, so ist auch die Reihe

i=0 i=0

Z( a, -bl._kj absolut konvergent, und es gilt
k=0

i=0 \ k=0

Auf den technisch aufwendigen Beweis wird hier verzichtet.

Im allgemeinen ist die Bestimmung des Konvergenzverhaltens einer Reihe nicht einfach, so
dass sich die Frage nach Konvergenzkriterien fiir Reihen stellt. Ein ,,Negativkriterium* lie-

fert Satz 5.1-6: Falls fiir eine Reihe Z a; die Folge (an)neN nicht gegen 0 konvergiert, exis-
i=0

tiert auch der Grenzwert Zai nicht. Zwei ,,Positivkriterien* flir absolute Konvergenz sind
i=0

im folgenden Satz zusammengefasst.




5.1 Folgen und Reihen 157

Satz 5.1-11:

(1) (Majorantenkriterium)
Ist Zbi absolut konvergent und gilt |al.| < |bi| fiir (fast) alle i € N, so ist auch die
i=0
Reihe Z a, absolut konvergent.
i=0
(i) (Quotientenkriterium)
Die Reihe Za[ besitze die Eigenschaft, dass ab einem Index n,e N stets
i=0
Dt | < g fiir einen Wert ¢ mit 0 < g <1 gilt. Dann ist die Reihe Zai absolut
an i=0
konvergent. Ist ab einem Index stets Dot | 5 , so ist die Reihe divergent.
aIl
Es sei B= 2|bi|. In Aussage (i) wird die Existenz von B vorausgesetzt. Damit ergibt sich

i=0

Zn:|al.|£zn:|bi|SB, d.h. die Folge (Znnaig ist monoton wachsend und nach oben be-
i=0 i=0 i=0

neN

schriankt. Nach Satz 5.1-3 (i1) konvergiert daher Z a, absolut.

In Aussage

ist daher |an| <q"-

i=0

an+1

(ii) gelte <g fir n>n,, also |an+1| < q-|an| <. <qg"mt

a, |. Fur n=ny+1
0

n

o0

g™ . Die Reihe Z(qi :

i=0

a

ny

-q‘”O) konvergiert nach Satz 5.1-9 (i) ab-

ano

solut und damit nach (i) auch Z a, .

i=0

) i

Es sei x € R. Die Reihe Zx—' ist absolut konvergent; denn nach Satz 5.1-11 (ii) ist

=0 L

al |: |x| <1/2 fir jedes neN mitn > 2-|x|—1. Daher ist die Definition
n+1| n+1

der folgenden Funktion sinnvoll.
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Die Funktion

R - R
expiy ., vX

o 1!

heilt Exponentialfunktion. Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion und verwandter
Funktionen werden in Kapitel 5.5 behandelt.

In Satz 5.1-5 (iv) wurde die Eulersche Konstante als lim[l+l) =e=2.7182818284590...
n

n—0

n
definiert. Wie man direkt nachrechnet, gilt (k} L kl Dabher ist (sieche Kapitel 4.1)

l’lk_
n n n n
(1+1) =z( j.Lkg iy
n =\k) n k!

Daraus folgt e = hm(1+ ] < hm(z ] Z% . Es sei umgekehrt #n > m >1. Dann ist

n—0 n—>0 =0 =0 !

EEHER RS )

Durch Limesbildung folgt e= lim(1+l) Zzl und durch erneute Limesbildung
n =0

n—»0

e > lim Z— = Zl . Insgesamt ergibt sich
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Es lésst sich nun leicht zeigen, dass e keine rationale Zahl ist. Denn angenommen, e liee sich

®© q 0
als Bruch e:% mit peN_, und geN_,, dann folgt e=2%=2;+zi und
i=0 L =0 I i=gw1 Lt

i !
z ( ck .)' . Die linke Seite der letzten Gleichung ist gleich
o g+i)

1g! !
p- (q - 1)!—(i + L ij, also eine ganze Zahl. Da die rechte Seite positiv ist, ist die linke

o q
. o g 1 1Y
Seite aus N_,. Fiir die Summanden der rechten Seite gilt = <=1,
(q+i)! (q+l)~...-(q+i) 2
also 0< z Z( j :m—l =1. Dieses Ergebnis widerspricht der Folgerung, dass
i=q+1 l i=1

der Wert aus aus N_, ist. Daher ist e irrational.

Die Exponentialfunktion, die durch die Reihe Zx—

, definiert wird, kann man durch eine end-
i=0 It

liche Summe und einen Restfehlerterm darstellen, dessen Grofie man abschitzen kann:

Satz 5.1-12:

o0

Essei ne N und x € R mit |x| < 1+g. Dann gilt mit R, (x) = Z x_"
i=n+1 Lt
» x i 2 . xn+1
eXp(X) = ;7 = ; ' + Rn+l (X) und Rn+1 (X)| < (}’l + 1)' .
Die Abschitzung des Restterms sieht man wie folgt:
Wegen |x|£1+£:n+2 ist |x| -< |x| Sl fiir jedes i > 0.
2 2 n+2+i n+2
R ( )|< i ﬁ n+1 z | | n+l l’l+1 xn+1 ‘ M+ |x|l N |x|2 N
VI T (n+1) 57 il T | 1 2 (nr2)(ne3)

(n :)! i}&j - 2(11 +1)

Fir x =1 und n =10 liefert Satz 5.1-12 die Abschétzung R,,(1) < 0,00000006 und damit
2,71828180 < e < 2,71828186.
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Der folgende Satz gibt ein Konvergenzkriterium fiir Reihen mit alternierenden Folgenglie-
dern, d.h. jeweils aufeinanderfolgende Folgenglieder wechseln ihr Vorzeichen. Aullerdem
wird eine Abschétzung des Restterms gegeben, wenn die Reihe nach dem n-ten Folgenglied
abgebrochen wird.

Satz 5.1-13 (LeibnizKkriterium):

<a, fiir alle » e N und mit

n+l —

Es sei (a, )neN eine Folge reeller Zahlen mit a, >0 und a

o0

lima, = 0. Dann konvergiert die Reihe Z (~1Y -, , und es gilt

n—»0 :
i=0

D (-1)-a,=4,-(-1)"a,, mt0o<Ai, <I.

n

Fiir die Folge der Partialsummen mit geraden Index (s, , )neN gilt

2n

Cli =4a,—q + a, —a; +..+ a, ., — 4y, + a,.,
:0

(ao — a1)+ (a2 — a3)+ et (az,rk2 - az,H)+ a,,za,, >0 und

Sypin =Sy, =0y, .»—a,, ,<0,dh. s, ., <s, .Firdie Folge der Partialsummen mit ungera-

n

den Index (sz,m)

| gilt entsprechend

2-n+1

;
Syn1 = Z(_ 1) =0y ata; —ay Tt T a,, a4,
i=0

=(a,—a,)+(a,~a,)+...+(a,, —a,,,,)>0 und
Spnss =82 = "lpy3 F Ay, 20, A sy 28
AuBerdem ist 0<s,,,, =s,, —a,,,<5,, =a,+(-a,+a,)—...+(~a,,  +a,,)< a,. Nach Satz

und (s,,,.,)

|~ Esist

5.1-3 konvergieren (sz_n ),,EN

’%1_r)£1o(sz,n+l ~5,,)= ll_r)n( a,,.,)= 11_r)n(a2 .1)=0, also ist hm 05,41 hm s, und damit exis-

tiert S:Z(—l)i-aizlimsn,undes gilt 0<S§<aq,,also S=A4-aq, mit 0<A<I.

Hn—>»0

Der Restterm z (— l)i -a; ist nichts anderes als eine Reihe mit alternierenden Folgengliedern,

i=n+1

die mit dem Index n+1 beginnt: z -a, —Za mit a/ =(-1)""a

i=n+1

Die Uberlegun-

1+n+1

gen gelten auch fiir diese Reihe, so dass i(— 1) -q, :ia; =,-a,=2,-(-1)"a,, mit

i=n+1 i=0

0<4, <1 gilt.
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5.2 Eigenschaften reeller Funktionen einer Verinderlichen

Im vorliegenden Kapitel werden eine Reihe wichtiger Definitionen zusammengestellt, die Ei-
genschaften reeller Funktionen einer Verdnderlichen beschreiben.

Im Folgenden sei /: X — R, X< R,und /c R sei ein Intervall (siehe Kapitel 1.7).

/ heifit auf | monoton steigend (bzw. monoton fallend), wenn fiir x, €/ und x, €/ gilt:

Ist x, <x,,soist f(x,)< f(x,)
(bzw.
ist x, <x,,soist f(x,)= f(x,)).

Der Graph einer monoton steigenden Funktion fillt also mit wachsenden x-Werten nicht ab;

der Graph einer monoton fallenden Funktion steigt also mit wachsenden x-Werten nicht.

/ hei3t auf | streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend), wenn fiir x, €/ und

x, €l gilt:

Ist x, <x,,soist f(x,)< f(x,)
(bzw.

st x, <x,,soist f(x,)> f(x,)).

/' heillt auf | beschrinkt, wenn es ein ¢ R, gibt, so dass fiir jedes x €/ gilt: | f (x)| <c.

Der Graph einer beschrinkten Funktion verlduft also weder oberhalb von ¢ noch unterhalb

von —c.

fhei3t auf | nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrinkt), wenn es ein ¢ eR gibt,
so dass fur jedes x e/ gilt: f(x)<c bzw. f(x)>c.

f heiflt konvex iiber I, wenn fiir x, €/ und x, €/ mit x, # x,und fiir jedes / €eR mit

0<l<1 gilt:

JUxy +(A=D-x) <1 f(xy)+(A=D)- f(x)).
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f(x)
F(X ) - o

f(x1) +1(f(x;) - f(x1)) =11(;) + (1-1) f(x,)

(1 X + (- 1) X)

x| oo e

I T B

Y

Xy I, +(1-1) %, X,

=X1+|(X2 'Xl)

Nimmt man also zwei beliebige verschiedene Werte x, €/ und x, €/ und verbindet die
Punkte (x,, f(x,)) und (x,, f(x,)) des Graphen einer iiber / konvexen Funktion durch eine
gerade Linie, so verlduft der Graph zwischen (x,, f(x,)) und (x,, f(x,)) unterhalb dieser

Verbindungslinie. Betrachtet man diese Verbindungslinie als Annéherung an den Graphen der
Funktion zwischen (x,, f(x,)) und (x,, f(x,)), so macht man einen Approximationsfehler in

Richtung groBerer Werte, d.h. die Approximation liefert zu gro3e Werte.

f heiflt konkav iiber I, wenn fiir x, €/ und x, €/ mit x, # x,und fiir jedes / €R mit
0</<1 gilt:

Sy +(A=D-x) 21 fxy) + A =D f(x)).

Bei einer konkaven Funktion verlduft der Graph oberhalb der entsprechenden Verbindungsli-
nie. Betrachtet man auch hier wieder die Verbindungslinie zwischen den Punkten (x,, f(x,))
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und (x,, f(x,)) als Anndherung an den Graphen der Funktion, so liefert sie hier zu kleine
Werte.

/ heif3t streng konvex iiber I, wenn fiir x, €/ und x, €/ mit x, # x,und fiir jedes / eR

mit 0 </ <1 gilt:

JU-xy +A=D-x)<l- fx))+ (A =D f(x)).

f heil3t streng konkav iiber |, wenn fiir x, €/ und x, €/ mit x, # x,und fiir jedes / €eR

mit 0 </<1 gilt:

JUxy + (=D x)> 1 fx) + (=D f(x)).

Eine Funktion kann in Teilintervallen ihres Definitionsbereichs (streng) konvex und in ande-
ren Teilintervallen (streng) konkav sein.

Die Funktion f: X — R, X < R heift stetig im Punkt x, € X, wenn gilt:
Fir jedes ¢ € R mit £>0 gibt es ein 0>0, das von ¢ und x, abhingen kann (d.h.

0 =0(&,x,)), mit folgender Eigenschaft:
Fiir jedes x € X mit |x—x0| <o ist|f(x)—f(x0)| <eg.

Die Funktion f: X — R heil}t stetigin D < X, wenn f'in jedem Punkt x, € D stetig ist.

Fiir einen Wert x € R und ein ¢ > 0 bezeichnet man das offene Intervall
U,(x)= {z|x—€<z<x+£ }z {z‘|x—z|<g}

als £-Umgebung von x. Mit dieser Bezeichnung bedeutet die Stetigkeit einer Funktion
f:X— R in einem Punkt x, € X :

Zu jeder &-Umgebung U(f(x,),&) von f(x,) gibt es eine (von & und x, abhingige) & -
Umgebung U(x,,5) von x,, die durch f ganz nach U(f(x, ), &) abgebildet wird, d.h. fiir die
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SWU(xy, 8) U (f(x, ). ¢)

gilt. Anschaulich heif3t dieses, dass fiir ein Argument x, das sich ,,nahe bei” x, befindet (in
der 6 -Umgebung U (xo, o ) von Xx, ), der Funktionswert f(x) ,nahe bei* f(x,) liegt (in der
& -Umgebung U(f(x,),&) von f(x,)). Eine ,,sehr kleine Anderung des Arguments, d.h. der
Ubergang von x, zu x mit |x —xo| <6, fiihrt zu einer ,,sehr kleinen Anderung® von f(x,),
d.h. der Funktionswert f(x) erfiillt | f(x)—f (x0)| < ¢ . Insbesondere macht der Graph der

Funktion an der Stelle bzw. ,,nahe* der Stelle x, keinen Sprung. Graphen stetiger Funktionen

lassen sich in einem Zuge zeichnen, ohne den Zeichenstift abzusetzen. Der Graph einer in
x, € X stetigen Funktion weist in (x,, f(x,)) keine Sprungstelle auf.

Andert sich die Funktion fin der Nihe von x, langsam, so wird man keine Miihe haben, zu

vorgegebenem ¢ > 0 ein passendes o >0 zu finden; dndert sie sich rasch, so wird man ¢ ent-
sprechend klein wéhlen miissen.
Beispiele:

Die Funktion

R,, - R
f’x—)%

2
£ X,

l+¢&-x,

>0 nehmen.

ist stetig in jedem Punkt x;, eR_,: Zu &£>0 kann man 0 =d(¢,x,) =

Ist ndmlich x € X' mit |x - xo| <J,s0ist

|x0—x| o o
= < < .
‘x-xo‘ x-x,  x-(x,—5)

()= f(x)| = [l/x=1/x,|

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Annahme |x - x0| < ¢, die gleichbedeutend ist mit

X,—0<x<x,+0 (also gilt insbesondere x,—& <x bzw. 1/x<1/(x,~5)). Setzt man

2
5o %
I+¢-x,

ein, so siecht man 5) = ¢, also insgesamt |f(x) - f(x, )| <eg.

Xo '(xo -
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Die Funktion

_{RZO —> R

x> W

ist stetig in jedem Punkt x, €R,,. Zu £>0 und x, >0 wihle man z.B. §=45(¢,x,)=¢&".

Man beachte, dass ¢ hier nur von ¢ und nicht von x, abhdngt. Ist nimlich xe X mit

|x—x0|<5 und x # x, (fiir x = x, gilt sowieso |f(x)—f(x0)|=0< £):

|V =y} (V) |x x| _ lv-x
S B VTN = R N PN S ey

[f()= 1 (x)|=

Die letzte Ungleichung folgt aus der binomischen Formel: Sind a e R, und b € R, reelle

Zahlen, so gilt:

a+b£a+b+2-\/5-\/3=(\/2+\/3)2;

auBerdem gilt |a—b| < a+b und damit 1/|a—b| <Ja+b<~Ja++/b.

Die obige Ungleichung wird fortgesetzt:

£ (x) = £ (x,)| < \/— = Jr=x,| <5 =& =5,

Wie im Fall der Konvergenz ist das zu vorgegebenem ¢ > 0 ,,passende® 6 >0 nicht immer
leicht zu finden; hier ist hdufig mathematische Phantasie gefragt. Man kann beispielsweise die
konkrete Angabe von o zunidchst offen lassen und versuchen, die Ungleichung

| J(x)= f(x, )| < & so umzuformen, dass dort der Ausdruck |x—x0| vorkommt, von dem man

dann ja annimmt, dass er kleiner als ¢ ist. Dann versucht man, die so entstandene Unglei-
chung nach & aufzuldsen. Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise erldutern.

Die Funktion

R - R
Tx o x?
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ist in jedem Punkt x,eR stetig. Zu £>0 und x, eR setzt man beispielsweise
0=0(&,x,)=? Es wird zundchst | f(x)-f (x0)| in Abhingigkeit von |x—x0| und x, be-

stimmt:

|f(x)_f(xo)| :‘xz —xé‘ :|(x_xo)'(x+xol = |x_xo|'|x+xo|
< |x—x0|-Qx|+|xo|)< 5-(2-|x0|+5)

In der letzten Ungleichung wurden die spéter zu treffende Annahme |x—x0| < ¢ und die aus
dieser Ungleichung leicht nachzurechnende Folgerung |x| < |x0| + 0 bereits verwendet. Wie ist

also 0 zu wihlen, damit o - (2 . |x0|+ o )< ¢ 1ist (hier reicht auch ,,=* anstelle von ,,<*, da ja in

der Ungleichungskette bereits ,,<* vorkommt)?
5-(2-|x0|+5): 5 +2-5-|x0|+|x0|2 —|x0|2 = (5+|x0|)2 —|x0|2 =g
ergibt

§=08(8,x0) = |xo|” +&~|x,|-

Da der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen groBer als |)c0|2 ist, ist auch 0 > 0. Wihlt man den

so angegebenen Wert von ¢, so folgt aus |x —xo| < o0 die Ungleichung | J(x)=f(x, )| <eg.

Die Funktion f:X — R heif}t gleichmiiflig stetig in D c X, wenn es fiir jedes ¢ € R mit
>0 ein >0 gibt, das hochstens von ¢ abhidngt (d.h. 6 = 6(¢)), mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes x € D und fiir jedes y € D mit |x — y| < S ist |f(x) - f(y) <é&.

Jede in D c X gleichmifBig stetige Funktion ist dort natiirlich auch stetig. Es gibt jedoch ste-
tige Funktionen, die nicht gleichméBig stetig sind, wie das Beispiel der Funktion

R - R
, zeigt:
X

X —
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Angenommen, f wire gleichméBig stetig. Es sei £ >0 vorgegeben, und 6 > 0 sei der zugeho-
rige Wert aus der Definition der gleichmaBigen Stetigkeit. Es wird ein Wert 6’ gewéhlt mit
0< &' <5 und eine groBe reelle Zahl x € R mit &"-(2-x+0")> & (einen derartigen Wert x
findet man immer, da der Ausdruck links beliebig grof3 gemacht werden kann). AuBerdem

wird y =x+0" gesetzt. Dann ist |x—y| = |x—(x+§’] =0'< 9, aber

S =S )= =] =]y = x| =[x+ 8F = x| =x-" 487|282 x4 8) 2 2.

Es ldsst sich zeigen, dass eine auf R gleichméBig stetige Funktion ,,nicht zu schnell wachst*,
ndmlich hochstens wie eine lineare Funktion (genauer: Ist /:R — R gleichmafBig stetig, so

gibt es eine Konstante C >0 mit |f(x)] < C-(1+]x])).

Satz 5.2-1:
Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(a) f:X—> R istander Stelle x, € X stetig.

und

(b)  Fiir jede Folge (x,) . mit limx, =x, gilt lim f(x,) = f(x,).

neN n—»o

Um die Aquivalenz beider Aussagen zu beweisen, wird zunichst ,,(a) = (b)* gezeigt:

Die Funktion f:X — R sei an der Stelle x, € X stetig, und es sei (xn) eine Folge mit

neN

limx, =x,.Zu >0 gibt es >0 mit |f(x)— f(x,)| <& fiir jedes x € X mit |x—x,|<&.

Aufgrund der Konvergenz der Folge (xn )neN gibt es zu J ein n, € N mit |xn - x0| <o fir je-
des n=n,. Daher ist |f(xn)—f(x0)| < ¢ fir jedes n>n,, d.h. die Folge (f(xn ))

|y konver-
giert gegen f(x,).

Fiir die Umkehrung ,,(b) = (a)* wird (b) als giiltig vorausgesetzt, aber angenommen, dass f'in

x, nicht stetig ist. Das bedeutet, dass es &> 0 gibt, so dass fiir alle 6 >0 ein x; € X mit
|x5 _xo| <6, aber |f(x§) — /(%)

betrachtet. Zu jedem neN mit n>1 gibt es also ein x,, € X mit ‘xl/n—x0‘<1/n, aber

> ¢ existiert. Es werden alle § der Form 6 =1/n mit n>1

‘ Sy —f (xo)‘ > ¢ . Die Folge (xl/n)new ., konvergiert gegen x,. Nach Voraussetzung (b)
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konvergiert (f(x,,)) . gegenf(x,), dh. |f(x,,)~ f(x,)|<é fiir fast alle neN im Wi-

derspruch zur Konstruktion von (xl /n)

neN, n>1 :

Mit Hilfe des Satzes 5.2-1 ldsst sich hdufig nachweisen, dass eine Funktion in einem Punkt

X, €X nicht stetig ist. Dazu braucht man nur eine einzige Folge (xn) anzugeben, die ge-

neN

gen x, € X konvergiert, deren Bildwerte unter f"aber nicht gegen f(x,) gehen.

Beispiel:

Die Funktion
R —> R

f: X firx <1
1x — .
x+1 firx>1

ist in x, =1 nicht stetig. Dazu betrachte man die Folge (xn) mit x, =1-1/(n+1). Es gilt

neN

limx, =1. Andererseits ist  f(x,)=1-1/(n+1) und f(x,)=/f(1)=2, also

n—>0

lim f(x,) # f(x,).

Satz 5.2-2:

Sind f:X— R und g2 X— R mit X< R stetig, so auch die folgenden Abbildungen:

] . X - R

O T*E8 e S5 e

. . X - R
WS 5 e

X - R

(111) |f|: { NN |f(x)|

. _ X - R " R
(iv) c-f: x5 e f() mit ¢ €
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X - R
(v) Istg(xy)#0,soist f'/ g, _ S(X) in x, €R stetig.
g(x)

(vi) Mit fund g istauch go f stetig.
(vil) Es sei X <R ein Intervall und f:X — R eine streng monoton steigen-
de/fallende stetige Funktion. Dann ist f(X) ein Intervall, f:X — f(X) ist

-1
bijektiv, und die Umkehrfunktion f:f (X )—)X ist streng monoton stei-
gend/fallend und stetig.

Die Teile (i) — (v) ergeben sich mit Satz 5.2-1, jeweils zusammen mit den Regeln aus Satz
5.1-2. Die Teile (vi) und (vii) verifiziert man durch Anwendung von Satz 5.2-1.

Teil (vi) wendet Satz 5.2-1 an: Es sei x, € X und (xn) eine Folge mit limx, = x,, dann

neN n—»o

gilt wegen der Stetigkeit von f lim f(x,)= f(x,). Wegen der Stetigkeit von g ist

lim g(f(xn)): g(f(xo)). Daher ist go f in x, stetig.

Teil (vii) bedarf einer genaueren Betrachtung, hier fiir den Fall, dass f streng monoton stei-
gend ist:
Dazu seien und y, € f(X), etwa y, € f(x,) und y, e f(x) mit x,e X und x,€X und

x, < x,. Wegen der Monotonie von f'ist y, = f(xo)S f(xl): v,-Essel ye [yo, yl]. Im folgen-
den Satz 5.2-3 (ii) wird nachgewiesen, dass es zu yeR mit y,<y<y ein xeX mit
x,<x<x und f(x)=y gibt’. Das bedeutet y € f(X) bzw. [y,, y]< f(X). Aus Satz 1.7-3
folgt, dass f (X ) ein Intervall ist.

Sind x,€ X und x, € X mit x, #x,, dann ist wegen der strengen Monotonie von f im Fall
x, <x auch f(x,)< f(x,), und im Fall x, > x, auch f(x,)> f(x,), also f(x,)# f(x,). Daher
ist finjektiv (und f: X — f (X ) nach Definition surjektiv), und es existiert die Umkehrabbil-

dung }:f(X)—)X.
Diese ist streng monoton steigend: Dazu seien y, € f (X ) und y, € f (X ), etwa y, € f (xo)

und y, € f (xl) mit x,€ X und x, € X und y, <y,. Wire x, > x,, so folgte wegen der Mono-

-1

tonie von fist y, =f(x0)z f(xl):yl.Also ist x, :f(y0)<;(yl):xl.

5 Da fiir Satz 5.2-3 (ii) die Aussage in Satz 5.2-2 (vii) nicht verwendet wird, ist dieser ,,Vorgriff* zu-
lassig.
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-1
Die Stetigkeit von f: f (X ) — X sieht man wie folgt:
Es sei y,ef(X) und (y, )neN eine Folge in f(X)eine Folge mit limy, =y,. Es sei
-1 -1

X, =f(y,) und x, = f(y,), also lim f(x,)= f(x,). GemiB Satz 5.2-1 ist limx, = x, zu zei-

n—0

gen. Falls (xn )neN nicht gegen x, konvergiert, so gibt es ein & >0, so dass fiir unendlich viele

neN

X, —x0| > ¢ gilt. Die Menge dieser natiirlichen Zahlen (Indizes) sei M. Definiert man

M, :{n X, 2x0+g} und M_ :{n| X, Sxo—i-g}, so ist M =M, UM_, und mindestens eine

der Mengen M, oder M_ hat unendlich viele Elemente, etwa M. . Fiir jedes ne M, ist (we-
gen der strengen Monotonie von f) f (xn)z f ()c0 +5)> f (xo). Das bedeutet: es gibt &' >0,
namlich &= f(x, +&)— f(x,), so dass fiir unendlich viele n € N, namlich fiir jedes ne M. ,
die Abschitzung | flx,)- 1 (x()] > f(x, +&)- f(x,)=¢" gilt. Diese Schlussfolgerung steht im
Widerspruch zu lim flx,)=1(x,)-

Satz 5.2-2 (vii) begriindet die Existenz der Wurzelfunktionen in den reellen Zahlen, d.h.
die Bildung einer beliebigen Wurzel aus einer reellen Zahl. Dazu wird fiir n € N mit n>1 die

Funktion
RZO - RZO
S { x - X"

betrachtet. Sie ist auf R, stetig und streng monoton steigend. Nach Satz 5.2-2 (vii) ist sie

bijektiv, und die Umkehrabbildung ist streng monoton steigend und stetig. Sie wird als n-te
Wurzelfunktion bezeichnet:

- {R>0 - R,

N CRE:

x st derjenige Wert y e R, fiir den y" =x gilt.

Der folgende Satz, der in 5.2-2 (vii) bereits verwendet wurde, driickt noch einmal aus, dass
der Graph einer stetigen Funktion keine Spriinge aufweist.
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Satz 5.2-3: (Zwischenwertsatz)

(i) Esseien acR und b eR reelle Zahlen mit a < b. Die Funktion f :[a,b]—> R
sei im Intervall [a,b] stetig. Aullerdem gelte f(a) <0< f(b). Dann gibt es ein

y €la,p] mit £(y)=0.

(ii) Esseien a € R und bR reelle Zahlen mit a < b. Die Funktion f :[a,b]—> R
sei im Intervall [a,b] stetig. Es gelte f(a)< f(b). AuBerdem sei ce R mit
f(a)<c< f(b). Dann gibt es ein y €[a,b] mit f(y)=c.

Aussage (1) ist richtig, wenn f(a)=0 oder f(b)=0 ist. Es gelte daher f(a)<0< f(b). Es

werden zwei Folgen (x, )neN und (y, )neN rekursiv definiert:

xO =a, yO = b ]
X ., = 2 2 y = 2
n+l > Y+l T .
x,  falls f| 22 2e >0 %tV ps %t e)sg
2 2 B
Offensichtlich gilt [x,.,,y,.]<[x,,»,] und y,, —x,, =2 ;x,, _ bz—na . Die Folgen

(xn )neN und (yn )neN definieren eine Intervallschachtelung, deren Linge gegen 0 konvergiert.
Die linke und die rechte Intervallgrenzen konvergieren daher gegen eine Zahl yeR:

y=limx, =limy . Mit Satz 5.2-1 folgt f (7): lim f (xn): lim f (yn). Nach Konstruktion ist

n—x0

f(x,)<0 und damit f(y)<0; ebenso gilt nach Konstruktion f(y,)>0und damit f(y)>0,
insgesamt f(y) =0.

Fiir den Nachweis von (ii) wird g : [a, b] — R durch g(x)=f (x)— ¢ definiert. Dann ist g ste-
tig, und es gilt g(a)= f(a)— c<0 und g(b)= f(b)— c>0. GemiB Teil (i) gibt es ein
y €la,b] mit g(y)=0,dh. f(y)=c.

Es seien X c R und f:X — R eine Funktion. Das Element x, € X heif3t Nullstelle von £,
wenn f(x,)=0 gilt.
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Die Funktion f:X — R besitzt im Punkt x, € R den (endlichen) Grenzwert f, R, wenn
gilt:

Fiir jedes € e Rmit £ >0 gibt es ein (von & abhéngiges) o = d(¢) mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes x € X mit |x—x0| <O ist |f(x)—f0| <eg.
Zu beachten ist, dass der Wert x, nicht zum Definitionsbereich von f'gehdren muss.

Wihlt man eine beliebig kleine &-Umgebung von f,, so findet man immer eine o -
Umgebung von x,, die durch f komplett in diese ¢-Umgebung abgebildet wird. In jeder be-
liebig kleinen &-Umgebung von f; findet man Bildpunkte (unter f), deren Urbilder nahe bei

x, liegen.

Schreibweise: lim f(x) = f,.

Die Funktion f:X — R besitzt in x, € R einen Pol, wenn gilt:

Fiir jedes K e R mit K >0 gibt es ein (von K abhingiges) 6 = 6(K) mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes x € X mit |x —x,| < & ist [f(x)|>K .

Die Funktionswerte wachsen iiber jede Grenze, wenn man sich dem Wert x, nihert. Dabei ist

zu beachten, dass x, nicht zu X gehort.

Schreibweise: lim f(x)=to0.

X—=Xp
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Unmittelbar aus der Definition folgt

Satz 5.2-4:

Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:

(a lim f(x)=0

X—Xp

und

(b) Die durch (%j(x) = % () definierte Funktion besitzt bei x, einen Pol.

Fiir den Nachweis von ,,(a)= (b)* gelte lim f(x)=0, und es sei K eR mit K >0. Zu

e=1/K gibt es >0, so dass fiir xe X mit ‘x—xp‘<5 gilt: |f(x)—0|:|f(x]<8:1/K.
1 =1
VASRVZ®

Fiir die umgekehrte Implikation ,,(b)=> (a)“ wird entsprechend argumentiert.

Dann ist

>K ,d.h. %, besitzt bei x, einen Pol.

Die Funktion f:X — R hat fiir x > oo die Asymptote s: X — R, wenn gilt: Fiir jedes
& €eRmit ¢ >0 gibt es eine (von ¢ abhingige) Konstante C = C(¢)> 0 mit folgender Eigen-
schaft:

Fiir jedes x € X mit x> C(¢) ist | /(x)—s(x)| < &.

Der Funktionsverlauf von f ndhert sich beliebig dicht dem Funktionsverlauf von s an, wenn
man x nur geniigend grofl wihlt.

Schreibweise: lim|/(x) - s(x)[ = 0 bzw. lim f(x) = s(x).
Entsprechend hat die Funktion f:X — R hat fliir x > —o die Asymptote s: X — R, wenn

gilt: Fiir jedes ¢ e Rmit ¢ >0 gibt es eine (von ¢ abhédngige) Konstante C = C(g)> 0 mit

folgender Eigenschaft:

Fiir jedes x € X mit x <0 und |x| >C(¢g) ist |f(x)—s(x)| <e.

Schreibweise: lim |f(x) = s(x)| =0 bzw. lim f(x)=s(x).
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Ein Polynom ist eine Funktion p:R — R, zu deren Berechnung man mit den Rechenoperati-

onen Addition, Subtraktion und Multiplikation auskommt.

Beispielsweise wird durch p(x) = (x—l)-(x2 +5)—\/5-x7 =—2-x"+x =x*+5-x=5 ein
Polynom definiert.

Polynome lassen sich immer auf eine ,,standardisierte Form bringen:

Eine Funktion

R—>R
p' . n_l_ . n—1+ X+
X —> an X an_l X ...Cll X Clo

mit reellen Konstanten a,,a,_,, ... ,a,,a, und a, #0 hei3t Polynom vom Grad n.

n
Fiir p(x)=a,-x"+a, ,-x"" +...a,-x+a, schreibt man wie iiblich p(x)= Zai X"
i=0

Beispiele:

Die durch p(x)= (x—l)-(x2 +5)—\/5-x7 =—/2-x"+x’ —x*+5-x—5 definierte Funktion ist

ein Polynom vom Grad 7.

Die durch p(x)=5-(x" —x)-x” +4/2,5 definierte Funktion ist ein Polynom vom Grad 4.

Die durch p(x)=3-x"— Jx +9 definierte Funktion ist kein Polynom.

Polynome vom Grad 0:
p(x)=a, = const.

Hier wird auch a, = 0 zugelassen.
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Der Graph eines Polynoms vom Grad 0 ist eine Gerade, die im (x, y)-Koordinatensystem pa-
rallel zur x-Achse verlduft und die y-Achse im Punkt (O,ao) schneidet.

Polynome vom Grad 1:

p(x)=a,-x+a, mit a, #0

Die einzige Nullstelle ist x, = &

a

Der Graph eines Polynoms 1. Grades ist eine Gerade und schneidet im (x, y)-
Koordinatensystem die y-Achse im Punkt (0,a,).

Polynome vom Grad 2:
p(x)=a,-x*+a,-x+a, mit a, #0

Es gibt zwei oder eine oder keine reelle Nullstelle. Die Nullstellen berechnen sich zu

2
a e’ _a

2
-a, 4-a,” a,

X = —
01,02
2

. . . 2 .
Diese sind nur dann reellwertig, wenn a,” 2 4-a, - q, ist.

Ein hiufig auftretender Spezialfall ist das Polynom der Form p(x) = x*+ p-x+¢ mit p eR
und ¢ € R. Dieses Polynom hat die Nullstellen

PP
S

Xor,00 =

Die Bedingung fiir die Reellwertigkeit der Nullstellen lautet p° —4-¢ > 0.

Der Graph eines Polynoms 2.Grades ist eine Parabel, die fiir a, >0 nach oben und fiir

a, <0 nach unten gedffnet ist.
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Ist a, >0 (bzw. a, <0), so wird der minimale (bzw. maximale) Wert des Polynoms

p(x)=a, x> +a,-x+a, an der Stelle

___ 4
s 2-a,
2
angenommen; der Funktionswert lautet dabei p(x;)=a,— 4ala .
2

Im Spezialfall p(x)=x"+ p-x+q lauten die entsprechenden Werte

v =24 wnd pe)=q-(4)

Polynome vom Grad > 3:

Fiir Polynome 3. und 4. Grades gibt es noch eine geschlossene Formel zur Nullstellenbestim-
mung, fiir Polynome hoheren Grades i.a. nicht.

Satz 5.3-1:

n
(i) p(x)=a,-x"+a,, -x""+.+a-x+a, = Zai -x" sei ein Polynom vom Grad n
i=0

und x, eine Nullstelle von p (d.h. p(x,)=0). Dann gibt es ein Polynom p, vom
Grad n—-1 mit
p(x)=(x=xy)-p(x).

Man kann also den Linearfaktor x —x, aus p(x) ausklammern.

Im Spezialfall p(x)=x" —a" mit a # 0 lautet eine Nullstelle x, = a. Es ist

—1
p(x) :xn _an :(x_a)_nZ:an—i—l _xi )
i=0

(i) Ein Polynom vom Grad » hat hochstens n viele reelle Nullstellen.

(i11)) Ein Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle.
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Teil (i) sieht man durch Rechnen:

Es ist im Spezialfall p(x)=x"—a" die rechte Seite der Gleichung

n—1

n-1 n-1 n n—1
i 1) sl o o o
(x—a)- E a"mex' = E a" L x E a"x'= E aox' = E a”-x'=x"-a".
i=0 i=0 i=1 i=0

= i=

Es sei x,, eine Nullstelle von p. Fiir x, =0 ist 0= p(0) =4, und

n n
p(xX)=a,-x"+a, X" +.+a -x= (x—O)-Zai X, Wegen a,#0 ist p/(x)= Zal. !
i=l1

i=1
ein Polynom vom Grad n—1.

Fiir x, # 0 ist

p(x)= p(x)— p(x,)
:iai -xi —iai -xé

=>a- (xi -~ x(’)) (gemiB Spezialfall mit a = x,)
i=l1

n
_ i—1 i-2 2 i-3 i-2 i—1
—(x—xo)-Eai-(x Fxp X T xi T x x|
i=1

n
Setzt man p,(x)= Z a, ~(x"1 X X Xy X T X X+ x{)‘l), so sieht man, dass es sich
i=1

wegen a, # 0 um ein Polynom vom Grad » —1 handelt.

Der Vorgang des Ausklammerns eines Linearfaktors kann hochstens #-mal durchgefiihrt wer-
den (Teil (ii)).

Teil (iii) kann mit Satz 5.2-3 nachgewiesen werden:

Es sei p(x)= z a,-x' mit ungeradem n und a, # 0. Es wird fiir x # 0
i=0

a, a, a, . n .

f(x)=1+—"=—+..+ -+ — gesetzt. Dann ist a, - x" - f(x) = p(x). Es gilt:

.
a,-x a,-x a,-x

lim f(x)=1= lim f(x). Bei negativem a, ist daher lim p(x)=—c0 und lim p(x)=oc0; bei
positvem a, #0 ist lim p(x)=oc0 und lim p(x)=-co. Es gibt also a€R und bR mit

p(a)<0 und p(b)>0 bzw. p(a)>0 und p(b) <0, je nach Vorzeichen von a,. Mit Satz
5.2-3 folgt die Aussage.
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Satz 5.3-2:

Das Polynom p(x) = Zai -x' vom Grad n habe die reellen Nullstellen x,,, ... ,X,,,;
i=0

hierbei werden mehrfache reelle Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgefiihrt. Dann
gilt

P(X) = (x=xg)) oo (X=X, P (X)

mit einem Polynom p,(x) von geradem Grad 2-k, das keine reellen Nullstellen hat.

AuBerdemist n=m+2-k.

5.4 Gebrochen rationale Funktionen

Eine Funktion der Form

X —-> R
fily o 2@
g(x)

mit X < R und den Polynomen p(x)= Zai -x" und g(x) = ij -x’ und b, #0 heiBt ge-

i=0 =0

brochen rationale Funktion.

An den Nullstellen von ¢ ist f nicht definiert, d.h. der Definitionsbereich von f* lautet

D(f)=R\{x,1q(x,)=0 .

Skizzierung einer gebrochen rationalen Funktion f:
1. Schritt:

Es werden alle Nullstellen von p und alle Nullstellen von ¢ bestimmt. Alle diese Nullstellen
seien X, ... , X;-
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Die Nullstellen von g gehoren nicht zum Definitionsbereich von f.

Fiir jede dieser Nullstellen x,, von p und ¢ wird der 2. Schritt durchgefiihrt.
2. Schritt:

Es werden 3 mogliche Fille unterschieden:

1. Fall: x,, ist eine Nullstelle von p, aber nicht von g:

p(x,;)=0und g(x,,)# 0

Es gilt

p(xm) 0
0i) = = =0,
T = e ™ atr)

d.h. x,, ist eine Nullstelle von f.
2. Fall: x, ist keine Nullstelle von p, aber eine Nullstelle von g:
p(xy;)#0und g(x,,)=0
Zu beachten ist, dass ffiir x,, nicht definiert ist.
Es gilt

lim g(x)

' 0
hm 1 = 2% = = 0
Pareny /f(x) lim p(x) p(x,;)

d.h. f besitzt bei x, einen Pol.

3. Fall: x,, ist sowohl eine Nullstelle von p, als auch eine Nullstelle von g:

P(xy;)=0und g(x,)=0

Zu beachten ist, dass ffiir x,, nicht definiert ist.
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Ist x,, eine r-fache Nullstelle von p und eine s-fache Nullstelle von ¢, dann gilt

(x _XOi)r P (x)

S(x)= mit p,(x,,)#0 und ¢,(x,)#0.
(x_xol‘)‘ “q,(x)
Fall 3a: r > s
lim £(x) = lim (x—x,, )~ 250 _ g
X—)X()’ X—)XOI- ql (xol)
Fall 3b: r =5

lim ()= 200) L g
x> 4, Xo:)

In beiden Fillen nennt man x,, eine behebbare Unstetigkeitsstelle von f, da man f

stetig nach x,, fortsetzen kann.

Fall 3c: r<s

lim /f( )= = lim (e xO,.)‘( )'%(x) =0, d.h. fhat bei x,, einen Pol.
X—>Xp; X=X, pl X

3. Schritt:

Es wird das Verhalten von f(x) bei x — too untersucht.

Es ist f(x):ﬁ , p(x)=) a;-x', g(x)=>b,-x’ und b, #0.
q(x) i=0 7=0

Fall 4a: Der Grad von ¢ ist groBBer als der Grad von p, d.h. m > n.

a -x"+a_ -x""'+.+a-x+a
hmf(x) = lim—= n-1 m71 1 0
oh x"+b +..+b - x+b,

i an~%,,,,,+anl ym<n1>+ ta - yml—i_ao ym
— b, m1/+ b - /,,,1+b /

=0,
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d.h. f hat bei x —> too die Asymptote s(x) =0 (x-Achse).
Fall 4b: Der Grad von g ist nicht groBer als der Grad von p, d.h. m<n.
Durch Ausdividieren (Polynomdivision) von ¥ (%( X) erhédlt man auf eindeutige

Weise Polynome s(x) und 7(x) mit f (x)=s(x)+%. Hierbei hat s(x) den Grad
q(x

n—m und r(x) einen kleineren Grad als ¢(x), und es gilt:

lirP f(x)=s(x),d.h. f hat bei x - oo die Asymptote s(x).

5.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

In Kapitel 5.1 wird die Exponentialfunktion

definiert. Zunichst werden einige Eigenschaften dieser Funktion untersucht.

Ein wichtiges Ergebnis, ndmlich

o0

exp(l) = Z% =e=2,718281...,
i=0 ¢+

wird in Kapitel 5.1 hergeleitet. Aulerdem gilt z + Zx—' , und daher exp(0) =1.

i D T

Mit Satz 5.1-10 ergibt sich
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2
Fiir jedes » € R gilt daher: exp(r) = exp(§+ %) = (exp(%n >0. Wegen

1 =exp(0) = exp(r —r) = exp(r)-exp(-r) ist sogar exp(r)> 0. Daher kann der Wertebereich

der Exponentialfunktion auf R_; eingeschrinkt werden.

Fiir jedes n € N ldsst sich der Wert der Exponentialfunktion folgendermallen berechnen:

exp(n) = exp(1+1+...+1) = (exp(1))' = ¢".

n—mal

Dieses Ergebnis bedeutet, dass man zur Ermittlung des Werts von exp(n) anstelle der Grenz-

wertberechnung iolj—; in R das n-fache Produkt der reellen Zahl e € R bildet. Zur Berech-

nung des Werts V(;l’l exp(n) mit Hilfe eines Computers, in dem reelle Zahlen nur approximiert

werden konnen, wird man eher die Reihenentwicklung in_" verwenden und diese nach einer
= 1!

endlichen Anzahl Summanden, entsprechend der vorgegebenen Genauigkeit zur Darstellung
reeller Zahlen, abbrechen.

Fiir eine negative ganze Zahl m € Z, m=—n mit n € N, ist wegen
exp(m)-exp(n) =exp(—n)-exp(n) =exp(0)=1: exp(—n) = (exp(n))_l und
exp(m) = exp(—n) = (exp(n))”" = (e” )71 =e"=¢e".

Fiir die vorletzte Gleichung ((e” )71 = e*") wurden die Regeln der wiederholten Produktbildung

in einer kommutativen Gruppe (G, o) verwendet: Fiir a € G mit dem zu a inversen Element

a”' und dem neutralen Element 1 (hier: G = multiplikative Gruppe von R und a =e¢) und

n € N wird definiert:
a =1,a"=ao...oa und a_":a_lo“.oa_lz(a_ly fir n>1.
%/_J %,—/

n—mal n—mal
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. . _ . - -1
Damit ist wegen @ "oa" =a'o...oa 'ogo...oa=1: a ":(a”) .
%/_/ H_/

n—mal n—mal
1
Weiter wird in G fiir n€ N und m € N_,, definiert: Ist fiir be G a=5", dann wird b mit a”

bezeichnet; entsprechend wird  mit a” bezeichnet, wenn 5" = a" gilt.

n n n

n n

Mit diesen Bezeichnungen ist @ o a2 =(a, oa,)n: Es sei by =a, b, =a" und c=(q,0a,)n.
Dann ist #"=a!, b)'=a} und c"=(q0a,) =aloa)=b"ob}=(bob,)" und damit
c:(bl obz); =bob,.

AuBerdem gilt wegen 1" =1": 17 =1.

n

-1
SchlieBlich wird @ " =(a" ) definiert. Dann ist a " = (amJ ; denn

n n n n n n

a ;oa;=(a’1)ﬁoa;:(aoa’l)5=1;=1.

Fiir eine rationale Zahl ¢ =— mit n e N und m e N_; ist
m

(exp(ljj = exp L =exp(n)=e”,also
m m m m

m-mal

Fiir eine rationale Zahl ¢ <0, p=—¢q >0, ist wegen

exp(q)-exp(p) =exp(q)-exp(—q) =exp(q —q) =exp(0) =1: exp(q) = (exp(_q))—l und daher
— _ —1 (_

exp(q) = (exp(—q)) = (e ") —e 1) =t

Insgesamt ist also fiir jedes x € Q gezeigt: exp(x)=e".

Aufgrund dieses Ergebnisses verwendet man fiir alle x € R anstelle von exp(x) die Bezeich-

nung e*; zu beachten ist, dass dieses fiir x € Q bewiesen wurde, fiir x € R\ Q stellt es eine
x
- dar.

abkiirzende Schreibweise fiir den Grenzwert der Reihe '
i=0 I
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Diese und weitere Ergebnisse fasst folgender Satz zusammen:

Satz 5.5-1:

(i) Die Exponentialfunktion

R — 0,0
expiy SEd
i=0 l'

ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalglei-
chung

exp(x+ y) = exp(x)-exp(y) bzw. ™ =e"-¢”.
(i1)) Esseien x eR und y eR. Dann gilt

exp(0) =1,
exp(l) =e,

X

exp(x —y)=exp(x)- (exp( y))_1 bzw. ¢ = e_y .
e

Die Giiltigkeit der Funktionalgleichung in Teil (i) wurde oben bereits gezeigt.
Die strenge Monotonie der Exponentialfunktion zeigt man in zwei Schritten: Zunéchst ist fiir

zeR mit z>0 ist exp(z)=l+z+2%>l. Fir xeR und yeR mit x<y ist
i=2 L.

z=y—x>0 und exp(y)=exp(y —x+x)=exp(y — x)-exp(x) = exp(z)- exp(x)> exp(x). Damit
ist die Exponentialfunktion streng monoton steigend und auch injektiv.

Zum Nachweis der Stetigkeit nutzt man die Abschétzung |exp(x)— 1| <2. |x| fiir |x| <1, die aus
Satz 5.1-12 (dort mit n =0 ) folgt, und Satz 5.2-1:

Es seix, € R und (xn)neN eine Folge mit limx, = x,. Zu zeigen ist: limexp(x, )= exp(x, ).

n—»0

Es gilt

X, —x0| <1 ab einem Index n, € N. Hiermit ist 0 < |exp(xn —xo)—1| <2

X, — x0| und

lim(exp(x, — x,)—1)=0 bzw. lim(exp(x, —x,))=1. Mit der Funktionalgleichung folgt

lim exp(x, ) = lim(exp(x, — x, + x,)) = lim(exp(x, — x, )- exp(x, )) = exp(x, ).

n—>0

Die Surjektivitit der Exponentialfunktion folgt mit dem Zwischenwertsatz Satz 5.2-3: Es sei
yeR_,. Zu zeigen ist: es gibt x e R mit exp(x)= V.
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Fir y=1 wird x=0 genommen.

Ist y>1, sosetztman a=0 und b=n, so dass exp(n)> y ist. Diese Wahl fiir b ist méglich,

da fiir x>0 wegen exp(x)=1+x+ Zx—' >1+x das Grenzverhalten limexp(x)=oco vorliegt.
ey 1! X—0

Damit ist exp(a):1< exp(b) und exp(a)< y< exp(b). Aus der Stetigkeit der Exponential-

funktion folgt mit Satz 5.2-3 (i1) die Existenz von x € [a, b] mit exp(x): V.

Ist O<y<Il, so ist 1/y>1. Dann gibt es xeR mit exp(x)=1/y und
exp(—x)=(exp(x))" = y.

Die letzte Gleichung in Teil (i1) ergibt sich aus exp(y)-exp(—y) =exp(y —y) =exp(0) =1, al-

—1

so exp(—y) =(exp(»)) " : exp(x —y) =exp(x + (= ¥)) = exp(x) - (exp(»))

Aufgrund von Satz 2.2-1 gibt es zur Exponentialfunktion eine eindeutig bestimmte Umkehr-
funktion, die stetig, bijektiv und streng monoton steigend ist (Satz 2.2-1 und Satz 5.2-1 (vii)).
Diese Funktion heif3t natiirlicher Logarithmus und wird mit In bezeichnet:

{] 0,0 - R
In:
X — In(x)

Esist y =In(x) genau dann, wenn x =exp(y)=e’ ist. Weiter gilt:
Mit z =1In(x) und z'=In(y) ist exp(z+z") = exp(z)-exp(z') = x- y, also

In(exp(z +2")) = z +z' = In(x) + In(y) = In(x - ).

Die Ergebnisse und weitere Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus sind im folgenden
Satz zusammengefasst.
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Satz 5.5-2:

(1)

(ii)

Die natiirliche Logarithmusfunktion

ln:{]o,oo[ - R
X — In(x)

ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalglei-
chung

In(x-y)=In(x)+In(y).
Esseien xe R, und y € R ;. Dann gilt

In(1) =0,

In(e) =1,

In(x) <0 fiir x<1, In(x)>0 fiir x>1,
In(x/y) = In(x)—In(y) ,
In(x")=n-In(x) fiir jedes n e Z,

In(x)

ln(e"): x und exp(In(x))=x bzw. "™ = x.

Es sei a € R mit a > 0. Dann heif3t die Funktion

X

{R
exp, :

- 10,00 [
- exp(In(a)-x) = "*

Exponentialfunktion zur Basis a. Statt exp_(x) schreibt man a*.
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Satz 5.5-3:
EsseiaeR mit a>0.

(1)  Die Exponentialfunktion zur Basis a

R — ]0, o0 [
exp
Pa x — exp(ln(a)-x)=e" "

ist stetig. Fiir a > 1 ist sie streng monoton steigend, fiir a <1 ist sie streng monoton
fallend, fiir @ =1 ist sie konstant 1.

Fiir a #1 ist die Exponentialfunktion zur Basis a bijektiv.

(i1)) Esseien x eR und y eR. Dann gilt

exp,(0)=1 bzw. a’ =1,
exp,(l=a bzw. a' =a,

exp,(x+y)=exp,(x)-exp,(y) bzw. ™’ =a"-a”,

X

exp, (¥~ ) = exp, () (exp, () baw. a7 ==
a

y?

(exp, (x)) =exp,(x-y) bzw. (a")y =a".

Die Stetigkeit in Teil (1) folgt aus Satz 5.2-2 (vi).
Zum Nachweis der Monotonie sei zunichst @ >1. Dann ist In(a)>0. Fir x <ux, ist

ln(a)- x, < ln(a)- x, und wegen der strengen Monotonie der Exponentialfunktion
exp, (x,)=exp(In(a) - x,) < exp(In(a) - x, ) = exp,(x,). Ist a <1, dann ist In(a)<0 und x, <x,
impliziert In(a)- x, > In(a)- x, und daher

exp, (x,)=exp(In(a) - x,) > exp(In(a) - x, ) = exp, (x; ).

Die letzte Gleichung in Teil (ii) soll verifiziert werden:
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(exp,(x)) = (exp(In(a)- x))’ (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis a)
= exp(In(exp(In(a)- x))- y) (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis exp(In(a)- x))
=exp(In(a)-x- y) (da der natiirliche Logarithmus und die Exponentialfunktion
zueinander invers sind)

=exp,(x-y) (nach Definition der Exponentialfunktion zur Basis a).

Fir x eR und y e R mit y >0 lésst sich nun auch der Ausdruck y* sinnvoll definieren:

v =explin(y)) =6

In(1)x

Beispielsweise ist 1" = e =e” =1, und Werte wie 7" oder 2¢ machen einen Sinn.

Fir aeR mit a>0 und a#1 heilt die zur Exponentialfunktion exp, existierende Um-

-1
kehrfunktion exp, , die Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit log_, bezeichnet:

{] 0, [ - R
log, : .
X — log,(x)

Satz 5.5-4:
EsseiaceR mit a >0 und a #1.

(1)  Die Logarithmusfunktion zur Basis a

{] 0,00 [ - R
log, :
X — log,(x)

ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfiillt die Funktionalglei-
chung

log, (x-y)=log,(x)+log,(») .
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(i)) Esseien xe R, und y € R ;. Dann gilt

log,(1)=0,

log, (a)=1,

log,(x)<0 fir x<1, log,(x)>0 fir x>1,
log, (x/y)=log, (x)~log,(»),

log, (x'”)= m-log, (x) firjedes meZ,

loga(ax)= x und @™ =x.

Die folgenden Abbildungen zeigen die Verldufe einiger Exponential- und
Logarithmusfunktionen.

Exponentialfunktionen

10 %
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Logarithmusfunktionen

2 In(X)=

Die Exponential- und Logarithmusfunktionen zu unterschiedlichen Basen a € R mit a >0
und a#1 und b R mit b >0 und b #1 lassen sich ineinander umrechnen.
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Satz 5.5-5:

Esseietn acRund beR mit a>0,a#1,b>0und b#1.

(1)

(i)

Den Zusammenhang zwischen verschiedenen Exponentialfunktionen stellt die
Gleichung

exp, (x) = (exp,, ()" bzw. a* = (p* )bg”(‘”

her. Verschiedene Exponentialfunktionen unterscheiden sich also durch potenzier-
te Werte.

Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Logarithmusfunktionen wird durch
die Gleichung

| In(x)
og, @) &Y = 1na)

log, (x) =

beschrieben. Verschiedene Logarithmusfunktionen unterscheiden sich also durch
konstante Faktoren.

(iii) log, (b*)= x-log, (5).

Die Herleitung dieser Gleichungen kann als gute Ubung zum Umgang mit Exponential- und
Logarithmusausdriicken angesehen werden:

Zunichst wird der zweite Teil der Gleichung in (ii) gezeigt. Diese beschreibt, wie sich

z =log, (x) mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus ausdriicken ldsst. Aus z =log, (x) folgt

nacheinander

exp, (z)=x

exp(ln(a) . z) =x  (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a),

In(a) -z =In(x) (Ubergang zur Umkehrfunktion, dem natiirlichen Logarithmus),

In(x)

z=log,(x) = o2

In(a)

Daraus folgt direkt der erste Teil der Gleichung in (ii):
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log (x) = In(x) _ In(x)-In(h) _In(x) In(b) log (x). 1
‘ In(a) In(a)-In(d) In(®) In(a) " log,(a)

Die letzte Gleichung entsteht durch Setzen von x=a und a=5b in der Formel

log,(x) = EE—;; .

Gleichung (i) beschreibt, wie sich die Exponentialfunktion zur Basis a durch die Exponential-
funktion zur Basis b ausdriicken ldsst. Dazu wird die Gleichung

exp,(x) = (epr (y))bzw. a*=b’

zundchst auf die urspriingliche Definition zuriickgefiihrt, dann nach y aufgeldst und die Glei-
chung in (ii) verwendet:

exp(ln(a)- X)= (exp(ln(b)- y)) (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a

bzw. zur Basis b),
In(a)-x =1n(b)-y (Ubergang zur inversen Funktion, dem natiirli-
chen Logarithmus),
In(a
S In@.
In(b)

exp, (x) = (exp, (log, (a)- x)) = (exp, (x))**"*) (Satz 5.5-3 (ii)).

X = ]()gb (a)-x (aus (i1))

Gleichung (iii) ist eine Verallgemeinerung der Gleichung in 5.5-4 (ii) auf alle reellen Zahlen.
Mit der Gleichung aus (ii) ergibt sich:

_ ln(bx) _ ln(exp(ln(b) . X)) _ In(b) - x = x-log, (b)
In(a) In(a) In(a) o

log, (")

Im folgenden sei a > 1. Die Exponentialfunktion zur Basis a steigt bei wachsendem x schnell
an. Es gilt nimlich exp, (x+1)=a-exp,(x) bzw. a*"' =a-a”*, d.h. bei VergroBerung des

Argumentwerts um 1 vergroflert sich der Funktionswert um den Faktor a.

Hingegen wachsen die entsprechenden Logarithmusfunktionen sehr langsam. Es gilt ndmlich

lim(loga (x+1)-log, (x)) =0, d.h. obwohl die Logarithmusfunktion bei wachsendem Argu-

mentwert gegen oo strebt, nehmen die Funktionswerte letztlich nur noch geringfiigig zu:

Es gilt ndmlich wegen der Stetigkeit der Logarithmusfunktion (mit Satz 5.2-2):
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lim(log, (n+1)—log, (1)) = 1im(10ga(”—“D = loga(lim(n—ﬂn =log, (1)=0.
n—0 n—0 n n—0 n

Das Wachstumsverhalten der Exponential- und Logarithmusfunktionen im Vergleich mit
Polynomen und Wurzelfunktionen zeigt der folgende Satz, dessen Beweis sich aus Uberle-

gungen ergibt, die in Kapitel 5.7 angestellt werden.

Satz 5.5-6:
EsseiaeR,a>1.

(1) Essei p(x) ein Polynom. Dann gilt:

1imM=0,

X—>0 ax
d.h. die Exponentialfunktionen wachsen schneller als alle Polynome.

(i1) Fiir jedes m e N st

lim 108 ()" _

X—>0 X

Man sieht, dass selbst Potenzen von Logarithmusfunktionen im Verhiltnis zu

Polynomen (sogar zu Polynomen 1. Grades) langsamer wachsen.
(i11)) Fir jedes m e N ist

hmwzo,

X—>00 m
X—> X

Man sieht, dass Logarithmusfunktionen im Verhéltnis zu Wurzelfunktionen lang-

samer wachsen.
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Die folgende Tabelle zeigt fiinf Funktionen 4,:R_, > R, i=1, ..., 5 und einige ausgewdhlte

(gerundete) Funktionswerte.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5
i h,(x) h,(10) h,(100) h,(1000)
1 log, (x) 3,3219 6,6439 9,9658
2 Jx 3,1623 10 31,6228
3 X 10 100 1000
4 X2 100 10.000 1.000.000
5 2" 1024 1,2676506-10* >10%"

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die fiinf Funktionen 4#,:R_, > R, i=1, ..., 5. Es sei
v, >0 ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt fiir jede der fiinf Funktionen x-Werte x, mit
h.(x,)=y,. In der vierten Spalte sind diejenigen x-Werte x, aufgefiihrt, fiir die
h, (x_l) =10-y, gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man x, vergroern muss, da-

mit der Funktionswert auf den 10-fachen Wert wichst. Wie man sieht, muss bei der
Logartihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums der x-Wert stark vergrofert werden,
wihrend bei der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Stei-
gerung um ca. 3,3 erforderlich ist.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4
i () x, mit i, (x,) =7, X, mit A, (x,) =107,
1 log, (x) X, (x, )10
2 Jx X, 100-x,
3 X X, 10-x,
4 x’ X, ~3,162-x,
5 2° X5 ~xs+3,322

Die Logarithmusfunktion zu einer Basis B>1 gibt u.a. ndherungsweise an, wieviele Ziffern
benoétigt werden, um eine natiirliche Zahl im Zahlensystem zur Basis B darzustellen:

Gegeben sei die Zahl n e N mit n > 0. Sie benétige m = m(n, B) signifikante Stellen zur Dar-

stellung im Zahlensystem zur Basis B, d.h.
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-1

n=>Y a,-B' mita, €{0, 1, ..., B—1} und a

1

3

#0.

m—1

I
(=]

i

Es ist B <n < B" und folglich m—1<log,(n)< m. Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der

benotigten Stellen, um eine Zahl #» im Zahlensystem zur Basis B darzustellen,
m(n,B) =[log,(n)]+1=[log,(n+1)].

Die Anzahl an Dezimalziffern zur Darstellung einer Zahl n betrdgt demnach \_loglo (n)J +1,

an Binérziffern | log,(n) |+ 1 und an Sedezimalziffern | log (n) |+ 1.

Die folgende Tabelle zeigt die Zusammenhinge an benétigten Stellen zur Darstellung einer
Zahl n in den in der Informatik {iblichen Zahlensystemen.

Stellenzahl im

Dezimalsystem Binérsystem Sedezimalsystem
B =10 B=2 B=16
m zwischen Zwischen
I_cm2 -mJ—3 und (clo,z m—‘ \_cm,lé mj —1 und (clo,m m—‘
mit mit

_1 ~ 1 ~
€z = Nog,, ()~ 3321928L | €6 = Vog, (16)~ 0830482

Zwischen m (ﬂ—‘

I_cz’10 mj -1 und (cz,m m—‘ 4

mit ¢, , = log,,(2) ~0,30103

zwischen 4m m
|_c16’10 -mj—l und [016,10 m-‘

mit

Crono = 108, (16) = 1,20412

Hierbei ist | x | der nach oben auf die ndchstgroBere ganze Zahl aufgerundete Wert von x und

| x | der auf die ndchstkleinere ganze Zahl abgerundete Wert von x.

Werden zwei Zahlen n, € N und n, € N mit n, > n, addiert, vergrofert sich u.U. die Stellen-

zahl der Summe im Vergleich zur Stellenzahl von #,. Ohne die Logarithmusfunktion bemii-
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hen zu miissen, kann man die Stellenzahl der Summe #, +#, im Verhéltnis zur Stellenzahl

von n, abschitzen:

Die Zahl n, besitze m signifikante Stellen, d.h.

m—1
n = Zai -B'mita, €{0,1,..,B—1}und a

i=0

#0.

m—1

Der ungiinstigste Fall liegt vor, wenn #, und n, moglichst grof3 sind, wenn also in », alle Zif-

fern den Wert B —1 haben und n, = n, ist. Dann ist

m—1 m—1 m
n =Y (B-1)-B =(B—1)-ZB"=(B—1)-12 11
i=0 i=0 -

=B" —1 und

m+n,=2-(B"-1)=1.8"+(B" -2).

Diese Zahl belegt (in der Darstellung im Zahlensystem zur Basis B) m+1 Stellen:

n+n,=1(B-1)..(B=1)(B-2)
w-).-5-)

(m-1 )-mal B

Bei der Addition zweier natiirlicher Zahlen nimmt also die Stellenzahl der Summe um hochs-
tens eine Stelle (beziiglich der Stellenzahl der groBeren Zahl) zu.

Bei der Multiplikation kann man eine &hnliche Betrachtung durchfiihren. Wieder liegt der un-

glinstigste Fall vor, wenn n, = n, = B" —1 ist. Dann ist

n-n,=(B"=1f = B> —2.B" +1=B"-(B" —2)+1.

Diese Zahl hat folgende Darstellung im Zahlensystem zur Basis B:

nony=|(B=1)..(B-1)(B~2) 0..0 1] ,

(m-1)-mal (m-1)-mal

belegt also 2-m viele Stellen. Bei der Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen verdoppelt
sich die Stellenzahl also hochstens (bezogen auf die Stellenzahl der groferen Zahl).
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5.6 Einfiihrung in die Differentialrechnung

Bei der Untersuchung des Kurvenverlaufs einer Funktion f'ist es hdufig notwendig zu wissen,
wie sich der Wert von f(x) dndert, wenn man sich von einem festen Wert x, ,,um einen

kleinen Betrag* bis zum Wert x > x, entfernt. Man vergleicht dabei die Anderung von
Ay = f(x)= f(x,)

mit der Anderung von

Ax =x-x,

und bildet den Differenzenquotienten

Ay _ S = f(xo) _ S(xp +Ax) = f(x)
Ax X=X, Ax '

Geht man ,,nahe genug* an x, heran, so wird bei vielen Funktionen der Differenzenquotient

unabhingig von Ax und beschreibt dann eine charakteristische quantitative Eigenschaft der
Funktion fim Punkt x,: die Steigung der Funktion f im Punkt x, .

f(x)
f(Xo+AX) A

—h

(Xo+AX)-f(X0)

Sekante

Tangente in (Xo,|f(Xo))

f(xo) v
AX

A
v

Xo Xot+AX
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Im folgenden sei wieder X < R und f: X — R eine Funktion.

Die Funktion f:X — R heif3t an der Stelle x, € X differenzierbar, wenn der Grenzwert

po LG+ A — £(3,)
Ax—0 Ax

existiert. Dieser Grenzwert heif3t Ableitung von f an der Stelle x,.

Ubliche Schreibweisen fiir die Ableitung von fan der Stelle x, sind:

lim f(xo +AX)—f(X0) ,
Ax—0 Ax

i L= )

X—)Xn x —_ xo

df (x)
dx

X=X

M

S(xp).

Existiert dieser Grenzwert fiir jedes x, € X, so heifit f (nach x) differenzierbar. f'(x) ist ei-

ne Funktion von x.

Der Differenzenquotient

S(xo +Ax)— f(xy)
Ax

gibt die durchschnittliche Verinderung im Intervall [xo, X, + Ax] an und ist von x, und Ax
abhingig. Er ist gleich der Steigung der Sekante zwischen den Punkten (xo, f(x, )) und
(x0 +Ax, f(x, + Ax)) des Graphen von f. Nach dem Grenziibergang Ax — 0 ist der Quoti-
ent gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von fim Punkt (xo, f(x, )) und ist nur

von x, abhingig.
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Die Tangente an den Graphen von fim Punkt (xo ,f(x, )) hat die Geradengleichung
yr(x)=f"(xg) - (x=xp)+ f(x,)-

Im Punkt x, + Ax hat die Tangente also den Wert

Yr(xg +Ax) = f'(x0)- Ax + f(x,).

Der Wert f'(x,)-Ax gibt also eine gute Naherung fur die Veranderung von f von f(x,)
bis zu f(x, + Ax), wenn sich x, um einen kleinen Wert Ax #ndert; diese Anderung ist pro-

portional zu Ax (mit dem Proportionalititsfaktor f'(x,)).

f(x)
Tangente in
f(Xo+AX) (o, f(x0)
f'(Xo)” AX
f(Xo) v

AX

Xo XotAX

'
v

Y
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Satz 5.6-1:

Ist /:X - R in x, € X differenzierbar, so ist fin x, stetig.

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, d.h. aus der Stetigkeit einer Funktion in ei-
nem Punkt x, folgt i.a. nicht die Differenzierbarkeit in x,, .

Hierzu ist nach Satz 5.2-1 zu zeigen, dass fiir jede Folge (xn)neN mit limx, =x, auch

n—>©

lim f(x,)= f(x,) gilt. Es sei £ >0 und n, €N, so dass fiir jedes » € N mit n>n, die Un-

gleichung |x, —x0| <g¢ gilt. Da f in x, differenzierbar ist, existiert der Grenzwert
limM. Fiir Folgenglieder x, mit n>n, ist daher Su) =/ x) beschrinkt,
o X=X, X, — X,

etwa durch C>0. Es gibt n eN, so dass fiir jedes ne N mit n>n, die Ungleichung
x, x| <&/C gilt. Fir n>max{n,n } ist |f(x,)—f(x)|SC:|x,—x|<e. Also gilt
lim /(x,) = /(x,).

Ein Beispiel fiir eine Funktion, die {liberall stetig, aber nicht iiberall differenzierbar ist, ist die
Betragsfunktion

JR—>R
Mx—

Es gilt

m lim— =
h—0 h ‘ RN =0 -1 furk<0

x=0

S @ f @) 0 {+1 firh>0
lim = lim——~ = _

Der Grenzwert existiert also nicht, d.h. fist in x, = 0 nicht differenzierbar (aber stetig).
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Satz 5.6-2:

Die Funktionen f:X — R und g: X — R seien differenzierbar. Dann gilt:

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

A, )
dx ’

a1 +b-g() = a L

(a-f(0)+b-g(x)) =a-f'(xX)+b-g'(x).

Hierbei sind a und b Konstanten, die insbesondere nicht von x abhingig sind.

f( ) (X)

(f(x) g(x)= g0+ f(x)- g

(f(X) : g(X)) =/'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x)
(Produktregel)

Fiir g(x)= 0 gilt:

df (x)
i(f(x) dx -g(x)— f(x)
dx

g(x) ( g(x))

(f(x)j _S1(x)-g(0) - f(x)-g'(x)
g(x) (g(x))2
(Quotientenregel)

dg(x)

ar(y)
dy

_dg(x)
dx

(f( (x))) =

y=g(x)

(/(g(x) = /"(g(x))-g'(x)
(Kettenregel)

-1
Hat f die Umkehrfunktion f und ist f'(x,)#=0 fir x, eX,

Yo =F(xp):

1

df (x)
dx

d -} B
5f (y)‘yyo =

X=xg

!

)| -

1
S'(xy) .

so ist fur
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Teil (1) 1asst sich direkt aus der Definition der Differenzierbarkeit ableiten.

Fiir Teil (i1) wird berechnet:
(/- @)y +A0) = (- @ )xrg) _ S (g +A%) - g(x, + AX) = f(%,) - 2(%)
Ax Ax
_SGFAYI00) a8t A —g()

Ax Ax

Daterist (7)) = im U "8N8 AU Eh) _ e a4 p) -

Der Nachweis fiir (iii) erfolgt in zwei Schritten:

Mit (ll(x) _ s

g g(x)
1 1
o +Ax X0 -
[gJ(x A9 (gJ( : g(x0+Ax) g(xy)
Ax Ax
_ 1 ,g(xo""Ax)_g(xo) _
g(x, + Ax)- g(x)) Ax

' [ : j(xo +A) —M(xo)
Dabher ist ( ! j (x,) = lim £ g ! -g'(x,) -
g 8550 Ax (g(x))

Im zweiten Schritt wird (ii) auf das Ergebnis des ersten Schritts angewandt:

(1} :(f;j :f,gﬂp.m S fg _feese
g g 4 g g 4 g

Zum Nachweis von (iv) wird definiert:
Yo = g(x,) und
S -f0)
R s fliry#
f(y)={ Y=Y IE
1'(n) fiir y =y,

Esist f(y)=f(v)=(=0)- £ () bzw. f(¥)=f(o)+(=20) £ ().
(f 0 @)y +Ax) = (f 0 g )xy) = f((x, + Ax))— f(g(x,))
= (o) +(gxy + A) = 3, )- /7 (g(x, + Ax)) - f(g(x,))

—(g(xo +Ax)—g(x,)) £ (g(x, + AY)) .
Damit ist
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tim (/o g)ox + AZ; ~(fog)n) _ tim (g(x +Av) —g(z)c)-f*(g(xo +Av))

—g(xo) f*( )
/glx,) g'x) -

-1
Fiir (v) wird x, = f(y, + Ay) gesetzt. Dann ist gilt fir Ay > 0: x, > x,.

-1 -1
. et A)= () . X — Xy . 1 . 1 1
lim =lim——=1im = lim = )
Av—0 Ay Ay—0 (yo + Ay)_y Ay—>0 fi)c1 ;—f{xo ’ P f(x1)_f(xo) f’(xo)
X =X X — X

Fiir einige grundlegende Beispiele soll die jeweilige Ableitung in einem Punkt x, des Defini-

S (x5 +Ax) = (%) und
Ax

dann der Grenziibergang Ax — 0 vollzogen oder es werden die Regeln des Satzes 5.5-2 mit

tionsbereichs berechnet werden. Dazu wird entweder der Quotient
bereits bekannten Ableitungen verwendet.

Beispiel:

Fiir die durch f(x) = x" mit n € N definierte Funktion ist

S+ A0) = [ () _ (o +Ax) —x;

i L G+ AV = £(x,)

-1
=n-x, bzw.
Ax—0 Ax
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Beispiel:

-1
Fiir die durch f(x) = /x =x" mit ne N definierte Funktion ist nach Satz 5.6-2 (v) (da

-1
f(x) die Umkehrfunktion zu der Funktion f(x)=x" des vorherigen Beispiels ist) mit

-1

Yo =f(x0), dh. x, =f(yo):</y_0’

1 1 1 1 1 1 1 1/n—1

dx

d -
Ef()’)

X=X

bzw.

Beispiel:

Fiir die durch g(x)=x? mit g€ Q und ¢ >0, etwa qzi mit ne N und meN_,, defi-

m

>0

nierte Funktion ist geméf Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)):

Beispiel:

Die Berechnung der Ableitung der Exponentialfunktion exp(x)=e¢" erfolgt wieder direkt
tiber die Definition der Ableitung. Dazu zunéchst eine Vorbemerkung: Gemif Satz 5.1-12 ist
fiir einen kleinen Wert |Ax| :

i 2-|Ax
A LR (Ax) = 1+ Ax + R, (Ax) mit IR, (Ax)| < |

1 |2
i 1!

exp(Ax) = = |Ax|2

2
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Damit ist
expl, +A)-expliy) _ expl)explan)-explig) ) explae)-1
Ax Ax ’ Ax
und der Grenziibergang ergibt
lim exp(xo + Ax)— exp(xo) ~ lim exp(xo)- exp(Ax)—l
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. Ax)-1
— expl,)-lim %
. |\ Ax+R,(Ax
AN LIS
. R (Ax
= exp(x, )- (1 + gl_n)o%j
Wegen % < |Ax| folgt damit

!

(exp(x))’ = (e)‘) =e" =exp(x).

Wegen a* = exp(ln(a)- x) ist mit der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)):

!

(exp, (x))’ = (exp(In(a)- x)) =exp(In(a)- x)- In(a) = In(a) - a*.

Beispiel:

Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wird
wieder mit Hilfe von Satz 5.6-2 (v) berechnet:

Es sei y, = exp(x, ), d.h. x, =1In(y,).

! 1 1

4 e;(p( y) = = =—, also
dy =, d exp(x) eXp(xo) Yo ’
dx -
(In(x)) = L.
X

Die Ableitung der Logarithmusfunktion zu einer Basis a > 1 lautet nun
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!

() 1
(log, () _(ln(a)J “In(a)x

Beispiel:

Es kann nun auch die Ableitung der durch 4(x) = x" mit » € R bestimmten Funktion ermittelt
mit Hilfe der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)) werden:

Beispiel:

Die durch k(x) = (x2 +1)‘ gegebene Funktion hat die Eigenschaft, dass x sowohl in der ,,Ba-

sis“ als auch im Exponenten vorkommt. In diesem Fall wendet man den Trick des Logarith-
mierens mit Satz 5.5-5 (iii) an:

ln(k(x)) =X ln(x2 + 1);

die Ableitung der linken Seite lautet:

(k@)
(In(k())) == o

die Ableitung der rechten Seite lautet:

(X'ln(xz +1)), = l-ln()c2 +1)+x- x22 :Cl 5

beide Seiten werden gleichgesetzt und die entstandene Gleichung nach (k(x))' aufgelost:

' 2

k) _ e 1) 22
k(x) x +1

(k(x)) =(x*+1) -[hl(x2 i) 2 j .

x~+1
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Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse der Beispiele zusammen.

J(x)

J'(x)

x',reR

- xr—l

¢ = const.

0

n .
24X
i=0

n
. i—1
Zl -a;-x'
i=0

v,

_7 +1
xn

Jh(x) h'(x)
24 h(x)
1 =1 1
n(x)=log,(x) A
In(A(x)) h'(x)
h(x)
log,, (x) 1
x-In(a)
ex ex
a*,a>0,a=const. |a*-In(a)
eh(x) h!(x)_eh(x)
a" a>0,a=const. | h'(x)-a"™ -In(a)

Die Funktion f:X — R sei differenzierbar (und damit auch stetig). Dann ist f: X > R

ebenfalls eine Funktion, die aber nicht unbedingt differenzierbar oder stetig sein muss. Ist sie
jedoch differenzierbar, so kann man

df'(x)
dx

bilden und nennt dieses die 2. Ableitung von f.

Allgemein werden Ableitungen hoherer Ordnung wie folgt definiert:

Es ist

[P0 =f(x);
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ist die (n—1)-te Ableitung der Funktion f:X — R im Intervall / < X differenzierbar, so ist
die n-te Ableitung von f gegeben durch

£ () =diif<"‘” *).

Existieren fiir f'alle Ableitungen bis zur n-ten Ableitung, so heiflt /' n-mal differenzierbar.

Beispiel:
Fiir die durch f(x) = x-e* definierte Funktion lauten die ersten beiden Ableitungen:

flx)=1-e" +x-e" =(1+x)-e",

f”(x)=1-ex+(l+x)~ex :(2+x)~ex.

Zu vermuten ist, dass die n-te Ableitung £’ (x) = (n+x)-e* lautet. Fiir n=0,1,2 stimmt

dieses, und die Vermutung gelte fiir n > 2. Die (n + 1)—te Ableitung ist dann

!

£ = (e 21 e 5 =4 5) b

die Vermutung gilt fiir jedes n € N..

Beispiel:

Fiir das Polynom p(x)=x" lauten alle Ableitungen:

p(n)(x) _ {m-(m—l)-...-(m—nJrl)-x’”‘” ﬁ%rn <m
0 flirn>m.

Ableitungen hoherer Ordnung werden insbesondere zur Untersuchung des Kurvenverlaufs
von Graphen zu reellen Funktionen (Kurvendiskussion) eingesetzt. Diesem Thema ist der
Rest des Kapitels gewidmet.
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Die Funktion f:X — R hat an der Stelle x, € X ein (lokales) Maximum, wenn es eine ¢ -
Umgebung U(x,, &)= {x‘ |x—x0| <¢& }= {x| Xg—E<X<Xy+& } von x, gibt, so dass fiir alle

xeU(x,, &) mit x = x, gilt: f(x)< f(x,).

Die Funktion f:X — R hat an der Stelle x, € X ein (lokales) Minimum, wenn es eine ¢ -
Umgebung U(xo,g): {x‘ |x—x0|<8 }: {x| Xo—E<X<X,+¢& } von x, gibt, so dass fiir alle

er(xO,g) mit x # x, gilt: f(x)> f(x,).

Unter einem (lokalen) Extremwert versteht man ein lokales Maximum oder ein lokales Mi-

nimum.

Satz 5.6-3:

Die Funktion f:X — R sei in einer & -Umgebung
U(xo, g)= {x‘ |x—x0| <& }= {x| Xg—ELX<Xy+€& } von x, € X differenzierbar. Hat f

in x, einen lokalen Extremwert, so ist f"(x,)=0.

Diese Aussage ldsst sich wie folgt beweisen:

Der Extremwert sei ein Maximum. Dann gilt fir xe X mit x,—e<x<x,: x—x,<0 und

VACIRNACYY,

X=X,

f(x)—f(x,)<0, also

>0. Fir xeX mit x,<x<x,+¢& ist x—x,>0 und

f(x)=f(x,)<0, also S = f(x) <0.Daf bei x, differenzierbar ist, existiert der Grenz-
X=X,

wert limM und ist gleich f"(x,). Es ist f’(xo)zlimMZO und

X=X X=X, X=X X=X,
xX<xg

f'(x0)= hmMSO, also f’(xo):()-

x—)xo x - x()
x<x0

Ist X ein Intervall, dann gilt die Aussage des Satzes 5.6-3 nur fiir innere Punkte von X, bei de-
nen die Funktion differenzierbar ist. Kandidaten fiir Extremwerte sind daher:

- die Randpunkte von X
— die inneren Punkte von X; hier ist die erste Ableitung gleich 0
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- die Punkte von X, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist.

Satz 5.6-4:

Die Funktion f:[a,b]— R sei stetig und in |a, b[ differenzierbar. Weiterhin gelte
f(a)= f(b)=0.Dann gibt es ein x, € |a, b[ mit f"(x,)=0.

Fiir konstantes f'ist die Aussage klar. Ansonsten besitzt f in ]a, b[ einen lokalen Extremwert

bei x, € Ja, [, fiir den nach Satz 5.6-3 f'(x,)=0 gilt.

Satz 5.6-5: (Mittelwertsitze der Differentialrechnung)

(i) Die Funktion f:[a,b]—>R mit a<b sei stetig und in Ja,b| differenzierbar.
Dann gibt es ein x, € Ja, b[ mit

fB) - f(@)

S(x) = b—a

(1)) Die Funktionen f :[a,b]—)R und g:[a,b]—)R mit a <b seien stetig und in
la, B[ differenzierbar, und es gelte g'(x)#0 fiir xe o, 5[. Dann gibt es ein
X, € Ja, B[ mit
f@) _ f(0)~f(@)
g'(x) glb)-gla)

Teil (i) ist ein Spezialfall von Teil (i1), ndmlich mit g(x) =Xx.

Teil (i1) folgt aus Satz 5.6-4:
Zunichst ist g(b)— g(a)# 0; denn sonst gibe es nach Satz 5.6-4 ein x, € Ja, b[ mit g'(x,)=0.

Fiir die Funktion /:[a,5] > R mit () = £(x)— (g(0)~ g(a)- L2 D gite @y = f(a)

g(b)-gla)
und A(b) = f(b)—(g(b)- g(a))-wz f(a)=h(a). Daher gibt es x, € Ja, b[ mit
g(b)-gla)

)~ [ (@)

W) =0. Esist K(x) = f(x)— g/(x)- L DS @ 50 S o) _ SO =] (@),
g(b)-gla)

g'(x) glb)-gla)
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Bemerkung: Den Wert x, € |z, 5[ kann man in der Form x,=a+A-(b—a) mit 0<A<1

schreiben. Dann lautet die Formel in Satz 5.6-5 (i):

f'(a+l-(b—a))=w mit 0 <A <1, und dquivalent

—-a

f'(b—i—(l—/%)-(a—b)):LZ(b) mit 0<1-A4<1. Die Voraussetzung a <b
a—

kann entfallen: Man setzt 7 =b —a und erhélt fiir einen Wert 4 mit 0<A<1:
fla+h)= f(a)+ h- f'(a +A- h) mit ~#0 (positiv oder negativ). Damit ldsst
sich die Aussage in Satz 5.6-5 (i) folgendermallen formulieren:

Essei f:[x,,x]— R mit x, <x, stetigund in |x,, x,[ differenzierbar. Es gelte
ac(x,x] und a+helx,x] mit 7#0. Dann gibt es einen Wert A mit

O<A<lund f(a+h)=fla)+h-fa+A-h).

Die Formel in Satz 5.6-5 (i1) lautet entsprechend:

_ _g(a+h)—g(a)_ ’ . ;
fla+h)-f(a)= e h) flla+A-h)mit 0<A<1.

Satz 5.6-6:

Ist die Funktion f:X — R im Intervall / < X differenzierbar, so sind folgende Aussa-
gen (a) und (b) gleichbedeutend:

(a) fistin / monoton fallend (bzw. steigend).
und

(b) Fiirjedes x €/ gilt f'(x)<0 (bzw. f'(x)=0).

Fiir ,,monoton fallend* kann man wie folgt argumentieren:

. . <0 fiirAx>0 _
Fiir x e/ und x+Axe [ ist f(x+Ax)— f(x)= . Daher ist

>0 firAx<0

flerax)-f)
<0,

f'(x) = lim

Es gelte umgekehrt f'(x) <0 fiir jedes x €/. Es seien x, €/ und x, €/ mit x, <x,. Dann

gibt es gemal Satz 5.6-5(i) ein x, € / mit x, <x, <x, und f'(x,) _Se) = /) <0. Daher
X, =X

ist f(x,)— f(x)=<0 bzw. f(x,)< f(x,), d.h. fist monoton fallend.
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Satz 5.6-7:

Esseien f: X > R und g:X — R im Intervall / ¢ X differenzierbare Funktionen.

(1) Gilt f'(x)=0 fiir jedes x €1, dann ist fauf / konstant.

(i) Es gelte f'(x)=g'(x) fiir jedes x € /. Dann gibt es eine Konstante C € R mit
f(x)=g(x)+C fiir jedes x €1.

Fiir (i) argumentiert man wieder mit Satz 5.6-5:
Angenommen f ist auf / nicht konstant. Dann gibt es x, €/ und x, e/ mit x, <x, und

f(x)# f(x,). GemdB Satz 5.6-5() gibt es ein x,el/ mit x<x,<x, und
S(x) = f(x)

Xy =X

f(x,) = . Da nach Voraussetzung f'(x,)=0 gilt, folgt aber f (xl)z f (xz).

Teil (ii) folgt aus (i); denn die Funktion f —g hat die Ableitung 0.

Zu Beginn des Kapitels 5.2 wird der Begriff Konvexitit bzw. Konkavitit einer Funktion auf
einem Intervall / eingefiihrt. Anschaulich bedeutet Konvexitit einer Funktion f, dass der
Graph der Funktion mit wachsenden x-Werten linksgekriimmt ist. Das besagt, dass die Stei-
gung der Tangente an den Graphen in jedem Punkt (x, f (x)), d.h. die Ableitung f'(x), mo-
noton wichst. Entsprechend bedeutet Konkavitét, dass die Ableitung f’(x) monoton fallt.

Ahnlich wie bei Satz 5.6-6 kann man die Aussagen des folgenden Satzes begriinden.

Satz 5.6-8:

Ist die Funktion f:X — R im Intervall / X zweimal differenzierbar, so sind folgen-

de Aussagen (a) bis (c) gleichbedeutend:

(a) fistin I konvex (bzw. konkav).
und
(b) Die Ableitung f’(x) ist in / monoton steigend (bzw. monoton fallend).

und
(c) Firjedes x el ist f"(x)>0 (bzw. f"(x)<0).
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Beispiel:

Zu untersuchen ist das Kriimmungsverhalten des durch
p(x) = —L-x5 +x°
10

definierten Polynoms. Seine zweite Ableitung lautet
pl(x)=-2-x"+6-x= —2')6'()62 —3).
Es ist

p"(x)<0 genau dann wenn (x>0)A (x2 -3> 0) oder (x<0)A (x2 -3< 0) gilt. Im ersten
Fall gilt (x>0)A ((x >3 )v (x <3 », also x>+3. Im zweiten Fall ist
()CSO)/\((—\/ESXS\/g», also —+/3 <x<0. Fiir x>+/3 oder fiir —+/3 <x<0 ist also p

konkav, fiir alle iibrigen Bereiche konvex.

Die Funktion f:X — R hat an der Stelle x, einen Wendepunkt, wenn es ¢-Umgebung
U(xW,g)= {x‘ |x—xW| <¢ }= {x| Xy —E<X<X,+& } von x, gibt, so dass f fiir jedes
xeU(x,,g) mit x, —s<x<x, streng konvex und fiir jedes xeU(x,,&) mit
X, <X<x, +¢& streng konkav ist bzw. fiir jedes x € U(x,,&) mit x, —&<x<x, streng

konkav und fiir jedes x e U (xW, 5) mit x, <x<Xx, +¢& streng konvex ist.

Aus der Definition und Satz 5.6-8 folgt unmittelbar:

Satz 5.6-9:

Die Funktion f:X — R sei in einer ¢ -Umgebung
U(xo, g)= {x‘ |x—x0| <& }= {x| Xg—ELX<Xy+€& } von x, € X zweimal differenzier-

bar. Hat fin x, einen Wendepunkt, so ist f"(x,)=0.

Bei der Untersuchung des Funktionsverlaufs einer Funktion f:X — R einem Intervall /

(Kurvendiskussion) sind meist folgende Werte von Interesse:
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- der Definitonsbereich (ist f fiir alle x € I definiert?)
- die Nullstellen von fin /

—  die Unstetigkeitsstellen von fin /

- die Stellen, an denen f differenzierbar ist

—  die Extremwerte von fin /

- die Wendepunkte von f'in /

—  das Kriimmungsverhalten (konvex/konkav) von f'in /

Zur Untersuchung der Extremwerte reicht es nicht aus, allein diejenigen Werte x zu bestim-
men, fiir die f'(x)=0 gilt. Gemaf Satz 5.6-3 hat wohl bei einem Extremwert die erste Ablei-

tung den Wert 0, aber nicht jedes x mit f”(x) =0 ist ein Extremwert, wie folgendes Beispiel

zeigt:

Fiir die Funktion f mit £ (x) =x" gilt f'(0)=0, aber bei 0 liegt kein Extremwert, sondern ein

Wendpunkt (mit waagerechter Tangente) vor.

Entsprechend reicht es zur Untersuchung der Wendepunkte nicht aus, allein diejenigen Werte
x zu bestimmen, fiir die f"(x)=0 gilt. Gemal} Satz 5.6-9 bei einem Wendepunkt die zweite

Ableitung den Wert 0, aber nicht jedes x mit f"(x) =0 ist ein Wendpunkt, wie folgendes Bei-
spiel zeigt:

Fiir die Funktion f mit f(x) =x" gilt f”(0)=0, aber bei 0 liegt kein Wendepunkt, sondern

Extremwert vor.

Der folgende Satz, der hier ohne Beweis angefiihrt wird, gibt Auskunft iiber die Bestimmung
von Extremwerten und Wendepunkte.
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Satz 5.6-10:

Die Funktion f:X — R sei an der Stelle x, € X mindestens n-mal differenzierbar.
Ist

f9x,)=0 fiir k=1, ..., n—1 und
" (x)#0,

und ist n gerade,

so hat f an der Stelle x, einen Extremwert, und zwar ein (lokales) Maximum, wenn

£ (x,)<0 ist bzw. ein (lokales) Minimum, wenn £ (x,)>0 ist.
Ist

f%(x,)=0 fir k=2, ..., n—1 und
" (x)#0

und ist n ungerade,

so hat f an der Stelle einen Wendepunkt; die Kriimmung wechselt von konvex nach
konkav, wenn f (")(xo) <0 1ist; sie wechselt von konkav nach konvex, wenn
£ (x,)>0 ist. Gilt zusitzlich f'(x,)=0, so liegt ein Wendepunkt mit waagerechter
Tangente (Sattelpunkt) vor.

Das folgende Beispiel untersucht den Kurvenverlauf des Graphen zum Polynom, das durch
p(x)=02-x —x> +1
definiert wird. Die Ableitungen lauten:

p(x)=x"-3-x7,
p'(x)=4-x-6-x,
p(x)=12-x> -6,
PP =24-x,
PP(x) =24,
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Px)=0.

Die erste Ableitung p’(x) hat die Nullstellen x,, =0, x,, = V3, Xo3 = —/3 . Diese Werte

werden in die hoheren Ableitungen eingesetzt:

p"(x0’1)= p"(0)=0, p'"(xo,l)z p"(0)=—6, also liegt hier ein Wendeiiunkt mit waagerechter
Tangente (Sattelpunkt) vor.

P”(xo, 5 ) = p"(ﬁ ): 6-4/3>0 , also liegt hier ein lokales Minimum vor.
p"(xo’3 ) = p”(— NE) ): —6-43<0 , also liegt hier ein lokales Maximum vor.

Die Nullstellen der zweiten Ableitung lauten x,, = x,, =0, x,5 =+/3/2, x,, =—/3/2 . Die
Werte x,5 und x,, in die dritte Ableitung eingesetzt ergeben p’"(xo,s): p’"(xo,é): 12. Es lie-

gen also an diesen Werten Wendepunkte vor.

5.7 Die Regeln von de I’Hospital

Haufig sind Grenzwerte der Form

lim f(x)

X=X

zu berechnen, wobei

f(x)= &) und lim g(x)= lim A(x)=0
h()C) X=X, X=X,
gelten. Hierbei muss x, nicht im Definitionsbereich von f liegen bzw. es wird auch o anstel-

le von x, zugelassen. In diesen Fillen sind die folgenden Satze von Bedeutung (Regeln von
de I'Hospital, 1661-1704):
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Satz 5.7-1:

Gegeben seien die Funktionen g: X — R und 22X —>R, XcR. Fir x,€eR und
£>0 bezeichne U, die Menge {x| 0<|x—x0| <£} (&-Umgebung von x, mit Aus-
nahme von x,) bzw. das Intervall {x| a <x<x0} bzw. das Intervall {x| X, <x<b},

wobei fiir a oder b die reelle Zahl ¢ oder auch « stehen kénnen. Die Funktionen g und

h seien in U . definiert und (n + 1)-mal differenzierbar. Ferner gelte

(x)  lim g(x,) = lim g'(x,) =...= lim g"(x,) =0,

XEUé. XEUg XEUg
lim A(x,) = lim /'(x,) =...= lim A" (x,)=0 und A2"*"(x) =0 fir xeU,.
X—>X X—>X X=X,
vel, vel. vel,
Dann gilt:
(n+1)
L. ) X )
Existiert lim g(T)() , dann ist
x=x g ()C)
xeU,
o g(x) . g g . g" ()
lim === lim =—~=_..= lim w = TR
X2 h(x) X% h(x) X2 h" (x) X2 A" (x)

Es werden also Zéhler- und Nennerfunktion getrennt abgeleitet.

Die Giiltigkeit des Satzes soll hier fiir n =0 gezeigt werden. Durch wiederholte Anwendung
folgt dann die im Satz formulierte allgemeine Aussage.

, dann folgt mit Satz 5.6-

fir x = fiir x =
Setzt man G(x):{ 0 ur x = x, und H(x):{ 0 firx=x,

g(x) fiirx# x, h(x) fiir x # x,
5(i1) (und den anschlieenden Bemerkungen):

Glx) _ Glx)-Glx,) _ G'lx,+2-(x—x,))
H(x) H(x)-H(x) H(x+2(x-x))
X, +/1-(x—x0)—> X, . Daher ist

tim 86 _ iy G0 _ G',(x‘) tleon) g g
:ze—bxgo h(x) i:ﬁiﬂ H(x) xo+A-(x=x0)>xy [ (xo _|_/’L,(x_x0)) ﬁ:[{‘] h (x)

xo+A-(x—x¢ )eU,

fiir einen Wert 4 mit 0 <A <1. Mit x — x, geht
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Beisp

iele:

n n—1

x'=1 .. n-x

lim

=1lim

=n.

x>l xy—1 x—l1 1

Dieses Ergebnis erhilt man natiirlich auch aus der Gleichung aus Satz 5.3-1:

n—1 n—1
x" —1=(x—1)-2x1 , also lim >
= x>l oy — 1 x—1
X X
e —-1 . e
lim =lim—=1.
x—=0  x x—=0 ]

—hmZx =n.

Auch dieses Ergebnis ldsst sich anders erzielen:

0 l -1

ex:exp(x):ixf::1+z P =l+x- Z— und

i=0 L i=1

Satz 5.7-1 gilt auch fiir Grenzwerte der Form lim =——

x>0 (X) x>0 h(X)

Fall formuliert):

g(x) g(x)

und lim =—— (hier nur fiir den ersten

Satz 5.7-2:

Gegeben seien die Funktionen g: X — R und 2: X - R, X < R. Sie seien im Intervall

I = {x| a<x< oo} fiir eine reelle Zahl a definiert und (n + 1)-mal differenzierbar. Fer-

ner gelte
(x)  limg(x,)=limg'(x,)=...=limg"(x,)=0,
lim A(x,) = lim /'(x,) =...= lim 7 (x,)=0 und 2" (x)#0 fir xel.
Dann gilt:
(n+1)( )
Existiert lim&— , dann ist
Y00 h(l1+l)( )
] (n) (n+1)
@ g™ 8T g ()

1 =..=1lm
X—>00 h(x) X—0 h’(x) X—00 h(n)(x)

= 1lm (n+1)
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Die Aussage des Satzes (hier nur wieder fiir » =0 ausgefiihrt) erhdlt man, indem man die Va-
riablentransformation ¢=1/x durchfiihrt. Ein Grenziibergang x — oo entspricht dann einem

Grenziibergang t - 0 mit 1 >0:

g(x) . g(l1)

lim &~ =lim 2>+

= fi(x) o0 h(l/t)

Die hier zitierten Sétze stehen fiir den ,,Fall 0/0“. Sie gelten auch, wenn die Bedingung (+)
durch

(++) lim g(x,) = lim g'(x,) =...= lim g"(x,) = 0,
XX XX, XX,
xeU, xeU, xeU,
im A(x,) = lim A'(x,) =...= lim X,) =00 un x)#0 fir xeU,.
lim A(x,) = lim /'(x, lim /2" (x, d " 0 fii U,
XX XX XX
vel, el vel,

ersetzt wird (,,Fall oo/ o0 ).

Die Regeln von de 1'Hospital ermoglicht auch die Berechnung unbestimmter Ausdriicke der
Art co—o0, 0-00, 1°, 00’ 0°. Diese werden zunichst so umgeformt, dass der ,,Fall 0/0* oder
der ,,Fall oo/ “ entsteht. Die folgende Tabelle gibt die Umformungen auf den ,,Fall 0/0* an:
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Typ Funktion Umformung ,Fall 0/0%
00—00 g(x)—h(x) - I/ h(x)—1/g(x)
1/h(x)-1/ g(x)
00—00 g(x)— h(x) Exponentieren 1/e"®
1/ &5
0. 200 () : o)
1/ h(x)
1” g(x)"™ Logarithmieren In(g(x))
1/h(x)
0’ g(x)"™ Logarithmieren h(x)
1/In(g(x))
0’ g(x)"™ Logarithmieren h(x)
1/In(g(x))
Beispiel:

Es soll lim(1+ x)% bestimmt werden. Dieser Grenzwert ist vom Typ ,,1” “ mit den Funktio-

x—0

nen g(x)=1+x und A(x) = % . Logarithmieren der gesamten Funktion ergibt

- i) M

Jetzt liegt der ,,Fall 0/0* vor:

1
lmmumﬂmﬂﬂﬂl_

=1,
x—0 X x—0 1

die Logarithmierung wird durch Exponentiation wieder riickgéngig gemacht, also

lim(1+x)% =e' =e.
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Beispiel:

In Satz 5.5-6 (ii) wird formuliert, dass fiir jedes @ € R mit @ > 1 und jedes Polynom p(x)

iml?

X—>0 ax

gilt. Mit Hilfe der Regeln von de I’Hospital fiir den ,,Fall oo /o0 “ ldsst sich dieses verifizieren:

Es sei p(x) ein Polynom vom Grade n, d.h. p(x) = Zai -x' mit a, # 0. Es erfolgt eine Be-

i=0
schrankung auf den Fall p(x)>0, so dass in der Limesbetrachtung auf die Betragsstriche

verzichtet werden kann. Dann ist

(") 1
pop@) ()" L ke,

A = im———t = 0
x—o  gF X—>0 (ax)" x>0 g%, (ln(a))”
Beispiel:

In Satz 5.5-6 (i1) wird formuliert, dass fiir jedes @ e R mit @ >1 und m e N

i (0g, ()" _ o

X—>0 X

gilt. Dieser Grenzwert ist ebenfalls ein Beispiel fiir den ,,Fall o /o “; er wird verifiziert durch

m-(log, (0)"” ]
1imw — lim K In(a) ~ lim m- (loga (x))m

X—>0 X X—>0 1 X—>0 X ln(a)

m-(m—1)- (loga(x))’”‘z/

x-In(a) _ . m:(m—1)-(log,(x))""

=lim

X0 IH(CZ) w - (ln(a))2
o mem=1) (= (n=2))-(log, ()"

T S x'(ln(a))mfl
Cim— ")

= x-(In(a))"
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5.8 Das Newton-Verfahren

Bei der Losung von Gleichungen kommt es hdufig vor, dass eine explizite Auflosung nach
der unbekannten GroB3e nicht mdglich ist. Man ist dann an einer numerischen Losung interes-
siert. Ahnliche Probleme ergeben sich bei der numerischen Bestimmung von Nullstellen von
Funktionen.

Gegeben sei eine Funktion f:X — R, die auf einem Intervall /= [a,b], I < X mindestens

zweimal differenzierbar mit stetiger 2. Ableitung ist. Aulerdem seien folgende Bedingungen
1. bis 4. erfiillt:

1.  f(a) f(b)<0, d.h. fhat im Intervall / eine Nullstelle (das ergibt sich aus der Stetigkeit

von fund der Tatsache, dass f'im Intervall / das Vorzeichen wechselt, sie Satz 5.2-3(i)).

2. f'(x)#0 fiir jedes x €/, d.h. die Nullstelle ist eindeutig (da in / kein Extremwert von f

existiert).
3. f"(x)<0oderf"(x)>0fiir jedes x €/, d.h. fist entweder konkav oder konvex auf /.

4.  Bezeichnet ¢ denjenigen Endpunkt von [a, b] , fiir den | f '(x)| kleiner ist als am anderen

Endpunkt, so gilt

f(©)
f'(c)

<b-a.

Die Bedingung sichert die Konvergenz des Verfahrens.

Gesucht wird eine Losung der Gleichung
f(x)=0 mitx /.

Bei diesen Voraussetzungen iiber f approximiert das folgende Verfahren die gesucht Losung
x, €1 (fir die dann f(x,)=0 gilt):

Man wihlt einen beliebigen Punkt a, /.
Man berechnet fiirn=20, 1, 2, ...
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f(a,)

a,q=4a, f,(a )’
n

bis sich aufeinanderfolgende Werte von a,,, und a, nur noch ,,wenig* unterscheiden (weni-

ger als eine vorgegebene Genauigkeitsschranke).

Die so definierte Folge (an)
J(x)=0.

.~ approximiert die gesuchte Losung x, €/ der Gleichung

Anschaulich lasst sich das Verfahren wie folgt darstellen. Nach Wahl von a, konstruiert man
die Tangente im Punkt (a,, f(,)) an den Graphen von f. Die Tangenten besitzt die Gleichung
vy (x)=f(a,)+(x—a,)- f'(a,). Der Wert a, ist der Schnittpunkt dieser Tangente mit der x-

Achse. Mit diesem Wert (anstelle von q, ) iteriert man das Verfahren.
Beispiele:

Zur Bestimmung der Quadratwurzel Je einer reellen Zahl ¢ > 0 wihlt man
f(x)=x>-c.

Die Folge (an)neN lautet hierbei:

a,=c/2,

anH:l- an+i , neN.
2 a

Zur Bestimmung der beliebigen Wurzel e = c% mit k eN_, einer reellen Zahl ¢ > 0 wahlt

man
f(x)=x"-c.
Die Folge (an )neN lautet hierbei:

a, >0 beliebig,

a,., :(1—%)-0,1 ﬁL%-c-anl'k , neN.
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Zur Berechnung des inversen Werts % einer reellen Zahl ¢ > 0 sind keine Divisionen erfor-

derlich: Man wahlt

fl=——c.

X

Die Folge (an)nEN lautet hierbei:

a, = beliebig mit 0 < a, < 2¢™' (Schitzung),

a,,=a, (2-c-a,), neN.

Das Newton-Verfahren ist robust gegen Rundungsfehler. Ein Iterationsschritt im Verfahren,

d.h. die Berechnung eines weiteren Werts a,,,, verwendet nur den Wert @, und nicht vorhe-

n+l?

., a,.Der Wert a

stellige* Iterationsverfahren haben den Vorteil, dass sich Rundungsfehler nicht akkumulieren.

rige Werte, etwa a a héngt also nur von a, ab. Derartige ,.ein-

n-12 n-29%"°° n+l

AuBerdem zeigt das Newton-Verfahren ein gutes Konvergenzverhalten (,,quadratische Kon-
vergenz‘), d.h. nach wenigen Iterationsschritten bekommt man bereits eine gute Ndherung an
die gesuchte Losung.

Beispiel:

Es wird eine Nullstelle der durch f(x)=x"—x"+2-x+5 gegebenen Funktion gesucht. Es ist
f(x)=3-x>=2-x+2 und f"(x)=6-x—2. Als ,,Suchintervall“ fiir eine Nullstelle kann
1= [— 2, — 1] genommen werden. Hierfiir sind alle obigen Bedingungen 1. bis 4. erfiillt. Als
Startwert der Iteration wird a, = — 1,5 gewdhlt. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis nach

dem Newton-Verfahren nach 6 Iterationsschritten (ermittelt mit einem Tabellenkalkulations-
programm). Zusitzlich ist das Ergebnis angegeben, das das Tabellenkalkulationsprogramm
mit der eingebauten ,,Berechne-fiir“~-Funktion bei 100 Iterationen liefert. Offensichtlich ist
hier das Newton-Verfahren bei weitem iiberlegen.
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n a, 7(a,) /'(a,)

0 -1,5 — 3,625 11,75

1 —1,1914893617021 —0,49411980004431 8,6419194205523
2 —1,1343122722156 —0,014768016090808 8,1286175371279
3 —1,1324954791357 | — 1,4526940122457 10°% 8,1126289890596
4 —1,1324936884782 | — 1,4100025400726 101 8,1126132402848
5 —1,1324936884764 | — 7,6501305290577 1076 8,1126132402696
6 —1,1324936884764 | — 7,6501305290577 107 8,1126132402696

Ergebnis der eingebauten ,,Berechne-flir*“-Funktion bei 100 Iterationen:

x, =— 1,1324940415747

f(x,)=—2,8645504939842 - 10

5.9 Taylorpolynome

Im folgenden sei /: X — R mit X c R eine ,,geniigend oft* differenzierbare Funktion. Der

Wert x, € X sei ein festgewdhlter Punkt. Der Funktionsverlauf von f soll durch eine Folge
(Tn (x; Xos f ))neN ,einfacherer Funktionen angendhert werden, die mit f'im Punkt (xo ,f(x, ))

ibereinstimmen und folgenden Bedingungen gentigen:

T, (x; x,; f) fiir n> 0 ist dasjenige Polynom n-ten Grades, das mit f'an der Stelle x, iiberein-

stimmt und dessen sdmtliche Ableitungen bis zur n-ten Ableitung mit den entsprechenden Ab-
leitungen von f'bei x,, libereinstimmen. Zur Vereinfachung der Rechnung wird dabei nicht der

Ansatz T, (x; x,; f)= ibl. -x' gewihlt, sondern
i=0
T(xx;f)=a,-(x—x,) +a,, -(x—x, )" +...4a-(x—x,)+a, mit
T, (xs %03 )= (%),
(%03 %03 )= '(x0),

T, (03 %05 £) = £ (%)) -

Zur Berechnung der Koeffizienten a,, ..., a, wird T,(x; x,; f) nacheinander nach x abgeleitet

und x, eingesetzt:
7" (x; xo;f)(x:x() =T, (x5 %03 /)= ay = [ (%),
T, (x: %3 f )

=n-a,-(x—x,)" +(n=1)a, (x—x,)" +..+q,

X=X,
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T/ (x; x,; f)|x:x0 =n-(n-1)-a,-(x—x,) > +(n-1)-(n-2)a, ,-(x=x,)" +..4+2-a,

X=X,

=2-a,=f"(x,), alsoa, =

'f"(xo )»

N | —

Tn(n—l)(x; X, fx — I’l'(l’l—l)'-.-'z'an .(x—x0)+(n—l)!.a

X=X,

= (n - 1)!-a

n=1|y=x o n—1

— 1 n—
= f(” 1)(x())’ alSO an—l = )' f( 1)(‘xO)s

()

=nla,

T(”)(x;xo;f)( =n-(n-1)-...-2-1-a,

n -
X=X, X=Xo

= f(”)(xo), alsoa, :l'-f(”)(xo).
n!

Insgesamt ergibt sich also

Die Polynome T, (x;x,; ) fiir n =0 und n =1 lauten:
n=0: To(x; X0 f ) = f(x,), ist also die konstante Funktion mit Wert f(x,).
n=1: Tl(x; Xys f) = f(x0)+f'(x0)-(x—xo), d.h. 7; ist die Tangente an den Graphen von f

im Punkt (x,, /(x,)).

Selbstverstindlich ist f(x) in der Regel nicht gleich T, (x; x,; f), sondern es gilt

) =T,(x; 03 )+ R, (x5 x5 f)

mit einer als Restglied bezeichneten Funktion R, (x;x,; f).
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Satz 5.9-1:

Die Funktion f:X — R sei in einer &-Umgebung U(x,, &)= {x‘ |x—x0| <& }g X von

x, € X (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt fiir alle x e U(x,, ¢):

(0 ‘
f(x)= Zf 00) (=2, + R, (x5 3% /).
Die Summe

(0 ,
7 (xxg f)= 3T ()

i=0 1!

heiBt Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle x,; R, (x;x,; f) heiBt Rest-
glied des Taylorpolynoms n-ter Ordnung von f an der Stelle x,. Die Darstellung
von f(x) in der Form f(x)= Tn(x; X0 f )+ R, (x; Xos f ) nennt man Taylorentwicklung

von f an der Stelle x,.

Fiir das Restglied gilt:

1

(n+1)"f("“)(z)-(x_xo)”“_

Rn('X; x05f):

Dabei ist z ein Wert mit x, <z <x, falls x, <xist, bzw. mit x <z <x,, falls x <x, ist.
Fir x=x, ist R (x)=0.

Das Restglied ldsst sich auch in der Form

1

(n+1)'.f(n+1)(xo+/1,(x_xo))_(x_x0)n+1 mit 0< 1 <1

Rn(x; Xo; f):

schreiben.

Eine alternative Restglieddarstellung lautet

Rn(x;xo;f)=%f(””)(x0+/1‘(x—x0))-(1—/1)"~(x—x0)"+1 mit 0< A<1.
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1
(n+1)!

Es bleibt zunéchst zu zeigen, dass R (x;x,; f)= £ (z)-(x—x, )" fiir einen Wert z

zwischen x und x, ist.

Es sei x #Xx,. Zur Abkiirzung wird R(x)=R,(x;x,; f)und T(x)=T,(x;x,; f) gesetzt. Dann

ist £(x)=T(x)+R(x). Mit r(x)= L)M ist £(x)=T(x)+r(x)-(x—x,)"" . Durch

(x=x,)

h(y) = f(y)-T()-r(x)-(y—x,)"

wird eine zwischen x und x, (n+1)-mal differenzierbare Funktion definiert, fiir die /(x,)=0
und A(x)=0 gilt. Nach Konstruktion von T gilt £ (x,)=7T"(x,) fiir i=0,...,n. Daher ist
h(x,)=0 fiir i=0,...,n.

Nach Satz 5.6-4 gibt es zwischen x und x, einen Wert z mit %'(z,)=0. Nochmalige Anwen-
dung des Satzes 5.6-4 liefert einen Wert z, zwischen z, und x, mit 4"(z,)=0. Die Anwen-
dung des Satzes 5.6-4 lisst sich fortsetzen, und es entsteht eine Folge z,, z,, ..., z, und z,,,,

der zwischen z, und x, liegt, mit A"*"(z,,,)=0. Da T ein Polynom n-ten Grades ist, gilt

R () = FU ()= (n+1)r(x), alsomit z=z,,: f"(z)=(n+1)r(x) bzw.

1 1 n+1
R(x) Zm-f('” (2)-(x—x, )"

Die Entwicklung der alternativen Restglieddarstellung

R (x;x,; f)= l' Lo+ A4-(x=x,))-(1=A) -(x—x,)"" mit 0<A<1 ergibt sich aus fol-
n!

gender Uberlegung:

Setzt man F(t)= f(x)- z (0 -(x—¢) und G(t)=(x—¢), dann gibt es nach Satz 5.6-5(ii)
1!

i=0

einen Wert z zwischen x und x,, etwa z=x,+ 1" (x - xo) mit 0< A <1, mit

d/dtF(t )| _ Flx)-F(x) Es ist
djdiG) . G(x)-Glx)

d/de F(r) d/dt[f me(t) —z)‘j

{0 zl[f“*”w )Ly

7!

n_ (i) I RP(Es) ,
0 E L e - L0 oy

:—f(wl)(t) -(x—t)" und

n!
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d/dtG(t)=-1. Weiter ist F(x)=0, G(x)=0, F(x,)-F(x)=R,(x;x,;f) und
G(x,)— G(x)= x — x,. Damit ergibt sich
R(exif)_S""E) (o y

|

X=X, n!

:f("+1)(x0+/1.(x_x‘)))-((x—xo)-(l—/l))n ,

n!

R £)= L2 e ) 027 )

Beispiel:

Es soll die Taylorentwicklung fiir die Funktion
fx)=e

an der Stelle x, = 0 berechnet werden. Dabei sollen nur die Ableitungen von f(x) verwendet
werden. Da fiir alle Ableitungen f (i)(x) =e" gilt und €’ =1 ist, ergibt sich fiir das n-te Tay-

lorpolynom von f(x) =e* ander Stelle x, =0:

n 2 3 xn

Tn(x;O;e’“)z l~xi S S S
= 1! 2 6 n!

Mit Satz 5.7-2 ist

e :Z:):%'xi +Rn(X;0;ex)=§%'xi +(n-1|-1)!.ez x™ mit 0< z < x firx >0 und

x<z<0 furx<O.

Nun gilt:

limR, (x; 0; e ) =lim——~

. -x"™ =0; denn
n—om n—>0 (l’l + 1)'

1 . .
" -x™, da 0<z< x ist, und damit
(n+1)

! e -x"™ | =0 (siehe Satz 5.1-5 (iii)).
(n+1)

fur x> 0 ist OSRn(x;O;eX)<

0<IlimR, (x; 0; e ) < lim(

n—0 n—>0
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n+l

< betrachtet (die letzte
(n+1)

z n+l

e’ -x n+l

z

:—-e

(n+1)
Ungleichung ergibt sich aus e° <e’=1): hier ergibt sich mit demselben Argument

limR, (x; 0; e"} =0, und mit Satz 5.1-2 (v) folgt limR, (x; 0; e*): 0.

n—>0

Fir x <0 wird

<X

R (x; 0; e"l =

L
(n+1)

Insgesamt ist

e’ =Z%~xi fir xeR.

i

Dieses ist ein Ergebnis, das nicht {iberrascht; denn so wurde die Exponentialfunktion ja defi-
niert. Zu beachten ist aber, dass bei der Taylorentwicklung allein von der Tatsache Gebrauch
gemacht wurde, dass f (i)(x) = f(x)=¢" und €’ =1 ist. Die folgende Abbildung zeigt den
Verlauf der Exponentialfunktion und ihrer Taylorpolynome an der Stelle x,=0 fiir
0<n<S5:

Taylorpolynome
e-Funktion

25

20 .
. . x// T5(
15 T4(X)
I / T3(x)
10
i / T2(x)
. -

-= T1(x)

Um auch ein ,,numerisches Gefiihl*“ fiir die Qualitdt der Approximation der Exponentialfunk-
tion durch ihr n-tes Taylorpolynom zu bekommen, werden in folgender Tabelle Werte des
dritten Taylorpolynoms zur Exponentialfunktion an der Stelle x, =0 dicht an der Entwick-

lungsstelle und weit entfernt von der Entwicklungsstelle mit numerisch ermittelten Werten
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von e* verglichen. Man sieht dabei, dass fiir Werte, die dicht bei x, =0 liegen, bereits 1+ x

hédufig eine befriedigende Anndherung an e* liefert. Fiir groBe Werte von x ist ein n-tes Tay-
lorpolynom mit einem groflen Wert von n zu nehmen.

— p

) T 0" ) =1+ x4 % * % (letzte Stelleegerundet)

1 6. 2,7182818284590452353602874713527
12 1.64583... 1,6487212707001281468486507878142
1/10 1.10516... 1.1051709180756476243117078264902

1/100 1.01005016... 1,010050167084168057542 1654569029
20 15543, 435 165 195,40979027796910683054154

Insbesondere gilt

e= Z —1+1+l 1 i+L+... +i+ l
) 276 24 120 nl o
Wegen a* =" ist
il x lna
Z ( ) firx eR.

i=0

Beispiel:

Es soll nun die Taylorentwicklung der natiirlichen Logarithmusfunktion ln(x) hergeleitet
werden. Die Wahl x, =0 der Entwicklungsstelle ist hierbei nicht méglich, da ln(x)L:x nicht

definiert ist. Andererseits ist eine Taylorentwicklung an der Entwicklungsstelle x, = 0 beson-

ders einfach. Es wird daher zunédchst die durch

R., - R
f(x)={
X

— In(l+x)
definierte Funktion in eine Taylorreihe an der Stelle x, = 0 entwickelt:

Es ist




232 5 Ausgewihlte Themen der Analysis

F0)=——=(+x)", 0 =042, ") =2-(+x)",

I+x
£ =17 (=114 x)" und damit

7 (5,0 {1+ x)) = MO o EVTG=40)”

V= il

n i—1 n—1
:Z&Q_f:%ﬁql“%ﬁm+Fn_ﬂ
i=1 l

Mit Satz 5.7-2 ist

n

In(1+x)= Zﬁw" +R (x;0;In(1+x))= Zn:(_l)i_l X+ ) '(1+z)_("+1) X

i=1 l Py i (l’l + 1)

mit 0<z<x furx >0 und

x<z<0 fir-1<x<0.

Das Restglied

R (x:0: (14 x)) = T (14 oy o

lasst sich betragsméfig abschitzen:

n+l

. Fir 0<x<1

<1) |Rn(x; 0; ln(1+x))| <=

Fir 0<z<x gilt (wegen 14+z>1 bzw.
I+z n+1

folgt daher lim[R, (x; 0; In(1+x))] = 0.

1
<

Fiir —1/2<x<z<0 ist (wegen 0<1-[x|=1-(-x)=1+x<l+z<1 bzw. 0< —_
I+z 1-|y

)

n+l n+l
R,(x;0;In(1+x)) = al -|(1+z]7(”+1)< 1 ( i ] . Wegen [x]<1/2 ist ﬂ<l, S0

(n+l) n+l 1—|x| 1—|x|
dass auch in diesem Fall 1im|Rn (x; 0; In(1 + x))| =0 gilt.

n—>0

Fiir —1< x <—1/2 verwendet man die alternative Restgliedabschétzung in Satz 5.9-1:
(1-2)
(1+A-x)"

1-1 1-1

Esist 0 < = <1 und
1+4-x l—ﬂ,-|x|

R (x;0;In(1+x))=(-1)"- X" mit 0<A<1.

< und damit
1+A-x 1—|x|
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R, (x; 0; ln(l + x)l < W . |x|"+1 . Daraus folgt auch hier lim|R, (x; 0; ln(l + x)x =0.
—|x n—>0
Insgesamt ist
o (_ i—1
ln(1+x):z( ) x'
i=l l
2 3 4 5 n+l 0 i+l
X XX =D X'+ z =D x' firxeR mit—1<x<1.
2 3 4 5 n o i

Die Taylorentwicklung fiir f(x) =In(x) fiir x >0 erhdlt man aus der Substitution z =x-1,

x=z+1:

()= tnCz+1) = 3V (21 4 R (x-1:0;In(1+ 2)) und
i=l l

in()=3 CU 1y

=11

—1- (x;)z + (x?f — (x;1)4 +...+—(_2’H1 (x=1)"+ i(_l—)m(x—l)i

i=n+1 l
firxeRmit0<x<2.

Daraus ergibt sich das Ergebnis aus Satz 5.1-9 (iii)

n+l e i+l
PP SR R S S Gl +Z( D 06931471
273 4 5 n i

i=n+1

Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf der natiirlichen Logarithmusfunktion und ihrer
Taylorpolynome an der Stelle x, =1 fiir 0 <7n <5; man sieht sehr schon die Approximation

der Taylorpolynome fiir xe Rmit0 < x < 2.
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Taylorpolynome
In-Funktion

6

| T5(x)
4

1 T3(x)
2

] _F!ﬁzw
0 sz===m=Eit

e T4(x)

Es soll nun die GroBe von n berechnet werden, die ausreicht, damit 7, (x; 0; In(1+x)) eine Ap-
proximation an ln(l + x) liefert, die einer vorgegebenen Genauigkeit geniigt. Hierbei sei
0<x<1. Soll also Tn(x; 0; ln(l + x)) in der Dezimalentwicklung bis zur m-ten Nachkomma-

stelle genau sein, so kann man folgendermallen vorgehen: Die Dezimalentwicklung von

In(1+ x) bzw. von T, (x; 0; In(1+ x)), die bis zur m-ten Nachkommastelle identisch sind, seien

n(l+x)=[dd,,..ddyd d,..d, d, d,.,.], bzw.

—m—1

T (x;0;In(1+x))=[dd, ,..dd,d d_,..d c,c.,..]

10 *
Dann ist

R, (x; 0; ln(l + x)) = ln(l + x)— T, (x; 0; ln(l + x))

=0,0..0+ (d—m—l —Ca ) 107(m+1) + (d 2 " C ) 107(%2) + ...

—m

(-9)- ilO’i <R, (x;0;In(1+x))<9- ilO’i , d.h. wegen ilO’i = %-10"’ :

i=m+1 i=m+1 i=m+1
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~10" < R,(x;0;In(1+x))<10™ bzw. 0<|R (x;0;In(l+x))<10™".

n+l

Im angenommenen Fall 0 <x <1 ist 0 < |Rn (x; 0; In(1 + x))| <X . Die Anforderung an »n lau-

n+1l
tet also

n+l
X

n+l1

<10™.

Soll beispielsweise ln(l,S) auf 7 Nachkommastellen genau durch das n-te Taylorpolynom an-

n+l
gegeben werden, so wird n so bestimmt, dass /—1£10‘7, dh. (n+1)-2"" >10" ist;
n+

(n+1)-2"" muss also mindestens 8 Dezimalstellen aufweisen. Die folgende Tabelle listet ei-

nige Werte fiir (n+1)-2"" auf:

n (n+1)-2"

1 8

5 24 In diesem Beispiel ist also n>19 zu wéh-
len.

10 22.528

T 19152 Bemerkung:

In(1,5) =

17 4.718.592 0,40546510810816438197801311546435

18 9.961.472 (letzte Stelle gerundet)

19 10.971.520

Zur Berechnung von In(x) fiir x € Rmit0 < x <2 kann man also ein n-tes Taylorpolynom mit
geniigend groflem n als Approximation an In(x) nehmen. Im allgemeinen (auch fiir x >2)
funktioniert dieser Ansatz nicht, da das Restglied nicht gegen 0 konvergiert. Nun gilt aber fiir

|h|<1:

8

1+h

i und tnl1-)=tni+(-4) = 3 EI 0y = 3Lk und dami

i=1 i=1

ln(ﬂjzln(l+h) ln(l h):i“(_l')[1 b _z_ W= 222 l+1 j2i!

1-h
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Fir xe Rmitx >0 ist —1<x—_1<1. Setzt man h:x—_l, So ist |h|<1 und x:ﬂ. Da-
x+1 x+1 1-h

mit ergibt sich

fir xeR.

a1
x+1

3 5 2-n+1 00 2+
In(x)=2- L +2-) h
3 5 2-n+1 —2-i+1

Beispiel:

Fir m eN ist

ﬂiﬂm=§Xilym(m_D'f'(m_HJ&izfinYYQxiﬁrxeR.

i!

Diese Formel ist ein Spezialfall der allgemeineren Formel

(a:tb)mzzﬁi(i nf"“(”’_l)'f;'(”1_i*'Dafbm4:=jé(i nf(t?afbm4
i=0 L i=0

fir a eR, b eR.

Fir m eR\N mit m >0 ist

= m(m=D) L (i)
(th)mzzgg(i py =D - (m=i+D).

0

m(m—l)x2 + m(m—lg(m—Z)x3 +izz4(+ 1y m(m—l)-..i.-!(m—i+1)x,-

fir xeR mit — 1<x<1.

=1tmx+

Beispiel:

1,000001
0,999999

entwicklung einer ,,geeigneten* Funktion herangezogen werden. Mit

Zur Berechnung eines Wertes der Form mit groler Genauigkeit kann die Taylor-

R, — R
f : 1+x
X - —(] _ x)z
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1,000001
st —————
0,999999

einige Ableitungen ermittelt, um daraus auf die Form der i-ten Ableitung zu schlielen:

=f (1 0*6). Das n-te Taylorpolynom der Funktion f wird ermittelt; dazu werden

1-(1=xf —(1+x)-(-2)-(1-x)  3+x

1= (—x) NS

gy 1=x) =B4x)-(=3)-(1=x)’ _10+2-x _2-(5+x)
f() 1—x)6 (l—x)4 (l—x)4 5

megy o 2(1=x)' =2-(5+x)-(-4)-(1-x) _42+6-x _6-(7+x).
Y = =) e

die i-te Ableitung lautet also (das kann man durch vollstindige Induktion beweisen):

() _ M2 +1+x)
SU(x) (1 B x)i+2 :

Damit gilt fiir das n-te Taylorpolynom an der Stelle x, =0:

(xOf(x)):Z M2ix1) =i(2-i+1)-x"=1+3-x+5-x2+7-x3+...+(2-n+1)-x"

i=0 l!

Fir —1<x <1 konvergiert das Restglied R, (x; 0; f (x)) = (2 ‘n+3+ z)-x"+l gegen 0, so dass
gilt:

1+x

(_

= (2-i+1)-x" fir -I<x<I.
i=0

Damit ist 1000001 _ 1+x | =1,0000030000050000070000090000110000130...

0,999999*  (1-x)*| ;s
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Beispiel:

Aus der Schule sind die trigonometrischen Funktionen Sinus-, Kosinus-, Tangens-,
Kotangensfunktion und weitere daraus abgeleitete Funktionen bekannt. Grundlagen bilden die
Sinus- und Kosinusfunktion, die iiber Lingenverhiltnisse in einem rechtwinkligen Dreieck

definiert werden:
C

& [

A B

Der Sinus eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck (siche Abbildung) ist definiert
als das Verhiltnis der Lange der Seite BC zur Lénge der Seite AC. Bezeichnet man die Lénge

einer Seite XY mit XY, dann ist sin(ar) = j:i .

Der Kosinus eines Winkels o in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Verhalt-
AB

nis der Lénge der Seite 4B zur Linge der Seite AC: cos(a)= c

AN

Der Tangens eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Verhalt-

nis der Lange der Seite BC zur Lange der Seite AB: tan(a) ==—=—=

Der Kotangens eines Winkels « in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Ver-

hiltnis der Lange der Seite 4B zur Linge der Seite BC: cot(a)= i __ | .
BC tan(a)

Normiert man die Strecke AC zur Léange 1, so findet man die einzelnen Werte geometrisch
aus folgender Abbildung, in der das definierende Dreieck in den Einheitskreis (Kreis mit Ra-
dius 1 um den Nullpunkt) eingezeichnet ist.

Dabei folgt aus dem Strahlensatz .AC _ 1 ,also AC = sin(a)

sin(a))  cos(@) =tan(a).

cos(a)

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 0DC und BAO folgt DTC = %() ,also DC = cot(a) .
anla
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0\ g 1

Die Winkelfunktionen lassen sich auch in Abhingigkeit der Lange x des Bogenstiicks ausdrii-
cken, das durch den Winkel auf dem Einheitskreis bestimmt wird. Die Umrechnung zwischen
Winkel und Bogenstiicklédnge erfolgt iiber einen festen Faktor, der hier nicht weiter detailliert
werden soll. Es ist dann sin(a)=sin(x); entsprechend fiir die anderen Funktionen.

Offensichtlich gelten folgende Beziehungen (hier werden die Argumente der Funktionen in
Abhéngigkeit der Bogenlidnge angegeben):

Aus der letzten Gleichung ergibt sich wegen tan(x)=sin(x)/cos(x) bei x#0:

sin(x)

x-cos(x)<sin(x)< x und cos(x)< <1. Diese Ungleichung fiihrt auf die spéter verwen-

dete Limesbeziehung

lim sin(x)

x—0 X

=1.

Eine dhnliche spiter verwendete Limesbeziehung lésst sich fiir die Kosinusfunktion herleiten:
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cos(x)— 1_ (cos(x)— 1)- (cos(x)+ 1)
X x- (cos(x)+ 1)
_ (cos(x))2 -1
x- (cos(x)+ 1)

(sin(x))
x- (cos(x)+ 1)
_ sin(x) . sin (x

X cos(x) +1°

SchlieBlich sollen noch die Additionstheoreme fiir die Sinus- und Kosinusfunktion (geomet-
risch) hergeleitet werden. Hierbei werden wieder Beziehungen im Dreieck betrachtet.

Es gilt

sin(a + B)=sin(a)- cos(B)+sin(B)-cos(a),
cos(a + f3) = cos(a )- cos(3)—sin(a)- sin().

Zur Herleitung wird folgende Abbildung betrachtet:

> sin(a + )

Die eingezeichneten Groflen ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Sinus- und
Kosinusfunktion. Betrachtet man das Dreieck ADE, so erkennt man, dass der linke Winkel bei

A die GroBe 180° —90° —(ar + #)=90° — (a + f3) besitzt. Aus der Winkelsumme 180° im Drei-
eck ADC ergibt sich die GroBe 180" — 5 —90° — (90° —(a+p )): a fiir den anderen Winkel bei
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A. Aus sin(a)= E’/sin(ﬂ) folgt BC = sin(a)-sin(B); aus cos(a)= E/sin(ﬂ) folgt
AB = cos(a)- sin(ﬂ); aus sin(a) = E/cos(ﬂ) folgt CF = sin(a)- cos(,B);

aus cos(a)= ﬁ/cos(ﬂ) folgt DF = cos(a)-cos(f3).

Insgesamt ergibt sich

sin(a + ) = CF + AB = sin(et)- cos(3)+ sin(f)- cos(e) und

cos(a + )= DF — BC = cos()- cos(3)—sin(a)-sin().

Auch in diesen Gleichungen konnen wieder die Winkel durch entsprechende Bogenldngen im
Einheitskreis ersetzt werden. Damit lassen sich nun die Ableitung der Sinus- und der

Kosinusfunktion bestimmen, wobei die oben hergeleiteten Limesbeziehungen eingesetzt wer-
den:

sin(x, + Ax)—sin(x, )

—sin(x = lim
dx -~ Ax—0 Ax
i sin(x, )- cos(Ax )+ sin(xA)- cos(x, ) —sin(x, )
= o0 Ax
Mim sin(xo)- (cos(Ax)—l) + lim sin(xA)- cos(xo)
Ax—0 Ax Ax—0
= sin(x0)~ lim M + cos(x0)~ lim M
Ax—0 Ax A0 Ax
=cos(x,) .
icos(x){ Mim cos(x, + Ax)—cos(x, )
dx v, Ax—0 Ax
i cos(x, )- cos(Ax)—sin(x, )- sin(Ax) - cos(x, )
= A Ax
Mim cos(xo)-(cos(Ax)—l) ~ im sin(xo)- sin(xA)
Ax—0 Ax Ax—0
=cos(x, )- lim M —sin(x, )- lim M
B 07 Ac5>0 07 Ax5>0 Ax

=—sin(x,) .

Die Sinus- und die Kosinusfunktion bilden also ein Paar von (g, #) von Funktionen, die auf
ganz R definiert und differenzierbar sind und die folgende Eigenschaften besitzen:

g0)=0,  A0)=1,
g'(x)=h(x), h'(x)=-g(x).
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Mit dieser Betrachtungsweise erhdlt man einen analytischen Zugang zu den Winkelfunktio-
nen, ohne ihre geometrische Herleitung zu bemiihen. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese
wenigen Annahmen ausreichen, um g und 4 eindeutig festzulegen, und dass beide Funktionen
genau denselben GesetzmiBigkeiten folgen wie die Sinus- und Kosinusfunktion. Dariiber hin-
aus ermoglicht dieser Ansatz einen nicht-geometrischen Weg, um 7 zu definieren.

Aus den obigen Annahmen folgt

g(0)=0,

g'(0)=h(0)=1,
g"(0)=r(0)=-g(0)=0,
g"(0)=-g'(0)=-h(0)=-1,
2W(0)=-h'(0)=g(0)=0, d.h.

0 fiir (i mod?2)
g?0)=41 fiir(i mod4)=
~1 fiir(i mod4)

0
1

Das (2 ‘n+ 1)— te Taylorpolynom von g an der Stelle x, =0 lautet:

c (_l)i 2:i+l
T :0; =y —— . .
2-n+1(x7 ,g(x)) £ (2.1.4_1)! X

Das Restglied konvergiert fiir jedes x € R gegen 0 (die Begriindung erfolgt wie bei der Ex-
ponentialfunktion), so dass

_ C (_l)i 2-i+1
g(x)_;(z-iﬂ)!'x

gilt. Im vorliegenden Fall darf man die Bildung der unendlichen Reihe und die Ableitungs-
operation miteinander vertauschen, so dass

=) -3 L) 5 L)

Gilt (man hétte die Taylorentwicklung auch direkt herleiten kdnnen).

Die Ausgangsbedingungen g(0)=0, h(0)=1, g'(x)=h(x) und A'(x)=-g(x) legen die
Funktionen g und /4 eindeutig fest. Dieser Ansatz bildet die Grundlage einer analytischen De-
finition der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion:
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MOy TR s T ey T R
fir xeR.
N (_l)l 2i ¥oxt X (_l)n 2n
= . =1 _____
e ;:‘(2.1')! * SR I I WA T +,§12 i)
fir xeR.

Es zeigt sich, dass diese Funktionen dieselben Eigenschaften besitzen wie die liber geometri-
sche Betrachtungen am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrten Sinus- und Kosinusfunktionen.
Einige wichtige Formeln werden hier zusammengestellt:

Aus der Definition folgt unmittelbar
sin(—x) = —sin(x),
cos(—x) = cos(x),

isin(x) =cos(x),
dx

d )
. cos(x)=— sm(x).

Definiert man fiir festes y € R die Funktion £ durch f(x)=cos(x+ y) und entwickelt diese

(k)
bei x, =0 in eine Taylorreihe, d.h. f Z f ) x", so erhilt man mit
k=0

f”(X)Z%(—Sin(Hy)):—COS(X+y)=—f(X):
Fiir ke N ist /*%)(x ):(—1)"- f( ) und f(z"‘”)(x):(—l)k- £(x), also

o0 0

f() cosx+y: Z( )
—f( ) cos( ) (O) sm(x),

also

2 k+1

k:O

cos(x + y) = cos(x)- cos(y)—sin(x)-sin(y).

Durch Ableiten von f(x)= £(0)-cos(x)+ f(0)-sin(x) erhilt man
—sin(x+ y)=—£(0)-sin(x)+ £'(0)- cos(x) und

sin(x + y)=sin(x)- cos(y )+ cos(x)-sin(y).
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Damit ergibt sich

cos(x — y)= cos(x)- cos(y)+sin(x)-sin(y) und
sin(x — y) = sin(x)- cos(y)— cos(x)-sin(y).

Mit x =y und cos(0)=1 folgt der Satz des Pythagoras:
(sin(x))’ + (cos(x)f =1.
Weiterhin ist mit x =y cos(x+x)=cos(2-x), also

cos(2-x)=(cos(x))’ - (sin(x))’ und
sin(2-x)=2-sin(x)-cos(x).

8

(_ l)l 2:i

-x~" 1ist eine unendliche Reihe mit al-

Die Taylorentwicklung des Kosinus cos(x) = Z (2 ')'
i=0 \&"1):
ternierenden Folgengliedern, und es gilt fiir i>1 und 0<x <3 wie man leicht nachrechnet:
xZ-i x2<(i+1)
> . Damit ergibt sich mit Satz 5-1.13

2-i) 2-G+1)!

2 2 4
-2 <cos(x)<1-+ fir 0<x<3.

2 2 24

2

Das Polynom p(x)=1 —_ hat die Nullstellen X, =—V2 und x,, = \/2 . Die Nullstellen des
2 k) >

2 4
Polynoms q(x) =1- % + % erhiilt man mit der Substitution z=x": z,,=6-2- V3 und

2

zq’2=6+2-\/§ sind Nullstellen von 1—§+%, und damit sind xq,lz—\/6+2-\/§,

X, = —6-2:13, X,3= \J6-2-/3 und X, 4 =NO+ 2-+/3 die Nullstellen von ¢ (nach auf-
steigender Grof3e sortiert). Das bedeutet 0< cos(\/z) und cos( 6-2-43 ) <0. Nach Satz

5.2-3 gibt es (mindestens) eine Nullstelle x, der Kosinusfunktion im Intervall

[ﬁ,\/6—2-\/§]

Die kleinste Nullstelle der Kosinusfunktion cos(x) fiir x>0 definiert den Wert /2.

Insgesamt cos(7/2)=0 und 7 <2-/6-2-+/3 ~3,1849.
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Mit dem Satz des Pythagoras folgt 1=(sin(z/2)) +(cos(z/2)) =(sin(z/2))’, also
sin(z/2)=+1. Fiir xe R mit 0< x<7/2 ist cos(x)>0 und wegen disin(x) = cos(x) ist die
x

Sinusfunktion fiir diese Werte x streng monoton steigend. Die Stetigkeit der Sinusfunktion
lasst daher nur den Wert sin(z/2)=1 zu.
Aus sin(x + y)=sin(x)-cos(y)+ cos(x)-sin(y) folgt:

sin(x + 77/2) = sin(x)- cos(77/2) + cos(x)- sin(7z/2) = cos(x)
sin(x + 7/2) = cos(x) = cos(— x) = sin(z/2 - x).

Ersetzt man in der letzten Formel x durch x + /2, so erhilt man
sin(x + 77)=sin(— x) = —sin(x).

Hier wird x durch x + 7 ersetzt, und man erhilt

sin(x +2- 7)=—sin(x + 7)=sin(x).

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Werte x =k -7 mit k€ Z.
Entsprechend ergibt sich die Herleitung von

cos(x +2-7)=cos(x).

Die Nullstellen der Kosinusfunktion sind die Werte x = % +k-rmitkeZ.

Uber die Sinus- und Kosinusfunktion definiert man wieder die iibrigen trigonometrischen
Funktionen:

Tangensfunktion tan(x) = sin(x) fiir xeR mit x# —+k 7 fir keZ ,
cos(x) 2
Kotangensfunktion cot(x)= C_L((x)) firxeRmit x#k-7 fir keZ.
sin(x

Auf weitere Details wird hier mit Verweis auf die angegebene Literatur verzichtet.
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Vergleicht man die Taylorreihenentwicklung der Kosinus- und der Sinusfunktion mit derjeni-
gen der Exponentialfunktion, so fillt die groBe Ahnlichkeit auf. Es gelten folgende Zusam-
menhénge zwischen der Exponential-, der Sinus- und der Kosinusfunktion:

Erweitert man die Definition der Exponentialfunktion von den reellen Zahlen auf die komple-
xen Zahlen (siehe Kapitel 1.4), so erhidlt man die komplexwertige Exponentialfunktion

CcC - Ck
expiy ., ZZ_ .
i k!

Die unendliche Reihe in dieser Definition wird wieder iiber endliche Partialsummen definiert,
wobei hierbei alle Operationen in den komplexen Zahlen ausgefiihrt werden. Die bei den

Konvergenzbetrachtungen auftretenden Betragswerte sind dann wegen |z| = |a + bi| =+a’+b’

reelle Zahlen, so dass Konvergenzbetrachtungen von den komplexen Zahlen auf die reellen

Zahlen tbertragen werden und in R stattfinden. Es ldsst sich zeigen, dass auch hier wieder
0 k

) k
z ) zr . .
E '] absolut konvergiert, so dass der Grenzwert exp(z) = E - mit z € C in der Tat exis-
k=0 M+ k=0 "

tiert. Zur Abkiirzung schreibt man anstelle von exp(z) wieder e und meint damit den

© k

z
QGrenzwert Z—'
k=0

Nun gilt fiir die imaginédre Zahl i: i* = —1. Fiir x € R ergibt sich:

e —e” 115 (i x)k_ 2 (—i-x)
2 2 [k—o k! kz;‘ Kl
_15 i'x)k—(—i x)k
2 kZ:;‘ k!
_1 < 2'(1'-)6)”+1 . ¥ PRI e (_1)k.x2.k+1 o
5 kZ:(; (2-k+1) =1 ;(2-k+l)!_l kZ:(; 2 k1) =i-sin(x) ,
e’x+e”_l w(l x)k w(_l x)
2 2 [kZ k! +kz=0: Iz
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Damit folgt
ezx _I_e—i-x ei-x _ i )
= + = cos(x)+i-sin(x).
2 2

Fiir x € R ist also cos(x) der Realteil und sin(x) der Imaginirteil von e .

= |cos(x) +i- sin(x)| = \/(cos(x))2 + (sin(x))2 =J1=1.

Insbesondere ist ‘ei x

Die in Satz 5.5-1 fiir reelle Zahlen x und y definierte Funktionalgleichung
exp(x+y) =exp(x)-exp(y) ldsst sich auch fiir die komplexwertige Exponentialfunktion
nachweisen, so dass insgesamt fiir ze C,etwa z=a+b-i mit ae R und b € R, gilt:

exp(z) = exp(a +1i -b) =exp(a)- exp(i -b) =exp(a)- (cos(b) +i- sin(b)) .

Auch die komplexe Exponentialfunktion ist wie die Sinus- und Kosinusfunktion periodisch:

exp(i . x) =cos(x) +i-sin(x)

=cos(x+2-7r)+i-sin(x+2-7r)=exp(i-(x+2~7z))=exp(i-x+i~2-7z) .

5.10 Fibonacci-Zahlen

In Kapitel 2.1 werden die Fibonacci-Zahlen als Funktion definiert:

N - N
fib: n firn=0undn =1
n
fib(n—1)+ fib(n—2) firn=>2.

Die Fibonacci-Zahlen spielen in vielen Teilen der Mathematik und der Informatik (z.B. bei
der Laufzeitberechnung des Zugriffs auf Daten, die in Form héhenbalancierter Bdume gespei-
chert sind) eine wichtige Rolle.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird F, = fib(n) gesetzt, d.h. (Fn) ist die Folge der

neN

Fibonacci-Zahlen. Die ersten elf Fibonacci-Zahlen lauten:

Gemal obiger Definition ist
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_n firn=0o0dern=1
"\F,+F,, firn>2.

n—1

Zur Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahlen kann man z.B. folgende Pascal-Funktion einset-
zen, die wohl elegant ist, aber schlechtes Laufzeitverhalten zeigt:

FUNCTION fib_1 (n : INTEGER) : INTEGER;
BEGIN { fib_1 }

IF n < 0 THEN EXit;
CASE OF n
i

Optimales Laufzeitverhalten zeigt folgende Pascal-Funktion, die zur Berechnung der n-ten
Fibonacci-Zahl F, nacheinander alle Fibonacci-Zahlen F; mit 0 <i < n nach dem Prinzip der
Dynamischen Programmierung berechnet:

FUNCTION fib_2 (n : INTEGER) : INTEGER;

VAR f nl1, £ n2, £ n : INTEGER;
1dx - INTEGER;
BEGIN { fib_2 }
IF n < O THEN Exit;
CASE OF n
0 : Fib 2 = 0;
1 - fib 2 = 1;
ELSE BEGIN
f n2 := 0;
fnl:=1;
FOR idx := n DOWNTO 2 DO
BEGIN
fn =f n2 + f ni;
f n2 := f nl;
fnl:=*Ffn;
END;
fib_2 = f_n;
END;

END { CASE };
END { fib 2 };
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Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert, und es ist wiinschenswert, den Wert der n-ten
Fibonacci-Zahl direkt in Abhidngigkeit von n zu erhalten. Hier hilft eine spezielle mathemati-
sche Methode, die Methode der erzeugenden Funktionen, weiter, die hier nur auf das vorlie-
gende Beispiel angewandt werden soll.

Zunichst fasst man die beiden Félle der definierenden Gleichung der Fibonacci-Zahlen zu ei-
ner Gleichung zusammen. Dazu definiert man

F,=F,=0

und erhalt

F =F +F ,+a, firjedes ne N;hierbeiist g, =1 und a, =0flir n #1.

Beide Seiten werden mit x” multipliziert und alle Werte aufaddiert; hier ist nicht gesagt, wel-
chen Wert x annimmt, und auch Fragen der Konvergenz spielen zunéchst keine Rolle. Man
erhalt:

Setzt man F(x) = ZFn -x", so erhélt man die Gleichung

F(x)=x-F(x)+x*-F(x)+x,

die man nach F(x) auflost:

x

F(x)=———.
1—x—

Diese Funktion erfiillt fiir x, = 0 die Voraussetzungen von Satz 5.7-2, so dass man versuchen

konnte, die Taylorentwicklung an der Stelle x, = 0 herzuleiten. Wieder unter der Annahme,

dass Konvergenz vorliegt, ergibe sich dann:
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S FO0) e
F(x):; i!( )-x =§0Fn~x .
F(Vt)(o)

Ein Koeffizientenvergleich lieferte F, = '
n!

. Dieser Weg ist jedoch mithsam, da die

Ableiungen F G )(x) schwierig zu bestimmen sind. Daher wird ein anderer Weg beschritten:

Es werden Zahlen 4, B, o und £ mit Hilfe der Partialbruchzerlegung bestimmt, fiir die gilt:

F(x)= > = 4 + B .
l-x—x" l-ax 1-f-x
A B A-(1-p-x)+B-(1-a-x)
—+ =
l-a-x 1-4-x (I—a-x)-(1-p-x
_A-A-f-x+B-B-a-x
- (I—a-x)-(1-p-x
X
Cl-x-x

Der Koeffizientenvergleich ergibt:

A+B—(4-B+B-a)-x=x und
(l—a-x)-(l—ﬂ-x):l—x—xz.

Mit x = 0 folgt aus der ersten Gleichung

A+B=0 bzw.A=-B.

Zur Bestimmung von o und S werden die Nullstellen von 1—x—x” bestimmt. Diese lauten
(siehe Kapitel 5.3):

Xo; :—%-(l—i-\/g) und x,, =—%-(l—ﬁ).

Damit ist
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und folglich
L IS B SR b CERR Y
e 2 1445 2 (1++5)(1-+5) 2 (1 ﬁ)
~—0,618034
und
o, 1
'H—xoz ? 1—\/§ 2 (1+\/§)
~1,618034.

wegen — Xy, - X, =1

Diese Werte fiir « und £ werden in die Gleichung A+B—(A- p+B -a)-x = x eingesetzt,

wobei A+ B =0 bzw. A =—-B bereits bekannt ist, und der Wert x =1 genommen wird. Man

erhalt

l=—A-f+d-a=A-(a-p)=A4-(-5) bzw.

1 1
A=——und B=—.

V5 V5
Damit ist
F(x)=——;

l-x—x

4 B

l-a-x 1-p-x

Nun ist nach Satz 5.1-9 (1) fiir |a-x| <1 bzw. |,6’-x| <lI:
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1

I I
F(x):ﬁ'(pﬁ.x_l—a. J

Bemerkung: Diese Gleichung gilt wegen der Konvergenzanforderungen |a-x|<1 und

A }=1/8 < 0,618034, cine

|B-x| <1 fiir jedes xeR mit |x|<min{|l/a

Tatsache, die hier nicht von Belang ist.

Der Koeffizientenvergleich liefert:

Die durch
_n firn=0odern=1
" \F ,+F,  firn>2

definierten Fibonacci-Zahlen erfiillen die Gleichung

F, :%.[(12\5] —(1_2\/5) } fiir jedes n e N.
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5.11 Erzeugende Funktionen

Im vorliegenden Kapitel wird die in Kapitel 5.10 erwdhnte Methode der erzeugenden Funkti-
onen beschrieben und im Kapitel 5.12 auf weitere interessante Fragestellungen der Informatik
angewendet.

Es sei (g, )neN eine Folge reeller Zahlen. Die erzeugende Funktion G der Folge (g,) . wird

neN

durch G(z) = Z g, z" definiert. Hierbei ist z eine ,,formale (komplexe oder reelle) Variab-
n=0

le.

Die erzeugende Funktion fasst die gesamte Information iiber die Folge (gn) in einem ein-

neN
zigen arithmetischen Ausdruck zusammen. Die z-Potenzen separieren dabei die einzelnen
Folgenglieder. Natiirlich kann man nach Konvergenzbedingungen in Abhéngigkeit von z fra-
gen. Im vorliegenden Zusammenhang spielen diese aber eine untergeordnete Rolle.

Aus der erzeugenden Funktion G(z) = Z g, z" lassen sich die einzelnen Folgenglieder zu-
n=0

riickgewinnen: Es gilt ndmlich (vgl. Kapitel 5.6) fiir die i-te Ableitung von G(z):

G(z)= in (n=1)-..-(n=i+1)-g,-z"", also G"(0)=nlg, bzw. g, = l, -G"(0).
n=i n

Daher sind zwei Folgen mit derselben erzeugenden Funktion identisch.

In Kapitel 5.10 wird die erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge (F, )neN berechnet zu

F(z)= ZFn z' = 1;2 Hierbei ist zur Berechnung die Tatsache, dass diese Reihe nur
n=0 —z—z

fiir |z|<2~1/ (1+\/§)z 0,618034 konvergiert, ohne Belang. Die erzeugende Funktion der

Fibonacci-Folge wird in eine Potenzreihe umgewandelt mit dem Ergebnis

1+\/§Jn_£1—\/§ '

z =1 ) ) ) .
Fz)=——F——>-=) —- -z" . Daraus lasst sich die n-te Fibonacci-
R N U 2 )72 N
1

Zahl in geschlossener Form ablesen: F, = (

S5l 2 2

1+\/§]n_(1—\/§jn
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Satz 5.11-1:

Es seien ( £, )neN bzw. (gn )neN zwei Folgen mit den erzeugenden Funktionen F(z) bzw.

G(z) und o und g Konstanten.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Die erzeugende Funktion der Folge (- f, + 8- g,) N lautet

ne

0

Sla f,+p-g,)z" =a-F(2)+-G(z).

n=0
Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhilt, indem man (g, )neN um m

Plétze nach rechts verschiebt, also der Folge {0, 0,80, 8 ] , lautet
H_/

0

Zgnfm-zn :Zgn-z"“" :z’"-Zgn-Z” =z"-G(z2).

n=m n=0 n=0

Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhilt, indem man (gn )neN um m

Platze nach links verschiebt, also der Folge (gm, Coits Emins ) , lautet

m
z

n=0

Die erzeugende Funktion der Folge (a " 'gn) y lautet

ne

Za"~gn~z” =Zgn~(a-z)” =G(a-z).
n=0

n=0
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(v) Die erzeugende Funktion der Folge ((n+1)-g,,,) « =(g,,2-g,.3-g;,...) lautet

neN —

o0

(n+1)-g,. 2" =G'(2).
=0

n

(vi) Die erzeugende Funktion der Folge (n-g, )neN =(0,g,,2-g,,3-g5,...) lautet

Zn-gn-z" =z-G'(2).
n=0

1
2 3

iy e : 1 1 .
(vii) Die erzeugende Funktion der Folge [—- gn]j = (0, o= 8" gz,...j , wobel
n neN

das 0-te Folgenglied den Wert 0 hat, lautet Zl g,z = J.OZ G(t)dt .
n=1 n

(viii) Die Faltung der Folgen (f,)  und (g,) ., d-h. die Folge (Z £ gn_k] , hat
neN

k=0

die erzeugende Funktion Z[Z fi- gnkj 2" =F(2)-G(2).

n=0 \ k=0

(ix) Die Folge, deren Glieder die n-ten Partialsummen der Folge (gn)

ne

die Folge (g,, 2, + 8,8+ & +&yr-r) = (z gkj hat die erzeugende Funktion
k=0

i[ig,{}-z” =L~G(z).

n=0 \_k=0 -z

(x) Die erzeugende Funktion der Folge, die aus (gn)

neN
genglieder mit ungeradem Index durch O ersetzt, d.h. der

(2,,0.,,0,g,,0,...), lautet > g, 2" = w
n=0
Die erzeugende Funktion der Folge, die aus (g, )

neN

genglieder mit geradem Index durch 0 ersetzt, d.h. der

(0, g,0,2,,0,¢g,0, ), lautet Z:g“+1 N w
n=0

Die Aussagen (i) — (iv) sind unmittelbar einsichtig.

Aussage (v) ergibt sich aus

« bilden, d.h.

entsteht, indem man die Fol-

entsteht, indem man die Fol-
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!

G'(z):(Zgn-z”j =g, +2-g,2+3-g,-2" +...

=0

=

(n+1)'gn+l 'Zn ‘

M

(=}

n=

Aussage (vi) folgt aus (ii), indem man die Folge aus (v) um einen Platz nach rechts ver-
schiebt.

Aussage (vii) ergibt sich wie folgt (hier wird benutzt, dass unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz die Operationen der Integral- und Summenbildung vertauschbar sind; hinzu kommt
ein wenig elementares Schulwissen):

n

z T - n - z n - . < 1 n .
L G(t)dt:.[(Zgn-l jdtzggn-.[ot dt:;g,l-z+lzzlz-gnl-z +0-z". Dazu gehort

0 \.n=0 n n

. 1 1
die Folge (O, gO,E-gl,g-gZ,...j.

Fiir Aussage (viii) ist

F(Z)'G(Z)=(ifn 'Zn]'(ign 'an
=fog+(fo-g+hig)z+(fy- g+ S8+ frog) 2

S PNE

n=0 \ k=0

zu beachten.

Die erzeugende Funktion der konstanten Folge (1,1,1,...)= (1), lautet F(z)= Zz" = IL

n=0 -

Dabher ist mit (viii) %-G(z) die erzeugende Funktion der Faltung von (1,1,1,...)=(1),

und (gn )neN. Das n-te Folgenglied der Faltung lautet Zl- gk = Z g, - Das zeigt die Aussa-
k=0 k=0
ge (ix).

Aussage (x) rechnet man direkt nach:

G(2)+G(-z) = igﬂ -(1 + (— 1)" ) z" = igﬂ 2-z"=2- igz_n .z*" . Entsprechend ist

n=0 n=0 n=0
n ist gerade

G(Z)_G(_Z) = Zg,, '(1—(—1)n)-2n = Zgn D7 = Z.Zgz-nﬂ _ZZ»nH )
n=0 =0 pary

n ist ungerade
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Die folgende Zusammenstellung zeigt einige wichtige Beispiele von Folgen mit ihren erzeu-

genden Funktionen. Auch hier sollen Fragen des Konvergenzverhaltens beziiglich der forma-

len Variablen z unberiicksichtigt bleiben.

FOlge (gn )neN

erzeugende Funktion

geschlossene Form

i) g,=1,g,=0firn>1: 1-2° G(z)=1
(1,0,0,0,...)
(i) g,=1,g,=0firnzm, meN fest 1-z" G(z)=2z"
(0,...,0, 1l .0,0, 0,...)
Position m

(i) g,=1fir neN: Zzn G(z) = 1
(1,1,1,1,...) pr 1-z
(IV) gz,i = 1 s g2»i+1 = _1 fur l € N : i(_ l)n Zn G(Z) = 1
(1,-1,1,-1,...) P I1+2
(V) g =1, gy, =0 firieN: izzw G(z) = 1 _
(1,0,1,0,1,...) =0 1-z
(vi) g,,=1firneN, g =0 sonst: izm G(z) = 1 _
(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,..) par -z
(vil) g, =n+1fir neN: Z(n+1)-z” G(z) = 1 :
(1,2,3,4,..) P (1-2)

e — n . . o0 1
(viii) g, =c" fir ne N, ceR fest: ch g G(z) = 1

_C-Z

2 3
(l,c,c ,C ,)

m
(ix) gn={ jﬁjrneN, me N fest:
n

m)\ (m
1, m, s ,om,1,0,0, ...

G(z)=(+z)"

m+n-1
(x) gn:( jﬁirneN,meN,
n

m>1 fest:

[
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+ = (m+ 1
(xi) g, :(m n] fiir ne N, meN fest: Z[m n)z" G(z) :m
n _

e

(xii) g,=0, g, =1/n fir n>1:
(0,1,1/2,1/3,1/4...)

(xiii) g, =0, g, =(=1)"-1/n fir n>1: i(_l)nﬂ Afn-z" G(z) =In(1+z2)
(0,1,-1/2,1/3,-1/4...) n=l

(xiv) g, =0, g, =1/(n!) fir n>1: il/(n!)-z” G(z)=¢€"
(1,1,1/2,1/6,1/24,1/120,....) =0

Die Berechnung der geschlossenen Form der erzeugenden Funktion in den Beispielen (i) —
(vi) und (viii) ist klar bzw. ergibt sich aus Satz 5.1-9. Beispiel (vii) kann ebenfalls mit Satz
5.1-9 oder auch mit Satz 5.11-1 (v) begriindet werden: Setzt man dort g, =1, so folgt mit

Beispiel (iii):

Beispiel (ix) ist die binomische Formel.

Beispiel (x) ldsst sich durch Induktion iiber m zeigen:

n=0

1 1 &
Fir m=1 ist Z( i J -z = ZZ" =1/(1-z)= 1/(1—2)1 . Die Behauptung gelte fiir m > 1.
n p=

Dann ist Z(

. . . m+n " (m—1+k
fir » den Ausdruck m+n—1 -einsetzen) ist = z . Setzt man
n

m+l+n— lj

n

= (m+
Z" = Z(m n] -z" . Nach Satz 4.1-3 (v) (dort fiir i den Wert n und

n=0 n

k=0 k
g, :[m+n—1} so ist Z(m+nj " i(i(m_l+kJ]'Z"=i(Zn:gkj'Z". Nach In-
h =0 \_k=0 k n=0 \ k=0

duktionsvoraussetzung lautet die erzeugende Funktion der Folge (g,) :

m+n-1 o 1 . .
G(z)= z = . Mit Satz 5.11-1 (ix) folgt

(-2
) Z(Zg& -

n=0 n n=0 \ k=0

Beispiel (xi) ergibt sich aus (x) wie im Induktionsschritt zu (x).
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Die Folge (0,1,1/2,1/3,1/4..) in Beispiel (xii) hat die erzeugende Funktion

il/n -z = il/n~l~z” = il/n -g,,-z" mit der konstanten Folge (g, )  =(1),.y - Die Folge

n=l n=1 n=l

(gn )neN hat nach (iii) die erzeugende Funktion G(z) = " ! . Mit Satz 5.11-1 (vii) folgt
-z

il/n-z" = il-g L= IZG(t)dt = szdt = Il_z(—l)dx ——In(l-z)= h{ ! j

n=1 n=1 1 ! 0 01—t ! X 1-z

Die Folge (0,1,-1/2,1/3,~1/4...) in Beispiel (xiii) hat die erzeugende Funktion

: (=1 1/n-z" = —gl/n,(_z)n _ _ln(lin Cinfl+2).

n

Beispiel (xiv) ist die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion e”.

Erzeugende Funktionen stellen ein sehr gutes Werkzeug bei der Auflosung von rekursiv de-
finierten Folgen zur Verfligung.

Dabei geht man wie folgt vor:

Gegeben sei die Folge (gn) iber ein rekursives Gleichungssystem. Gesucht ist eine ge-

neN

schlossene Darstellung von g, in Abhédngigkeit von n.

1. Schritt: Man schreibt eine einzige Gleichung auf, die g, mit Hilfe anderer Folgenglieder

definiert. Diese Gleichung sollte fiir alle n gelten; eventuell muss man Folgenglie-
der mit negativen Indizes formal anfiigen, fiir die dann g , =g , =...=0 gesetzt

wird.

2. Schritt: Beide Seiten der Gleichung aus dem 1. Schritt werden nacheinander mit z" mul-
tipliziert und jeweils aufsummiert, so dass auf der linken Seite der Gleichung die

erzeugende Funktion G(z)= Z g, z" entsteht. Die rechte Seite der Gleichung

n=0
wird so umgeformt, dass sie ebenfalls einen arithmetischen Ausdruck in G(z)
darstellt.

3. Schritt: Die Gleichung aus dem 2. Schritt wird nach G(z) aufgeldst.

4. Schritt: G(z) wird in eine formale Potenzreihe entwickelt. Der Koeffizient von z" ist g,

in geschlossener Form.
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Bemerkung: Der komplexeste Schritt ist im allgemeinen der 4. Schritt.

Zur Illustration wird das Verfahren an der Darstellung der Fibonacci-Zahlen in geschlossener
Form gezeigt. Die Einzelheiten sind in Kapitel 5.10 bereits ausgefiihrt.

Die Folge (F,)  der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch

P n firn=0o0dern=1
" \F +F,, firn>2

Die Ergebnisse der einzelnen Schritte lauten:

1. Schritt: Mit F,=F,=01st F,=F, ,+F ,+a, fir jedes ne N; hierbei ist a, =1

und g, =0flir n#1.

2. Schritt:
F(z)= iFn "= iFn_l " +iFn_2 -z" +ian -z"
n=0 n=0 n=0

n=0

= iFn " +iFn 2" 4z

n=0 n=0
0 0
= ZZF; 2"+ 27 ZF; Z'+z
n=0 n=0

=z-F(2)+2’F(2)+z

3.Schritt:  F(z)=———
l-z—-z

4. Schritt:

g5



5.12 Anzahlbetrachtungen in Bindrbiumen

Eine der wichtigsten Datenstrukturen, die in der Informatik vorkommen, sind Bindrbdaume.
Dazu einige einfithrende Definitionen:

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V = {vl, ,vn} von

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge E = {el y e s ek} < V' xV von Kanten (edges).

Die Kante e =(v;,v;) lduft von v, nach v, (verbindet v, mit v;). Der Knoten v, heifit An-
fangsknoten der Kante e=(v,,v;), der Knoten v, Endknoten von e=(v,,v,). Zu einem
Knoten v eV heift pred(v)={v'| (v',v) €E} dic Menge der direkten Vorginger von v,
succ(v)={v'| (v,v") € E} dic Menge der direkten Nachfolger von v.

Ein Bindrbaum B, = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften 1. — 4. charakte-
risiert:

1.  Entwederist n>1 und |[V|=n>1und|E|=n-1,

oderesist =0 und V' =FE = (leerer Baum)

2. Bei n>1 gibt es genau einen Knoten » € V', dessen Menge direkter Vorgéinger leer ist;
dieser Knoten heifst Wurzel von B,

3. Bei n>1 besteht die Menge der direkten Vorginger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzel ist, aus genau einem Element.

4. Bei n2>1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem
Element oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten
Nachfolger leer ist, heil3t Blatt.
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Beispiele:
500
120 700
100 300
110 220
200
210

13

12

400

18

16

Rang 0

Rang 1

Rang 2

Rang 3

Rang 4

Rang 5

Hohe 6

20

15

17

19

23

21

27
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In einem Bindrbaum B = (V, E) gibt es fiir jeden Knoten v €V genau einen Pfad von der

Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ((ao,al), (al,a2 ), s (amfl,am )) mit r=a,, v=a,,

und (aH , ai) ek firi=1, .., m. Der Wert m gibt die Liinge des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus iiber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lénge wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.

Der Rang eines Knotens ldsst sich auch folgendermaflen definieren:

1.  Die Wurzel hat den Rang 0.
2. Istvein Knoten im Baum mit Rang »—1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w
den Rang r.

Unter der Hohe eines Bindrbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1.

Der zweite Bindrbaum zeichnet sich dadurch aus, dass sich die Hohen der Teilbdume, die von
einem Knoten ausgehen, hochstens um 1 unterscheiden. Baume mit dieser Eigenschaft heillen
AVL-Baume.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthélt genau einen Knoten, ndmlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hilt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthilt hochstens doppelt so viele
Knoten wie das Niveau j —1. Daher gilt:

Satz 5.12-1:

(i) Das Niveau j >0 eines Bindrbaums enthilt mindestens einen und hochstens 2’

Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau 0 bis zum Niveau j (einschlieBlich)

i '
betrdgt mindestens j+1 Knoten und hochstens Z 2/ =2/"" —1 Knoten.

i=0

(i) Ein Bindrbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
hilt. Er hat minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Kno-
ten enthélt. Also gilt fiir die Hohe 4(B,) eines Bindrbaums mit » Knoten:

log, (n) |+1=[log,(n+1)|<h(B,)<n.
(ii1) Fir die Héhe 4(B,) eines AVL-Baums mit n Knoten gilt

[log,(n+1)|< h(B,) <1,4404201-log, (n+2).
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Aussage (1) ergibt sich durch vollstdndige Induktion.

Aussage (ii) ergibt sich aus folgenden Uberlegungen: Die obere Abschitzung h(B,)<n ist

offensichtlich. Fiir die untere Abschitzung betrachtet man einen Bindrbaum mit » Knoten und
minimaler Hohe 4. Jedes Niveau, bis eventuell das hochste Niveau m, ist vollstindig gefiillt.
Es ist h=m+1. Bis zum Niveau m—1 enthdlt der Bindrbaum gemal (i) insgesamt

2" _1=2"—1 viele Knoten, auf Niveau m sind es mindestens einer und hochstens 2" .
Daraus  folgt: 2" —-1+1<n<2"-1+2", also 2"<n<2""-1 und  damit
m<log,(n+1)<m+1, d.h. |_log2 (n+ 1)—| =m+1=h. Fir einen beliebigen Bindrbaum mit »

Knoten gilt daher ]—log2 (n+ 1)—‘ <h(B)).

Aussage (iii) zeigt, dass die Hohe eines AVL-Baums durch eine logarithmischen GréBenord-
nung, gemessen in der Anzahl der Knoten bewegt. Aussage (iii) ldsst sich mit Hilfe der Me-
thode der erzeugenden Funktion (siche Ende des Kapitels 5.11) nachweisen. Dazu werden die
dort beschriebenen 4 Schritte durchgefiihrt.

Da ein Bindrbaum, dessen Niveaus, bis eventuell das hochste Niveau m, vollstindig gefiillt
sind, ein AVL-Baum ist, folgt die untere Abschétzung !_logz(n + 1)—| <h(B,)).

Es sei ein AVL-Baum mit Hohe /#+1 gegeben, der eine minimale Knotenanzahl enthilt.
Dann sind unter der Wurzel zwei Bindrbdume mit Héhen /# und /#—1 mit jeweils minimaler

Knotenanzahl. Es sei K, die minimale Knotenanzahl eines AVL-Baums bei Héhe 4. Dann

gilt:

K,=0, K, =1, K, =K, ,+K,,+1 fiir #>2. Die erzeugende Funktion der Folge (K,)
sei K(z).

heN

1. Schritt: K, =K, | +K, ,+1+a, fir h>0 mit a, =-1, a, =0fiir i > 1.

2. Schritt:
K(z)= iKh 2t = iK,H z" —i—i:th2 " +izh -1
h=0 h=1 h=2 h=0
= iKh "™ +iKh 2" +izh -1
h=0 h=0 =0

=z-K(z)+2° -K(z)+%—1
-z
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3. Schritt:

4. Schritt:

z

K(z)= = (2) -L; hierbei ist F'(z) die erzeugende Funktion
(l—z)-(l—z—z ) -z

der Folge der Fibonacci-Zahlen. Die Folge (K,)

heN

die Faltung der Folge der Fibonacci-Zahlen (F))
(1,1,1,..).

ist also nach Satz 5.11-1 (viii)

|~ mit der konstanten Folge

Dieser eriibrigt sich, da die Ldosung im 3. Schritt bereits ermittelt wurde:
K, = sz 1= ZFk =F,,—1. Die letzte Gleichung zeigt man beispielsweise
k=0 k=0

durch vollstindige Induktion (Ubungsaufgabe 5.30 (b)).

Fiir einen AVL-Baum mit H6éhe 4 und » Knoten ist
n 2 minimale Knotenanzahl bei Héhe 7 = F,,, =1 bzw. F,, <n+1. In Kapitel 5.10 wird

"5

folgt F, ={

1

E N

h+2 \/g

2 2

F = L{(Hﬁg] —[1_\5) } fiir jedes n € N ermittelt. Da F|, eine natiirliche Zahl ist,

;(ﬂ
N

(l+\/§]h+2+l { [l—i—\/thﬂ {

5 <n+1 und —- 5 +E£n+2.Lést man diese Un-

75

J +%J . Eingesetzt in die obige Ungleichung ergibt sich

gleichung nach 4 auf, folgt unter Verwendung von Satz 5.5-5:
h <1,4404201-log, (n+2)—0,327724 < 1,4404201-log, (n +2).

Satz 5.12-2:

(1)

(i)

Die Anzahl strukturell verschiedener Bindrbdume mit » Knoten mit »n > 0 betrigt

1 2-n 4" .
—_— =———+(C mit einer reellen Konstanten C > 0.

nt1\ n ) (n+l)Vzn

Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines
beliebigen Knotens eines Bindrbaums mit » Knoten (gemittelt {iber alle » Knoten)
besucht werden, d.h. der mittlere ,, Abstand* eines Knotens von der Wurzel in ei-
nem Bindrbaum mit n Knoten, ist C'-~Jim +C" mit reellen Konstanten C' >0
und C" > 0. Im giinstigsten Fall (wenn also alle Niveaus voll besetzt sind) ist der
grofite Abstand eines Knotens von der Wurzel in einem Bindrbaum mit » Knoten
gleich |_log2 (n)J+ 1= [log2 (n+ 1)—‘ ~log,(n), im ungiinstigsten Fall ist dieser Ab-

stand gleich n.
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Beide Aussagen mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens bewiesen
werden.

Es sei b, fiir n € N die Anzahl strukturell verschiedener Bindrbaume mit » Knoten. B(z) sei

die erzeugende Funktion der Folge (b,) . . Fiir kleine Werte von n kann man b, direkt ange-

neN *

ben:

b, =1: der einzige Bindrbaum ohne Knoten ist der leere Baum;

b, =1: der einzige Bindrbaum mit genau 1 Knoten ist der Baum, der nur aus der Wurzel be-

steht;

b, = 2: die beiden Bindrbdume mit genau 2 Knoten sind:

und

Fiir n >1 besteht ein Bindrbaum mit » Knoten aus der Wurzel und zwei Bindrbdumen mit zu-
sammen »n—1 Knoten, die an den beiden Nachfolgerpositionen der Wurzel beginnen. An der
linken Nachfolgerposition befindet sich ein Bindrbaum mit k& vielen Knoten, an der rechten
Nachfolgerposition ein Bindrbaum mit n—1—k% vielen Knoten. Daher gilt

n—1
b,=Yb.b,, firn>1.

k=0

1. Schritt: Alle Gleichungen werden in einer einzigen Gleichung zusammengefasst:

n-1
b,=Y b.b,, , +a, fir neN;hierbeiist a, =1 und a, = 0fiir n>1.

k=0

2. Schritt: Beide Seiten werden mit z" multipliziert und alle Werte aufaddiert. Man erhélt:
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B(z)=)b,-z" i[ibk bn1k+aj

n=0 n=0
0 n—l
:Z( bk .bn—l—k] Z +1
n=l \_k=0
0 n—1
=z z b, ~bn_1_kj 2"+
n=1 \ k=0
=z Z bk-b”kj z" +1
n=0 \_ k=0
=z Z b,-b, .- z" z"k}+l
n=0 \ k=0
=z an-z”j-(an-z"j+l nach Satz 5.1-10
n=0 n=0

2-z
1+vJ1-4-z

Falls B(z) = BTy gilt, so ergibt sich der Widerspruch B(0) =5, =, also
*Z

1-v1-4-z
2-z '

ist B(z) =

4. Schritt: Mit der Regel von de I’Hospital gilt

1-v1-4| :—(1/2)-(—4)-(1/M)|

2.z \ 2

z=0 z=0

b, = B(0) = =1.

Aus der in Kapitel 5.10 hergeleiten Formel

(1£x)" :lZ:;(J_rl)i m'(m—l)-.i.!.-(m—i+1)xi

2

wobei m =1/2 und anstelle von x der Wert —4-z gesetzt wird, ergibt sich

T4z =1- il/z 1/2).:..-(1/2—i+1)( 4.2)

1= l'

:1_( il/2 ~1/2)-... (1/2—z+1)(4.z)[1]'

P 7!

Damit ist
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1-1-4-z
2.z
il/z ~1/2)-... (1/2—i+1)'(_4'z),>1.

= !

B(z) =

Um diese etwas ,,unangenehm‘ aussehende unendliche Reihe zu vereinfachen,
wird folgende Nebenrechnung durchgefiihrt:

1/2)-(-1/2)-...-(1/2=i+1) _ (1/2).(_1/2)_(_3/2)“_(_2-;—3}

il B il

Damit ist

B(z) = 2.§(1/2)-(—1/2).....(1/2_”1). asf

i!

2-n

J -z" ergibt
n

Der Koeftfizientenvergleich in B(z) = an "= Z%[
n=0 n+

n=0
2.
bn:L'( n}
n+l \ n

Damit ist der erste Teil der Formel in Satz 5.12-2 (i) bewiesen. Fiir den zweiten Teil wird die

Stirling’sche Formel (siehe angegebene Literatur)

2.7[.,1.(2)
e
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zusammen mit Satz 4.1-2 eingesetzt. Die Stirling’sche Formel ist eine sehr gute Approximati-
on; der relative Fehler ist etwa 1/(12-7). Damit ergibt sich:

L(z'”JNL(Z'”)!

n+l \ n n+l nkn!

Nd-zon-(2-nf" e
CTT .n-

Fiir einen Knoten v in einem Baum G mit n Knoten bezeichne »(v) den Rang des Knotens v,
d.h. die Anzahl der Kanten, die von der Wurzel aus durchlaufen werden, um v zu erreichen.

Um v von der Wurzel aus zu erreichen, werden r(v)+1 Knoten durchlaufen. Es sei

1(G) = Z(r(v)Jrl), d.h. die Summe aller in G moglichen Pfadldngen, gemessen in der An-

zahl besuchter Knoten.

Der linke Teilbaum unterhalb der Wurzel des Baum G sei G, ; der rechte Teilbaum unterhalb
der Wurzel sei G,. G, oder G, konnen auch leer sein. Fiir einen Knoten v in G, sei 7,(v) der
Rang von v bezogen auf G,. Entsprechend bezeichne 7,(v) fiir einen Knoten v in G, den

Rang von v bezogen auf G, . Dann ist fiir einen Knoten vin G, r(v) = r(v)—1. Es gilt daher:
1(G) = Y (r(v)+1)
vin G

= Z(’”z )+ 2)+ Z (r,, v)+ 2)+ 1 (der Rang der Wurzel ist1)

vin G, vin G,

=1(G,)+ D 1+1(G, )+ D 1+1

vin G, vin G,
=1(G)+I1(G.)+n fiir n > 0,
1(G) =0 fiirn = 0.

Es sei [ = Z[ (G), d.h. die Summe aller méglichen Pfadldngen in Bindrbdumen mit »

G ist ein Bindrbaum
mit n Knoten

Knoten, gemessen in der Anzahl besuchter Knoten.

Mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens wird eine geschlossene
Formel fiir /, hergeleitet. Es bezeichne 7(z) die erzeugende Funktion der Folge (7,)

neN *
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1. Schritt:
I, = Z 1(G) fiir n > 1, Aufteilung nach linken Teilbdumen :
G ist ein Bindrbaum
mit n Knoten
n—1
> DI (G.) +n
it Knoten ?g;ggt . 5_7‘1‘2‘3212 )
n— 1
nzl nz—l.bi)+n.bn
1:0
Hierbei bezeichnet b, fir n € N wieder die Anzahl strukturell verschiedener Bi-
niarbdume mit » Knoten.
2. Schritt:
I(z)= ZI 4
n=l
) n—1
= Z Z(]z bn—i—l +1n—i—l 'bi)+n .bnj 'Zn
n=l \' i=0

Il
s
E-f\
S

|
T
+
o~
S
~
+
S
S
N
N——

[ni(n,l ; ]+an .z

n=l1

n—1
Der Ausdruck f, , :ZIi -b, ., ist das (n—1)-te Folgenglied der Faltung der

i=0

n—1
Folgen (In )neN und (bn )neN. Dasselbe gilt fiir ZI,H;I -b. = f,,. Daher ist

i
i=0

I(2)=)f 2"+ fo-2"+ > n-b,-z"  mitSatz5.11-1
n=l1 n=1 n=1

o0 o0 o0
:Zf;,'Zn+1+z_f;,'zn+l+zn'bn'zn
n=0 n=0 n=1

=2-z-1(z)-B(z)+z-B'(2)

3. Schritt; [/ =" -B' .
@ —-2-z-B(2) 28
Mit B(z) === Z hd Bl(z) = = ”12 42722,
2.z 22 A1-4z
2-z=+1-4-z+1-4-z
I(z) =
2-z-(1-4-2)
1 1 1

= - +
1-4.z 2.z.1-4.z 2z
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4. Schritt:
1 1 1
= - +
-4z 2.z41-4.z 2z

=>4z - ! ( ! —1}.
= 2z \W1-4-z

m+n—1 1 . .
Das Beispiel Z -z = — aus Kapitel 5.10 ist auf Werte meR
z

n=0 n

verallgemeinerbar. Damit ist

n-1/2 2-n ) .
= 27" verwendet. Mit
n n

(Z-n] _ (2”;1)2(2 ’En —1)} ol weiter

n n

S

n=l1

Insgesamt ist damit

1(z) = 2(4" 2:n+1)-b,)-z" und I, =4" —(2-n+1)-b,.

Der Ausdruck % b ist die mittlere Anzahl an Knoten, die in Bindrbdumen mit » Knoten

von der Wurzel aus zu einem Knoten durchlaufen werden. Mit dem gerade hergeleiteten Er-

gebnis folgt 1, _ 4 2t . Mit der Stirlingschen Formel ist
n-b, pn.p n

n
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%-b ~ \/ﬂ~n-n+1—2+lﬁ C'-AJz-n+C" mitreellen Konstanten C' >0 und C" > 0.
n n n

5.13 Einfiihrung in die Integralrechnung

Die grundlegende Aufgabe der Integralrechnung ist die Berechnung von Flacheninhalten von
Gebieten im zweidimensionalen Raum bzw. von Volumina in hoherdimensionalen Berei-
chen, die durch Graphen entsprechender Funktionen begrenzt werden. Weitere Anwendungen
finden sich in der Bestimmung von Lingen von Kurven, in der Statistik bei der Bestimmung
von Momenten (Erwartungswert, Varianz usw.) bei stetigen Verteilungen und in zahlreichen
anderen Gebieten der Mathematik. Ein interessanter Zusammenhang wird durch den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung formuliert: Differenzieren und Integrieren sind zu-
einander inverse Operationen.

Im folgenden soll der Flicheninhalt zwischen dem Graphen einer Funktion f:/ — R in ei-
nem Intervall / R, der x-Achse und einer linken und einer rechten jeweils senkrecht auf der
x-Achse an den Intervallgrenzen stehenden Begrenzungslinie bestimmt werden. Dabei kann
angenommen werden, dass das Intervall die Form /=[a,b] mit aeR und heR hat und
dass fauf 7 zumindest stiickweise stetig ist. Das bedeutet, dass es in / hochstens endliche viele
Unstetigkeitsstellen von f gibt und dass fiir jede Unstetigkeitsstelle s e/ die Grenzwerte
!611)13 f(x) und £1_r)rq1 f(x) existieren (siche nachfolgende Abbildung). Die letzte Bedingung be-

x<s xX>s

deutet, dass f'an einer Unstetigkeitsstelle nicht etwa gegen Unendlich strebt.

)
A

a Unstetigkeits- b
stelle s
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Die Losung dieser Aufgabe fiihrt auf einen speziellen Integralbegriff, das Riemann’sche In-
tegral. Es handelt sich dabei um einen Spezialfall verschiedener Integralbegriffe, die im Falle
stiickweise stetiger Funktionen jedoch zu einem {ibereinstimmenden Ergebnis kommen.

Die folgende Betrachtung kann fiir jedes Teilintervall von 7, in dem / keine Unstetigkeitsstel-
len besitzt, getrennt erfolgen, so dass gleich angenommen werden kann, dass /' im gesamten
Intervall 7 stetig ist.

Das Intervall  wird durch k£ +1 Punkte x,...,x, in k Teilintervalle zerlegt; diese Zerlegung

werde mit Z bezeichnet:

a=x,<x,<x,<..x,_,<x,=b.

Die Linge des i-ten Teilintervalls fiir i =1,...,k ist Ax, =x, —x,_,.

Unter der Feinheit der Zerlegung Z versteht man den Wert AZ = max{ Ax, | i=1L..k }

Fiir i=1,....k sei a, €[x,_,, x.]. Dann heifit

Zf(ai)'Axi

i=l1
eine Riemann’sche Summe von f'zu Z.

Eine Zerlegung Z, ist eine Verfeinerung der Zerlegung Z,, wenn jeder Teilungspunkt von
Z, auch Teilungspunkte von Z, ist. Das bedeutet, dass die Teilungspunkte von Z, die Teil-
intervalle von Z; in der Regel noch einmal unterteilen.

Es sei (Z,)

| x ¢€ine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit der Eigenschaft, dass Z ,, eine

Verfeinerung von Z, ist und dass limAZ =0 gilt. S, sei eine Riemann’sche Summe zu Z, .

n—>0

Die Anzahl der Teilintervalle der Zerlegung Z, sei k(n). Wegen der Stetigkeit besitzt f im

Intervall [xl._l, xl.] jeweils ein Minimum m, und ein Maximum M, . Mit

k(n) k(n)
U, =Zm[ -Ax, und O, = ZM[ - Ax,

i=1 i=1
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Anschaulich stellt U, fiir eine Funktion f': [a, b] — R mit f(x)>0 eine untere Abschitzung

und O, eine obere Abschétzung fiir den gesuchten Flicheninhalt dar.

Die Zerlegung Z, laute a=x,<x <x,<..x, <X, =b, die Zerlegung Z , sei
a=Y, <y <Y, <o Vet < Visry =0 - Das Teilintervall [x.,,x.] werde durch Z,,, zerlegt
in x,=y<y,<.y,=x. Fir j=1,.,t sei m,, das Minimum von f im Intervall

[yH i Vi /.J; entsprechend sei M/, ; das Maximum von f'im Intervall [yH_ i Vi /.J. Dann ist

t !
m; - Ax, =m, .Z(lerj _yl+j71)g zm;+j(yl+j _yl+j71)’
= =

t t
M, -Ax, =M, 'Z(J’zﬂ' _yl+j71)ZZMl’+j(yl+j _yl+j71)’
=

j=1
und damit

U, <U,, und O, 20

n+l>°

Un S Un+1 S O

n+l

<0,£0,und U, <U, <0

n+l

<0,.

Das bedeutet, dass die Folge (U, )n monoton steigt und nach oben beschrinkt ist, wihrend

eN

die Folge (O )neN monoton fillt und nach unten beschrinkt ist. Nach Satz 5.1-3 konvergieren

n

diese Folgen daher, d.h. es existieren U =1limU, und O =1im O, , und es gilt U < O . Mit wei-

n—»0 Hn—»0

tergehenden Uberlegungen zu stetigen Funktionen lisst sich sogar U = O zeigen. Da fiir die
Folge (S, )HEN der Riemann’schen Summen U, <S <O, gilt, konvergiert nach Satz 5.1-3
diese Folge gegen denselben Grenzwert. Weitere Uberlegungen zeigen, dass dieser Grenzwert
unabhingig von der speziellen Zerlegung des Intervalls [a, b] ist, solange die oben genannten

Bedingungen eingehalten werden.

Zusammenfassend gilt, ohne hier im einzelnen auf weitere technische Beweisschritte einzu-
gehen:
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Satz 5.13-1:

Die Funktion f: [a,b]—) R sei stlickweise stetig. Es sei (Zn )n eine Folge von Zerlegungen

eN

von [a,b] mit der Eigenschaft limAZ, =0 und S, eine Riemann’sche Summe zu Z,. Dann

n—»0

existiert der Grenzwert lim S, und ist von der speziellen Folge von Zerlegungen unabhéngig.

n—>©

Dieser Grenzwert heiBt das bestimmte Integral von fiiber [a, 5] und wird mit

j £ (x)dx

bezeichnet. Die Werte a und b heiflen Integrationsgrenzen, die Funktion f heif3t Integrand
und x Integrationsvariable. Hierbei ist die Benennung der Integrationsvariablen beliebig,
etwa

b b
j F(x)dx = j f(o)dt .
b
Die Funktion f heiBt iiber 7 =[a, b] integrierbar, wenn I S (x)dx existiert.

a b a
Man definiert fiir a <b die Integrale I f(x)dx = —I f(x)dx und J f(x)dx=0.
b a a
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Satz 5.13-2:

Es seien fund g tliber einem Intervall / integrierbare Funktionen. Es gelte ael, bel, cel
und A € R. Dann gilt:

(i) indxle-(b—a).

(ii) j f(x)dx = j £ (xX)dx+ T f(x)dx.

(iii) j(f(x) + g(x))dx = if(X)dx + jg(x)dx :
(iv) jz f(X)dx=A- f F(x)dx.

(v) Ist f(x)<g(x) firalle xe [a, b], so gilt If(x)dx < J.g(x)dx.

Die Aussagen ergeben sich aus der Definition des Integralbegriffs und der Rechenregeln fiir
Grenzwerte.

Der gesuchte Flicheninhalt zwischen dem Graphen einer Funktion f:/ — R in einem In-

tervall I =[a,b], der x-Achse und einer linken und einer rechten jeweils senkrecht auf der x-

bestimmt.

I f(x)dx

a

Achse an den Intervallgrenzen stehenden Begrenzungslinie wird durch

Es muss der Betrag des bestimmten Integrals genommen werden, da Flichen, die unterhalb
der x-Achse liegen, wegen f(x)<0 negativ gerechnet werden.

Zur konkreten Berechnung von Integralen werden noch einige mathematische Sétze bendtigt.
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Satz 5.13-3: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Es sei fauf [a, b] stetig. Dann gibt es ein Element y e [a, b] mit

[r@dx=(b-a) 1 ().

Die Aussage dieses Satzes folgt aus dem Zwischenwertsatz (Satz 5.2-3):

Da f auf [a,b] stetig ist, besitzt es dort ein Minimum m= f(x,) und ein Maximum

1
b—a

b
[ f (). Fiir alle x e[a,b] gilt m< f(x)<M und damit

a

M = f(x,). Essei 4=
b b b
Imdx < jf(x)dx < Ide bzw. mit Satz 5.13-2

b b b
m-(b—a)zJ‘mde.[f(x)dxz/I-(b—a)SIde:M-(b—a), also m<A<M. Nach Satz
5.2-3 (i1) gibt es ein y zwischen x, und x,, also ye[a,b], mit f(y)=4, dh.

[f@dx=(b-a) ().

Es sei [ ein Intervall. Eine differenzierbare Funktion F :/ — R heifit Stammfunktion von
f:I—>R,wenn F'(x)= f(x) firalle xe [ gilt.

Satz 5.13-4:

Es seien ' und G Stammfunktionen von f. Dann ist F(x)—G(x)=C mit einer Konstanten

C e R eine Stammfunktion von f.

Alle Stammfunktionen von funterscheiden sich nur um eine Konstante.

Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass (F(x) - G(x))' =F'(x)-G'(x)= f(x)- f(x)=0 fir
alle x e [ gilt und dann durch Anwendung von Satz 5.6-7 (ii).
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Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den Operationen Differenzieren und
Integrieren her und liefert das Werkzeug zur Berechnung von Integralen.

Satz 5.13-5: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Es sei / ein Intervall, ae [ und f:7 — R eine stetige Funktion. Dann ist die durch
F(x)=[ f(t)dt
definierte Funktion F :/ — R eine Stammfunktion von f, d.h.
: d |
F(x)=—[f@0)dt = (x).
dx
Fiir jede Stammfunktion F von f'gilt F(x)=F,(x)+C firein CeR und

j f(x)dx = F(b)— F(a).

E(x+?_a(x) :f(x)

Zum Beweis der Aussage ist zundchst zu zeigen, dass F)(x) = Alirr})
.

gilt. Dazu wird zunéchst der Zdhler berechnet:

F(x+ax)-F,(x)= [fdi~[f)dt= [ f@)dt=f(y)-Ax
mit einem Wert y € [x, X+ Ax] (siehe Satz 5.13-3). Damit gilt
F!(x) = lim Flarad)-Fx)_yp fO) A ().

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Mit Ax—0 geht y —x, also F,(x)= lim )= fx).

Es sei F eine beliebige Stammfunktion von f. Nach Satz 5.13-4 ist dann F(x) = F,(x)+C fir

ein CeR.Dannist F(b)=F,(b)+C,und wegen F,(a)= J-f(t)dt =0 ist

F(a)=F,(a)+C=C. Insgesamt ergibt sich J.f(t)dt =F(b)=F(b)-C=F()-F(a).
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Um ein bestimmtes Integral I f(x)dx zu berechnen, geht man also folgendermallen vor:

1. Man sucht eine Stammfunktion F von f, also eine Funktion mit F'(x)= f(x).

2. Man bildet F(b)—F(a).

Satz 5.13-6:

Es seien fund g iiber einem Intervall [ integrierbare Funktionen. Es gelte a €/ und
b eI . Dann gilt:

b

@) [(F()-g)dx=(f(b)-g(b) - f(a)- g(@))~ [ (f'(x)- g(x))x

a

(Partielle Integration)

b g(d)
i) [(F(e@) g@)dx= [ f(x)dx

a g(a)

(Substitutionsregel)

Es gilt (f(x)-g(x))'=f"(x)-g(x)+ f(x)-g'(x). Also ist (f-g) eine Stammfunktion von

' g+ [ g Nach Satz 5.13-5 st [(f'(x)- g(x)+ /(x)- g'(x))dx = (f(b)- g(b) - f(a)- (a)).

b

Nach Satz 5.13-2 (iii) ist [(f'(x)- g(x)+ £ (x)- g'(x))ex =[ (f'(x)- g(x))dx + [ (£(x)- &'(x) )dx

a

Damit folgt die Aussage von (i).

Es sei F eine Stammfunktion von f. Es gilt gemil Satz 5.6-2 (iv)
(F(g(x))) =F'(g(x))-g'(x)= f(g(x))-g'(x), also ist Fog eine Stammfunktion von

(f og)-g'. Damit ist mit Satz 5.13-5 j( flg(x))-g'(x))dx = F(g(b))- F(g(a)).

g(b)
Nach Satz 5.13-5 ist andererseits j f(x)dx = F(g(h))- F(g(a)). Damit folgt die Aussage in

g(a)

(i).
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Zur Vereinfachung wird folgende Schreibweise eingefiihrt:

Fiir eine Funktion f/:X —>R und a€R und heR ist bedeutet f(x)['-" die Differenz
f(b)— f(a).Mit dieser Schreibweise lautet beispielsweise die Aussage aus Satz 5.13-6 (i):

b b

(G- ') = (1 g0 12l [ (/(x)- g (x) ) .

a a

b
Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist j f(x)dx=F(x)[2.

Im folgenden werden eine Reihe von Beispielen behandelt, die auf der Anwendung der vorhe-
rigen Sitze und Definitionen beruhen.

Beispiele:
Ci n+l
1.  Fiir reelle Zahlen n mit n# —1 ist wegen — =x":
dx n+1
b el |¥=0
Ix"dx = .
/ n+l| _
: 1 . 1 1
2. Bsist fiir x>0 iln(x):—. Fiir x<0 ist iln(]x|):iln(—x):——:—. Daher
dx X X dx -X X

gilt bei 0 ¢[a,b]

Xx:h
x=a

i1
:[;dlen(}x

A-x

: : .od )
3. Essei AR mit A #0. Dann ist fe _ "™ und damit

dx
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4.

d (In(x))" _ (In(x)'

Fiir reelle Zahlen n mit n # —1 ist wegen —
dx n+l X

flneo) (o)
" X

n+l

X=a

Setzt man in der Regel I( f(x)- g'(x))dx = ()= —I ( f'(x)- g(x))dx (partielle Integra-
tion) f{x) =In(x) und g(x)=x, so erhélt man

I In(x)dx = ln(x) x ji(fjdx ln(x) X— x} _Z (x -(ln(X)—l)liiz
°\x

Mit Hilfe der partiellen Integration (dort f{x)=x" und g(x)=e") erhidlt man

b b
n X n X x=b n-1 X
X € X=\X -€ —n-|\x e X .
x=a
a

a

Mit dieser Rekursionsformel berechnet man beispielsweise

j‘(xz-ex)dXZ(xz-ex ;Z—Z-ji(x-ex)dx
:(xz'ex -2 (x e —1- x°~ex)de

Es seien A€ R mit A #0 und € R. Mit Hilfe der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6
b
lasst sich I(x AA X+ ,u)dx bestimmen: Setzt man f(x)= Jx und g(X)=A-x"+u,

dann ist f(g(x))'g'(x)=2-l-x-\/m s
( m)d =— J‘ 1/zdx—L}“( \/_]x l‘bzﬂt‘

x= lu2+y
g(a)
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Es sei h: X — R eine stetige Funktion. Dann lassen sich mit Hilfe der Substitutionsre-

h()

gel aus Satz 5.13-6 Integrale der Form I dx berechnen. Setzt man ndmlich

W (x)

£ =1 und g(x) = h(x), dann ist (/(g(x))- g'(0) =22 also
X h(x)

j.h,(x)d _h]g) 1 v —1In (| x o) h(b)

Y h(x) pay X x=h(a) h(a) .

Beispielsweise ist

b 2

J' 62x dr=1In 3 b2+7 .
°3.x"+7 3-a°+7

Das Beispiel greift die am Ende von Kapitel 9 angefiihrten und aus der Schulmathema-
tik bekannten Sinus- und Kosinusfunktion auf:

Es gilt sin'(x) =cos(x), cos'(x) =—sin(x) fiir x€ R und

sin(i-7) =0und cos((2-i+1)-7/2)=0 fiir i€ Z, sin(—z/2) =1, sin(z/2) =1.
Zeichnet man in einem x-y-Koordinatensystem einen Halbkreis mit Mittelpunkt (0, 0)

und Radius 1, so werden die Punkte des Halbkreises fiir —1< x <1 durch Koordinaten

(x, y) beschrieben, fiir die x>+ y* =1 gilt. Die y-Koordinate ist also eine Funktion

1
f(x) mit f(x)=+1-x".Die Fliche des Halbkreises betriigt daher J\/ 1—-x’dx.

ap»

A |

v

I g(b)
Wiéhlt man in der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6 j g(x)) g (x) dx = I f(x)dx

g(a)
eine umkehrbare Funktion g, so kann man diese Regel auch als
€(p) B
j(f(g(x))~ g'(x))dx = jf(x)dx lesen. Die Sinusfunktion ist fir x e[-7z/2,7/2] um-
¢(@) “

kehrbar. Damit ist mit g(x) =sin(x) und cos(x) =+/1— (sin(x))2
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j\/l —x’dx= j f(x)dx = Sinjm (w/l —sin’(x) -cos(x)}z = T(cos(x))z dx
! - sin(-1) 72

Dieses Integral ldsst sich mit partieller Integration 16sen:
/2 /2

[ (cos(x)) dx =sin(x) - cos(x)| " "~ [~(sin(x)) ax

—z/2 -7/2

=sin(x)- cos(x)| ,t J.( cos(x) )d

-7/2

7/2 7/2
=sin(x) - cos(x)| _ ” ”/ ,t Ildx— j(cos(x))

-2 -2

Insgesamt ist

7/2
I(cos(x))z dx = % (sm(x) cos(x) + x]x 12/2
-7/2

= % -(sin(7/2) - cos(7/2) + 7[/2)—% -(sin(—7/2) - cos(- z/2) - n/2)
=7/2

Die Zahl 7 kann also als Flache eines Kreises mit Radius 1 definiert werden.

In Kapitel 5.3 werden Polynome p(x) behandelt. Diese sind stetig und integrierbar. Beispiel

b
1 und Satz 5.13-2 liefern das Ergebnis fiir I p(x)dx.

In den folgenden Ausfithrungen wird eine Methode zur Integration gebrochen rationaler
Funktionen beschrieben.

Eine gebrochen rationale Funktion (siche Kapitel 5.4) der Form f(x)= p(x)/q(x) mit Poly-

nomen p und g ist an allen Stellen bis auf die Nullstellen von ¢ definiert und stetig, also integ-
rierbar. Ist der Grad von g nicht groBer als der Grad von p, kann man f'in eindeutiger Weise in

der Form f(x)=s(x)+ E ; mit Polynomen s und r schreiben, wobei r einen kleineren Grad
q(x

als g besitzt. Dann ist _! f (x)dx=_[(s(x)+ qi ndx Is(x)dx+ I rix ;dx Die Berechnung

a a

b
von Js(x)dx ist oben beschrieben. Sind x,,,...,x,, die reellen Nullstellen von g, wobei mehr-

fache Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgefiihrt sind, kann man ¢ in der Form
g(x)=(x—x5) .- (x—xp) - q,(x) mit einem Polynom ¢, (x) von geradem Grad, das keine

reellen Nullstellen hat, schreiben. Mit dem algebraisch etwas aufwendigen Verfahren der Par-
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tialbruchzerlegung ldsst sich r(x)/q(x) in eine Summe von Briichen zerlegen, die die Form
A A-x+B
fo+1 oder 2 +1
(x-B) (¥+2.C-x+D)

kann man getrennt integrieren. Es ist

mit k€ N und C? < D haben. Jeden dieser Summanden

) Am(x-8)"  firk=0
I A — 1 x=b
s(x=BY" |4 —— | firk>0 .
e e
Den Summanden A-x+B — kann man noch einmal zerlegen:
(x2+2-C-x+D)(
A-x+B A 2-(x+C) B-4-C

(x2+2~C~x+D)k+l :E.(xz+2-C-)c+D){+1 —I—(x2+2~C~x+D)(+l '

Mit der Technik aus Beispiel 8 ist fiir &£ =0 mit A(x)=x"+2-C-x+D und 4'(x)=2-(x+C)

f 2 I

x*+2-C-x+D
Fiir k>1 ist mit A(x)=x " und g(x)=x*+2-C-x+D, g'(x)=2-(x+C):

dlean2+2-C~x+D

a

b20) b ey I o
!(x2+2-c-x+D)Hl ' I lele)- £ e gJa) e k'(x2+2‘C‘X+D)kL:a.
f 1 x+C

Daher bleibt nur j

—dx zu behandeln. Dazu wird #(x)= und
2 (¢ +2-Cox+D)" Jp-¢?

h(x) = — gesetzt.

(x2 + 1){

(x+CY+D-C> xX’+2-C-x+D

> > , also
D-C D-C

Dann ist #'(x) = (D -C? )71/2 und (#(x)) +1=

0 1 Yt 1
!(xuz,c,“l))f” w=p-C) l((r(x))zﬂf” “

= (D - Cz)ﬁm/z -j-h(t(x))- t'(x)dx .

o Ye+1+1/2 o
:(D—C)k - J-h(x)dx .
h(a)
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h(b) i
Es bleibt die Bestimmung des Integrals J. h )dx ——I Y dx mit a=h(a) und
h(a) a )C +1

£ = h(b). Durch Anwendung der partiellen Integration ist

f@lrd’“: o mf(dx[x +ITJ ]

x=p .
= ! - X +2k_[

(x2 + l)k . x + I)Hl

1 o
Wegen (x2 jl)ﬁl = (x2 +1){ - (x2 +1)(+1 ergibt sich
k f ! dx = ! : 2 k— 1 T
!(xﬂl)“l x_((xul)k.x]x_a ) x +1)k
und damit eine Rekursionsformel fiir T ( l)k . Diese bleibt fir £ =1 zu bestimmen.
+

Aus der Behandlung der trigonometrischen Funktionen, die hier ausgeklammert wurde, kennt
man deren Ableitungen. Fiir die Umkehrfunktion arctg der Tangensfunktion, der

Arcustangensfunktion, gilt iarctg( y)= ! 5
dy 1+

£
;[x2+1

dx = arctg(x)|:§

b
Bisher wurden Integrale der Form I f(x)dx behandelt, fiir die f'in [a,b] wenigstens stlick-

weise stetig ist. Es soll nun der Fall behandelt werden, dass f an einer oder beiden Intervall-
grenzen einen Pol besitzt oder dass die Intervallgrenzen gegen o oder —oo laufen. Dieser
Ansatz fiihrt auf den Begriff des uneigentlichen Integrals:

© t
Falls der Grenzwert J. f(x)dx = limI f(x)dx existiert, wird er als uneigentliches Integral be-

© t
zeichnet. Entsprechend wird das uneigentliche Integral I f(x)dx =lim I f(x)dx definiert.
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Besitzt f'bei a einen Pol, dann ist das uneigentliche Integral J. f(x)dx = hm .[ f(x)dx . Fiir ei-

g>0 a+e

nen Pol bei b wird das uneigentliche Integral I f(x)dx= hm J- f(x)dx definiert.

5>0 a

Beispiele:

x=t
= lim[—l+l)‘ =1.
=1 [—> t

t

2. Der Grenzwert la’x existiert nicht; denn lim ! —dx= hm(ln(x))| = hm(ln(t) ln(l))
X X

t— t—o

1 1
1. — —hm dx—hm ——
-l[xz t—o 2 t%w( xj

3. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Exponentialverteilung behandelt. Eine ex-

ponentialverteilte Zufallsvariable X hat den Erwartungswert J-a-x-e’“‘xdx mit einem

Parameter a>0: Mit particller Integration (hier f(x)=x, g'(x)=e ", also

g(x)= L e ") ist
a

Ia-x-e“dxa-[(—x-l-e“)
0 a _

Damit folgt J.a x-e “dx=lim|a-x-e“dx= l

[—>0 0 a

1
4.  Die durch f(x)= L definierte Funktion hat bei x =0 einen Pol. Damit ist de

H H

I \/7dx I \/7dx+-[de Eine

die Summe zweier uneigentlicher Integrale:
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Stammfunktion von g(x):% ist G(x)=2-\/;; eine Stammfunktion von
X

h(x)= \/i_x ist H(x)=-2-+4/—x . Damit ist

1 1 1 1 ) x=1
}[Wx:}[ﬁdx—g?!\/_dx—g%(@ f] ) :
[t fetp(ca )2

dex:4.

iyl
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6 Das Losen linearer Gleichungssysteme

Das vorliegende Kapitel wéhlt aus einem Gebiet der Mathematik, der Linearen Algebra, ein
spezielles Thema aus, ndmlich die Behandlung eines effizienten Verfahrens zur Losung linea-
rer Gleichungssysteme, wie sie in vielen Anwendungen der Mathematik vorkommen. Damit
verbunden ist das Invertieren von Matrizen (die Begriffe werden im Laufe des Kapitels erldu-
tert).

Die Lineare Algebra als zugrundeliegende Theorie hat sich zu einem der wichtigsten Teilge-
biete der Mathematik entwickelt. Eine auch nur einfiihrende Darstellung dieser Theorie wiirde

jedoch den Rahmen dieses Textes sprengen. Daher wird in diesem Kapitel auf die Darstellung
der Beweise weitgehend verzichtet.

6.1 Matrizen und Vektoren

Ein rechteckiges Zahlenschema aus reellen Zahlen mit m Zeilen und » Spalten

a;; dip, .. 4y a,
Ay Gyp e Gy s
A= = A(mJl) = [ai,./ ]j:]w"m;]’:]w"n
a4 G, e A .. a4,
Qi Gy e Gy e Ay,

heif3t reellwertige Matrix vom Typ (M, n). Im Schnittpunkt der Zeile i und der Spalte j steht
das Matrixelement a, ; € R. Der erste Index gibt die Zeilennummer, der zweite Index die

Spaltennummer an. Im folgenden werden Matrizen durch fett gedruckte Buchstaben bezeich-
net.

Zwei Matrizen A, ,, = [ai, jJ und B, = [b,’k] sind gleich, wenn sie vom selben Typ sind,

(r.s)

(m.n)
d.h. m=r und n=s, und sie elementweise gleich sind, d.h. wenn a, ; =, ; firi=1,...,m

und j=1,...,n gilt.
Eine Matrix vom Typ (n, n) heit quadratische Matrix.

Eine Matrix, deren simtliche Elemente 0 sind, heif3t Nullmatrix; sie wird mit 0 bezeichnet.
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Die quadratische Matrix

10 0 0 0 0]

010 0 0
S LR
71000 .. 1 00 .. 00

00 0 000 .. 01

vom Typ (n, n), die in der Diagonalen die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthilt, heil3t Ein-
heitsmatrix vom Typ (n, n). Es ist

1 firi=j

1, =6, |mits, = {0 firin "

Eine Matrix vom Typ (1, n) heilit Zeilenvektor der Lénge n. Eine Matrix vom Typ (m, 1)
heilt Spaltenvektor der Liange m. In beiden Fillen verzichtet man meist auf die doppelte In-
dizierung:

Ein Zeilenvektor wird geschrieben als

a:[a1 a, .. a; .. anJ.

Ein Spaltenvektor wird geschrieben als

bl

S
I
S
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Es sollen nun Rechenoperationen auf Matrizen definiert werden:
Es seien A und B zwei Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n).

Die Summe von A und B ist die Matrix C = [ci,_/.J: A+B mit ¢, ;=a; +b, ;.

Die Differenz von A und B ist die Matrix C = lcl.j i J =A—-B mit C,,=a,; - b.

J [

Die Summe (Differenz) zweier Matrizen vom Typ (m, n) ist wieder vom Typ (m, n). Man er-
hilt sie also, indem man die Elemente an den sich entsprechenden Positionen addiert (subtra-
hiert).

Es sei keR. Das Skalarprodukt der Matrix A mit (dem Skalar) & ist die Matrix
D=ld, |=k-A=A-k mitd  =ka, =a, k.
Das Skalarprodukt einer Matrix A vom Typ (m, n) mit einer reellen Zahl ist wieder eine Mat-

rix vom Typ (m, n). Bei der Bildung des Skalarprodukts einer Matrix mit einer Zahl werden
also alle Matrixelemente mit dieser Zahl multipliziert.

Es seien A, B und C Matrizen gleichen Typs, k€ R und 4 €R. Dann gelten folgende Re-
geln:

A+B=B+A, k-(A+B)=k-A+k-B,
A+(B+C)=(A+B)+C, (k+h)-A=k-A+h-A,
A+0=0+A=A, (k-h)-A=k-(h-A),
Mit —A=(-1)-A ist A-A=0, 1LA=A.

Die Menge der Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n) mit der definierten Addition von Matrizen
und der Multiplikation von reellen Zahlen mit Matrizen bildet einen Vektorraum iiber R.
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Erlauterung:

Eine algebraische Struktur (V, @, K, ) heiit Vektorraum iiber K, wenn gilt:
(1) (V, (—B) ist eine kommutative Gruppe
(i) K ist ein Korper (Skalarkorper)

ey s . KxV —
(i11) die Abbildung -: geniigt den folgenden Regeln:
(k,v) — k-v
fiir jedes k € K, fiir jedes / € K, fiir jedes v eV und jedes w € V' gilt
k-(l-v)=(k-I)-v,

l-v=v,

Das Produkt der beiden Matrizen A, ,, und B, ,, ist nur dann definiert, wenn der erste

Faktor A, . genauso viele Spalten wie der zweite Faktor B

) Zeilen hat. Das Produkt ist

eine Matrix C, ;) = [cm]: A-B vom Typ (m, k) (mit der Zeilenanzahl von A und der Spal-

tenanzahl von B) mit

n
C, = Za” b, fur r=1,..,m, s=1,..,n.
i=1

Durch Nachrechnen verifiziert man die Giiltigkeit von

A-(B£C)=A-B+A-C,
(A+B)-C=A-C+B-C.

Im allgemeinen ist (selbst fiir quadratische Matrizen) A-B#=B-A .
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Eine Matrix

a;; 4ap, a; a,
a,, a;, a, ; a,,
A _ . . coe . cee . _ A _ [a ]
(m,n) i, i=1,...,m;j=1,....n
a,, Ay e A e 4, :
_am,l am,Z am,j am,n_

aAzlai’1 Ay e Ay e a[,nJﬁJrzzl,...,m

bzw. als Menge {51, byy....b,,....,. b

; ; } threr Spaltenvektoren mit

b,=|a; |fur j=1..,n

auffassen.

Eine Menge {d,,...,d,} von Vektoren heiBt linear unabhiingig, wenn gilt:
Aus der Gleichung
ki -a,+..+k -a, =0 mit k, eR firi=1,..,r folgt k, =...=k, =0.

Andernfalls heiBt {@,,...,d, | linear abhiingig.

Um zu tiberpriifen, ob eine Menge von Vektoren linear unabhéngig ist, stellt man also die
»vektorgleichung® &, -a,+...+k, -a. =0 auf, wobei die reellen Zahlen k,,...,k, zundchst
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,unbekannte* sind, und zeigt dann, dass diese Gleichung nur giiltig sein kann, wenn alle Un-
bekannten &, ..., k, gleich O sind. Kann man andererseits die Gleichung &, -a, +...+k, -a, =0

aufstellen, wobei mindestens eine der Zahlen k,,..., k. von 0 verschieden ist, so sind die Vek-

toren linear abhingig.

Sind die Vektoren a,,...,a, jeweils Spaltenvektoren mit m Komponenten, so ist die Vektor-

gleichung k,-a, +...+k, -a, =0 ein Gleichungssystem mit m Zeilen.

Ein Vektor a ist eine Linearkombination der Vektoren 4,,...,a,, wenn es Zahlen k, eR,

..., k, € R gibt mit

a=k -a +..+k, -a,.

In diesem Fall gilt die Vektorgleichung
k-a+..+k,-a —1-a=0,d.h.

die Menge {él, v d, ,d } ist nicht linear unabhéngig. Ist umgekehrt die Menge {51, ces 5,} li-
near abhéngig, so sind in der Vektorgleichung
ki -a,+..+k -a. =0

r r

nicht alle Skalare gleich 0, etwa &, # 0. Es ist dann

k,-a,=-k-a—..—k,_-a,,—k,-a,—..—k a,also

~ k | - ki) . kig| - k.| -
a, =|-——\|a+.+|—a_+|——|a,,t..+——F|a,.
/ k, k; / k; ! k,

Insgesamt ergibt sich damit
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Satz 6.1-1:
Essein>2.

Die Vektoren d,,...,d, sind genau dann linear abhidngig, wenn sich wenigstens ein Vek-

tor dieser Menge als Linearkombination der anderen Vektoren dieser Menge darstellen
lasst.

Unter dem Zeilenrang r,(A) einer Matrix A=A, = versteht man die Maximalzahl linear
unabhiéngiger Zeilen (-vektoren). Unter dem Spaltenrang r,(A) einer Matrix A=A

(m,n)

versteht man die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (-vektoren).

Offensichtlich gilt »,(A)<m und r,(A)<n.

Der Beweis des folgenden Satzes erfordert eine Reihe weiterfithrender Uberlegungen und ei-
nen ziemlich trickreichen Umgang mit den beteiligten Indizes.

Satz 6.1-2:
Fiir jede Matrix A gilt:

r,(A)=rg(A).

Wegen Satz 6.1-2 kann man Rang r(A) einer Matrix A durch r(A)=r,(A)=r;(A) defi-
nieren. Ist A=A, ., dh. Abesitzt m Zeilen und n Spalten, dann ist 7(A) < min{ n, m}.

Der folgende Satz beschreibt Operationen, die auf die Zeilen bzw. Spalten einer Matrix an-
wendbar sind, ohne ihren Rang zu dndern. Diese Operationen sind Grundlage des Verfahrens
zur Losung linearer Gleichungssysteme
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Satz 6.1-3:

Gegeben sei die Matrix

(Die Vektoren a,...,a, sind die Zeilen der Matrix A, die Vektoren Z;l,..., En sind die
Spalten von A.)

Dann gilt:

Zeilenrang und Spaltenrang von A dndern sich nicht, wenn man die Matrix A einer der
folgenden elementaren Umformungen unterwirft:

(z1) Zwei Zeilen von A werden vertauscht.

(z2) Eine Zeile a, von A wird ersetzt durch di+k-dj, wobel keR, 1<i<m,
I<j<mundi=j gilt.

(Auf a, wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.)

(z3) Eine Zeile a, von A wird ersetzt durch k-a,, wobei keR \ {0} und 1<i<m
gilt.

(a, wird um ein Vielfaches verédndert.)
(s1) Zwei Spalten von A werden vertauscht.

(s2) Eine Spalte I;, von A wird ersetzt durch l;i+k-l;j, wobei keR, 1<i<n,
1<j<mnundi=#j gilt.

(Auf Z;l wird ein Vielfaches einer anderen Spalte addiert.)

s3) Eine Spalte b, von A wird ersetzt durch k-l;., wobei keR \ {0} und 1<i<n
p 1 1
gilt.

(l;[ wird um ein Vielfaches veréndert.)
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6.2 Lineare Gleichungssysteme

Eine Menge von m Gleichungen in n Variablen der Form

a,x + a,x, + .. + a;x;, + .. + a,x, = b
a, *x, + a,'x, + .. + a;x; + .. + a,,'x, = b
a,-x, + a,x, + + a,,x;, + + a,-x, = b
a,,'x, + a,,'x, + .. + a,x, + ..+ a,-x, = b,

heiflt lineares Gleichungssystem (in den Variablen x,,...,x, ). Abgekiirzt ldsst es sich

schreiben als

—

A(m,n) "x(n,l) = (m,1)*

a; 4, a; a,
a,, dy, a, ; a,.,
Die Matrix A=A, = heif3t Koeffizientenmatrix.
a, , - A, . 4,
|y Gy oo Gy e Gy |

Die Elemente der Koeffizientenmatrix und des Vektors b =B

Zahlen.

sind vorgegebene reelle
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5]
Y2

Jeder Vektor y=y,,=| | mit A, V., :l;(m,l) heifit Losung des linearen Glei-
LV |

chungssystems.

Ein lineares Gleichungssystem A, ., -X,, = #(m,l) heiflt homogen, wenn b, =b, =...=b =0

ist. Andernfalls heifit es inhomogen.

Im linearen Gleichungssystem A, ., -X,, =b,,,, heilt die Matrix

a, 4a, a; a, | b

a,, 4a;, a, ; a,, | b,

[A(m,n) b(m,l)]:[A‘b:I: a a a a | b
il i2 e i in ;
_am,l am,Z am,_/ am,n | bm_

die erweiterte Koeffizientenmatrix.

Es stellt sich die Frage nach der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems (existiert
iiberhaupt eine Losung? Ist die Losung eindeutig bestimmt?)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A, - X, ) = l;(m’l) . Gesucht wird eine Losung
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B2
M2

Y

Im folgenden wird die Typangabe zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen, so dass

das Gleichungssystem A -Xx = b lautet.

Der folgende Satz gibt an, in welchen Fillen ein lineares Gleichungssystem losbar ist und

wieviele Losungen in diesem Fall existieren.
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Satz 6.2-1:

Das lineare Gleichungssystem A-X=b ist genau dann 16sbar, wenn der Rang der
Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist, d.h. wenn

rA)= r(lA‘ b J) gilt. Ist r(A)< r(I_A‘ b J), so hei3t das Gleichungssystem inkonsistent (und ist

nicht 16sbar).

Fir das lineare Gleichungssystem A-¥=b mit einer m-zeiligen und n-spaltigen

Koeffizientenmatrix A=A, gelte rA)= r(lA‘ b J): r, so dass das Gleichungssystem los-

bar ist. Esist »<m und r<n.

Ist ¥ <m (= Anzahl der Zeilen bzw. Gleichungen), so ist das Gleichungssystem 16sbar, aber
m —r Gleichungen sind ,,iiberfliissig®, genauer: redundant, da sie Linearkombinationen der
iibrigen Gleichungen sind.

Die Anzahl der Losungen des Gleichungssystems hangt davon ab, wie sich der Rang » zu der
Anzahl n der Variablen verhilt:

Ist » <n (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so sind n—r Spaltenvektoren Linearkombi-
nationen der anderen Spaltenvektoren. Das System ist 16sbar, jedoch mit » —r freien Variab-
len, denen beliebige reelle Werte zugeordnet werden konnen. Es gibt also unendlich viele
Losungen. Die Werte, die den iibrigen » Variablen zugeordnet werden, hdngen von den zu-
geordneten Werten der freien Variablen ab.

Ist » =n (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so ist n<m (m—n Gleichungen sind re-
dundant). Das System ist eindeutig losbar, d.h. es gibt genau eine Losung.

Ist die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems quadratisch, d.h. n =m, d.h.
es gibt soviele Gleichungen wie Variablen, dann gilt:

Fiir r(A)< r(lA‘ Z;J)S n gibt es keine Losung;
fiir r(A) = r(lA‘ b J)= n gibt es genau eine Losung;

fiir 7(A)= r(lA‘ b J)< n gibt es unendlich viele Losungen.

In einem homogenen linearen Gleichungssystem ist immer r(A)z r(lA‘ b J) Es gibt dann we-

nigstens eine Losung (ndmlich die triviale Losung y, =y, =...= y, =0). Ist zudem »(A)=1n,

dann gibt es nur diese Losung. Ist r(A) =r < n, dann gibt es weitere Losungen mit n—r frei-
en Variablen. Ist m <n, d.h. es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte, dann ist auch

r(A)<n.Fiir m=n gibt es nur dann mehr als die triviale Losung, wenn 7(A)<n ist.
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Im folgenden wird eine Methode zur Losung eines linearen Gleichungssystems (Gauf3-
scher Algorithmus) und damit einhergehend eine Methode zur Bestimmung des Rangs ei-
ner Matrix vorgestellt.

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a,-x, + a,x, + .. + a,;x;, + ..+ a,x, = b
ay, "X, + Ay, xX, + ..+ ay;0x; + ..o+ ay,'x, = b
a,, -x, + a,-x, + + a,;x;, + + a,'x, = b
a,,x + a,,-x, + + a,;"x; + + a,,x, = b,
bzw

A-X=b.

Hierbei sei mindestens einer der Werte «,, in der ersten Spalte von 0 verschieden; denn sonst

kidme x, im Gleichungssystem gar nicht vor. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei wieder

a, a, . a; . a, | b a | b

ay; dy, .o 4y a,, | b, a | b,
NRDRRREAR
(m,n)| ~(m,1) —

a,, 4, e A, .. 4, | b, a | b

_am,l am,Z am,_/ am,n | bm_ _am | bm_

Sie wird durch elementare Umformungen in eine ,,Treppenmatrix“ (siche unten) umgewan-
delt, aus der man dann die Losung des Gleichungssystems ablesen kann. Bei diesem Umfor-

mungsvorgang wird schrittweise eine Folge von Matrizen A", ..., A" erzeugt, die alle den-
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selben Rang wie lA‘ b J haben. Hierbei ist A"’ das Ergebnis der Umformung von A“™" nach

dem i-ten Schritt (i =1,...,7).

Um die Eintrige von A’ von den Eintriigen der iibrigen Matrizen unterscheiden zu kénnen,

wird
0] 0) 0] () O] =6 ()]
al a .. a .. a, | b a’” | b
0) 0) (0 0) (0 ~ (1) )
ay) Ay, .. ay; .. a,, | b a,’ | b,
AO_| S U T
0) (0 (0 0) (0 ~ (1) (i)
al a .. a4 .. a; | b a | b
@0 (0 0) (0 (0 ~ (1) (i)
Ay Ay e Gy e 4y, | b a)y b
gesetzt.

Zusétzlich wird eine Folge von Spaltennummern j,, ..., j, erzeugt, deren Bedeutung aus dem

Zusammenhang klar wird.

Die Matrix A", die nach dem r-ten Umformungsvorgang entstanden ist, hat die Form

1 iy j fitq i n

g =
2 * 3

R |
i »W*
i+1 *

AN
\ v

r+1

* = Element, ungleich 0
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1. Schritt:

In der 1. Spalte von lA‘ b J wird von oben nach unten das erste von 0 verschiedene Element,

d.h. ein Element der Form a, # 0, gesucht.

Es wird p:=a, gesetzt. Man nennt p das Pivot-Element (im 1. Schritt).

Ist s >1, so wird die erste Zeile [Ezl| bl] von I_A‘ Z;J mit der s-ten Zeile ausgetauscht; ist bereits
a,; #0 (d.h. s=1), so findet kein Austausch statt. Die erste Zeile der durch den eventuellen

Zeilenaustausch entstandenen Matrix werde wieder mit [51| bl] bezeichnet; entsprechend er-

hilt die urspriinglich erste und nun an der s-ten Position stehende Zeile wieder die Bezeich-

b, ] Insbesondere ist mit dieser Numerierung p =a, .

nung [&S
Fir k =2,...,m wird anschlieBend die Zeile [d k| bk] durch

—a;, '[‘71| bl]+p'[‘7k| bk]
ersetzt.

A" ist die so aus lA‘ b J entstandene Matrix. Es wird j, ;=1 gesetzt.

Ergebnis: Alle Zeilen von A" ab Zeile 2 enthalten mindestens in der ersten Spalte den

)

1, # 0. Eventuell sind auch in der zweiten und einigen

Wert 0; es gilt auBerdem a

folgenden Spalten von Zeile 2 abwirts ausschlieBlich die Werte 0 entstanden.

Es wird i =2 gesetzt und im i-ten Schritt fortgefahren.

i-ter Schritt fir 1<i<m :

Die Matrix A“™ sei bereits bestimmt. Sie hat die Form
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[ G-1) (i-1) (i-1) (i-1)]
ap a, a, | b
(-1 G- (i-1) (i-1)
0 0 0 a4, Qrn a,,” | b
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
AGD = 0 0 0 al;, al; . aL, | b
- O 0 0 O (i-1) (i-1) | b(i—l)
i,j_1+1 ai,n i
(i-1) (i-1) (i-1)
0 O 0 0 i+, +1 ai+1,n | bi+1
(i-1) (i-1) (i-1)
i 0 0o .. . . . .0 0 il a,, | b, |
—(i-1) @i-1)]
a, | b
= (i-1) (i-1)
a, | b
= (i-1) (i-1)
_| % | b
= (i-1) (i-1)
a™" | B
= (i-1) (i-1)
di | by
= (i-1) (i-1)
an | by
Es gilt fiir jede Zeile kmit 1<k <i—1:
o alle Elemente bis zur Spalte j, —1 (einschlie8lich) sind gleich 0
(i-1
. a;;, #0
o alle Elemente in der Teilmatrix, die durch die Zeilen i und m und die Spalten 1 und j, ,

(einschlieBlich) begrenzt wird, sind gleich 0.

In der Teilmatrix

(i-1) (i-1) (i-1)
i,ji_+1 ai,n | bi
(i-1) (i-1) (i-1)
ai+1,j,-,1+l . ai+1,n | bi+1
(i-1) (i-1) (i-1)
m,j;_1+1 am,n | bm

(das ist der untere rechte Teil) wird von links nach rechts gehend diejenige Spalte bestimmt,

die zum ersten Mal Eintrage enthélt, die nicht simtlich gleich 0 sind (hierbei wird die Zeilen-

und Spaltennumerierung aus der Matrix iibernommen):

Es wird also j = j,, +1 gesetzt und die Bedingung
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a(i—l)

_ G- _ G- _
L =a =.=a . =0

i+l,j m,j

gepriift. Gilt diese Bedingung und ist j <n (= Anzahl der Spalten von A), so wird j um 1 er-
hoht und die Bedingung erneut gepriift; gilt die Bedingung und ist bereits j=n, so ist das
Verfahren beendet.

Im folgenden sei j der kleinste Wert, fiir den die Bedingung nicht gilt, d.h. die Teilmatrix

(i-1) (i-1) (i-1)
i,ji_+1 ai,n | bi
(i-1) (i-1) (i-1)
i+l 1 ain, | b
(i-1) (i-1) (i-1)
m,j;_1+1 am,n | bm

enthilt in der Spalte j ein Element, das ungleich 0 ist. Die kleinste Zeilennummer, fiir die das
zutrifft, laute s, d.h.

(-1 _ (-1 _ (i-1)

Gjiaq+l T i+l T Yo+
G _ G- (Gl
=4 T Ty i
G _ o GeD D)
=4 =4 Ty

und (" #0.
Es wird p =a("" gesetzt. Der Wert p heifit Pivot-Element (im i-ten Schritt).

Die i-te Zeile von A“™" wird mit der s-ten Zeile ausgetauscht (und die Numerierungen der
Zeilen wie im ersten Schritt angepalit).

Es wird j, = j gesetzt.

Fiir k=i+1,...,m wird nun Zeile El,f‘”‘ b,f‘”J durch
(=D G- ~(=D| (-

— Ay, 'lai ‘bi J+P' a; ‘bk J

ersetzt.

Die so entstandene Matrix ist A .
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Es wird i um 1 erhoht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fir i wiederholt.

Nach dem r-ten Schritt hat die Matrix A" die oben dargestellte Form

a’; o a) | b

0 0 ay) ay, | by

A= 0 .. 0 0 a) .. a") | b"
0 0 0 0 | b7

0o | .

0 0 0 0 | Y]

mit 1=/, < j, <..<j, und al(’/) #z0 firi=1,..,r.

Ist B7) =...b!" =0, so ist {A)= r(lA‘ EJ)= r(A(’))= r, und das Gleichungssystem ist 1osbar.

r+l

Andernfalls ist das Gleichungssystem nicht 16sbar.

Im folgenden sei 7(A)= r(lA‘ ED: r(A(” ): r.
Es gilt:
Das urspriingliche Gleichungssystem A-Xx = b und das r-zeilige Gleichungssystem

A”.%¥=b" haben dieselbe Losung, da nur elementare Umformungen durchgefiihrt wurden.
In ausgeschriebener Form (ohne die Zeilen, die nur Nullen enthalten) lautet

A . F=B" -
(r) (r) — (r)
a’y -x;, + + a), -x, = b
(r) (r) — (r)
a,; *x, + + ay,x, = b
(r) (r) — (r)
arj, X, a, %, = b

Die Zeilen dieser Matrix (es sind die ersten » Zeilen von A” ) werden von unten nach oben
bearbeitet, und dabei werden den Variablen x, , x ., X, Werte zugeordnet:

nd¥n-1s"*
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Beispiel:

(r) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer 7:

Den Variablen x; ,x, ,,...,x, werden beliebige Werte aus R zugewiesen (freie Va-
riablen):
X; = U g X =, e X, U,

x; wird aus der letzten Gleichung berechnet:

1 B 1 B
_ () () _ () ()
X, =167 - E a;-x, |= ol b — E a,’;u |

ar,_/r k=j,+1 roj, k=j,+1
Bearbeitung der Zeile mit der Nummer i mit 1 <i<r:

Die Zeilen i+1,...,7 seien bereits bearbeitet. Die Variablen, die bisher entweder als
freie oder berechnete Variablen ermittelt wurden, seien in aufsteigender Numerierung
Xps Xpogseens X, -

n

Den Variablen x, ,,...,x, , werden wieder beliebige Werte aus R zugewiesen (freie

Variablen):

X =U s X = Uy

Jitl?

x, wird berechnet zu:

1 o
_ ARG "
X = o) b, Zar,k X |-

i,J; ke=ji+1

Das Gleichungssystem

[ NS NS R (S UV R N

+ 4 x, - 8 x3 — 24 x, - 4 x; + 4 x, — 56 x, — 44 x, = — 24
-3 x, + 6 x; + 18 x, + 30 x; - 9 x, + 42 x, + 24 x, = 15
-2 x, + 4 x; + 10 x, + 16 x; — 4 x, + 20 x, + 12 x, =

+ 2 x, - 4 x; - 12 x, - 18 x; + 10 x, — 28 x, — 10 x, = -

- 2 x, + 4 x; + 10 x, + 18 x; + 20 x, + 18 x; = 10
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hat die erweiterte Koeffizientenmatrix

(-4 4 -8 -24 —-44 4 -56 -44 |

3 -3 6 18 30 -9 42 24 |

2 -2 4 10 16 -4 20 12 | 8
-2 2 -4 -12 -18 10 -28 -10 |

2 -2 4 10 18 0 20 18 |

1. Schritt:

p=a,, =-4%0; die k-te Zeile fir £k =2,3,4,5 wird ersetzt durch
—a,, (1. Zeile)—4-(k - te Zeile) . Das ergibt:

-4 4 -8 -24 -44 4 -56 —44 | —-24]
00 O 0 12 24 0 36 | 12
00 O 8 24 8 32 40 | 16
00 O 0 —-16 -32 0 —48 | -16
00 O &8 16 -8 32 16 | 8

Um die GroBlen der Zahlen zu reduzieren, werden die einzelnen Zeilen jeweils durch einen
geeigneten Faktor dividiert, z.B. wird die 1. Zeile durch —4, die 2. Zeile durch 12, die 3. Zeile
durch 8, die 4. Zeile durch —16 und die 5. Zeile durch 8 dividiert, und es entsteht:

1 -1 2 6 11 -1 14 11 | 6
0 000 1 2 0 3|1
A=l0 00 1 3 1 4 5|2
0 000 1 2 0 3|1
0 00 1 2 -1 4 2| 1]
Si=1

i-ter Schritt fiir i = 2:

Esist j, =4, s=3, p=1. Die 2. Zeile von A" wird mit der 3. Zeile ausgetauscht, und es

ergibt sich
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S O O O =
S O O O =
S O O O N
—_ O O = O

1 14 11 | 6
1 4 5|2
2 0 3|1
2 0 3|1
-1 4 2 | 1]

Fir £ =3,4,5 wird die k-te Zeile ersetzt durch

—a,, (2. Zeile)+1-(k-te Zeile).

Damit ergibt sich

AQ —

S O O O -
S O O O =
S O O O
S O O =

i-ter Schritt fiir i = 3:

11 -1 14 11 |
301 4 5 |
1 2 0 3 |
1 2 0 3 |

-1 -2 0 -3 |

Esist j,=5,s=3, p=1.

Fir k£ =4,5 wird die k-te Zeile ersetzt durch

—a, ;- (3.Zeile) +1-(k - te Zeile)

Damit ergibt sich

A® =

S O O O~
S O O O
S O O O N
S O O =

i-ter Schritt fiir i = 4:

Fir j=j,+1 (=6),

ist r=3.

14 1

SO O N = =
S O O B
S O W N =

S O = W
S O = N

..,8 (=n) gilt jeweils a

Es wird daher gesetzt:

—_ = = NN

4,j

3 _,0 0

5.J

, so dass das Verfahren abbricht. Es
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Xg =Ug, X;=U;, Xg=1Ug,

=
W
Il
—_ | —
—
[
|
—~~
N
=
(=)}
+
(e
=
~
+
W
=
[ee]
S~
=
Il
—_—
|
[\
<
=N
|
W
<
oo

=
N
Il
—_ | =
—
[\
|
—~
(98]
=
W
+
[
=
(=)}
+
N
=
~
+
(V)]
Re
=
Il
|
—
+
()]
<
(=)}
|
N
<
~
+
S
I
oo

(6—(=1-xy+2-x,+6-x, +11-x,—1-x, +14-x, +11-x,))

—_ =] =

+uy—2-uy—Tug +10-u;, —2-ug .

Die (unendlich grof3e) Losungsmenge des Gleichungssystems ist also

1 1 -2 -7 10 -2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

ST Rl O Al I e PR R TRV e TR
L= @Y Ly 2ol 2o -2 Tjo]| *|-3
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
| 0 | 0] | 0| | 0 | 0] 1]

mit beliebigen reellen Zahlen u,, u,, u,, u, und u,

6.3 Invertieren von Matrizen

Eine quadratische Matrix A, , vom Typ (n, n) heift regulir, wenn r(A )= n ist. Sie heifit

(n,n

(n.n)

singulir, wenn r(A(M) )< n gilt.

Es sei A, ,
(n,n) mit A

) eine quadratische Matrix vom Typ (n, n). Gibt es eine Matrix B, ,, vom Typ

(n,n

| dann heifit B die zu A inverse Matrix und wird mit

(nn) = Xy > ()

B

(n,n) ’

(n.n)

A" bezeichnet.

(n.n)
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Zur Erinnerung: Mit I, = wird die quadratische Matrix bezeichnet, die in der Diagonalen

die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthilt (Einheitsmatrix).

Satz 6.3-1:

A und B seien quadratische Matrizen, zu denen jeweils die inversen Matrizen A~' und

B™' existieren. Dann gilt:

(1) Aus B-A=A folgt B=1.
(i) I=A-A"=A"-A.

(iii) A" ist eindeutig bestimmit.
iv) (A7) =A.

v) (A-B)'=B"-A"".

vi) (k-A)" =1/k-A"" fiir keR_,.

Zunichst iiberzeugt man sich durch Nachrechnen, dass fiir quadratische Matrizen A, B und C
die Assoziativitit A-(B-C)=(A-B)-C gilt, d.h. die Klammerung bei einer Folge von Mat-

rixmultiplikationen ist irrelevant.

(i) ergibt sich folgendermaBen: Ist B-A=A, dann ist B-A-A"=A-A"'=1 und
B-A-A"=B.

Damit folgt (ii): A" =A™ -(A-A")=(A"-A)- A", und mit (i) ist A"-A=T=A-A".

Die Eindeutigkeit der inversen Matrix in (iii) sicht man wie folgt: Ist B eine zu A inverse
Matrix, d.h. ist A-B=1, dannist A" =A™ -(A-B)z (A"1 ~A)-B = (A . A"l)-B =B.

Nach Definition ist I=A-A™ und A-A"=A"-A. Also ist A™' invertierbar, und wegen

der Eindeutigkeit der inversen Matrix ist (A*1 )71 =A.

Mit (iii) ergibt sich (v): (A-B)-(B"-A™)=A-(B-B")- A" =A-A" =1, also
(A-B)'=B™"-A".
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Entsprechend sicht man die Giiltigkeit von (v): (k-A)- (1/ k-A™ ): A-A"'=1,also
(k-A)' =1/k-A".

Satz 6.3-2:
Fiir eine quadratische Matrix A sind folgende Aussagen (a) und (b) dquivalent:

(a) A isteine reguldre Matrix.

(b) Zu A existiert die inverse Matrix A~ .

Den Beweis dieses Satzes, der einen tieferen Einstieg in die Lineare Algebra erfordert, findet
man in der angegebenen Literatur®.

Satz 6.3-3:

Die Losung der Matrixgleichung A - X =B mit einer regulidren Matrix A lautet
X=A"B.

Die Berechnung der inversen Matrix zu einer gegebenen quadratischen reguldren Matrix A
heif3t Invertieren der Matrix A.

Die quadratische Matrix A, = lal.ﬂ ].J sei reguldr. Man kann zeigen, dass man die Zeilen

(n,n)
einer reguldren Matrix so vertauschen kann, dass nach dem Austausch alle Elemente der Dia-

gonalen von 0 verschieden sind. Daher kann man gleich fiir a,, # 0 fiir i =1,...,n vorausset-

Zen.

Die Matrix X, ,, = [x,-,_,-J sei in Spaltenschreibweise:

(n,n)
X=[%,...%,].

Der Vektor e, fiir i =1,...,nsei der Spaltenvektor, der in der i-ten Zeile eine 1 und sonst nur
Nullen hat.

6 Beutelspacher, A.: Lineare Algebra, 7. Aufl.,Vieweg+Teubner, 20009.
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Zur Invertierung der Matrix A sind simultan die # linearen Gleichungssysteme

A-X =¢,..,AX =¢

n n
zu losen. Diese Gleichungssysteme kann man zu einem Gleichungssystem

A X I

(n,n) ’ (n,n) = (n,n)

zusammenfassen und mit einer Variante des Gaullschen Verfahrens 16sen (anstelle des Vek-

tors l;(m,l) steht jetzt die Einheitsmatrix I, , ):

Die zu A gehorende erweiterte Matrix hat die Form

a, ap, a, | 1 00 0 0
a a a 010 0
[A|I]: 2,1 2,2 2.n :
@, 4, a,, | 000 .. 01
g, |1 00
la 1 010
o oo
a, | 00 0 .. 01

Sie wird schrittweise durch elementare Umformungen in eine ,,erweiterte Diagonalmatrix*
umgewandelt. Dabei wird eine Folge von Matrizen A", ..., A" erzeugt; A" ist das Ergeb-

nis nach dem i-ten Schritt;

1. Schritt:

Esist a;, #0. Die 1. Zeile der erweiterten Matrix wird durch «a,, geteilt. AnschlieBend wird
fir k=2,...,n die mit —q, , multiplizierte 1. Zeile zur k-ten Zeile addiert. Das Ergebnis ist

A" Das Element in der 1. Spalte und der 1. Zeile ist gleich 1; alle Elemente der 1. Spalte ab
Zeile 2 sind gleich 0.

AnschlieBend wird i =2 gesetzt.
i-ter Schritt fiir 1<i<n:

Die Matrix A" sei bereits ermittelt. Sie hat die Form
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(i-1) (i-1) ]

(i-1) (i-1) (i-1)
0 0 .. 00 aj 7O S B h up,
(i1 @i-1) (i1 (i1 (i-1)
01 .0 .. 00 ay Ay e Gy, | Uy Uy,
(i1 @i-1) @i @i @i-1)
A = 000 .. 01 &} al - ai, | wy o ul,
- (i-1) (i~ (i-1) (i~ (i)
000 ..00 a 2O O I 7 75
@1 (@i-1) (i1 (i1 @i-1)
0 0 0 ai iitl e Qi | Uiy o Ui,
(i-1) (i-1) (i-1) (i-1) (i-1)
000 .. 00 aq, a,id e, |, e,
— (i-1) — (i-1)
a, | u
—(i-1) —(i-1)
a, | u,
— (i-1) — (i-1)
_ | %in | ul
—(i-1) —(i-1)
ai | ui
— (i-1) — (i-1)
ai+1 | ui+1
—(i-1) — (i-1)
_an | un n

Man kann a!"" #0 annehmen; ansonsten gibt es wegen der Regularitit von A ein

selii+l,..,n} mit a’7" #0, und die s-te Zeile wird mit der i-ten Zeile ausgetauscht.

Die i-te Zeile wird durch al.(,’;_l) geteilt, so dass sie in der i-ten Spalte (im Diagonalelement)
den Wert 1 hat. Anschlielend wird fir k=1,...,i—1,i+1,...,n die mit — a,ﬁ’;” multiplizierte i-

te Zeile zur k-ten Zeile addiert. Zu beachten ist, dass hierbei sowohl Zeilen behandelt werden,
die oberhalb der i-ten Zeile stehen (k£ =1,...,i —1), als auch Zeilen, die unterhalb der i-ten Zei-
le stehen (k=i+1,...,n).

A" ist die so entstandene Matrix.

Es wird 7 um1 erhoht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert fur i wiederholt.

A" hat die Form
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100 .. 0000 .. 0 u” ul
010 ..0000 ..0 | uf ul”)

. . :

A |00 0 0T 00 0] Y u),
000 ..0010 .0/ u? u®
000 ..00TO0°11 0 | ul, ul),

. . :

000 ..0000 .. 1] u u

= [I(n,n) | U(n,n)]

Esgilt U,, =A™,

Beispiel:

N W N

1 3
Bestimmung der zu A =| 2 2 | inversen Matrix:
1 2

Die folgenden Matrizen sind die Ergebnisse nach den Schritten :

1 2 3 | 1 00
AV=10 -1 -4 | =2 1 0
0 0 -1 | -1 0 1
1 0 -5 ] -3 2 0]
AP=01 4 | 2 -10
00 -1 | -1 0 1]
1 00| 2 2 -5]
AP=[0 1 0 | -2 -1 4
001 | 1 0 -1
2 2 -5
Esgilt A" =|-2 -1 4
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7 Ausgewihlte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Das vorliegende Kapitel mit seinen Unterkapiteln gibt eine knappe Einfiihrung in die Anwen-
dungen der Schlieenden Statistik und stellt dazu zunéchst erforderliche Hilfsmittel aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Verfiigung. Die einzelnen Sédtze werden wieder bis auf we-
nige Ausnahmen, die weiterfiihrende mathematische Betrachtungen erfordern, durch Argu-
mente untermauert’. Die mathematischen Hilfsmittel sind entweder elementar oder ergeben
sich aus den Ausfiihrungen in Kapitel 5 und seinen Unterkapiteln.

Auf Zahlenbeispiele wird mit Verweis auf die angegebene Literatur weitgehend verzichtet.
Das Kapitel dient vielmehr als Leitfaden, um sich das Themengebiet (auch selbstindig) zu er-
arbeiten.

7.1 Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesem Kapitel werden Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung zusammengestellt, wie sie in einer einfilhrenden Veranstaltung behandelt werden.

Mit QO werde eine Menge von Elementareignissen bezeichnet. 2 wird auch Ereignis-
raum genannt. Bei der Durchfiithrung eines Zufallsexperiments (z.B. Miinzwurf, Wiirfeln,
Ziehen eines produzierten Teils aus einem Produktionsvorgang) wird ein Elementarereignis
ausgewdhlt. Das Zufallsexperiment wird nach einer bestimmten Vorschrift durchgefiihrt und
kann unter den gleichen Rahmenbedingungen beliebig oft wiederholt werden. Welches Ele-
mentarereignis jeweils gewéhlt wird, ist nicht vorhersagbar. Lediglich die Menge der sich ge-
genseitig ausschliefenden Versuchsausginge ist bekannt.

Ist Q endlich oder abzédhlbar unendlich, so handelt es sich um einen diskreten Ereignis-
raum.

7 Die ausgelassenen Beweise findet man in Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und
mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989.
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Ein Mengensystem E(Q)g P(Q) heifit Ereignismenge mit dem Ereignisraum (, wenn

folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) QeE(Q)

(i) Mit 4eE(Q) giltauch 4° e E(Q)

(iii) Mit 4 E(Q) und B E(Q) gilt auch AU B E(Q)

(iv) TIst (4 )[e , eine Folge von abzihlbar vielen Mengen 4, € E(Q) fir iel, IcN, so ist

auch UA7 cE(Q).

iel

Mit 4<E(Q) und BeE(Q) gilt auch 4N B E(Q); diese Aussage folgt aus einer mehrfa-

Q

chen Anwendung der Regeln (i) und (ii) auf 4N B = A UB" .

Eine Menge A< E(Q), dh. 4cQ, heifit (zufilliges) Ereignis. Das Ereignis A tritt bei ei-

nem Zufallsexperiment ein, wenn das ausgewihlte Elementarereignis Element von A4 ist. Die
Menge Q heifit sicheres Ereignis, die Menge <& unmégliches Ereignis.

Eine Abbildung P, die jedem Ereignis AeE(Q) eine reelle Zahl zuordnet, heiflt Wahr-
scheinlichkeitsmaB auf Q, und P(A4) heit Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, wenn
gilt:

(i) 0<P(4)<1 fiir jedes Ereignis 4 E(Q)

(i) P(Q)=1

(iiiy P(4U B)=P(4)+ P(B) fiir disjunkte Ereignisse 4 € E(Q) und B € E(Q)
(iv) Tt (4),

eine Folge abzihlbar vieler paarweise disjunkter Mengen 4, € E(Q) fiir ie [,

el

I =N, soist P(UA[}:ZP(A).

iel iel



7.1 Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie 317

Ist die Menge der Elementarereignisse endlich, so kann man in (iv) nur endlich viele paarwei-
se disjunkte Ereignisse 4, < Q bilden.

Beispiele:

1.  Fir Q={a,..,a,} und E(Q)=P(Q) wird durch P({a,})=1/n ein Wahrscheinlich-

e Uy

A
keitsmal} mit P(A): u festgelegt (diskrete Gleichverteilung).
n

n+l
2. Fir Q=N und E(Q): P(Q) wird durch P({n}):(z) ein Wahrscheinlichkeitsmaf

festgelegt: Dazu ist lediglich die Bedingung (ii) zu priifen:

P(N):P[U{n}}zP«n}):z@"H=§-@=1-

neN neN neN

Direkt aus den obigen Bedingungen ergibt sich

Satz 7.1-1:

Es sei (2 eine Menge von Elementarereignissen mit der Ereignismenge E(Q) und P ein
Wahrscheinlichkeitsmal3 auf Q. Dann gilt:

()  P(4%)=1-P(4) fiir jedes Ercignis 4 < E(Q).

(i) P(D)=0.

(iiiy P(4\B)=P(4)- P(B) fiir Ereignisse 4<E(Q) und BeE(Q) mit Bc 4.
(iv) P(4UB)=P(4)+ P(B)- P(4 B) fiir Ereignisse A< E(Q) und B E(Q).

(v) P(4)< P(B) fiir Ereignisse 4 E(Q)und BeE(Q) mit Ac B.

Es seien 4 E(Q) und B e E(Q) Ereignisse eines Ereignisraums Q, und es gelte P(B)>0.

Dann heif3t P(A| B)=% die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedin-

gung B (bedingte Wahrscheinlichkeit von A, wenn B eingetroffen ist).
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Bei festem B < Q wird auf diese Weise ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf Q definiert. Dazu

sind die obigen Bedingungen (i) bis (iv) nachzuweisen:

%20 und mit Satz 7.1-1 (v) wegen AN B < B auch P(AmB)<1

P(B)
)= P@nB)_P (B):l, Sind 4, €E(Q) und 4, €E(Q) disjunkte Ereig-

P(B)  P(B)

Es gilt P(4] B)=

Weiter ist P(Q| B

nisse, so ist

_P((4v4,)nB) P(4nB)u(4,nB)) P(4nB)+P(4,NB)
e R ) R )

= P(4| B)+ P(4,| B) .

Bedingung (iv) lasst sich auf dhnliche Art nachweisen.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten lassen sich in vielen Anwendungen hiufig einfacher als ,,ab-
solute* Wahrscheinlichkeiten berechnen, da dazu vorausgesetzt werden kann, dass die in Fra-
ge kommende Bedingung B bereits eingetroffen ist. Man besitzt also Zusatzinformationen in
Form des eingetretenen Ereignisses B, um die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 4 zu be-
werten.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt unmittelbar:

Satz 7.1-2:

Es seien 4<E(Q) und BeE(Q) Ereignisse eines Ereignisraums Q, und es sei
P(B)>0. Dann gilt:

P(4nB)=P(4| B)- P(B).

Die FEreignisse A<E(Q) und BeE(Q) heiBen (stochastisch) unabhingig, wenn
P(4nB)=P(4)- P(B) gilt. In diesem Fall gilt P(4| B)= P(4) und P(B| 4)=P(B).

Die Ereignisse 4, € E(Q), ..., 4, € E(Q) heifien (stochastisch) unabhiingig, wenn fiir belie-
bige Indizes k,, ..., k, mit 1<k, <...<k, <n die Beziehung

Pl4, n..nd )=P4, ). P4, ) gilt.

s
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Die abzihlbar vielen Ereignisse 4, € E(Q), 4, e E(Q), 4, €E(Q), ... heiBen (stochastisch)
unabhingig, wenn fiir jedes n=2,3,4,... die Ereignisse 4,, ..., 4, (stochastisch) unabhén-

gig sind.

Der folgende Satz ist Grundlage vieler Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten und weiteren
KenngroBen von Verteilungen (siehe unten).

Satz 7.1-3:

Die Ereignisse B, € E(Q), ..., B € E(Q) seien eine paarweise disjunkte Zerlegung des

Ereignisraums Q, d.h. UBi =Qund B NB, = fir i# j. Dann gilt fiir das Ereignis

i=1

AcE(Q):

P(4)= gp(/q B)-P(B).

Die Aussage folgt aus Satz 7.1-2 und den Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmalles P: Es

ist A:O(AmB[) und (AmB[)m(AmB_/):Q fiir i # j . Daher gilt

i=1

P(A)= 2 P4 B)=3 Pld] B)-P(5).

Es seien 4<E(Q) und BeE(Q) Ereignisse eines Ereignisraums Q mit P(4)>0 und
P(B)>0. Dann ist
P(4nB) P(B| 4) P(4)

PB)  P(B)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A| B) lasst sich also mit Hilfe der bedingten Wahrschein-

P(4] B)=

lichkeit P(B| A) ausdriicken. Wendet man auf P(B) Satz 7.1-3 an, so erhilt man den folgen-
den Satz.
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Satz 7.1-4 (Satz von Bayes):

Die Ereignisse 4, € E(Q), e A € E(Q) seien eine paarweise disjunkte Zerlegung des

Ereignisraums Q, d.h. U 4,=Qund 4 N4, =0 firi= j.Dann gilt fiir das Ereignis

i=1

B eE(Q) mit P(B)>0 und jedes 4, e E(Q):
P4 5)= P(B| 4)-P(4)

Sl a) )

7.2 Zufallsvariablen

Es sei E(Q) eine Ereignismenge mit dem Ereignisraum Q. Eine Abbildung X :Q — R heif3t
Zufallsvariable, wenn zu jedem r € R die Menge 4, = {e| eeQund X(e) < r} in E(Q) ist.

Ist der Wertebereich einer Zufallsvariablen X endlich oder abzédhlbar unendlich, so heil3t X
diskrete Zufallsvariable, ansonsten stetige Zufallsvariable.

Unter der Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable

— einen Wert <g mit acR annimmt, geschriecben P(X <a), versteht man
P({e| eeQundX(e)Sa})

— den Wert aeR annimmt,  geschrieben =~ P(X =a), versteht man
P({e| eeQundX(e)za})

- einen Wert zwischen a und » mit aeR und beR annimmt, geschrieben
P(a < X <b), versteht man P({e| ecQunda<X(e)< b})

Die Funktion F, :R — [0,1] mit F, (x) = P(X <x)=P({e| e Qund X(e) < x}) heiBt Vertei-

lungsfunktion der Zufallsvariablen X. Das Subskript X wird fortgelassen, wenn der Zusam-
menhang klar ist.
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Satz 7.2-1:
Fiir die Verteilungsfunktion einer Fx einer Zufallsvariablen X gilt:

(i) Fy ist an jeder Stelle xeR zumindest rechtsseitig stetig, d.h.
lim F (x+Ax):FX(x).

Ax—0
(i) Fyist monoton steigend, d.h. fiir a€R und bR mit a <b ist F,(a)< F,(b).

(1i1) Fxhat die Grenzwerte lim F, (x) =0 und limF, (x) =1.

X—>—0 X—0

Im folgenden werden Definitionen angefiihrt, die sich in der Darstellung fiir diskrete und ste-
tige Zufallsvariablen unterscheiden.

Die Zufallsvariable X sei diskret, d.h. sie nimmt endlich oder abzédhlbar unendlich viele Werte
x, an. Dann heif}t die Funktion

P(X =x,) firx=ux,

fy :R=[0,1] mit f,(x)=P(X =x)= { ' (Wabhrscheinlichkeits-) Mas-

0 sonst

senfunktion von X.

Offensichtlich gilt 0< f, (x)sl fiir jedes xe R und z fy (xi): 1. Den Zusammenhang zwi-

allei

schen der Massenfunktion f, und der Verteilungsfunktion F, beschreibt
Fy(x)=P(X <x)= fo Jund f,(x)=F,(x)- hmF(x—Ax).

X <x

Die Zufallsvariable X sei stetig mit Verteilungsfunktion F, . Die erste Ableitung f, von F,
heillit (Wahrscheinlichkeits-) Dichtefunktion von X:

d
Sx ZEFX(X)'

Aus der Definition und mit Satz 7.2-1 (ii) und (ii1) folgt f, (x) >0 und J. fy (x)dx =1.
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Zu beachten ist, dass eine Dichtefunktion keine Wahrscheinlichkeit beschreibt und daher im
Einzelfall Werte x mit £, (x)>1 besitzen kann.

Den Zusammenhang zwischen der Dichtefunktion f, und der Verteilungsfunktion F, be-
schreibt

P(X<x)=F ij tht und Pla <X <b)=Fy(b)-Fy(a)=[ f, (e}t

WegenPX a _[fX )dt—Olst

Pla<X <b)=Pla< X <b)=Pla<X <b)=Pla< X <b)=F,(b)-F,(a).

Fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit den Werten x, und der Massenfunktion f, (x) defi-

niert man den Erwartungswert von X durch

E[X]:zxi 'P(X:xi):zxi fi(x)

allei allei

Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion f, (x) ist der Erwartungswert defi-

niert durch

ELX]= [ (v £ (x))dx

—00

Natiirlich miissen Summe bzw. Integral existieren.

Den Erwartungswert einer Funktion g(X) einer Zufallsvariablen X definiert man ent-
sprechend durch
E[g(X Zg Zg , falls X diskret mit den Werten x, und der

allei allei

Massenfunktion £, (x) ist,

bzw. durch

E[g(X)]= j(g(x)- £, (x))dx , falls X stetig mit der Dichtefunktion f, (x) ist.

Unterwirft man eine Zufallsvariable X einer linearen Transformation a +b- X , so erhdlt man:
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Satz 7.2-2:

Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert E[X]. Es seien acR und beR.
Dann gilt:

Ela+b-X]=a+b-E[X].

Die Herleitung sei hier nur fiir den stetigen Fall dargestellt:

0

Ela+b-X]= J.((a+b~x)-fX(x))dx

=a _fo(x)dx+b-_]i(x fro(x))dx
=a+b-E[X]

Die Varianz einer Zufallsvariablen X wird durch Var(X)= El(X —E[X ])ZJ definiert. Auch

hier miissen natiirlich die entsprechenden Summen bzw. Integrale existieren. Die Standard-

abweichung ist +,/Var(X) .

Satz 7.2-3:

Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert E[X ]| und die Varianz Var(.X). Dann
gilt:

(i) Var(X)=E[x]-(E[X]).

(i) Var(a+b-X)=b">-Var(X) mit acR und heR.

(1) rechnet man nach:

Var(X) = E|(X —E[x )]
= E[X2 ~2. X -E[X]+ (E[X])z]
=E[x*]-2-E[x] E[x ]+ (E[x]
=[x |- (e[x]y .
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(11) rechnet man in drei Schritten nach:

Var(a+ X)=E|(a+ X)-Ela+ X]f |=E|(a + X)-a - B[X ]} |= E|(X - B[X ]} | = Var(x),
Var(b- X)=E|(b- X —E[p- X|F |=E|(6- (X - E[X )} |=* - E|(X - E[X]F|=5> Var(X) und
Var(a+b-X)=Var(h- X)=b"-Var(X).

Der folgende Satz liefert zwei ,,niitzliche* Abschitzungen:

Satz 7.2-4:

(1) Fir die Zufallsvariable X gelte X(e)>0 fiir alle e Q, und sie habe den Erwar-

tungswert E[X ] Dann gilt fiir € R mit >0 (Markoffsche Ungleichung):
P(X >1)<E[X]r.

(i) Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert E[X ] und die Varianz Var(X).
Dann gilt (Tschebyscheffsche Ungleichung):
P(x —E[x]>¢)< Var(x)/#* .

(111) Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert E[X ] und die Varianz Var(X).
Dann gilt:

P(x ~B[X] = Var(X)-t)<1/> und P(x —E[X]<Var(X)-£)>1-1/¢.

(1) ergibt sich wie folgt: Die Zufallsvariable Y :Q — R sei auf demselben Ereignisraum

) t fir X(e)>t
wie X durch Y(e)=

definiert. Dann ist Y(e) < X (e) fiir jedes e € Q und da-
0 sonst

mit E[Y]<E[X]. Bsist E[Y]=0-P(X <¢)+¢-P(X >¢)<E[X].

(11) wird hier nur fiir eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f, gezeigt; fiir eine dis-

krete Zufallsvariable verlduft der Nachweis entsprechend. Es ist

Var(X) = E|(X - E[x]Y]

-kl o

E[X]-¢ E[X ]+

- j(x —E[X]] - £, (x)dx + j(x —E[X]] - £, (x)dx + [T(x CE[X)} - £, (x)dx

o E[X]- Xlet
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E[x]-

> [(c—E[X] - fede+ [(x=EBX] - £y (x)ax
- E[X ]+
E[X]-1 ®
> Itz fy(x)dx + jtz - fy(x)dx Ungleichung (*)
— E[X]+¢

=1* - (P(X <E[X]-t)+ P(X 2 E[X]+1))

= P(x —E[x]>1).
Ungleichung (*) gilt, da im ersten Integral —oo <x < E[X ]—t und damit x—E[X ]S —t und
(x—E[X]F >¢* ist; im zweiten Integral gilt E[X]+¢<x<oco und damit x—E[X]>7 und
(x—E[X]] > 7.

(111) 1st eine Umformulierung der Tschebyscheffschen Ungleichung.

In vielen Anwendungsfallen ist eine Zufallsvariable Y als Funktion einer Zufallsvariablen X
definiert, d.h. Y = g(X ), wobei die Verteilung (Massenfunktion bzw. Dichtefunktion bzw.

Verteilungsfunktion) von X bekannt oder vorgegeben ist. Der folgende Satz beschreibt den
Sachverhalt fiir zwei wichtige Beispiele.
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Satz 7.2-5:
Die Zufallsvariabel X habe die Verteilungsfunktion F, (x)= P(X <x).

(1) Die Zufallsvariable Y =a- X +b mit Konstanten ae R, a#0, und b€ R hat die
Verteilungsfunktion

a

F(y)=PY<y)=F ()= Fx(y—bj fiir a > 0
|

y—bj fira<0 .
a

Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f, (x), so besitzt ¥ die Dichte-

funktion £, ()= fx(y—_bj.
laf "\ a
(i1) Die Zufallsvariable X sei stetig mit Dichtefunktion f, (x) Dann hat die Zufallsva-
riable Y = X* die Verteilungsfunktion
0 fir y<0
F(y)=P(Y<y)=F ,(v)= ,
DV=Ar<)=Fe)={0 () (5] et
und die Dichtefunktion
0 fiir y<0
fY(J’): fX(\/;)+fX(_\/;) fiir y >0
2-\[y '

<

In (i) ist fir a>0 FY(y)zP(a-X+bSy):P(XSy_b]:FX(y_bj. Fir a<0 ist
a a

FY(y):P(a-X+b£y):P[X2 y_bj:I—P(X<y—_bJ:1—FX(y_bj . Die Aussage

a a a
iber die Dichtefunktion erhélt man durch die Bildung der Ableitung:
' 1 ’ -b 1 —b .
L )=F(y)= FX(yTJ— -fX[y J fiir ¢>0 und

a a a

a a a a

fy(y):FY'(y):—l-F)'{y_b):—l-fx(y_bj fiir a<0. Beide Félle zusammengefasst

it 7011 222).

Die Aussage in (ii) sicht man wie folgt:
fiir y <0

R ()=plx<y)=]
A M I L e
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fiir y<0

(\/;"'F)'(( y) fX(\/;)+fX(_\/;) firy>0 .

24y 24y

<

7.3 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Es sei E(Q) eine Ereignismenge mit dem Ereignisraum €2 . Eine Abbildung
(X,,.... X,):Q— R" mit Zufallsvariablen X,,..., X, heift n-dimensionale Zufallsvariable.

Im vorliegenden Kapitel wird #» =2 genommen; alle Ergebnisse lassen sich aber auch auf ho-
here Dimensionen iibertragen. Zur Schreibvereinfachung wird fiir (X,, X,) der Zufallsvektor

(X,Y) geschrieben.

Sind die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen diskrete Zufallsva-
riablen, so heifit die Funktion

f(x,y)iR2—>[0, 1] mit
f(X,Y)(x9 y)ZP(szundY:y)
=P({e| eeQundX(e):x}m{e| ecQundY(e)=y })

gemeinsame (Wahrscheinlichkeits-) Massenfunktion von X und Y.

Nimmt X die (endlich oder abzdhlbar unendlich vielen) Werte x, und Y die (endlich oder

abzdhlbar unendlich vielen) Werte y, an, so ist analog zum eindimensionalen Fall

Osf(”)(x,y)ﬁl fiir jedes x € R und jedes y € R und ZZf(XJY)(xi,yj)=l.

alle7 alle j

Die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen seien Stetig. Es seien
acR,beR,ceR und d eR mit a<b und c<d.Die Funktion f(X’Y):R2 — R, mit

d
J-f(x,y)(X, y)ddeZP(a<X£bundc<Y£d)

c

R C— >

:P({e|eeQunda<X(e)Sb}m{e|eeQundc<Y(e)Sd })

heilit gemeinsame (Wahrscheinlichkeits-) Dichtefunktion von X und Y.
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Offensichtlich gilt _[ J- A X,Y)(x, y)dydx =1.

—00—00

Die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y wird definiert durch
F(ij)(x, y)=P(X<xund Y < y)

=P({e|eeQundX(e)Sx}ﬁ{e|eeQundY(e)Sy}) .

Im diskreten Fall ist F“ X, )= 2 fo Y) (xny )

X;Sxy;<y

Xy
Im stetigen Fall ist F(X’Y)(x, y)= I J.f(X,Y)(u, v)dvdu .

—00—00

Der Erwartungswert einer Funktion g der zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y) wird

im diskreten Fall durch E[ Z Zg(x,ayj) Jixy) (xny,)

allex; alley;

00 00

und im stetigen Fall durch E[g(X,Y)]= j J.g(x, y)-f(X’Y)(x, y)dxdy definiert.

—00—00

Die Massenfunktion der Randverteilung von X bzw. von Y wird im diskreten Fall mit Hil-
fe der gemeinsamen Massenfunktion f, ) definiert durch

fX() (X x) P({e|eeQundX(e)zx}):Zf()(,y)(x,yj)

alle j

bzw.

fy() ( y) P({e|eeQundY(e)=y})=Zf(“)(xl.,y).

allei

Die Dichtefunktion der Randverteilung von X bzw. von Y wird im stetigen Fall ebenfalls

mit Hilfe der gemeinsamen Dichtefunktion f, ) definiert durch

x) = J.f(X,Y)(xa y)dy

bzw.

y) = jﬁx,y)(xa y)dx
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Die Randverteilungen lassen sich aus der gemeinsamen Massen- bzw. Dichtefunktion fy

ermitteln. Umgekehrt legen die Randverteilungen eine gemeinsame Verteilung nicht fest.

Satz 7.3-1:

Fir die diskreten Zufallsvariablen X bzw. Y sei .= Y x-f,(x) bzw.

alle x;

Uy = Zyj -fy(yj). Dann ist E[X]: Z in -f(X’Y)(xi,yj):,uX bzw.

alley; allex; alley;

EY]= 3 S, Sl y,)= s

alley; allex;

0

Fir die stetigen Zufallsvariablen X bzw. Y sei u, = Ix~ fy(x)dx  bzw.

—00

o0 o0

My = jy-fy(y)dy. Dann ist E[X]z I jx-f(XﬂY)(x,y)dxdy:yX bzw.

0 00

E[Y]= [ [y fier(x, y)dxdy =,

—00—00

Die Erwartungswerte werden also liber die Erwartungswerte der Randverteilungen be-
rechnet.

Fiir die Varianzen gelten entsprechende Aussagen.

Fiir den stetigen Fall sieht man die Aussage wie folgt (im diskreten Fall verlduft die Argu-
mentation genauso):

Mit g(X,Y)=X ist

Bl (X, V)| =E[X]= [ [ iy (3 »)dvay

—00—00

X ( J.f(X,Y)(x9 y)dyjdx

Il
—38

8

x- fy(x)ax

Il
—38

8

Il
x
>
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In Kapitel 7.1 wird die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 4 unter der Bedingung
P(ANB)

P(B)

B (bedingte Wahrscheinlichkeit von 4, wenn B eingetroffen ist) durch P(A| B):

definiert. Dieses Konzept lésst sich auf bedingte Verteilungen iibertragen:

Die Massenfunktion f, der bedingten Verteilung von X unter der Bedingung Y =y,
(bedingte Verteilung von X, wenn Y =y, gilt) wird im diskreten Fall iiber die gemeinsame

Dichtefunktion f ) und die Randverteilung f, von Y definiert durch

iy, Fnko )

- fY(yj) .

Entsprechend ist die Massenfunktion f, der bedingten Verteilung von Y unter der Be-
dingung X =x, (bedingte Verteilung von Y, wenn X =x, gilt) im diskreten Fall iiber die
gemeinsame Dichtefunktion f(, ;) und die Randverteilung f, von X definiert durch

X :f(X,Y)(xiaJ’)
fZ(y| i) fX(xi) .

Im stetigen Fall lauten die Definitionen:

Die Dichtefunktion der bedingten Verteilung von X fiir festes y der Zufallsvariablen Y
wird durch die Dichtefunktion

_ fX,Y (x’y)
fl(X| y)_ | fy)(y)

definiert.

Die Dichtefunktion der bedingten Verteilung von Y fiir festes x der Zufallsvariablen X wird
durch die Dichtefunktion

)= f(X,Y)(x= y)
fZ(y| ) fx(x)

definiert.

Aus diesen Definitionen lassen sich bedingte Erwartungswerte ableiten:

Im diskreten Fall ist der bedingte Erwartungswert von X fiir einen festen Wert ¥ =y,
gleich

ey e Xl o L)
o atel J

Entsprechend ist der bedingte Erwartungswert von Y fiir einen festen Wert X = x, gleich
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_ 1= . _ _ﬁx,y)(xi,y_,)
E[Y| X_xi]_;ejyj fz(yj | xi)_%yj fX(xi) .

Im stetigen Fall ist der bedingte Erwartungswert von X fiir einen festen Wert y der Zu-
fallsvariablen Y gleich
o0 x’
J'x_ f(X,Y)( y)dx.
Lo Sy (y )

Entsprechend ist der bedingte Erwartungswert von Y fiir einen festen Wert x der Zufalls-

E[X| Yzy]:on-fl(x| y)dxz

variablen X gleich

ElY| X =x]- Ty-ﬁ(y| x)dy = T%f“‘%g’)y)dy-

Zu beachten ist, dass bedingte Erwartungswerte wieder Zufallsvariablen darstellen:
E[X | Y= y] ist eine Funktion von y, d.h. der Zufallsvariablen Y; E[Y | X = x] ist eine Funkti-

on von x, d.h. der Zufallsvariablen X.

Der folgende Satz wird in der Informatik haufig verwendet, um mittleres Verhalten von Algo-
rithmen abzuschitzen. So lédsst sich die mittlere Laufzeit E[T ] eines Algorithmus eventuell
aus Erwartungswerten bestimmen, die die Laufzeit beschreiben, wenn eine andere Zufallsva-
riable Y, die in dem Algorithmus vorkommt, einen festen Wert y annimmt, d.h. aus

E[r| Y=yl

Satz 7.3-2:
Es ist E[X]=E[E[x| v = y].

Im diskreten Fall ist E[x]= Y E[x| v =y, P(r=y,).

alle j

Im stetigen Fall ist E[X]= T(E[X| Y=y £,(0))dy.

—00

Fiir den stetigen Fall soll die Aussage verifiziert werden (der diskrete Fall ergibt sich auf ana-
loge Weise):
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T(E[Xl Y=yl k= |

—00'

é'—uS

L =8 § =38
5';'-—;8 é'—;S

Il
é'—uS

7\

©
[x
—0

é'—uS

0

:[Ox . 1(x| y)dx
(v
Hly

Tx : f(X,Y)(x: y)dx

—00

J “Jy (y)de
; ) ]-fy (y)]dy
o

J‘x fXY

X f(X,Y)(xa y)dxdy

X f(X,Y)(xa J’)dydx

{

'fx(x)dx

o0

J.f(x,y)(x’ y)dy

=

-

=E[x] .

Die Zufallsvariablen Xund Y

sen- bzw. Dichtefunktion f,

f(XY(x y) fX( ) fY(y)'

Im Fall der Unabhingigkeit gi

FiX,Y)(xﬂ y): FX(X)'FY()’)'

heiBlen (stochastisch) unabhéngig, wenn die gemeinsame Mas-

y) das Produkt der Randverteilungen ist:

ilt fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion

Diese Aussage ldsst sich leicht verifizieren (hier nur fiir den stetigen Fall):
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Fy, Y)(x’ y) = f(X, Y)(”’ V)d"d“

L e—
[SS——

I
= 8

[ ) £, (v

N (u)-@ﬁ(V)dVJdu

fx(”)'Fy(yyu

Il
§
éc_’«

Il Il
é —_— é —_—

X

Fy(y)' Ifx(uﬁu

—00

Fiir die bedingten Verteilungen gilt im Fall der Unabhéngigkeit:

f(X,Y)(x’y) _ fx(x)'fy(y)

fl(X| y): fy(y) fy(y) :fX(X)
und
fz(y| x)= f(m)(xs ») _ fix)- £, (v) = £.(y).

fX(x) fx(x)

Die bedingten Verteilungen sind im Fall der Unabhéngigkeit also die Randverteilungen.

Der folgende Satz lésst sich bei der Erhebung von Stichproben anwenden, wenn die Stichpro-
benanzahl selbst eine Zufallsvariable darstellt.

Satz 7.3-3:

Die Zufallsvariable N nehme als Werte nur natiirliche Zahlen ungleich 0 an. Sie sei von
den Zufallsvariablen X, fiir i>1 unabhingig und habe den Erwartungswert E[N ]

N
Dann gilt fiir die durch ¥ = ZX ; definierte Zufallsvariable:

i=1

Ist iP(N > i) EUX ,|] < o, dann existiert der Erwartungswert von Y, und es ist
i=1

E[r]= iP(NZ i)-E[X,].

i=1
Besitzen alle X, dieselbe Verteilung mit Erwartungswert E[X i] = E[X ] , dann ist
E[r]=E[x] E[N].
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Mit Satz 7.3-2 ist (unter Berticksichtigung der Bedingung ZP N > l UX |]< )

i=l1

E[r]= i P(N=n)-E[Y| N=n]= ZPN n) [ZX}
E[x, ]ZP Z::PN>1 E[X,].

Il
iMS H

Ist E[X,]=E[X], dann ist E[Y]= E[X]-ZP(NZ i)=E[xX]- > i-P(N =i)=E[X] E[N].

i=l1

7.4 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Die Kovarianz eciner zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y) wird definiert durch
KOV(X Y ):E[(X —E[X ])(Y —E[Y ])] Sie beschreibt eine Mafzahl fiir den stochastischen

Zusammenhang zwischen den beiden Komponenten.

Sind die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen diskrete Zufallsva-
riablen mit Werten x, bzw. y, und gemeinsamer Massenfunktion

Jix, y)(x y)=P(X=xundY=y) SO ist
KOV X, Y Zz Xi— ( _E[Y])'fix,y)(xiay‘/)

allei alle j

:ZZ(X,- _E[X])'(yj —E[Y])-P(X:xi undY:yj) )

allei alle j

Sind X und Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichtefunktion f; Xﬁy)(x, y), SO ist

Kov X, Y .“. [Y])-f(X,Y)(x, y)dxdy.

Offensichtlich ist Kov(X, X)= Var(X).

Satz 7.4-1:

Es seien X und Y Zufallsvariablen, fiir die E[X] und E[Y] existieren. Dann gilt:
(i)  Sind Xund Y stochastisch unabhingig, so ist Kov(X,Y)=0.
(i) E[X-Y]=E[x] E[rY]+Kov(X,Y).

(iii) Var(X +Y)= Var(X)+ Var(Y)+2-Kov(X, ),
Var(X - Y)= Var(X)+ Var(Y)-2-Kov(X, ).
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Die Aussagen sollen hier nur fiir den stetigen Fall dargestellt werden: Mit Satz 7.2-2 und 7.3-
1 ist

Kov(X,Y)

(x=ELx])- (v =E[Y ] fix (v, y)xdy

Il
é'—o8 é'—.S
— 3 5';'-—.8

(x—E[X])-(y —E[Y])- £, (x)- f,(»)dxdy wegen der stochastischen Unabhingigkeit

(X—E[X])fx(X)’(T(y—E[Y])fy(y)dyjdx

—00

8

Il
() é!_.g

—_—

denn _]O(y—E Y] £, (v)dy = _Ty-fy(y)dy—E[Y]-jfofy(y)dy =E[y]-E[r]=0.

Durch Ausmultiplizieren erhélt man
Kov(X,Y)=E[(X —E[X])- (Y -E[r])]=E[x - Y]-E[X]-E[r].

Var(X +Y) =E[(X+Y X+Y])]
= E[((x ~E[x ] (v - [ )]
—E[(x - E[X F +2.(x —E[X](Y - E[r])+(y - E[r]}]
= Var(X)+ Var(Y)+2 - Kov(X,Y) .

Existieren die Varianzen der Zufallsvariablen X und Y und sind jeweils von Null verschieden,
so kann man ein MaB fiir ihre stochastische Abhédngigkeit durch den Korrelationskoeffizien-
ten von X und Y definieren:

Kov(X,Y)

PN = Nar(X) - Var(Y)

Satz 7.4-2:

Es seien X und Y Zufallsvariablen, fiir die die jeweiligen Varianzen existieren und von
Null verschieden sind. Dann gilt:

Kov(X,Y)

O == = ) N

(i) pry.y) =1 gilt genau dann, wenn P(Y=a-X+b)=1mit acR und heR ist.
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Die Aussage in (ii) ldsst folgende Interpretation zu: Gilt py ) ==£1, dann ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable (X Y ) Werte in der (x, y) -Ebene annimmt, die auf ei-

ner Geraden liegen, gleich 1. Dieser Fall stellt also den grofiten Gegensatz zur stochastischen
Unabhiéngigkeit der Zufallsvariablen X und Y dar. Ist p(, yy=+1, dann entsprechen grofere

Werte der einen Zufallsvariablen auch groBeren Werten der anderen Zufallsvariablen. Bei

P(x.y) =—1 entsprechen groferen Werten der einen Zufallsvariablen kleinere Werte der ande-

ren Zufallsvariablen.

Zum Nachweis der beiden Aussagen in Satz 7.4-2 wird die Funktion
h(s,t)=E|(s- (X —E[X])+¢-(v — E[Y])} |betrachtet.

Es gilt /(s,2)>0 und A(s,t)=s-Var(X)+2-s-¢-Kov(X, ¥)+* - Var(Y).
Die Nullstellen von / beziiglich s lauten wegen Var(X)>0:

Kov(X,Y), |2 -(Kov(X,Y)) ¢ - Var(X)- Var(Y)

S =G () —J (Var(X)f

h hat beziiglich s bei # #0 nur hochstens eine Nullstelle (bei zwei Nullstellen wiirde 4 zwi-
schen den Nullstellen oder jenseits der Nullstellen negative Werte annehmen). Daher ist

t*-(Kov(X,Y)f —¢*-Var(X)-Var(Y)<0 (= 0 bedeutet eine Nullstelle, < 0 bedeutet keine
Nullstelle). Daraus folgt (Kov(X,Y))’ < Var(X)- Var(Y) bzw.
—Var(Xx)-y/Var(Y) < (Kov(X, Y)) </ Var(X)-/Var(Y) und

Kov(X, )

~1<py = JVar(x)-\/Var(Y)

<1. Das ist Aussage (i).

Zum Nachweis von Aussage (ii) wird zunédchst p, ,)=%1, also p X,Y)Z =1 angenommen.
Dabher ist (Kov(X,Y)) - Var(X)- Var(Y)=0, und die Funktion
h(s,t):El X —E[Xx])+¢- (Y -E[r])) J (siche oben) hat eine Nullstelle (s,,7,) fiir 7, #0,
dh. sy t,)=El(s, - (X —B[X])+1, - (¥ —E[Y])f |=0. Es gilt
Eliso- (X ~E[x]+4, (v ~E[ D) |
(s, - (X —E[X)+1,- (v ~E[YDF] 5, - (X —E[x])+1, (v ~E[r])=0]
-P(s, - (X —E[X])+1,- (¥ -E[r])=0)
+ E[(so (X —E[X])+1,- (Y —E[YDF]| 5, - (X —E[X])+1,- (¥ —E[¥]) = o]
- P(s,-(X —E[X])+1,- (Y —E[Y])=0)
= E[(so (X —E[X])+1,- (Y —E[¥Y])| s, - (X —E[X])+,- (Y —E[Y]) = 0]
-P(s,-(X —E[X])+¢,- (Y —E[r]) 20

Damit dieser Ausdruck den Wert 0 annimmt, muss
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P(s,- (X —E[X])+¢,- (Y —E[Y])=0)=0 bzw. P(s, (X —E[X])+,-(Y —E[r])=0)=1 gelten.

Mit ¢, # 0 folgt P(Y:—S—O-)uE[Y]'t“E[X]'SOj:L

L L

Gilt umgekehrt P(Y =a-X +b)=1 mit aeR und beR, dannist P(Y #a-X +b)=0. Da-
mit ergibt sich
Y]=E[Y|[Y=a-X+b]-P(Y=a-X +b)+E[Y [V #a-X +b|-P(Y #a- X +b)
=E[a- X +b]=a- E[X] b,
Var(r)=E|(y E[r]}
B[y —E[Y)F [y =a- X +b] P(Y =a- X +b)
+E[(Y—E[Y])2|Y¢a-X+b]-P(Y¢a-X+b)
:E:(a-X+b—E[Y])2]
~Ele? (X~ E[x]]

=a2-Var(X)
und
Kov(X,Y)=E[(x -E[X])-(v - E[ ])]
—E[(x —E[X)-(v-E[Y])| Y=a-X +b] P(Y =a- X +b)

+E[(x - E[x) (Y—E[Y Y2 X4bl PV 2a-x+h)
=E[(x -E[X])-(a- X +b—E[Y])]
=E[(X —E[X])-(a- X +b—(a-E[X]+D))]
=a-Var(X) .

‘ Kov(X,Y))
Damit folgt p(x,Y)2 - V(arz);()' Var)gY

)=1 und p(, ) =%l

7.5 Bemerkungen zu erzeugenden und charakteristischen Funktionen

In Kapitel 5.11 wurde die erzeugende Funktion G einer Folge (gn )neN durch G(z) = Z g, z"

n=0
definiert. Die erzeugende Funktion fasst die Informationen iiber unendlich viele Folgenglieder
g, mit n e N in einem einzigen arithmetischen Ausdruck zusammen. Umgekehrt lassen sich

aus der erzeugenden Funktion G(z) = Z g, z" die einzelnen Folgenglieder durch die Bezie-
n=0

hung (siehe Kapitel 5.11) g, = i' . G(")(O) zuriickgewinnen.
n!
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Die Idee der erzeugenden Funktion lésst sich in folgendem Sinne auf die Wahrscheinlich-
keitsrechnung iibertragen: Die Informationen iiber die mdglichen Auspragungen der Zufalls-
variablen X werden in einer einzigen eindeutig bestimmten Funktion zusammengefasst; diese
Funktion legt auf eindeutige Weise die Verteilung von X fest.

Es sei X eine diskrete bzw. stetige Zufallsvariable mit Massenfunktion bzw. Dichtefunktion
fy . Dann heiit mef,(¢)= E[e"X ] die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen
X.

Im diskreten Fall ist mef, (¢) = Ze“" folx)= Ze“" P(X =x);
allei allei

o0

im stetigen Fall ist mef, (1) = [ (e - £, (x)kix.

—00

Die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen muss nicht immer existieren, da Sum-
me bzw. Integral eventuell nicht konvergieren.

Satz 7.5-1:

Es seien X und Y Zufallsvariablen, fiir die die momenteerzeugenden Funktionen
mef, (¢t) und mef,(¢) in einer Umgebung von ¢ =0 existieren. Dann gilt:

(1) X und Y besitzen genau dann dieselbe Verteilungsfunktion, wenn mef, = mef,

gilt.
(i) Existieren die k-ten Momente E[X k] der Zufallsvariablen X fir k=1, ...,n, dann

dk
gilt E[Xk]: WmefX ) = mef)((k)(O).

t=0

Insbesondere gilt E[X |=mef} (0) und Var(X)=mef} (0)- (mef Y (O))2 .

(iii) Sind X und Y stochastisch unabhingig, so gilt mef,,,(t)= mef,(t)- mef, (t).

Besitzen in (1) X und Y dieselbe Verteilungsfunktion, dann ist mef, = mef, . Existieren mef,
und mef, und gilt mef, = mef, , dann lassen sich nach (i1) die Momente beider Zufallsvariab-

len berechnen, und diese stimmen iiberein. In Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und
mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989. wird ge-
zeigt, dass dann die Verteilungen von X und Y identisch sind.
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Fiir (i1) wird die k-te Ableitung von mef, nach ¢ gebildet (hier nur fiir den diskreten Fall; der

stetige Fall ergibt sich entsprechend). Dabei wird vorausgesetzt, dass diese Ableitungen exis-
tiert, d.h. insbesondere dass Summen- und Ableitungsbildung vertauscht werden kdnnen.

et 10)=Lmer 1)

-5 Ll px =)

allei

LS P = x)

allei
—E[x*.¢]
und damit mef)((”)(O) = E[X”]

(111) folgt aus der Eigenschaft des Erwartungswertoperators bei stochastischer Unabhédngigkeit
der beteiligten Zufallsvariablen. Dabei ist zu beachten, dass mit der stochastischen Unabhén-

gigkeit von X und Y auch die Zufallsvariablen " und " stochastisch unabhiingig sind.
mef ., () = E[e"(X”)]: E[e"X -e”]z E[e"X ] E[e"Y]z mef, (t)-mef,(t).

Eine noch bedeutendere Rolle als die momenteerzeugende Funktion spielt die charakteristi-
sche Funktion cf, einer Zufallsvariablen X. Diese ist definiert durch®
e P(X =x,) falls X diskretist

allei

cf (t):Eei"‘X =<
: ] [ fe@)lix  falls X stetig mit Dichtefunktion £, ist .

—00

Wegen e’ =cos(y)+i-sin(y) (vgl. Kapitel 5.9) ist ‘ei‘y‘ =\/(cos(y))2 +(sin(y))’ =1. AuBer-

dem gilt im diskreten Fall ZP(X :x[)zl bzw. im stetigen Fall j fy(x¥)dx=1, so dass

allei —0

cf,(¢) absolut und gleichméBig konvergiert® und eine stetige Funktion von ¢ darstellt, insbe-

sondere immer definiert ist.

Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen weist eine Reihe interessanter Eigen-
schaften auf. Einige der wichtigsten Eigenschaften werden im folgenden zitiert. Da zu deren
Herleitung meist tiefergehende mathematische Kenntnisse aus der Analysis erforderlich sind,
die hier aus Platzgriinden nicht behandelt werden konnen, wird fiir Details der Herleitungen
auf die angegebene Literatur verwiesen.

8 Hierbei ist i die durch i? = -1 definierte komplexe Zahl.
9 Zu den Begriffen vergleiche man in der angegebenen Literatur die entsprechenden weiterfiihrenden
Kapitel aus der Analysis.
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Satz 7.5-2:

Es seien X und Y Zufallsvariablen mit charakteristischer Funktion cf, bzw. cf, .

(i)  Esgilt ¢f,(0)=1 und |ef, (t)] <1
cf, (t)= E[cos(t- X)]+i-E[sin( X)], ¢fy(~1)=E[cos(z- X)]—i-E[sin(t-X)].

(i) Existiert die ersten » Momente E[X k ] der Zufallsvariablen X fir k=1,...,n, dann

gilt E[X"]—— LN fX( cfX ( ) fir k—1,.

(iii) Die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen Y =a- X +b mit a€ R und
beR lautet cf,(t)=cf, ,.,(t)=€"" -cf,(a-t).

(iv) Sind die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhingig, so gilt

cfX+Y(t): cfx(t)'ch(t)'

(i) folgt aus der Definition der charakteristischen Funktion: ¢f,,(0)=E[1]=1 und
of () =[Ele"* ] < B|e | |= Elt]=1.
f,(t)=E [e”X] E[cos(z- X)+i-sin(t- X )]= E[cos(¢- X )]+ - E[sin(z- X )],
CfX _ E[ —ti]

= E[cos(—¢- X)+i-sin(—¢- X)]

= E[cos(¢- X )—i-sin(¢- X )|=E[cos(r - X )]—i-E[sin(¢- X)] .

Bei (ii) bendtigt man die Vertauschbarkeit von Summenbildung (im diskreten Fall) bzw. In-
tegralbildung (im stetigen Fall) mit dem Ableitungsoperator. Diese wird durch die Annahme
iber die Existenz der ersten n Momente gewéhrleistet.

Zu bemerken ist, dass die Umkehrung dieser Aussage nicht gilt: Es gibt Zufallsvariablen, de-
ren charakteristische Funktion an der Stelle # =0 differenzierbar ist, aber deren Erwartungs-

wert (erstes Moment) nicht existiert.

Die charakteristische Funktion in (iii) ergibt sich aus
c a-X+b(t): E[ei-t-(a-X+b)]: e 'El:ei-t-wX]: o cfX(a -t).

In (iv) ist zu beachten, dass mit der stochastischen Unabhéngigkeit von X und Y auch die Zu-

fallsvariablen e”"* und e stochastisch unabhingig sind. Dann ist
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CfX”(l): E[e[-t-(X+Y)]: E[e[-t-)( _ei-rY]: E[e[»t-X]_ E[ei»t-Y]: of, (t) cfy(t).

Die charakteristische Funktion ist aus der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable bere-
chenbar. Der folgende Satz beschreibt die Umkehrung dieses Sachverhalts: Durch die charak-
teristische Funktion ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen eindeutig bestimmt.

Satz 7.5-3:

Es seien F, bzw. cf, die Verteilungsfunktion bzw. charakteristische Funktion einer
Zufallsvariablen X. Es seien a+4 und a—#h fir A>0 Stetigkeitsstellen der Vertei-
lungsfunktion F, . Dann gilt:

Fo(a+h)=F(a—h)=lim f[sm(h 1), v -cfx(t)jdz .

T
—© g7 e l‘

Es seien x;, und x, Stetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion F, . Dann ldsst sich aus der
Formel in Satz 7.5-3 die Differenz F,(x,)— F,(x,)= P(x, < X <x,) berechnen, indem man
a=(x+x,)/2 und h=(x,—x)/2) setzt. Hilt man x, = x fest und vollzieht den Grenziiber-
gang x, — —o0, so konvergiert die Folge der Differenzen F,(x)- F,(x,), die aus der charak-
teristischen Funktion bestimmt werden kann, gegen F, (x) Damit ist F, (x) in jeder Stetig-

keitsstelle und damit tiberall bestimmt.

Ist die charakteristische Funktion cf,, der Zufallsvariablen X iiberall absolut integrierbar, d.h.

existiert das Integral J‘|cf " (t)dt, dann existiert das in Satz 7.5-3 angegebene Integral. Weiter

—00

. Fo(x+h)-F,(x-n) 1 %(sin(h-1) _, :
1 d X X — . . itx .
gilt dann 7 > J;( 1 e cfX(t) dt. Man kann jetzt den

Grenziibergang 7 — 0 auf der linken Seite vollziehen und erhélt die Dichtefunktion der Zu-

fallsvariablen X. Auf der rechten Seite kann man Integralbildung und Grenziibergang vertau-

schen. In Kapitel 5.9 wird %m(} sin(h . t)/ h-t=1 gezeigt, und damit folgt
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Satz 7.5-4:

Es sei c¢f, die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X. Das Integral

j |cfX(tht existiere. Dann besitzt X die stetige Dichtefunktion f, (x), die sich in der

Form

Fi)= )5 [l -er

darstellen lasst.

Der folgende Satz stellt ein zentrales Hilfsmittel bei der Untersuchung von Folgen von Vertei-
lungen und Konvergenz gegen eine Grenzverteilung dar.

Satz 7.5-5:

(1) Konvergiert die Folge (Fn(x))neN von Verteilungsfunktionen gegen die Vertei-

lungsfunktion F(x), so konvergiert die entsprechende Folge (cf, (t))n von cha-

eN

rakteristischen Funktionen an jeder Stelle f mit —oo <7 <oo gegen die Funktion
¢f (¢), wobei cf (¢) die charakteristische Funktion der Grenzverteilung F(x) ist.
(ii) Konvergiert die Folge (cf,(t))

..y von charakteristischen Funktionen an jeder Stel-

le t mit —o<t<ow gegen die Funktion cf (t), die in einem gewissen Intervall

]— T, z'[ stetig ist, so konvergiert die entsprechende Folge (Fn (x)) von Vertei-

neN

lungsfunktionen gegen die Verteilungsfunktion F (x), die die charakteristische

Funktion cf(¢) besitzt.

In (i) ist es wichtig, dass F (x) eine Verteilungsfunktion ist; andernfalls kann die Konvergenz

von (cf, (t))neN nicht gesichert werden.

In (i1) ist die Stetigkeit in einem gewissen Intervall ]— T, r[ notwendig; die Stetigkeit im Punkt

t =0 geniigt nicht, um zu sichern, dass F (x) eine Verteilungsfunktion ist.
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7.6 Beispiele von Verteilungen

In diesem Kapitel werden Beispiele fiir wichtige Verteilungen beschrieben. Dabei wird im
Einzelnen angegeben, welcher Sachverhalt durch eine Zufallsvariable modelliert wird. Fiir die
angegebenen Massen- bzw. Dichtefunktionen der Verteilungen wird gezeigt, dass sie den An-
forderungen

0< f, (x) <1 und z fy (xl.) =1 (bei einer Massenfunktion f, ) bzw.

allei
0< f; (x) und J. fx (x)dx =1 (bei einer Dichtefunktion f, )

erfiilllen. AuBBerdem werden wichtige Parameter wie Erwartungswert und Varianz und die cha-
rakteristische Funktion berechnet.

Tabellen zu den jeweiligen Verteilungsfunktionen findet man in der angegebenen Literatur.

Diskrete Gleichverteilung

Modell:
Die Zufallsvariable X nimmt endlich viele Werte x,,...,x, mit x, < ...<x, jeweils mit glei-

cher Wahrscheinlichkeit p =1/n an.

Massenfunktion:
P(X = xi): I/n firx=x,i=1,..,n

AQ%P@fﬂ=%

sonst

Wegen 0< f,(x)<1 und z fyv(x,)=n-1/n=1 handelt es sich offensichtlich um eine Mas-

allei

senfunktion.

Verteilungsfunktion:

0 flirx<x

F(x)=P(X <x)={i/n firx <x<x,,i=1..,n-1
1 flirx>x,
Ein hiufig auftretender Spezialfall liegt vor, wenn X die Werte 1, ..., n annimmt.

Massenfunktion:
P(X =i)=1/n firi=1,..,n

fﬂﬂ=HX=ﬂ=%

sonst
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Verteilungsfunktion:
0 firx<l1
Fo(x)=P(X <x)=1i/n firi<x<i+li=1,..,n—1

1 firx>n

n+1 n* -1

Varianz: Var(X)= =

Erwartungswert: E[X|=

Diese Werte ergeben sich wie folgt:

Elx]=1. 3= ”;1 (mit Satz 1.6-2(i)).
n i=1

Var(X) = s PP - s i (mit Satz 7.2 - 3(1))
n i n i
_(n+1)- (62 n+l)_(n Zl) (mit Satz 1.6 - 2(i), (iv))

n - —1
12

charakteristische Funktion:

1 &
cfx(t):_' 2 ‘,el. ’
n ‘S

Momente:
(k) n

E[x¢]= cfX.—k(O) L > (mit Satz 7.5-2(ii))
1 n

J=1

Stetige Gleichverteilung

Modell:
Die Dichtefunktion f, der Zufallsvariablen X nimmt auf dem endlichen Intervall [a, 5] mit

a<b einen konstanten Wert ¢ >0 an; auBlerhalb dieses Intervalls ist sie konstant O.
b

Um [ £, (e)dt =1 zu erfiillen, gilt 1= [ £, (6)dt = [cdt =c-(b—a) und c=1/(b~a).

a

Dichtefunktion:
(b—a) fira<x<b
fx(x):{ /( )

0 sonst
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Verteilungsfunktion:
0 firx<a

Fo(x)=P(X <x)= *~% fira<x<b

b—a
1 firx>b

a+b

2
Varianz: Var(X) :M

Erwartungswert: E[X |= 2

Die Werte ergeben sich wie folgt:

2| _a+b
x=a 2 .

A —

o, a+bY . .
Var(X) = j (x - jdx—( : j (mit Satz 7.2 - 3(i))

1 . 3\ (a+b)
o o)
4B -a’) 3-(b-a)-(a+bY
" 12:(b-a)  12:(b-a)
_l)3—3-cz-b2+3-c22-b—cz3

12-(b-a)
_b3—3-a-b2+3-az-b—a3
12-(h—a)

(siche Kapitel 4.1).

charakteristische Funktion:

of (D)= '—Siri(.t,;h)

Zur Berechnung wird m :aTan gesetzt, d.h. m ist der Mittelpunkt des Intervalls [a, b]. Au-

Berdem sei & =b%a die halbe Linge des Intervalls. Dann ist [a,b]=[m—h, m+h]. Damit

ergibt sich
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of ()= (e Y (b—a)lis

L mf’lei"'xdx

m—h

Q — >

T2

. x=m+h
it-x

1
2-h it

x=m—h

1 ei<t»(m+h) _ e[-t-(m—h)

2-h it

1 ot ei-t-(fh)
= - e
2-h i-t

ey Sm(’};’“) (siche Kapitel 5.9).
t-

i-t-m

Momente:
1 bk+1 _ ak+1

b—a k+1

E[x*]=
Das Ergebnis folgt direkt aus der Definition des k-ten Moments:

bl [l oo o [ L

bk+l _ ak+1

Einpunktverteilung:

Modell:
Die Zufallsvariable X nimmt nur die Werte 0 und 1 an. Der Wertl wird als Treffer (Erfolg)
eines Zufallsexperiments bezeichnet. Ein Treffer tritt mit Trefferwahrscheinlichkeit p ein.

Massenfunktion:

I-p firx=0
filx)=P(X=x)=1p fiir x =1
0 sonst

Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Massenfunktion.

Verteilungsfunktion:
0 fiirx<0
Fo(x)=P(X<x)={1-p fir0<x<I
1 firl<x



7.6 Beispiele von Verteilungen 347

Erwartungswert: E[X]|=p Varianz: Var(X)=p-(1- p)

Denn E[X]=0-(1-p)+1-p=p und Var[x]=(0-p) -(1-p)+(1-p)-p=p-(1-p).

charakteristische Funktion:

cfX(t)=1+p-(ei" —1)
Denn of; (1) =€ (1= p)+e- p=1+p-[c” -1).

Momente:
Elx*]=p

Denn E[X"]=Ok-(l—p)+1k-p=p.

Binomialverteilung:

Modell:

Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgefiihrt. Bei jeder Ausfiihrung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). In jedem Experiment ist die Trefferwahrscheinlich-
keit gleich p. Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experiments hdngt nicht von den Aus-
gingen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X z&hlt die Anzahl der Treffer,
d.h. X nimmt die Werte O, ... n an.

Eine entsprechende Modellvorstellung wird durch das Urnenmodell mit Zuriicklegen be-
schrieben: In einer Urne befinden sich N Kugeln, und zwar w weille und N —w schwarze
Kugeln. Der Anteil der weiBen Kugeln ist p = w/N . Es werden nacheinander n Kugeln gezo-
gen. Dabei wird jeweils die Farbung der gezogenen Kugel notiert und anschlieBend diese so-
fort wieder in die Urne zuriickgelegt. Die Zufallsvariable X zéhlt die Anzahl der gezogenen
weillen Kugeln, d.h. X nimmt die Werte 0, ... n an.

Massenfunktion:

n k n—k .
f(k)=P(X =k)= (k]'l’ (1=p)™ fiirk=0,..,n
0 sonst

Es ist 0< £, (k) und ifx (k)= i[n)pk (1-p) ™ =(p+(1-p)) =1 und damit insbeson-

dere auch f,(k)<1.
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Verteilungsfunktion:

F(x)=P(x <x)= Y (”),pk (= py

0<k<x k
Erwartungswert: E[X|=7- p Varianz: Var(X)=n-p-(1-p)

Zur Berechnung wird mehrmals Satz 4.1-3(vii) verwendet:

n -
pt-(=-p)*

E[X]:kz’j;k-(k

S

=n-p-(p+(1-p))”

=n-p,

V)= 33|50 o <o)

Zkz:;k (k—l)-[,’j-p" (l—p)"‘k+§k (nj p*-(1-p) " =(n-p)
=n-(n-1) Pz‘g(;{l:g'p“ (-p) " 4n-p-(1-n-p)
=n-(n-1) pz.:z(ngz).p" (1-py " +n-p-(-n-p)
=n-(n=1)-p*+n-p-(1-n-p)
=n-p-(1-p)

charakteristische Funktion:

o/ ()=(1+p-le" -1))
penn o, 0= 3¢"* (|11 =l s1- ) <o)

Momente:

)
E[x*]= S5O) (it Satz 7.5-2(ii)).

-k
l

Insbesondere
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n-(l+p-(e”—1)rl-i-p-e”
= =pn-p und

LX) er10))i-

- g0y -2 :

:n-p+n-(n—1)~p

Hypergeometrische Verteilung:

Modell:

Das Urnenmodell ohne Zuriicklegen beschreibt folgende Situation: In einer Urne befinden
sich N Kugeln, und zwar w weile und N —w schwarze Kugeln. Der Anteil der weilen Ku-
geln ist p=w/N . Es werden nacheinander n Kugeln gezogen. Bei jeder Ziechung wird die
Féarbung der Kugel notiert und anschliefend die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne zu-
riickgelegt. Die Zufallsvariable X zdhlt die Anzahl der gezogenen weilen Kugeln. Ist n<w,
dann nimmt X maximal den Wert n; ist n>w, dann ist der maximale Wert von X gleich
w=N-p. Daher nimmt X einen Wert k mit k< min{ n,N-p } an. Entsprechend kann fiir
n< N —w (gleich Anzahl der schwarzen Kugeln) bei jedem Zug eine schwarze Kugel gezo-
gen werden, d.h. die Variable X kann den Wert k=0 annehmen; fiir »> N —w koOnnen
hochstens N -—-w schwarze Kugeln gezogen werden, also werden mindestens
n—(N-w)=n-N-(1-p) weiBe Kugeln gezogen. Daher nimmt X die Werte k mit

max{ 0,7~ N-(1-p)}<k<min{n, N-p } an.

Die Anzahl der Moglichkeiten, bei den n gezogenen Kugeln genau £ weile Kugeln zu haben,

n
betragt (kj Daher betrigt die Wahrscheinlichkeit, in den ersten k Ziigen ohne Zuriicklegen

jeweils eine weifle und in den ndchsten n —k Ziigen jeweils eine schwarze Kugel zu ziehen,

ny w w-l1 w—(k=1) N-w N-w-1 N-w—(n—-k-1)
(/JW' N-1" N—(k-1) N—k N—k—-1 "~ N-k—(n—k-1)
auch die Wahrscheinlichkeit, dass man k weile und n—k schwarze Kugeln in einer beliebi-
gen Reihenfolge zieht, da die Reihenfolge des Ziehens nur Einfluss auf die Faktorenanord-
nung des Zihlers hat. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Ziehungen ohne Zuriicklegen &
weille und n —k schwarze Kugeln zu ziehen gleich (siche Kapitel 4.1)

. Dieser Ausdruck ist
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nyw w-l w—(k-1) N- w N-w-I N-w—(n—k-1)

(k] N N-1 " N-—(k-1) Nk N—k-1 "~ N-k—(n—k-1)

__n .w-(w—1)~...-(w—k+1)-(N—w)~(N—W—l)-...-(N—w—(n—k)+l)
Je(n— k) N-(N=1)-..-(N=n+1)
:(W-(W—l)-...-(W—k+1)/k!)-((N—W (N=w=1)-..-(N=w—(n—k)+1)/(n—k))

( J ( j (N-(N—l))~.(..-(N—n+1))/n!
w N—-w
_ w—k )\ n—k

)
u

Massenfunktion:

M fiir max{ 0, = N-(1-p) }<k <min{n, N-p }

Silk)=P(X =k)= (Nj

0 sonst

Hierdurch wird eine Massenfunktion definiert: Es ist f,(k)>0. Zum Nachweis, dass die

: : : L a+b) Gfal( b :
Summe aller definierten Werte gleich 1 ist, wird die Formel ; =Z 2 mit

i=0 \ ! -1

aeN, beN und /€N verwendet. Diese Formel erklért sich wie folgt: Sind 4 und B dis-
junkte Mengen mit |A| =a und |B| =b. Dann steht auf der linken Seite des Gleichheitszei-
chens die Anzahl /-elementiger Teilmengen von AU B . Es sei C eine /-elementige Teilmen-
gen von AU B . Hat C mit 4 genau i Elemente gemeinsam, dann hat C mit B genau /—i
Elemente gemeinsam. Das bedeutet, dass man jeder /-elementigen Teilmenge von 4U B, die

genau i Elemente aus 4 enthilt, alle (/—i)-elementigen Teilmengen von B zuordnen kann.

) b ] (a+b ' (a b o
Das sind genau i viele. Daher gilt ; = Z ATEE Damit ist
—1i —1i

i=0 \ !

2 1:lk)= 1/ (]Zj - ZU:] - (N_:] ~ 1 und insbesondere auch £, (k)<1.

k n-—

Verteilungsfunktion:

FX( X<x fo

k<x
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N-n
N -1

Erwartungswert: E[X|=n-p Varianz: Var(X)=n-p-(1-p)-

Obige Formel wird auf den Erwartungswert und die Varianz angewandt:

- ZJ/ y

N w=1) (N-w
— W
n k=1 k_l l’l—k
N n=lfyp—1 N -
=1 .W.ZW . W
n =\ k n—1-k
/N N—IJ
=1 W
n n—1
n
=W.—
N
:n~p

=2k (k=) £y (k) + 2k filk)= (- pY

=;Ok-(k—1)-(;:j- ]Z::j/ ]Zj+n p-(1-n-p)

=/]Z .W.(W_l).k"z(;::; (N ]—i—n-p-(l—wp)
At e
=1 ]Z-W-(W—l)-(i__;}rn-p-(l—n-p) (mit w=p-N)
p-N-(p-N-1)-(n-1)-n

+n-p-(1-n-p)

(N-1)-N

:n-p-N—n-pz-N+n2-p2—n-p2

(V-1)
N-n
N-1

=n-p-(1-p):

Offensichtlich haben Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung denselben Er-

wartungswert. Die Varianzen unterscheiden sich um den Faktor , der fiir n>1 kleiner

als 1 ist, d.h. die Varianz ist bei Ziehen ohne Zuriicklegen kleiner. Bei festem Umfang N der
Gesamtheit und grolem Stichprobenumfang, d.h. n - N, geht die Varianz gegen 0. Bei fes-
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tem n und groBem Umfang der Gesamtheit, d.h. N — o, geht die Varianz gegen die Varianz
der Binomialverteilung, d.h. Ziehen mit und ohne Zuriicklegen zeigen dann dasselbe statisti-
sche Verhalten. Als Faustregel findet sich fiir diese Situation in der Literatur die Angabe
N>20-n.

Poissonverteilung:

Modell:

Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgefiihrt. Bei jeder Ausfiihrung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experi-
ments hingt nicht von den Ausgédngen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X
zahlt die Anzahl der Treffer, d.h. X nimmt die Werte O, ... n an. Das Experiment wird sehr oft
durchgefiihrt: n — . In jedem Experiment ist die Trefferwahrscheinlichkeit p sehr klein:
p—0.

Die Zufallsvariable X ist also binomialverteilt. Dabei wird der Grenziibergang n — oo und
p — 0 so durchgefiihrt, dass der Erwartungswert n- p konstant bleibt. Daher ist mit #n — o

auch p — 0 erfiillt.

Es wird A=n-p gesetzt, d.h. p=A/n (die hier beschriebene Verteilung gilt auch dann, wenn
lim(n- p)= A ist). Dann ist fiir k=1,...,n

s8] (-4
:m(n.(n_1)..’;.k.(n_k+1)%,(l_%)".(1_%ﬂ |

n-(n—l)-...-(n—k+1):1."‘1 [1_1

n* n
- i) = lim(l + ij =e’ (siche
n n— n

—k
Kapitel 5.1) und lim[l - ij =1. Insgesamt ist f, (k) =",
n

Der erste Faktor ist gleich j Beim Grenziibergang

n—>o gilt daher 1im”'(”_1)""k'(”_k+l):1, lim(l
n—>© n n—oo

n—»0

Massenfunktion:
k

£ (k)= /11( * fiir keN

o0

Esist f,(k z ii—k' B ¢*=1und f,(k)<1

k=0 k=0
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Verteilungsfunktion'

FX( X<x fo

k<x

Erwartungswert: E[X|= A Varianz: Var(X)= 4
0 ﬂ,k
Zur Berechnung wird G(z) = ZF .z8 =e** gesetzt. Nach Satz 5.11-1(vi) ist
o K!

0 k

/lk

k _ A ..
kzz(;k-ﬁ-z =z- G() z-A-e*", also (mit z=1) Zk x =A-e”. Damit ist
0 k
E[X]:Z:k-%- F=et-A-et =1
k=0 .

charakteristische Funktion:

o (e)=e"
Denn ¢, (¢) Ze”k —

Momente:

E[x*]=cfM(0)/i*
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Geometrische Verteilung:

Modell:

Es wird ein Experiment durchgefiihrt, bei dem jeweils ein Treffer oder ein Nichttreffer auftre-
ten kann, und zwar solange, bis zum ersten Male ein Treffer vorliegt. Die Trefferwahrschein-
lichkeit ist gleich p. Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experiments hdngt nicht von
den Ausgingen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X zéhlt die Anzahl der
Nichttreffer bis zum ersten Treffer, d.h. X nimmt als Werte alle natiirlichen Zahlen an.

Massenfunktion:
fo(k)=01-p) - p fir keN

Offensichtlich ist 0 < £, (k)<1 und i p-(1-pf=p L
k=0 1_(1_17)

Verteilungsfunktion:
Fy(x)=P(X <x)=1-(1-p}™"
Mit Satz 1.6-2(i1) gilt:

ij 1_(l_p)hj+l J |
F(x)=>p-(-pf=p—H _=1-(1-pfF*".

(=31 pf =p IR 1)
Erwartungswert: E[X]:l_—p Varianz: Var(X)= (1 _2p)
p p

Mit Satz 5.1-9(i) folgt

E[X]ng-p-(l—p)k =p-(1_1(_p e

Zur Berechnung der Varianz Var(X)= E[X 2]—(E[X ]} wird das 2-te Moment mit Hilfe der

charakteristischen Funktion (siche unten) berechnet.

Var(X):p~ik2~(l—p)k—(1_—pj2 :p_(l—p)~£2—p)_(1—pj2 _(=p),

k=0 p p p p

charakteristische Funktion:

Ahil)=3e " p(-pf === pli-¢0-p)

P01 p)e i (1) fi-e (- p)°

p iy ie )

of 3 (t)
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Momente:
E[X k]: ¢f1(0)/i* , insbesondere

B[X)= 2 (0= p-0- p) 5 =(1-
-z -0 (202 L) 22,

S
=
aS|

Exponentialverteilung:

Modell:

Die Zufallsvariable X beschreibt die Dauer eines Ereignisses, flir das kleine Werte ,,sehr
wahrscheinlich* sind und groflere Werte nur mit exponentiell abnehmender Wahrscheinlich-
keit auftreten. Dabei kdnnen beliebige nichtnegative Werte auftreten.

Dichtefunktion:

fy(x)=24-e** fiir xe R mit x>0; hierbei ist 2 >0 ein fester Parameter.

t=h
-1

t=0

Es ist fX(x)Z I( M)dt—hm ( M)dt 1 %1_{2[ 1/1 o

h—)oo

Verteilungsfunktion:

F)=[ (e Y=L

0 i

=x
2

=l-e"*'
t=0

Erwartungswert: E[X]=1/1 Varianz: Var(X)=(1/A)

Mit Beispiel 3. am Ende von Kapitel 5.13 ergibt sich E[X ] = I(t A-eM )dt =1/2.

0

Zur Berechnung der Varianz wird Satz 7.5-2(ii) herangezogen:
Var(X E[X ] (E[X]), wobei das 2-te Moment mit Hilfe der charakteristischen Funktion

(siche unten) berechnet wird.

Var(X)=2/A* - (1/A) =(I/A) .
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charakteristische Funktion:

A 1

CfX(t): ﬂ,—ll‘ = I_Q

A
Denn

T it-x —-A-x : f it-x —-A-x : —x-(A-i-t x=h /1
o)l e st s e ezl L)
Damit ist cf)((k)(t):ikl-ik- 1 -
© )
A

Momente:

E[X g ] = ¢fW(0)/i* = % , insbesondere

E[x]=1/4,
Elx?|=2/2.

Normalverteilung:

Die Normalverteilung ist die wichtigste Verteilung in der Statistik. Viele empirisch beobacht-
bare Merkmale sind normalverteilt. Die besondere Bedeutung der Normalverteilung zeigt sich
aber besonders in den Grenzwertsitzen der Statistik.

Dichtefunktion:

RYESA)
2[ 7 ) fiir x e R. Hierbei sind o >0 und u feste Parameter.

1
fx(x)=m'e

Die durch Y =u definierte Zufallsvariable hat nach Satz 7.2-5(ii) (dort mit a =1/c und
o

L1 = 1

= . p o
o o-N2-7

b=-u/c) die Dichtefunktion f,(y)

Man nennt Y normiert (0,1)-normalverteilt.

1 o : : .
> -e 2 definierten Funktion um eine
N2-7

Dichtefunktion handelt, d.h. dass I f (x)dx =1 gilt, erfordert einige Hilfsmittel aus der Analy-

Der Nachweis, dass es sich bei der durch f(x)=
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© 1,2
sis. Dazu wird zunédchst [ = Ie 2 dx bestimmt. Dieses Integral ist nicht elementar integrier-

—00

bar. Jedoch fiihrt folgender Ansatz weiter:

12=[Tei“dxj [j ) He dxdy=]iTe

—00 —00 —00—00 00

N\—-

dxdy

Die Integration geht iiber alle Punkte (x, y) € RxR. Ein derartiger Punkt (mit Ausnahme von
(0, 0)) lasst sich nicht nur eindeutig durch seine Koordinaten x und y darstellen, sondern auch
eindeutig durch seinen Abstand » zum Punkt (0, 0) und durch den Winkel « , den die Verbin-

dungslinie von (0,0) zu (x, y) und die positive x-Achse bildet:
A

Qi
%
v

Es gilt (x, y)=(r-cos(a), 7-sin(er)) mit »>0 und 0<a <2-7z. Als Erweiterung der Substi-

tutionsregel aus Satz 5.13-6(ii1) auf mehrdimensionale Integrale (hier auf den zweidimensiona-
len Raum) gilt (siehe [SHSS]):

Es sei x=g, (r, a) und y=g, (r, a). Dann gilt (unter bestimmten ,,verniinftigen* Bedingun-

gen an den Integrationsbereich und die beteiligten Funktionen)
[[7(x. y)xdy = [[ (D] h(g,(r. @), g, (r, @))drder
A A

8g1(r, 05)_ agz(”a a) _ 6g2(r, 05). agl(r’ 0{)
or oa or oa
leitungen); A’ ist die Menge in (r, a)-Koordinaten, die der Menge A4 in (x, y)-Koordinaten

mit D=

(hier stehen die jeweiligen partiellen Ab-

entspricht.

—%'(X”yz)

Im vorliegenden Fall ist A(x,y)= , D=cos(a)-r-cos(a)—sin(a)- (- r-sin(a))=r.
Mit 4, = {(x,y)‘ X’ +y° SHZ} ist 4 ={(r,a)| rSnund0£a£2-7r} und

L) 2rfn L
”A e’ dxdy = I[J-r-e 2 dr}da
" 0

0
r=n
2- 1 )2
= _[ —e? da
0 r=0
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n—> 0! n—0

® 1 L
ce? dx=1.
'L[\/Z'ﬂ j

Mit der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6(ii) ist ebenfalls

Damit ist /* = hm(” e 2( 2)dxdszlim(Z-ﬂ-(— e +1)):2-7r und

'
l)c—y2

ifx(x)dhi ﬁ-e’(“j dsz fy(x;”j-[x;“j dx:_];fy(x)dle.

— 00|

1 (x—pu ?
L : 1 ) : :
Die Dichtefunktion f,(x)=———-¢’ [ 7 ) ist symmetrisch zum Punkt x =z und hat

oN2-7

folgende Eigenschaften:
Durch Bildung der ersten und zweiten Ableitung findet man Extremwert und Wendepunkte:

o’ \2r o o’ 2.
) . 1 . .
Der Extremwert liegt bei x = 1 ; wegen fy (u)z ———=— <0 handelt es sich um ein Ma-
o N2-1

ximum. Die Wendepunkte liegen bei x,, = u+ o .

Verteilungsfunktion:

FX(x)zji ;e%(%j dt

NoN2-7

Erwartungswert: E[X|= u Varianz: Var(X)= o’
Man bezeichnet X auch als (,u, 0'2)-n0rmalverteilt.
Der Erwartungswert der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y berechnet sich zu
® 1 1o ! 1 L 1 LI
ElY|= x-e? |dx=lim x-e?  |dx=lim| — e
[ ] I[ /2,7[ ] t_mt('lz'ﬂ- j t—o /2,71- N

Die Varianz der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y berechnet sich zu
Var(Y)= E[Y 2]= 1. Das zweite Moment wird dabei mit Hilfe der charakteristischen Funktion

berechnet (siehe unten). Der Erwartungswert von X =o-Y + u lautet daher E[X|= x und die
Varianz Var(X)=o?.

charakteristische Funktion:
Die charakteristische Funktion der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y lautet
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Il
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Momente:
Die Momente der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y lauten

E[Y* |=¢f(0)/i* , insbesondere

_l[z .
i=0,
t=0

E[Y]=cf;(0)/i=—1-e?
E[r?|=cf(0)/i = (e;'z (2 —1)} /f =1.

Die Verteilung von X ist stark um den Erwartungswert g konzentriert. Dazu wird

PQX —,u| <k- a) mit k € N_, berechnet:

=P(Y|<k)=P(-k <Y <k)
=P(Y<k)-(1-P(r<k)) (denn P(Y <—k)=P(Y >k)=1-P(Y <k))
=2-P(Y <k)-1

mit der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y. Die Werte P(Y < k) lassen sich

den entsprechenden Tabellen entnehmen. Einige der Werte lauten:

k PQX - ,u| <k- 0')

1 0,6826
0,9544

3 0,9974

Die n Zufallsvariablen X, fiir i=1,..,n seien stochastisch unabhingig und ( i,o;z)-

normalverteilt. Die Zufallsvariable Z X, ist dann [z U, Z o-fJ -normalverteilt.

i=1 i=1 i=1
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n i i=l

Die Zufallsvariable 1 Z X, ist (1 : Z ;s Lz : Z ij -normalverteilt.
ns on

Die Aussage wird hier fiir n=2 gezeigt. Die charakteristische Funktion von X, lautet

2 2 1 20

. ——0, -t . ——0
cfy, (t)=e™"-e 2", die von X, entsprechend cfx, (t)=¢*"-e 2" . Die charakteristi-

sche Funktion von X, + X, lautet gemif3 Satz 7.5-2(iv)

1 1
Lo LY —7~(0'12+0'22) 2

. . . t
fy .y (t)=e"" e 2 ette 2 =Mttt g2 . Dieses ist die charakteristi-
1 2

sche Funktion einer (,ul + 1,0, + 022)-normalverteilten Zufallsvariablen. Die zweite Aussa-
ge folgt mit den Sétzen 7.2-2 und 7.2-3(ii).

Gamma-Verteilung:

Modell:
Die Gamma-Verteilung spielt in den Anwendungen der Schétz- und Testtheorie der Statistik
eine wichtige Rolle. Die Verteilung ist eng verkniipft mit der durch

F(p) = ]g(x”l e )dx fir peR_,

0

definierten Gamma-Fuktion.

Bevor die Dichtefunktion der Gamma-Verteilung definiert wird, werden einige Eigenschaften
der Gamma-Funktion angegeben:

i) T(p)= I(xp “.e™ Jdx ist fir p e R, definiert, d.h. das Integral ist endlich.
0

Die Konvergenz des Integrals sicht man wie folgt:

0< T(xp e )dx = Jl. (xp e )dx + T (xp e )dx . Im ersten Integral auf der rechten Seite ist
0 0 1

0<e *<1; daher ist j.(x”‘l e )dx < j(xp‘l)dx =1/p- x”‘x:; =1/p. Fir den Nachweis der
0 1]

x=

Konvergenz des zweiten Integrals auf der rechten Seite sei n = |—p - 1—| .Nach Satz 5.5.6-(1) zu-
sammen mit den Uberlegungen in den Beispielen von Kapitel 5.7 gilt l_im(x”+2 -e"‘): 0; da-

n+2

her gibt es eine Zahl x, € R, so dass fiir x>x, die Abschitzung x"""-e* <1 und damit

x"-e <1/x* gilt. Daher ist
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Xo

=j(x”.e‘ )dx+11m( 1/x| )

k—o

(i) T(p+1)=p-T(p) fiir peR,,.

Denn I p+1 =

O'—:S
><
=
~——
g
+
A
—38
=
hS]
L
N
=
=
Il
<
=1
—
S
~

(iii) T(1)=1und D(n+1)=n! fir neN_,.

o0

Denn F(l): .[ e “dx = 11m( e’ x: =1; mit vollstandiger Induktion folgt

0 t—w x=0

T(n+2)=(n+1)-T(n+1)=(n+1)-n=(n+1).

(iv) T(1/2)=+z und F(,H%j:1‘3'---‘(2'”_1),\/;=M_\/;_

2n 22»;1—1 . (n _ 1)'

Auch hier erfolgt der Nachweis durch vollstindige Induktion: Fiir » =0 ist mit der Substitu-
tion x=¢7/2, d.h. dx=1tdt, und Satz 5.13.6 (ii)

()= ;[@ . }h R [ S (S R

0

—00

Dichtefunktion einer (0,1)-normalverteilten Zufallsvariablen Y gilt (siche oben)

1=

et 2jdt =1. Damit ist F(l/ 2) = /7 . Der Induktionsschritt erfolgt mit (i1):
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F(n+1+%j=r(n+%+1j
=(n+%)-l{n+%)
:2-n+1.1-3-...-(2-n—1)_\/;:1-3-...-(2-n—1)-(2-(n+1)—1)_\/—

V2
2 2n 2n+l

(v) Essei A>0.Dann gllt I
0

Diese Gleichung ist auch fiir ein komplexes A =4, +i- 4, richtig.

Diese Gleichung erhdlt man, wenn man in der Definitionsgleichung der Gamma-Funktion

y=% substituiert: T'(p) I( )dx T T( - l'e_l'y'/z)dy-

Dichtefunktion:
Eine Zufallsvariable X mit Gamma-Verteilung mit Parametern & >0 und A >0 wird liber die
Dichtefunktion

fi(x)= A x“"-e* fiir x>0 definiert.

F(a)

Die obige Eigenschaft (v) der Gamma-Funktion zeigt, dass es sich um eine Dichtefunktion
handelt.

Verteilungsfunktion:

Fy(x)= %I(x e

0
Erwartungswert: E[X]|=a/A Varianz: Var(X)=a/ 7

Der Erwartungswert berechnet sich mit der Substitution y=A4-x,d.h. dy=4-dx zu

E[X]:%-]E(x“ -e‘l'x)dxzﬁ-]:((l-x)a -e_“)dx

0
15 1 r 1
:—J ya.e_y._ dy M g
() 5 A A-T() 2
Die Varianz ergibt sich wieder mit Hilfe der charakteristischen Funktion (siche unten) und
des zweiten Moments (siehe Satz 7.5-2(ii)):

Var(X)=E[x]- (B[X]} = afarl)_ (ﬁf =2

i A i
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charakteristische Funktion:

['e]

oy (t)= j(e"” Sy (x))dx (wegen f,(x)=0 fiir x <0)

/10! K it-x a— —A-x /10! K a-— —(A—i-t)x
=y e = e

Die k-te Ableitung lautet cf(r) =< (@+1) /1" k1) i ! — fiir keN.
it
1=2°
-
Momente:
. . 1)-...- k-1
g = oo = et el k)

Mit a =1 erhidlt man als Spezialfall einer Gamma-Verteilung die Exponentialverteilung.

Ist X, Gamma-verteilt mit Parametern ¢, und A und ist X, Gamma-verteilt mit Parametern
a, und A und sind X, und X, stochastisch unabhingig, dann ist ¥ =X, + X, Gamma-
verteilt mit Parametern ¢, + &, und A : Die charakteristische Funktion von Y lautet ndmlich:

1 1 1
CfX|+X2(t): ’ =

LA B P AL
A A A

Quadrierte Normalverteilung:

Modell:
Die Zufallsvariable ist definiert durch X = Y mit einer (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariab-
len Y.

Dichtefunktion:

Nach Satz 7.2.5 (ii) lautet die Dichtefunktion von X fiir x>0 f,(x)= Sy (*/;; fi(_ */;) mit
AVX

1 Ly

fy(x):m-e_z'x , also
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1

2" Das ist die Dichtefunktion der Gamma-Verteilung mit & =1/2 und

1
fx(x)zm'e

A=1/2.
Erwartungswert: E[X]=1 Varianz: Var(X)=2

charakteristische Funktion:
1

Cfx(f)Zﬁ

Momente:
Elx*|=efP(0)/i* =2% - 1/2-(1/2+1)- .- (/2 + k=1)=1-3-5-...-(2-k —1)

1~ -Verteilung (chi-Quadrat-Verteilung):

Modell:
Es seien X,,.., X, stochastisch unabhingige jeweils (0,1)-normalverteilte Zufallsvariablen

und Y =X +..X] :ZXZ.Z. Dann sind die Zufallsvariablen X/,..., X, jeweils Gamma-
i=l1

verteilt mit & =1/2 und A=1/2 (siehe oben). Y ist daher Gamma-verteilt mit « =n/2 und

A=1/2 (siche Bemerkungen am Ende der Beschreibung der Gamma-Verteilung).

Die Verteilung von Y, die in der Anwendung der Stichprobentheorie genutzt wird, heiBt °-

Verteilung (chi-Quadrat-Verteilung) mit n Freiheitsgraden.

Aus der Definition folgt unmittelbar folgende Aussage:
Ist ¥, y’-verteilt mit n Freiheitsgraden und Y, z*-verteilt mit m Freiheitsgraden, so ist

Y, +Y, x°-verteilt mit n+m Freiheitsgraden.

Dichtefunktion:
A 21

fX(x)ZW(n/z)'xz '6_5 fir x>0

Erwartungswert: E[X]|=n Varianz: Var(X)=2-n
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charakteristische Funktion:

1
Cfx(f)=m

Momente:
Elx*|= ef(0)/i* =n-(n+2)-(n+4)-...-(n+2-(k-1)).

STUDENT-t-Verteilung:

Modell:

Die Zufallsvariablen Y, und Z seien stochastisch unabhingig. Y, sei y°-verteilt mit n Frei-

heitsgraden, Z (0,1)-normalverteilt. Dann heiBt die Zufallsvariable

VA
L=
=Y,
n

t-verteilt mit n Freiheitsgraden.
Die t-Verteilung spielt eine wichtige Rolle in der Stichproben- und Schitztheorie.

Die folgenden Angaben werden nur der Vollstindigkeit angefiihrt. Die Herleitung findet man
beispielsweise in Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik,

11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989..

Dichtefunktion:

. )

T2
Jr\x)= (1+ ] flir —oo<x <.
Nn-w F(Zj "
. n
Erwartungswert: E[T,]=0 Varianz: Var(T,)= :
n_

Die t-Verteilung ist symmetrisch zu 0 und dhnelt der Normalverteilung. Fiir grole Werte von
n, etwa n>30, wird die Dichtefunktion gut durch die Dichtefunktion der (0, 1)-
Normalverteilung approximiert. Die Werte der Verteilungsfunktion findet man in der Litera-
tur tabelliert.
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F-Verteilung:

Modell:

Die Zufallsvariable X, seisei y”-verteilt mit m Freiheitsgraden, die Zufallsvariable X, sei

sei y’-verteilt mit n Freiheitsgraden. Dann heif}t die Zufallsvariable
1

X,
F'"= ”11 F-verteilt mit m und n Freiheitsgraden.
~-X,
n

Die F-Verteilung spielt eine wichtige Rolle in der Stichprobentheorie. Der Vollstindigkeit
halber werden die folgenden Werte angefiihrt:

n

Erwartungswert: E[F’”]: bei n>2

n—2
2. -(m+n—2)
m

2
n
bei 4.
-(n—2)2~(n—4) el n>

Varianz: Var(an):

7.7 Grenzwertsiatze

Grenzwertsitze spielen eine wichtige Rolle in der Anwendung der Stichproben- und Testtheo-
rie. Bei den Grenzwertsétzen zeigt sich insbesondere die Bedeutung der Normalverteilung.

Gegeben sei eine n-dimensionale Zufallsvariable (X,,..., X,), deren einzelne Komponenten
stochastisch unabhédngig und identisch verteilt sind. Jedes X, fiir i=1,...,n habe den Erwar-

tungswert E[X,]=u und die Varianz Var(X,)=c”. In der Praxis entsteht eine derartige Zu-

fallsvariable in unterschiedlichen Situationen:

— Aus einer Grundgesamtheit wird eine Stichprobe vom Umfang n gezogen. Das Stichpro-

benergebnis x,,..., X

n

ist dann die Realisierung einer n-dimensionalen Zufallsvariablen
(X,,..., X,). Die Grundgesamtheit hat dabei den Erwartungswert E[X]|=x und die Va-

rianz Var(X ):02. Die stochastische Unabhingigkeit der einzelnen Komponenten wird

dadurch gegeben, dass die Stichprobe mit Zuriicklegen genommen wird, d.h. dass jedes
gezogene Stichprobenelement x, in die Gesamtheit zuriickgelegt wird, bevor das néchste

Stichprobenelement x,,, ermittelt wird.
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— Ein Zufallsexperiment, das eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert E[X|=x und Va-
rianz Var(X ):02 testet, wird n-mal durchgefiihrt. Das Ergebnis jedes Experiments er-

zeugt die Zufallsvariable X, fir i=1,...,n

Fiir die folgenden Betrachtungen werden die Bezeichnungen S, und X, definiert:

Die Summe der Zufallsvariablen X,,..., X istdie Zufallsvariable S, = ZX .-

n
i=1

Das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen X X ist die Zufallsvariable

s X,
1 n

:_'in'
n i

Der folgende Satz besagt, dass der Erwartungswert des arithmetischen Mittels der Stichprobe
dem Erwartungswert der Grundgesamtheit entspricht und die Varianz des arithmetischen Mit-
tels der Stichprobe mit dem Faktor 1/n kleiner ist als die Varianz der Grundgesamtheit.

Satz 7.7-1:

Die Zufallsvariablen X |,..., X, seien stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit

n

Erwartungswert E[X,]= # und Varianz Var(X,) = ¢*. Dann gilt:

E[/?n]:,u und Var()?n):l-a2
n

Die Aussagen ergeben sich wie folgt:

E[X] E{ ZX} ZE =— n- = u und (mit Satz 7.2-3(ii) und Satz 7.4-1)
1 1,
Var(X) Var| — ZX :—2 =—-0".
n

Im Folgenden werden Folgen (X,) . von Zufallsvariablen betrachtet und dann die Eigen-

neN

schaften der zugehdrigen Folge des arithmetischen Mittels beschrieben.

Der folgende Satz zeigt, dass mit wachsendem Stichprobenumfang das arithmetische Mittel
der Stichprobe mit ,,sehr groBer Wahrscheinlichkeit in ein kleines Intervall um den Erwar-
tungswert des zu untersuchenden Merkmals fallt.
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Satz 7.7-2: (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)

(i) Die Zufallsvariablen der Folge (X, )neN , seien paarweise unkorreliert mit existie-

renden Erwartungswerten E[X,]=z und Varianzen Var(X,)=o. Es gelte wei-

n
2
So

terhin lim =—— = 0. Dann gilt fiir jedes £>0:

n—»o0 n
28}20.

(ii) Die Zufallsvariablen der Folge (X n)

yn _ H ++/Jn

lim P(

hex, seien stochastisch unabhéngig mit iden-

tischem Erwartungswert E[X,]=u und existierenden Varianzen Var(X,)=o".
Dann gilt fiir jedes £ >0
lim PQX ,u‘ > 5)

n—»00

(ii1)) Die Zufallsvariablen der Folge ( n) seien stochastisch unabhéngig mit iden-

N>0

tischer Verteilung und Erwartungswert E[X i] = 1 . Dann gilt fiir jedes £ >0:
lim PQX ,u‘ > 5)

n—»0

Bemerkungen: (1) Man beachte, dass Satz 7.7-2 (ii) nicht aussagt, dass X, mit wachsen-
dem » im Sinne der iiblichen Konvergenz gegen u konvergiert.

(2) Die Zufallsvariablen X, miissen in (ii) nicht dieselbe Verteilung besit-

zen. Es werden lediglich identische Erwartungswerte und Varianzen vo-
rausgesetzt.

(3) Teil (iii) ist anwendbar, wenn alle Zufallsvariablen X, dieselbe Vertei-

lung besitzen. Uber die Existenz von Varianzen wird hierbei nichts vo-
rausgesetzt.

Aussage (i) folgt aus Satz 7.2-4 (ii): Es ist E[)?n]zE[l- } ZE[X] ety ,
n ‘o n

S = > . Damit ist
& &

n

-e): valt) w2

also o<p(|X et iy
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)?n_,ul+...+yn

28]=0.

Die Aussage (ii) des Satzes ist ein Spezialfall von (i): Die stochastische Unabhédngigkeit im-

n
2
Z o,

lim P(
n— n

pliziert die Unkorreliertheit der Zufallsvariablen; die Bedingung lim-=——=0 ist wegen
n—0 n
C 2
. ;Gi n-o’ o
o, =0" und =5—=——=— erfillt.
n n n

Den Beweis von (iii), der weitere Hilfsmittel aus der Analysis erfordert, findet man in Fisz,
M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Ver-
lag der Wissenschaften, 1989..

Man sagt, eine Folge (Zn) von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch gegen 0, wenn

neN

fir jedes &£>0 die Beziehung limPQZn|25):O gilt. Gleichbedeutend damit ist

limPQZn| < g)z 1.

n—>0

Eine Folge (Z,) . von Zufallsvariablen konvergiert fast iiberall (mit Wahrscheinlichkeit

neN

1) gegen 0, wenn P\limZ, = O)zl gilt.

Das schwache Gesetz grofler Zahlen in Satz 7.7-2 (i) besagt demnach, dass

= +..+ . . .. .
(Xn —uj stochastisch gegen 0 konvergiert. In Satz 7.7-2 (ii) wird ausgesagt,
n neN_

dass ()? L= ,u)neN>0 stochastisch gegen 0 konvergiert.

Der folgende Satz wird hier nur zitiert.

Satz 7.7-3:

Konvergiert eine Folge (Zn) von Zufallsvariablen fast iiberall gegen 0, so konver-

neN

giert sie stochastisch gegen 0, d.h. P\limZ, = O)zl impliziert lim PQZn| > 3): 0 fiir je-

n—»0

des £€>0.
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Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der Folge (Zn) mit

neN_

7 - 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/n
" 10 mit Wahrscheinlichkeit 1—1/n

zeigt: Es sei £€>0. Dann ist PQZn > )=0, d.h.

Z&‘)=P(Zn=1)=l/l’l, also limPQZn

>
(z, )neN , konvergiert stochastisch gegen 0. Aber mit A, = {z =1} ist P(4,)=1/n und
ZP(An): o . Es ldsst sich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von unendlich
i=l1

vielen Ereignissen A4, gleich 1 ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz einer Teilfolge

von (Zn) , die nicht gegen 0 konvergiert, ist somit gleich 1, im Widerspruch zu

neN,,

PllimZ, =0)=1.

Auch auf den Beweis des folgenden Satzes wird mit Hinweis auf die angegebene Literatur
verzichtet.

Satz 7.7-4: (Starkes Gesetz grofler Zahlen)

Die Zufallsvariablen der Folge (X ) )neN . seien unabhingig mit existierenden Erwar-

) 2
und Varianzen Var(X,)=o;, und es gelte D —= <oo. Dann

2
ZOJZI.

tungswerten E[X l.] =L,

1

gilt P(lim x AT

Hn—>0

n

i=1 1
Satz 7.7-4 besagt also, dass unter den gegebenen Voraussetzungen, insbesondere wenn die
o0 2

Varianzen ,,nicht zu schnell“ wachsen (hier Z%<w), die Folge der Zufallsvariablen
i=1 1

()_(n —Mj nicht nur stochastisch gegen 0 (schwaches Gesetz grofler Zahlen),
n neN

sondern sogar fast {iberall gegen 0 (starkes Gesetz groler Zahlen) konvergiert.

Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgefiihrt. Bei jeder Ausfiihrung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). Das Ergebnis des i-ten Experiments ist eine Zu-
fallsvariable X,. Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experiments hinge nicht von den

Ausgingen der vorherigen Experimente ab; in diesem Fall sind die einzelnen Zufallsvariablen

der Folge (X . )n stochastisch unabhingig. In jedem Experiment sei die Trefferwahrschein-

eN,,

lichkeit gleich p, E[X l.]= p - Man nennt dieses Experiment auch Bernoullisches Versuchs-
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schema. Dann ist die Zufallsvariable §, = ZX . » die die Anzahl der Treffer nach n-maliger

i=1

Versuchsausfithrung beschreibt, binomialverteilt (siche Kapitel 7.6) mit Erwartungswert

E[S,]=n-p und Varianz Var(S,)=n-p-(1-p). Die Zufallsvariable )?n=l~zn:Xl. be-
n i=1

schreibt dann die relative Trefferhdufigkeit der Versuchsreihe. Es ist E[)? n]= p und Varianz
Var()?n):p-(l—p) n.

Das schwache Gesetz grofler Zahlen (Satz 7.7-2 (i1)) besagt nun, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass mit wachsender Versuchsanzahl die relative Trefferhdufigkeit dicht bei p liegt, gegen 1

konvergiert, genauer: fiir jedes ¢ >0 ist limP(J)?n — p‘<€)=l. Das starke Gesetz grofler

n—

Zahlen (Satz 7.7-4) besagt, dass die relative Trefferhdufigkeit mit wachsender Versuchsanzahl

n—

,»mit Sicherheit” gegen p konvergiert: P(lim‘)? . p‘ = O)z P(lim X, = p) =1.

Es sei p=1/2. Wie hoch muss die Versuchsanzahl liegen, damit mit 99%-iger Sicherheit die

relative Trefferhdufigkeit zwischen 0,45 und 0,55 liegt? Die Antwort liefert Satz 7.7-2 (ii)

bzw. Satz 7.7-4 (ii): P(X, ~1/2/20,05)< 0,50 0,5
n

<0,01 impliziert n>10.000.

05*

Die Realisierung einer Zufallsvariablen X mit Verteilungsfunktion F, werde n-mal beobach-
tet, d.h. man nimmt eine Stichprobe x,,...,x, vom Umfang n, wobei die einzelnen Stichpro-

benwerte unabhingig voneinander ermittelt werden. Dabei kann es vorkommen, dass manche
Stichprobenwerte gleich sind. Die Stichprobenwerte werden der GroBe nach aufsteigend ge-

ordnet, so dass x, <x, <..<x, angenommen werden kann. Die empirische Verteilungs-
funktion H,(x) wird definiert durch

0 flrx<x,
H,(x)=qm

— fiir x > x;; dabei ist m der groBte Index mit x, <x .
n

Dann ist n- H,(x) gleich der Anzahl der Werte x, mit x, < x.
Die Funktion H,(x) ist eine Treppenfunktion: Sind X 5o X, mit 4 =1 und
x =X, <x, <..<x, die unterschiedlichen Werte in der Stichprobe und #,,..., % die Hau-

figkeiten der Werte x, , ..., x; , dann ist
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0 firx<x, =x
L h
1 o
H (x)= Z - furx, Sx<x, 1<I<k
=1 1
1 furx=x,

Es wird zusdtzlich angenommen, dass F, eine stetige Verteilungsfunktion ist. Dann ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass zwei Stichprobenwerte gleich sind, gleich 0: Der i-te Stichproben-
wert fiir i =1,...,n werde durch die Zufallsvariable X, beschrieben. Wegen der Unabhéngig-
keit der Erhebung der Stichprobenwerte und der Stetigkeit der zugrundeliegenden Verteilung
ist P(Xi =xund X, = x): P(X,=x)- P(X_/. = x): 0-0=0. Es kann also fiir alle Stichproben-
werte x, < x, <...<Xx, angenommen werden. Es sei x ein fester Wert. Dann ist

P(X, <x)=F,(x) fir i=1,...n und

o1, )=m)={ ! 5 -, o)

Hierbei handelt es sich um das oben beschriebene Bernoullische Versuchsschema, in dem
Treffer (,, X, <x*) und Nichttreffer gezdhlt werden; die Trefferwahrscheinlichkeit betrigt
F,(x); die Zufallsvariable n-H,(x) beschreibt die Anzahl der Treffer. Fiir die relative Tref-
ferhdufigkeit der Versuchsreihe 1/n-(n- H,(x))= H,(x) gilt dann mit dem starken Gesetz gro-
er Zahlen (siche oben):

Pllim|#,(x) - £ (x) =0)= Pllim 1, (x) = F, (x))=1.

Der folgende Satz besagt, dass diese Beziehung gleichmdpfig fiir alle x € R gilt, wenn die An-
zahl der Stichprobenelemente iiber alle Grenzen wichst. Das bedeutet, dass man bei einer ge-
nligend groflen Stichprobe mit Wahrscheinlichkeit 1 aus der empirischen Verteilungsfunktion
eine ausfiihrliche Information iiber die gesamte Verteilungsfunktion F, (x) erhlt.

Satz 7.7-5: (Hauptsatz der Statistik)

Es werde eine Stichprobe x,,...,x, vom Umfang » zu einem Merkmal X erhoben, das
die Verteilungsfunktion F, besitzt. H,(x) bezeichne die empirische Verteilungsfunkti-
on zur Stichprobe, d.h. n-H,(x) ist gleich der Anzahl der Werte x, mit x, <x. Es sei
A, = supﬂHn(x)— FX(x] | —0<X<®© } Dann gilt:

Pllima, =0)=1.

n—>00

Zur Erinnerung: Das Supremum einer Zahlenmenge ist ihre kleinste obere Schranke.
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In den Gesetzen der groflen Zahlen (Satz 7.7-2 und Satz 7.7-4) wird ausgesagt, dass sich der
Erwartungswert des arithmetischen Mittels von » unabhédngigen identisch verteilten Zufalls-
variablen X|,..., X, in gewisser Weise um den Erwartungswert der gemeinsamen Verteilung

gruppiert, je groBer die Versuchsreihe oder der Stichprobenumfang ist. Uber die Verteilungs-
funktion des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsvariablen wird jedoch nichts

ausgesagt. Es ist auch nicht immer einfach, aus X,,..., X, die Verteilungsfunktion von

X, =l-ZX cund S = ZX ; zu ermitteln. Ist zudem die Verteilung der X, unbekannt, so
n o5 i=1

ist die Berechnung der Verteilung des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsva-

riablen unmoglich. Der folgende Satz schafft hier Abhilfe. Er besagt ndmlich, dass die Vertei-

lung des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsvariablen gegen die Normalver-

teilung konvergiert. Hier zeigt sich die besondere Rolle, die der Normalverteilung in Theorie

und Praxis zukommt.

Satz 7.7-6: (Zentraler Grenzwertsatz)

Es seien X,,..., X, stochastisch unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Erwartungswert E[X,]= # und Varianz Var(X,)=c?. Mit F,(z) werde die Vertei-
lungsfunktion der Zufallsvariablen
S,—n-p_X,-u

on o/\n

bezeichnet. Dann gilt:

Z =

z 1,
lim 7 (z)= e .

1
n—»o0 NV 4 i

Die Beweisidee fiir diesen erstaunlichen Sachverhalt soll skizziert werden:

S,onop_ 1 -Z(Xl. —u). Die durch ¥, = X, - definierten Zufallsvariab-

(O \/; - o - \/; i=1
len sind identisch verteilt mit E[Yl] =0 und Var(¥,)= E[Yiz]: o’ ; ihre charakteristische Funk-
tion sei cf, (t) Nach Satz 7.5-2 (i) und (iv) lautet die charakteristische Funktion von Z :

o, (1)= (cfy, (U’—&B .

Es ist ¢fy (t)z E[e”‘yf J Im stetigen Fall (mit Dichtefunktion f, ) istcf, (t): j(e” ety (x))dx.

—00

Esist Z, =

Im diskreten Fall gilt eine entsprechende Formel. Die Reihenentwicklung von e** lautet
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o (. 4.V . 2
ei't'xzz(l ‘) :1+i~t-x—(t 2x) +Ry(i-¢-x). Damit ist (denn man darf die einzelnen

Operationen Integral- und Reihenbildung hier vertauschen)

chi(t): ]2{(1+i-t-x—(t'2x)2 +R3(i-t-x)J-in(x)de

:1+i-t-E[Yi]—§-E[Yiz]+h(t)

2

:1—%-0'2+h(t)

h(r) 0

Hierbei ist A(¢) eine Funktion mit der Eigenschaft lirrol—2 =
t— t

Setzt man diesen Wert in ¢f,, (¢) ein, so erhlt man:

: : : -
cfZ”(t)=(chl(o_‘t—\/;D =[1_2t.n+h(ai/;j} mit | lin 90%&2—(’;}50.

2
Fir festes ¢ ist daher limn-h( ! j:O.Setztman u:—t +h( ! j,soist
2-n a-\/;

n—»00

—

ln(cfzn (t))=n~ln(1+u). Die Reihenentwicklung fiir In(1+u) (siehe Kapitel 5.9; diese gilt

auch fiir komplexe Zahlen) liefert , fiir genligend kleine Werte* von t/ (0' n ):

infe, <r>)=n.(_ :

2

+ h( ! j+ g(t)) mit limn- g(t): 0 (hier argumentiert man dhnlich
n O— . \/; n—»00

wie mit ). Damit folgt limIn(cf,, ())=—#/2 bzw. limef, (t)=¢""*. Die rechte Seite ist die

charakteristische Funktion einer normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable (siche Kapi-
tel 7.6). Mit Satz 7.5-5 (ii) ergibt sich die Aussage des Satzes 7.7-6.

Satz 7.7-6 lasst sich umformulieren zu

Satz 7.7-7:

Es seien X,,..., X, stochastisch unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Erwartungswert E[X i] = 4 und Varianz Var(X,)=c". Fiir s, eR und s, eR gelte

s, <8, . Dann gilt:

lim P(s, < S, <s,)=

1
n—»o N2

Zy 2

—t : s, —n- s, —n-
-Jez dt mit z, =-! 2 und zzzz—ﬂ.
21

o o

Es ist namlich P(s, < S, <s,)= P(

S —n-u

z, <—2——" <z | und mit Satz 7.7-6
1 O'~\/; 2j
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n—>o0

i P, < S |t ) e )= e

7.8 Punktschitzungen

In einer Grundgesamtheit soll die Verteilung eines Merkmals X ermittelt werden. Héufig ist
die Grundgesamtheit sehr grof3, oder die vollstindige Information iiber das Merkmal kann nur
iber eine Totalerhebung ermittelt werden. Dann begniigt man sich mit einer Stichprobe von
kleinerem Umfang, um auf die Charakteristika des Merkmals zu schlieBen. Es gibt eine Reihe
von Methoden, die beschreiben, wie Stichproben zu erheben sind, um die gewiinschten
Schliisse liber das Merkmal ziehen zu konnen. Dazu gehdren insbesondere Zufallsstichpro-
ben, die durch das Urnenmodell (Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen) beschrieben werden.

Im Folgenden werden Methoden beschrieben, um stochastische Parameter wie Erwartungs-
wert und Varianz eines metrischen Merkmals X zu schitzen.

Der Parameter u des Merkmals X sei unbekannt und soll durch eine Zufallsstichprobe ge-
schitzt werden. Es wird dazu eine Zufallsstichprobe vom Umfang n gemifl dem Urnenmo-
dell mit Zuriicklegen genommen und aus den beobachteten Werten x,,...,x, auf den Wert
des zu untersuchenden Parameters u geschlossen. Hierbei wird jedes einzelne Stichproben-
element nach seiner Entnahme aus der Grundgesamtheit zuriickgelegt, so dass es potenziell
auch bei der ndchsten Entnahme von Stichprobenelementen ausgewidhlt werden kann. Man

hat es also hier mit einem n-dimensionalen Zufallsvektor (X,, ..., X,) zu tun, dessen einzelne

Komponenten stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sind. Mit Hilfe des Zufallsvek-
tors (Xl,..., X,,) bzw. der Beobachtung x,,...,x, wird die Schitzfunktion U, = g(Xl,..., Xn)
mit einer ,,geeigneten* Funktion g zur Schitzung des Parameters definiert. Eine einzelne
Punktschitzung fiir den zu untersuchenden Parameter u ist dann der aus der Beobachtung
gewonnene Wert g(x,,...,x,). Dieser wird meistens vom wahren Wert u abweichen. Die
Funktion g muss so gewdhlt werden, dass trotzdem akzeptable Schétzungen erreicht werden
konnen.

Durch Vergroerung des Stichprobenumfangs » erhdlt man eine Folge (Un )neN von Schétz-
funktionen fiir den zu untersuchenden Parameter u. Diese heil3t konsistent, wenn

lim PQUn —u| > 8)20 fiir jedes >0 gilt. Mit wachsendem Stichprobenumfang verringert

sich die Wahrscheinlichkeit, dass die Schitzung vom wahren Parameterwert abweicht, bzw.
es steigt die Wahrscheinlichkeit der Genauigkeit der Schitzung.
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Die Schitzfunktion U, heiflt erwartungstreu, wenn E[Un]: u gilt. ,Im Mittel” (genommen
tiber alle Stichproben x,, ..., x,) wird also fiir eine erwartungstreue Schétzfunktion der wahre

Wert getroftfen.

Die Folge (Un)nEN
mE[U, |=u gilt.

von Schitzfunktionen heillit asymptotisch erwartungstreu, wenn

Als Schitzfehler wird der Wert g(X,,..., X,)—u definiert. Der Erwartungswert des Schiitz-

fehlers heiBit Verzerrung (Bias). Eine Schitzfunktion mit Verzerrung 0, z.B. eine erwar-
tungstreue Schitzung, heillt unverzerrt; eine Schétzfunktion mit einer Verzerrung, die un-
gleich 0 ist, heif3t verzerrt.

Eine erwartungstreue (unverzerrte) Schétzfunktion U heif3t wirksamer als eine erwartungs-
treue (unverzerrte) Schitzfunktion ¥, wenn Var(U)< Var(V) ist.

Punktschitzung fiir den Erwartungswert E[X ] =u:
Der Erwartungswert sei unbekannt und soll durch eine Zufallsstichprobe vom Umfang n ge-
miB dem Urnenmodell mit Zuriicklegen geschitzt werden. Aus den beobachteten Werte

X,,..., X, wird als Punktschitzung fiir den Erwartungswert /i = g(xl, Zx berech-

i=1

net, d.h. die Schitzfunktion fiir den Erwartungswert lautet U, = X, = 1 z X, .

Gemal Satz 7.7-1 ist E[)? n]= 4, d.h. die Schétzfunktion X y = lZX , 1st erwartungstreu.
noia

Nach Satz 7.7-2(1) ist die Folge ()? , )neN konsistent. Das bedeutet, dass mit steigendem Stich-

probenumfang die Genauigkeit der Schitzung mit hoher Wahrscheinlichkeit zunimmt.

Die Varianz der Schéatzfunktion ist Var( ) Var( ZX J :L2 . l-0'2 .
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Punktschitzung fiir die Varianz Var(X ) =0 bei bekanntem Erwartungswert E[X ] =pu:

Aus den beobachteten Werte x,, ..., x, der Stichprobe wird als Punktschétzung fiir die Varianz

der Wert 67 = g(xl,...,xn)=l-i(xi—,u)2 berechnet, d.h. die Schitzfunktion lautet
n i
1 n
U, =L S0
i=1

Die Schatzfunktion ist erwartungstreu:

E{%-Zn:()(i—y)z}:%-éE[(Xi —,u)z]zi-n-az =o’.

i=1

LX) -
n

i=1

Weiterhin gilt lim P(

n—»0

25J=O fiir jedes £ >0

. 1 o .. .
Es ist o° :E{—-Z(X - ,u)z] Daher gilt mit Satz 7.2-4(ii) und wegen der stochastischen

1
n oo

Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (X L= ,u)2 mit v= Var((X L= ,u)z):

e L) AR

1< ;
P(_' (X[_Iu)Z_O_z Zé‘JS 2 - = 2 - 2"
n o & & n-&
o 1 < .
Dabher ist die Folge (— : Z (X, - ,u)zj konsistent.
n iz neN

Die Voraussetzung iiber die Kenntnis des Erwartungswerts ist jedoch in der Praxis unrealis-
tisch. Daher wird auch dieser geschétzt.

Punktschitzung fiir die Varianz Var(X )2(72 bei unbekanntem Erwartungswert

E[X]=p:

Aus den beobachteten Werte x,, ..., x, der Stichprobe wird als Punktschétzung fiir die Varianz

. 1 < . Lo~ 1 . . .

der Wert 6% = g(x,,...,x,)=—- (x,— 2) mit 2 :—-le. berechnet, d.h. die Schitzfunkti-
n o -

on lautet U, :l-i(Xi —)?n)z :

n s

Diese Schitzfunktion ist nicht erwartungstreu:
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=

~ (Xl.—,u)z—l- 3 (x,-X :l-zn:()(f—z-)(i -,u+,uz—X.2+2-Xi-)?n—)_(n2)

Damit ergibt sich
CEOYCERANEEES SERVII B LA
-3 o -y e, -]

=0’ - Var()?n) wegen Var(X,)=c” und u = E[)?n]
=o' -1/n -0’ mit Satz 7.7 -1
_n -1 5

n

. S R = : .
Das bedeutet, dass durch die Schétzfunktion —-Z(X —X n)z die Varianz Var(X)=0c" sys-
n =

tematisch mit Verzerrung —1/n-c” unterschitzt wird. Die Schitzung ist jedoch asymptotisch

erwartungstreu.

Eine erwartungstreue Schitzung fiir die Varianz bei unbekanntem Erwartungswert erhélt man

durch die Schitzfunktion Lll : Zn:(X - X n)z = %ZAZ(X —X n)z bzw. durch die aus der
n—1 n n-—

: . I .
Stichprobe ermittelten Punktschitzung I Z (xl. - 2 mit 4= Zx
n f—

i=1
Auch hier ldsst sich die Konsistenz der Schitzfunktion zeigen.
Punktschitzung fiir den unbekannten Anteilswert p eines Merkmals in der Grundge-
samtheit:

Das Merkmal X trete mit einem unbekannten Anteil p in der Grundgesamtheit auf. In einer
Stichprobe x,, ..., x, wird gezéhlt, wie hiufig das Merkmal X vorkommt. Als Schétzung fiir p
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wird — Zx genommen, d.h. die Schitzfunktion lautet — ZX wobei E[X,]=p und
n - n o

Var(Xi): p-(l —p) gilt.

. : | 1 S .
Diese Schitzung ist erwartungstreu: E{—-ZX ,} =—-n- E[X i]: p . AuBlerdem ist sie konsis-
n o n

tent.

Die Grundgesamtheit enthalte N Elemente, die Stichprobe enthilt » Elemente. Ist N gegen-
iiber n groB (in einem noch zu prazisierenden Sinn, etwa, wenn N unendlich groB ist), so ist
das Urnenmodell mit Zuriicklegen gerechtfertigt; die Unabhéngigkeit der einzelnen Stichpro-
benelemente kann wegen des Zuriicklegens angenommen werden. Ist jedoch N gegeniiber n
klein oder auch endlich, so stellt das Urnenmodell mit Zurlicklegen nur eine Annéherung an
eine unabhéngige Stichprobenerhebung dar. Es sollen daher die Urnenmodelle mit und ohne
Zuriicklegen zur Schitzung des Erwartungswerts x des Merkmals X verglichen werden. Die

Grundgesamtheit sei endlich, etwa{ Ay ey aN}.
Eine Stichprobe x,...,x, im Urnenmodell mit Zuriicklegen ist die Realisierung des Zufalls-
vektors (X . ¢ n), dessen Komponenten unabhingig sind. Als Schitzfunktion fiir ¢ werde

= 1 . . N R . . .
X, :—-ZX,. mit dem Schitzwert :—-le. genommen. Eine Stichprobe z,...,z, im
noia noig

Urnenmodell ohne Zuriicklegen ist die Realisierung eines Zufallsvektors (Z,, ..., Z,), dessen

Komponenten jetzt jedoch nicht mehr unabhéngig sind. Als Schitzfunktion fiir 1 werde auch

o = 1< . N B
in diesem Modell Z, = —- z Z, mit dem Schitzwert [ =—- Z Z, genommen.

i=1 n i

Jedes Element der Grundgesamtheit habe die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/ N, um beim Zie-
hen in die Stichprobe zu gelangen. Es gilt
u=E[X]=— za (Formel (1))

Die Varianz von X ist

o’ :Var(X):%-i a,—u) :% 2 E[Xz]—,uz. (Formel (ii))

Im Urnenmodell mit Zuriicklegen ist die Varianz der Stichprobe gleich

1
var(X,)=—-0". (Formel (iii))
n

Im Urnenmodell ohne Zuriicklegen ist die Varianz der Stichprobe gleich
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var(Z E[Z ~E|Z, ])2] Elz’]- €z, ) (Formel (iv))

Diese w1rd wie folgt ermittelt.

Der Erwartungswert von Z, ist

E[Zn]:%-iE[Zi]:,u. (Formel (v))

E[ZZ]:E{GZZH [ 22 }— E[zl 37 Z} (Formel (vi))

i=1 k=i+1

Hierbei wird die durch vollstdndige Induktion {iber die Elementanzahl » zu beweisende Iden-

n=1 n

titéit [ibij Zb2+2 > >b,-b, verwendet.
i=1

i=1 k=i+l

Der erste Summand auf der rechten Seite in Formel (vi) ist

E{%Z}Zﬂ =%'lan‘,E[Zf]=%‘ZZ”I:E[XzF%(GZ 1), (Formel (vii))

N
Aus Formel (i) folgt Z (al. - ,u) = 0. Durch Quadrieren erhilt man

i=l1

N N
Z(ai - ,u +2 z Z a. — ) 0. Mit Formel (i1) erhdlt man
i=1 i=1 k=i+1
N-1 N
2 Z Z(al —u)-(a, —p)= —Z (a,— uf =—N-o* . Daraus ergibt sich fiir i # k
i=l k=i+l i=1
1 N-1 N
Bl = p)- (X, )] = 20 2@ = )@, = o) mit
i=1 k=i+1
N-1 N N-1 N-1 . _
L = Anzahlder Wertea, — u = ZI =M (N=(i+1)+1)= Zi =w. Also ist
i=1 k=i+1 i=l1 i=l
2
E[(x, - p)-(X, - )]=- NG - (Formel (vii))

Da E[Zl. -Z k]: E[(Zl. - y)- (Z P~ ,u)]+ 4 ist, erhilt man fiir den zweiten Summanden auf der

rechten Seite in Formel (vi):

ZE3 Y2225 Sl 2

i=1 k=i+l i=1 k=i+l
2 n-1 n
=7'ZlkZI(E[(Z,- - u)(Z, - )]+ 42*)
:n—l' »  n—l1 e
n #H n- (N—l) ' (Formel (ix))
N-n 0'2 2 -
Aus den Formeln (vi), (vii) und (ix) erhélt man E[Z 1, + 1~ und schlieBlich
n

Var E[Z ] E[Z ])z Nzn 6— (Formel (x))

N-1 n
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Fir n>1 ist N-

) <1 d.h. Var(Z )< Var(X ) d.h. das Urnenmodell ohne Zuriicklegen gibt

eine wirksamere Schitzung fiir den Erwartungswert als das Urnenmodell mit Zuriicklegen.

Wird die Varianz des Merkmals X im Urnenmodell ohne Zuriicklegen aus einer beobachteten
. . 1 n R . . 1 n
Stichprobe z,, ..., z, (Zufallsvektor (Z,,..., Z,)) durch 6. :—-Z(zi — 4. ) mit 4 :—-zZi
n n 4

geschitzt, so ist auch diese Schétzfunktion nicht erwartungstreu; denn

o -3l -2F | -1 Sl -y )-elz. -]

i=1

=0 —Var( n) (siehe oben)
, N-n o’
N-1 n
__N n-l
N-1 n

Eine erwartungstreue Schdtzung fiir die Varianz bei unbekanntem Erwartungswert im Ur-
nenmodell mit Zuriicklegen erhdlt man durch die Schatzfunktion

n

LN—_ll Xi—)?n _ N-l X X bzw. durch die aus der Stichprobe
il N n & ( 1) £

: . < oA 1Y
ermittelten Punktschatzung z z,— 1) mit [, :_'Zzi :
i=1 j

Abschliefend werden exemplarisch zwei Methoden zur ,.geeigneten” Festgelegung von
Schitzfunktionen beschrieben.

Methode der kleinsten Quadrate:

Soll etwa ein unbekannter Mittelwert x geschitzt werden, so kann bei gegebener Stichprobe

X,,..., X, derjenige Wert 4 als Schitzwert genommen werden, fiir den die Summe der qua-

drierten Abstéinde zu den Stichprobenwerten minimal ist. Es wird also Z(xl. — 1)’ beziiglich

i=1

[ minimiert. Dazu wird die erste Ableitung von Z(xi - ,[1)2 gleich 0 gesetzt und nach 4
i=1

aufgel0st:

-2 z x,— ft)=0 impliziert 4=— -Zn:xl..
i=1
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Das ergibt die obige Schétzfunktion fiir den Erwartungswert.

Maximum-Likelihood-Methode:

Die Verteilung des Merkmals X in der Grundgesamtheit sei bis auf einen zu schitzenden Pa-
rameter © in Form der Massen- bzw. Dichtefunktion bekannt. Diese héngt auch von u ab, d.h.
sie kann als f, (x,u) geschrieben werden. Es wird eine Stichprobe x,,...,x, nach dem Ur-

nenmodell mit Zuriicklegen genommen. Diese entspricht der Realisierung des n-

dimensionalen Zufallsvektors (X,,..., X,). Dessen Massen- bzw. Dichtefunktion lautet
f(x,5..; x,,u). Es wird nun fiir « derjenige Wert genommen, bei dem die Stichprobenwerte
X,,...,x, den groBte Massen- bzw. Dichtewert besitzen. Dieser Schitzwert fiir u ist somit der

plausibelste Wert fiir die Stichprobenwerte x,, ..., x, .

Es sei X normalverteilt mit Erwartungswert x und Varianz o . Beide seien unbekannt, d.h.

der gesuchte Parameter ist u = (u, o). Die Dichtefunktion der Stichprobe lautet
f(xl’ e Xy My g): le (xl’ H, O-)' et fX,, (‘xn’ H O-)

R U o= R B
o-N2-m o2

&
> 'Z(Xf —ll)z
i=1

2-c

1
= - (\/ﬁ)‘ e
Dieser Ausdruck ist beziiglich u = (,u, 0') zu maximieren. Da der Berechnungsvorgang kom-
pliziert ist, wird stattdessen der Logarithmus des Ausdrucks maximiert; aufgrund der Mono-
tonie der Logarithmusfunktion hat er das Maximum an derselben Stelle wie der nicht-

f'(x)

logarithmierte Ausdruck, und es gilt diln( f(x))=27<=0 genau dann, wenn f’(x)=0 ist.
x

/()

Esist In(f(x,,.... x,, i, 0)) = —n-ln(a)—n-ln( 2-7[)— 5

DA

i=1

Partielles Ableiten nach x# und o und Nullsetzen beider Gleichungen fiihrt auf die Schatzun-

gen £ fiir den Erwartungswert und 6 fiir die Varianz:

0 1 L
aln(f(xl,...,xn,,u,0)):—2.0_2-2-(—1)-;(xi—y)=0,
(st a0 )) = (22) 3 (5 — i =0
oo : " o 2-0° —

Aus der ersten der beiden Gleichungen folgt Z(xl. — ,u) =0 und p= L Zx[ .
n i

i=1
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Dieser Wert wird in die zweite Gleichung eingesetzt und diese nach o aufgeldst mit dem Er-

.o 1 . . . .. . )
gebnis 67 =—- E (x,.—,u)z. Diese Schétzfunktion ist asymptotisch erwartungstreu (siche
i=1

oben).

7.9 Intervallschitzungen

Bei der Punktschitzung eines Parameters der Verteilung eines Merkmals X in einer Grundge-
samtheit ist es nicht sicher, dass der geschitzte Wert mit dem tatsdchlichen Wert {iberein-
stimmt. Aufgrund einer Stichprobe mochte man aber sagen, dass der tatséchliche Parameter-
wert ,,mit hoher Wahrscheinlichkeit* nahe bei dem Ergebnis liegt, das man aus der Stichprobe
ermittelt. Man sucht daher ein Intervall, das aufgrund der Stichprobe und nach Vorgabe einer
Wahrscheinlichkeit den tatsdchlichen Parameterwert mit dieser Wahrscheinlichkeit enthélt.

Es sei 1-a (etwa 1—a=0,95 oder 1-a =0,99) eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit. Der
n-dimensionale Zufallsvektor (X . ¢ n) bestehe aus unabhingigen, identisch verteilten Zu-

fallsvariablen mit einem unbekannten Parameter u. Fiir die Stichprobenfunktionen
U =gl(X,,...X,) und U, =g,(X,,.... X,) gelte P(U, <u<U,)=1-c. Dann heiBt das sto-

chastische Intervall [U,,U,] ein Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) fir u mit

Konfidenzniveau (Vertrauensniveau) 1 -« .

Mit jeder Stichprobe x,,...,x,, d.h. jeder Realisierung des Zufallsvektors (X . ¢ n), erhalt
man Realisierungen u, = g,(x,,...,x,) und u, = g,(x,,..., x,) der Zufallsvariablen U, und U,,

d.h. jeweils ein Intervall [u,,u,]. Man kann davon ausgehen, dass 100-(1—a )% aller so be-

rechneten Intervalle den unbekannten Parameter u enthalten.

Im folgenden wird die (0, 1)-Normalverteilung eingesetzt, d.h. die Verteilung mit Dichtefunk-

tion f(oﬁl)fnm,m(x): m-e 2" bzw. Verteilungsfunktion

X 1 1p
EO,])—norm(x) = J‘(\/ﬁ e ? jdr .

Das Merkmal X habe den Erwartungswert E[X ]: 4 und die Varianz Var(X)=o". Fiir die

Zufallsstichprobe (X,..., X, ) gilt dann nach Satz 7.7-1 und 7.7-6 mit X, = 1 in :
noim
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(1) E[)?n]=,u und Var()?n)=l~0'2
n

0 Ly

P[_Z< O'/\/— <ZJ~ 01-n0rm (Z) = Fio.1-norm (=2)

= EO 1)—norm (Z) - (1 (O 1)—norm (Z))
- 2 FZOI) )wim(Z)_l

bzw. P( -z a/\/;<y<X +z- o*/\/_) Foty-nom(2)—1.

ist fiir groBe » anndhernd (0, 1)-normalverteilt, d.h.

Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert 1 bei gegebener Varianz o’

Zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir 1 bei gegebener Varianz o werden folgen-
de Schritte ausgefiihrt:

1. Schritt: Man wahlt ein Vertrauensniveau 1— ¢« .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion F,, ., (x) der (0, I)-Normalver-
teilung bestimmt man denjenigen Wert z,_,, mit 2-F,, ..(z_,,)-1=1-«

I+ (1 - a) I
2 2
Beispielsweise gelten fiir die tiblichen Vertrauensniveaus folgende Werte z,_,,:

bZW. EO,I)—)IUI‘W (Zl—a/Z) =

-« 0,90 0,95 0,99 0,999
1,65 1,96 2,58 3,29

Z1-a)2

. . - 1 .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x = —- E x; der Stichprobenwerte x,, ..., x, .
n iz

4. Schritt: Das Konfidenzintervall fiir ¢ lautet [)_c —Zi g -a/ Jn,x+ 2y g2 -0'/ Jn J

Das Konfizenzintervall hat die Lange 2-z,_, -0'/ Jn ; diese héngt vom Vertrauensniveau, der

Varianz und dem Stichprobenumfang ab. Ist die vorgegebene Varianz grof3, so wird auch das
Konfidenzintervall grof3 sein. Mdchte man die Lange des Konfidenzintervalls halbieren, kann
man dieses durch Vervierfachung des Stichprobenumfangs erreichen. Erhoht man das Ver-
trauensniveau, d.h. die Sicherheit, so vergréBert sich entsprechend die Lénge des
Konfidenzintervalls, d.h. die Genauigkeit der Intervallschdtzung verringert sich.
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Im allgemeinen ist die Varianz o nicht bekannt. Fiir groBe Stichprobenumfinge (Faustregel
n>30) kann man die erwartungstreue Punktschitzung (siche Kapitel 7.8)

. 1< . .
6’ = " Z(x — %)’ verwenden. Der dadurch entstehende Fehler kann meist vernachléssigt
n—

werden. Fiir kleine Stichprobenumfénge kann man keine Schitzung der Varianz verwenden.
Fiir den Fall, dass X selbst normalverteilt ist, kann man folgendermaflen vorgehen:

Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert u bei unbekannter Varianz
o’ (bei normalverteiltem Merkmal):

I 13 = 1 =
Mit X, = ZXI , 8% = Z( -X )Z =—- ) X - X,” und der erwartungstreuen Schiit-
n

i=1 i=1

2
zung % (X -X )z n Sl fiir Var(X ) ist
n

der Quotient zweier Zufallsvariablen (und nicht etwa eine Normierung der normalverteilten

Zufallsvariablen X, auf Erwartungswert 0 und Varianz 1). Es ist

X -
X,—u _X,-nu o 0/\/_

[ty o [Lseeny [

-1 ‘5 nla

Im Zidhler dieses Bruchs steht eine (0, 1)-normalverteilte Zufallsvariable. Die Zufallsvariable

n-S?

2
o

im Nenner des Bruchs ist y”-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden. Dieses wird durch fol-

gende Uberlegung plausibel' In Kapitel 7.8 wurde die Identitit

S =— ! Z(X X )2 = (X ,u) ()?n —,u)z gezeigt. Daraus folgt

i=1 nll

S e R B =

Auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht eine y”-verteilte Zufallsvariable mit

Freiheitsgraden; der zweite Summand auf der linken Seite ist eine y”-verteilte Zufallsvariab-

2
z~ -verteilt mit n—1 Freiheitsgraden (siehe Kapitel 7.6).

le mit 1 Freiheitsgrad; also ist —;

(o)
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Jl. : (;_ly)z /ﬁ
n—-1 ’

i=1

Daher ist t-verteilt mit n —1 Freiheitsgraden.

Es werden folgende Schritte ausgefiihrt:
1. Schritt: Man wihlt ein Vertrauensniveau 1 -« .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion 7 (x) der t-Verteilung mit n—1 Frei-
heitsgraden bestimmt man denjenigen Wert z_,, mit 2-7,_,(z_,,)—-1=1-«a

+(-a)_, «a

bzw. T _(z =
n—l( 1—a/2) 7 7

. . - 1 .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x =—-le. der Stichprobenwerte x,...,x, und
n i

den Wert &° :Ll-zn:(xi ~-x).
H—

i=1

4. Schritt: Das Konfidenzintervall fiir z lautet [)? ~Zi o -E/ N Ziap ‘E/ Jn J

Konfidenzintervall fiir die unbekannte Varianz o’ :

2

Die Zufallsvariable ist y”-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden; hierbei ist

2
O

§* = 1 Z(X —X n)z und X, = 1 ZX .. Bin Konfidenzintervall fiir die unbekannte Varianz

n i=1 n i=1
2
in das

o’ erhilt man aus der Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der 5

o
Konfidenzintervall féllt, gleich 1—«a ist und die restliche Wahrscheinlichkeitsmasse o zu
gleichen Teilen aufgeteilt wird:

Es sei FZ2 (x) die Verteilungsfunktion der y’-Verteilung. Fiir den Wert Z,, gelte

F, (za/2)= a/2, fir den Wert z,_,, gelte F , (zl_a/2)= 1— /2. Dann lautet die Forderung zur

2
Bestimmung des Konfidenzintervalls P(za nS——< Zl—a/Zj =l-a.
o

Offensichtlich miissen hier keine Annahmen {iber den Mittelwert getroffen werden.

Es werden folgende Schritte ausgefiihrt:
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1. Schritt: Man wahlt ein Vertrauensniveau 1 — ¢« .

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion FZ2 (x) der y’-Verteilung mit n—1
Freiheitsgraden bestimmt man diejenigen Werte z,, mit FZ2 (za/z)za/2 und

Z)_gp Mit F, (zl_a/z):l—a/2.

. . B .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x =—- E x, der Stichprobenwerte x,,...,x, und
n iz

n

den Wert 5° :l-Z(x.—)?)z :

1
n oo

=2 =2

. . . n-s° n-s
4. Schritt: Das Konfidenzintervall fiir o* lautet dann { , :l
Zica)r Zap2

Diese Methode ist anwendbar fiir Konfidenzintervalle fiir Varianzen bei kleinen Stichproben
einer normalverteilten Grundgesamtheit. Der Erwartungswert der mit »—1 Freiheitsgraden

2 2

2 2
z” -verteilten  Zufallsvariablen n5 ist E{n S }:n—l, und die Varianz ist
o o

2

Var( naf ]= 2. (n - 1). Fiir groBe Stichprobenumfinge konvergiert die y-Verteilung gegen

die Normalverteilung, d.h. die auf Erwartungswert 0 und Varianz 1 normierte Zufallsvariable

n-SZ/O'2 —(n—l)
V2:(n-1)

ensniveau 1— ¢« erhélt man aus der Forderung
2 2 _

P[— 2o < n-S*/o (n 1)

V2-(n-1)

a . . . .
otynorm (Z1_gya) =1 Y ist. Das Konfidenzintervall fiir o° zum Vertrauensniveau 1—«a lau-

ist anndhernd (0, 1)-normalverteilt. Ein Konfidenzintervall zum Vertrau-

<z, /2J =l-«a mit der  Stelle Z4pn, an  der

F

tet dann

Ln—nﬂl_a/zvz(n—l)’<n—1>—zl_a/2-¢z-(n—1>}'

7.10 Hypothesentests

Bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls wurde aus den Werten einer Stichprobe auf
die Lage eines unbekannten Parameters geschlossen, die mit vorgegebener, d.h. in der Regel
hoher Wahrscheinlichkeit zutrifft. Im vorliegenden Kapitel wird eine Hypothese (Vermu-
tung) liber den Wert eines unbekannten Parameters oder iiber eine unbekannte Verteilung
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aufgestellt und aufgrund einer Stichprobe, d.h. eines statistischen Tests, entschieden, ob die
Hypothese beibehalten werden kann oder ob die Hypothese verworfen werden muss. Es
wird keine Aussage dariiber getroffen, ob die Hypothese wahr oder falsch ist. Natiirlich wird
der Schluss aus der Stichprobe auf das Beibehalten bzw. Verwerfen der Hypothese so gezo-
gen, dass die Wahrscheinlichkeiten, eine richtige Hypothese zu verwerfen und eine falsche
Hypothese anzunehmen, gering sind.

Man unterscheidet eine Reihe statistischer Testverfahren je nach Art der aufgestellten Hypo-
these:

— Ein Parametertest iiberpriift eine Hypothese liber den Wert eines oder mehrerer unbe-
kannter Parameter einer Grundgesamtheit.

— Ein Verteilungs- oder Anpassungstest {iberpriift Annahmen iiber Wahrscheinlichkeits-
verteilungen in einer Grundgesamtheit.

— Bei einem Unabhiingigkeitstest werden Hypothesen {iber die stochastische Unabhingig-
keit bzw. Abhingigkeit von Zufallsvariablen oder Merkmalen in einer Grundgesamtheit
getestet.

Zunichst werden Parametertests beschrieben.

Es wird eine Hypothese tliber den Zahlenwert u, eines unbekannten Parameters u einer Ver-

teilung aufgestellt. Die Hypothese kann sich aus fritheren statistischen Beobachtungen, theo-
retischen Uberlegungen, Plausibilititsiiberlegungen oder anderen Betrachtungen ergeben.
Diese Hypothese iiber den Wert u, von u wird als Nullhypothese (Ausgangshypothese) H,

bezeichnet. Die Gegenhypothese (Alternativhypothese) wird mit A, bezeichnet. Je nach

Fragestellung sind verschiedene Formen der Null- und Gegenhypothese iiblich:

-  H,:u=u, gegen H,: u#u, (zweiseitige Fragestellung)
-  H,:u<u, gegen H,: u>u, (einseitige Fragestellung)

-  H,:u2u, gegen H,: u<u, (einseitige Fragestellung).

Man zieht eine Stichprobe x,,...,x,, berechnet daraus den Wert einer Stichprobenfunktion
und trifft die Testentscheidung, H, beizubehalten oder /, abzulehnen. Dabei konnen viele

Ergebnisse zu Uberlegungen aus Kapitel 7.9 verwendet werden.

Die Testentscheidung und die Realitidt konnen differieren, so dass fehlerhafte Testentschei-
dungen auftreten:
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Der Fehler 1. Art (o -Fehler) ist die Wahrscheinlichkeit, H,, abzulehnen, obwohl H, wahr
ist,d.h. o = P(H0 ablehnen| H,ist wahr).

Der Fehler 2. Art (/S -Fehler) ist die Wahrscheinlichkeit, H, beizubehalten, obwohl H,
falsch ist, d.h. g = P(H 0 beibehalten| H,ist falsch).

Realitat
H, ist wahr H, ist falsch

. ) Fehler 2. Art,
Testentscheidung H, beibehalten korrekt

. [ -Fehler
aufgrund einer
Stichprobe H,, ablehnen Fehler 1. Art, korrekt

o -Fehler

Ziel des Hypothesentests ist es, den Fehler 1. Art moglichst klein zu halten und dabei den
Fehler 2. Art nicht zu grofl werden zu lassen.

Im Extremfall konnte man sich aufgrund der Stichprobe immer fiir /| entscheiden (dann

macht man keinen Fehler 1. Art, d.h. & =0); dann ist allerdings S =1.

Ublicherweise wird der Fehler 1. Art vorgegeben, etwa a = 0,05 oder o =0,01. Der Fehler 2.

Art miisste dann berechnet werden, was sich im Einzelfall als schwierig erweisen kann.

Hypothesentest des Erwartungswerts 1 bei bekannter Varianz o° und grofiem Stich-

probenumfang

Der unbekannte Parameter sei der Erwartungswert x eines metrischen Merkmals X in einer

Grundgesamtheit. Die Varianz o sei bekannt, etwa aus friiheren Hypothesentests oder auf-
grund einer numerischen Vorgabe. Die Nullhypothese lautet bei zweiseitiger Fragestellung

Hy: = py.

) _ 1 ) ) ) .. )
Der Mittelwert x = —- E x, einer genommenen Stichprobe x,,..., x,, d.h. die Realisierung ei-
n oo

ner Zufallsstichprobe (X . ¢ n) , wird vom hypothetischen Wert z, meist abweichen. Han-
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delt es sich um eine groBe Stichprobe (7>30), so ist der Stichprobenmittelwert

= 13 o .
X,=— E X, anndhernd normalverteilt (siehe Kapitel 7.7):
nio

[X

o/n

<Z|/J /"0} ( O'/ . <Z|/J /Joj

EO 1)— nwm(z) (0 1)— nwm( Z) = 2 ' EO,I)—no}‘nz(Z) _1 .
Daher bietet sich folgender Hypothesentest an:
1. Schritt: Man wihlt den Fehler 1. Art « .

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion Fg, ., (x) der (0, 1)-Normalver-

teilung bestimmt man denjenigen Wert z,_,, mit 2-F,, ,,..(z ) —1=1-«

I+(-a o
bzw. EO - norm( l—a/Z) :¥ = 1_5 .
Beispielsweise gelten fiir die tiblichen Werte o folgende Werte z,_,:
a 0,1 0,05 0,01 0,001

1,65 1,96 2,58 3,29

Zi—a)2

. . - 1 .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x = —- le. der Stichprobenwerte x;,..., x, .
n oo

_ﬂo

a/f

<z_,, wird H, beibehalten, bei X

o/n

4. Schritt: >2,_,, wWird H, abgelehnt.

Man sieht:

P(falsche Entscheidung| U= ﬂo)= P[ X, — M

o/n

zl_p[

=1- (2 Foy- norm(zl—a/Z)_l)

(-3

=

> Zi_gp | H= /UOJ

X, -

7,
< Zi—a)2 | H= ﬂo}

Der Fehler 1. Art wird also eingehalten.
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Bei einseitiger Fragestellung lautet die Nullhypothese

Hy: pu<uy,.

Dann gilt P[ X, =ty < z| e IUOJ ~ Flo1)_norm(2) - Zu beachten ist, dass eigentlich die bedingte

o/\In

Wabhrscheinlichkeit P( — o < z| U< ,uoj genommen werde miisste; dies ist jedoch rechne-

a/\n

risch komplex, und man begniigt sich mit einer Anndherung an den Fehler 1. Art (Hochstwert
fiir den Fehler 1. Art).

Der Hypothesentest lautet nun:
1. Schritt: Man wéhlt den Fehler 1. Art « .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion F,, ., (x) der (0, 1)-Normalver-
teilung bestimmt man denjenigen Wert z,_, mit F,, _,,..(z,_,)=1-c.
Beispielsweise gelten fiir die iiblichen Werte o folgende Werte z,_:

a 0,1 0,05 0,01 0,001
z, 1,28 1,64 2,33 3,08

. . - 1 .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x =—- Zx,. der Stichprobenwerte x,, ..., x, .
na

4. Schritt: Xty z,_, wird H, beibehalten, bei =

0'/\/_

>z,_, wird H, abgelehnt.

a/ f

Wieder sieht man: P(falsche Entscheidung | U= ,uo): a

Bei der einseitiger Fragestellung mit Nullhypothese
Hy: oz py

wird der obige Schritt 4 ersetzt durch

4. Schritt: Bei =0 > z,_, wird H, beibehalten, bel <z_, wird H, abgelehnt.

a/\/_ a/\/_
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Hypothesentest des Erwartungswerts u bei unbekannter Varianz o° und grofiem

Stichprobenumfang

Ist die Varianz o unbekannt, und ist der Stichprobenumfang grof3 (n>30), so kann man fiir

o’ die erwartungstreue Schitzung (siche Kapitel 7.8) —1 Z X, x ’ nehmen.
i=1

Hypothesentest des Erwartungswerts x bei unbekannter Varianz o und kleinem

Stichprobenumfang und normalverteiltem Merkmal der Grundgesamtheit

In diesem Fall gilt (siche Kapitel 7.9 bei der Konstruktion des entsprechenden
Konfidenzintervalls):

X -

\/ zx X)Z/\/_

Die Grofle

ist t-verteilt mit n —1 Freiheitsgraden.

Der Hypothesentest lautet nun:
1. Schritt: Man wéhlt den Fehler 1. Art o .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion 7, ,(x) der t-Verteilung mit »—1 Frei-

heitsgraden bestimmt man denjenigen Wert z,_,, mit 2-7, _(z_,,)-1=1-«

I+(-a)_, a

bzw. T _.(z = .
n—l( 1—a/2) ) B

: . -1 .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x =—- z x, der Stichprobenwerte x,, ..., x,, .

Jnll (s /f
\/nll ﬂjx /f

Wieder sieht man: P(falsche Entscheidung | U= ,uo): a

>< |

4. Schritt: Bei

<z_,, wird H, beibehalten,

M

><I

bei

>2,_,, Wird H, abgelehnt.

N

Bei einseitiger Fragestellung wird entsprechend vorgegangen.
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Hypothesentest der unbekannten Varianz o’

Es ist die Nullhypothese zu tiberpriifen, dass die unbekannte Varianz der Grundgesamtheit ei-
nen definierten Wert annimmt:

2 n _ _ n
Dazu wird die Zufallsvariable — mit S :l-Z(X =X n)z und X, :l-ZX . herange-

oh) n i n i

zogen. Diese ist y”-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden (siche Kapitel 7.9).

Der Hypothesentest lautet:

1. Schritt: Man wahlt den Fehler 1. Art « .

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion FZ2 (x) der y’-Verteilung mit n—1
Freiheitsgraden bestimmt man diejenigen Werte z,, mit FI2 (za/2)=a/2 und

Zigp it F, (zl_a/2)= 1-a/2.

. . B .
3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert x :—-in der Stichprobenwerte x,...,x, und
n iz

n

den Wert s’ :l-Z(x.—)_c)z.

1
n i

2
Oy "Zi_qp2 . .
<P < TR wind H, beibehalten,
n n

2 2

_ Oy -7 o, 'z .
bei s? > ——""“2 oder s> <——“2 wird H, abgelehnt.
n n

2
o, -z
4. Schritt: Bei "2

Wieder sieht man:

2 2
, o, 'z, o, 7,
P(falsche Entscheidung | o = oﬁ): 1-p| L2 << 0—1/2‘ o’ = 0'02]
n n

=1- (Flz (21—05/2)_17;(2 (Za/Z))
=1-(1-a/2-a/2)
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Ist die Nullhypothese zu iiberpriifen, dass die unbekannte Varianz der Grundgesamtheit einen
definierten Wert nicht iberschreitet, d.h.

2 2
H,: 0" <oy,

so wird im 2. Schritt derjenige Wert z,, mit F . (z,_,)=1-a bestimmt; die Entscheidung im

4. Schritt lautet nun:

2 2
: c, z : : : c, 2z :
Bei s* <02 wird H, beibehalten, bei s* > "% wird H, abgelehnt.
n n

Entsprechend wird verfahren, wenn die Nullhypothese

Hypothesentest fiir den Vergleich von Erwartungswerten

Es werden zwei Stichproben x,...,x, und y,..,», als Realisierung der Zufallsvektoren

(X 1o X ) und (Yl, e ¥, ) unabhéngig voneinander genommen, und man mdchte feststellen,

ob sie derselben Grundgesamtheit entstammen bzw. ob die Grundgesamtheiten wenigstens
denselben Erwartungswert aufweisen. Hierbei seien die beiden Erwartungswerte x4, bzw. g, .

Es sei )?n, :i-in. und )7”2 :i-iYi.
n, =

noi=
Die Nullhypothese lautet
Hy: gy =1ty

Sind die Stichprobenumfinge n, und n, groB oder sind die Merkmale in den
Grundgesamtheiten normalverteilt mit den Varianzen o] bzw. o, so ist die TestgroBe

X " —ZZ (asymptotisch) normalverteilt mit dem Erwartungswert z —u, und der Varianz

o} / n+o; / n, . Kennt man die Varianzen o] bzw. o, nicht, so kann man sie bei groRen

. . R _
Stichproben durch die erwartungstreuen ~Schitzwerte s,” = 0 Z (x,—x) und
l’ll - i=1

,

(yi - f)z mit X = i . ixi und y = L . Zyl. ersetzen.

712—1 i-1 noio n, =
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Der Hypothesentest lautet:
1. Schritt: Man wéhlt den Fehler 1. Art « .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion F,, ., (x) der (0, 1)-Normalver-
teilung bestimmt man denjenigen Wert z,_,, mit 2-F,, ,...(z_,,)—-1=1-«

I+(l-« a
bzw. EO,I)—norm (Zl—a/Z) = % =1 _3 .

)

: R _ 1 _ 1 .
3. Schritt: Man berechnet die Mittelwerte x = —-in und y :—-z ¥, der Stichproben-

n, o n, =

werte.

S, o s
4. Schritt: Bei | - J - <z_,, wird H; beibehalten, bei - J - >Z o
‘\/0_1/”1"'0_2/”2‘ ‘\/O-l/nl+o-2/n2‘

wird H, abgelehnt.

Sind die Stichprobenumfénge klein und die Merkmale in den Grundgesamtheiten normal-

verteilt und gilt zusitzlich o7 = o3 =7, so wird die TestgroBe

X, -7, X, -7,

\/6-2/7’1"'6_2/”2 :&.\/W

n -n,

genommen. Diese ist t-verteilt mit n, +n, —2 Freiheitsgra-

den. Dabei wird &° aus den Beobachtungen beider Stichproben geschitzt: Mit
1 & _ 1 & v oA P+, 1] :

t =—-Z(xl. ~x) und £ =—~Z(yl. ~y) wird 67 =hh TG gesetzt. Im 2. Schritt
n, iz ny, o n+n,— 2

bestimmt man aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion 7, ., ,(x) der t-Verteilung mit

n +n,—2 Freiheitsgraden denjenigen Wert z_,, mit 2-7, . ,(z ,,)—1=1-a bzw.

1+ (1 _ a) —1-% 1m 4. Schritt wird bei |—>—2 _|< Zi_q;y H, beibehal-

Tiny2(Gigp) =—
R 2 2 s [ +n,
n -n,
-3

N ,n +n
G- [hh
n -n,

ten; bei >z, wird H, abgelehnt.
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Hypothesentest fiir den Vergleich von Varianzen

Es werden zwei Stichproben x,...,x, und y,..,y, als Realisierung der Zufallsvektoren
(X 1o X, ) und (Yl, s Ynz) unabhéngig voneinander genommen, und man mdchte feststellen,
ob sie derselben Grundgesamtheit entstammen bzw. ob sie wenigstens Grundgesamtheiten
mit denselben Varianzen entnommen wurden.

Die Nullhypothese lautet

L2 22
H,. o0 =0,=0".

= 1Y - 1 : . S L
Es sei X, =—~ZX ; und ¥, =—-) Y. Die Zufallsvariable @ ist »”-verteilt mit
=l ny, =1 o
o o R = . . 57
n, —1 Freiheitsgraden; hierbei ist S} =—- (X i —an)z . Die Zufallsvariable 2 2 st y’-
n o o
. o Lo 1 = . .
verteilt mit 7, —1 Freiheitsgraden; hierbei ist S; =—- Z(Yl - Ynz)Z . Die Zufallsvariable
n, iz
g2
1
Fhil= M ist F-verteilt mit den Freiheitsgraden », —1 und n, —1.
: T g2
n,—1 ?

Es werden folgende Schritte ausgefiihrt:

1. Schritt: Man wahlt ein Vertrauensniveau 1— ¢ .

2. Schritt:  Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion F,,, der F-Verteilung mit den Frei-

-1

heitsgraden n,—1 und n,—1 bestimmt man diejenigen Werte z,, mit

F (za/z): a/2 und z,_,, mit F,,, (zl_a/z): 1-a/2.

-1
Fnz—l

LS -5 und =130, 5) mi

noia n, iz

3. Schritt: Man berechnet die Werte s/ =

)?:—-in und f:ni-iyi.
i 2 =l
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n n
1 1 sy : 1 5}
. . n — . . .on =
4. Schritt: Bei z,, < ln <z_,, wird H; beibehalten; bei ln <z,, oder
2 2
2 ) 2 ., S2
n, —1 n, —1
n
Lo
n, — .
! >z, ,,wird H, abgelehnt.
n 2
2, S2
n,—1
Anpassungstest

Bei einem Anpassungstest priift man, ob ein Merkmal X in einer Grundgesamtheit einer vor-
gegebenen Verteilung gentigt. Das Merkmal besitze die unbekannte Verteilungsfunktion F.
Man untersucht also nicht einzelne Parameter wie Erwartungswert oder Varianz der Vertei-
lung, sondern stellt eine Hypothese iiber die gesamte Verteilung auf. Man bezeichnet einen
derartigen Test auch als nichtparametrischen Test. Ein prominenter Vertreter von Anpas-

sungstests ist der y”-Anpassungstest.
Die Nullhypothese lautet in diesem Fall:

H,: F =F,, wobei F; eine vollstindig bekannte Verteilungsfunktion ist.

Man geht wie folgt vor, um die Nullhypothese zu bestitigen oder zu verwerfen.

Man zerlegt die Menge der reellen Zahlen in » paarweise disjunkte Mengen S, . Es sei 7, die
Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in S, annimmt. Nimmt man fiir S, beispielsweise das

Intervall [a,,q,,,), dannist 7, = F,(a,,,)—- Fy(a,) fir k=1,..,r 1.

Es wird eine unabhéngige Stichprobe x,,..., x, genommen. Die Anzahl der Beobachtungen im

Intervall [a,,a,,) sei n,. Fir festes k ist »n, binomialverteilt. Die TestgroBe

IR N (n —-n-7 )2 . . 2 . .

V4 :Z# ist fir groBes n (Faustregel n-7, >10) asymptotisch y~-verteilt mit
k=1 I’l-7Z'k

r —1 Freiheitsgraden.
Im Einzelnen fiihrt man die folgenden Schritte aus:

1. Schritt: Man wéhlt den Fehler 1. Art « .
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2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion F){2 (x) der y’-Verteilung mit »—1

Freiheitsgraden bestimmt man denjenigen Wert z,_, mit FJ(2 (zlfa) =l-«a.

r _ . 2
3. Schritt: Man berechnet Z (nk " ) )
k n- ﬂ-k

2
4. Schritt: Bei z — ﬂ") <z, wird H, beibehalten;

7Ty

, o vl
bei ZM> z,_, wird H, abgelehnt.

Ist die hypothetische Verteilungsfunktion F,; nicht vollstdndig bekannt — man weil} etwa nur,

dass sie einer Klasse von Verteilungsfunktionen angehdrt, jedoch fehlt die Kenntnis einiger
threr Parameter — , so kann man eventuell nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip (siche Ka-
pitel 7.8) verfahren. Weill man etwa, dass die Verteilungsfunktion F; iiber die Dichtefunktion

fo(ﬂ.l, ) definiert ist, wobei 4,,..., 4 unbekannt sind, so nimmt man eine unabhédngige

Stichprobe x,,...,x, und bildet L= lj[l fo(xl., Aoy im). Die unbekannten Parameterwerte

Ay...y A, werden geschitzt, und zwar durch die Losungen, die sich aus den Gleichungen

iln(L)= 0 fir i=1,...,m ergeben. AnschlieBend kann man wie im obigen Anpassungstest

i

fortfahren.

Unabhiingigkeitstests

Die Elemente einer Stichprobe werden im Hinblick auf zwei Merkmale X und Y klassifiziert.
Der Bereich der moglichen Werte von X wird in » Gruppen, der Bereich der moglichen Werte
von Y wird in s Gruppen eingeteilt. Es wird eine Stichprobe vom Umfang #» genommen.

Mit n,, fir i=1,..,r und k=1,...,s werde die Anzahl der Stichprobenelemente, die zur i-ten

Gruppe beziiglich des Merkmals X und zur k-ten Gruppe beziiglich des Merkmals Y gehdren.

Die Anzahl der Stichprobenelemente in Gruppe i beziiglich des Merkmals X ist dann gleich

n.,= Zni’k . Die Anzahl der Stichprobenelemente in Gruppe k beziiglich des Merkmals Y ist

k=1

gleich n, Zn ; - AuBerdem gilt n = Zan ;-

i=1 k=1
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Anzahl der Stich-

probenelemente Gruppe 1 bzgl. Y | Gruppe 2 bzgl. ¥ L. Gruppe s bzgl. Y zusammen #; ,
Gruppe 1 bzgl. X n n, C. n n,
Gruppe 2 bzgl. X n,, n,, - n n,.
Gruppe 7 bzgl. X n, n., .. n, n..
zusammen 71, , n,, n,, . n, n

Es wird die folgende Nullhypothese aufgestellt:

H,, : Die Merkmale X und Y sind stochastisch unabhéngig.

Bezeichnet p,, fir i=1,..,r und k=1,...,s diec Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausge-

wihltes Element beziiglich des Merkmals X zur i-ten Gruppe und beziiglich des Merkmals Y
zur k-ten Gruppe gehort, und bezeichnen p;, und p,, die entsprechenden Randwahrschein-

lichkeiten, dann ist die Hypothese H, &dquivalent zu p, =p,,-p,, fir i=1,.,r und

k=1,...,s, wobei Zr:pi’, = Zslp,,k =1 gilt.

i=1 k=1

Die Hypothese H, sagt nichts iiber die r+s vielen Werte p,, und p,, aus. Zwei dieser

Werte lassen sich aus den beiden Gleichungen z pi.=1 und z P., =1 bestimmen, so dass
i=1 k=1

r+s—2 Werte unbekannt sind. Die unbekannten Parameter p,, und p,, werden gemél

dem Maximum-Likelihood-Prinzip ermittelt:

Bei Giiltigkeit von H|; ist

r

I p =00 p, ) =111 (o pl )= Hl P klilzlp.",};" :

k=1 i=l k=1 i=1 k=1

L=

r

1

p,..und p, ergeben sich aus Z p.. =1 bzw. Z po=1zu
i=l k=1

s—1

r—1
po=1-Y> p.und p, =1-> p.,.
i=1

k=1

r-l My s-1 Mo A
Damit ist L = (I—Zl:pl.’.j .(1_ ;p"kj ,1:[1 pl” ‘,EIPZ'K und

ln(L) =n,,- ln(l - ri:pi’,j +n, ln(l - SZ_I: p,’k] + Z n,- ln( i’,)+ i N ln(p,’k).
i=1 k=1 k=1

i=l1
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Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

(3 n., ni. ni. n.., ..
8—ln(L):— Lt o TR T o fir =1, -1,
pi,u l_zpi’. pi,o pi,o pr,o
i=l1
6 .5 nok nok nos .
In(L)=-———+ b= = =0 fiir k=1,...,5-1.
apo,k 1 _ p f p-,k p-,k p-,s
k=1 '
r.e nos nio . . n-k .
Setzt man A=—= und B=—-, so folgt p,,=—= fir i=1,..,r und p, =—= fir
P D - A “ B
k=1,...s.
n., \ n,,
Esistlzzr:pi,:; ’ :ﬁundI:Zp,kzg kzﬁ,also A=B=n.
P 4 4 = B B
Insgesamt ergibt sich
n, n
Din =7' fir i=1,..,7 und p,, = “f fir k=1,...,s.
- . . R (n —n~7r)2 o .
Wie im obigen Anpassungstest (dort lautet die Testgrofe y~ = z%) wird jetzt die
k=1 n-7m,

Testgrofe y° :ZZM gewdhlt. Bei Giiltigkeit der Nullhypothese ist
i=1 k=1 n-p;

Dix = Di.* P.y s die Werte und p,, fir i=1,..,7 und p,, fir k=1,...,s wurden nach dem

Maximum-Likelihood-Prinzip bestimmt. Damit ist

2 2
. n, N, b n, N,
ros —n. . r s i,k r s i,k
2 By =N Do Poi _ZZ n ) n

L= n.-n
i=1 k=1 N-P;e Py i=1 k=1 i ek i=1 k=1 n A,
n

der Stichprobe r+s—2 Parameter p,, fur i=1..,r—1 und p,, fur k=1,...,s—1 bestimmt
wurden (die beiden Parameter p,, und p, ; liegen damit fest), besitzt diese Testgrofle asymp-

totisch eine y-Verteilung mit 7-s —(r+s—2)—1=(r—1)-(s —1) Freiheitsgraden.
Der so konstruierte Unabhéngigkeitstest lautet:

1. Schritt: Man wéhlt den Fehler 1. Art « .

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion FZ2 (x) der y’-Verteilung mit

(r—1)-(s—1) Freiheitsgraden bestimmt man denjenigen Wert z,__ mit

Flz(zl_a)zl—a.
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4. Schritt:

2
nl . n- k
ros n’sk N n
Bei n- <z_, wird H, beibehalten;

>z,_, wird H abgelehnt.



In der Reihe FINAL sind bisher erschienen:

1. Jahrgang 1991:

1.
2.

Hinrich E. G. Bonin; Softwaretechnik, Heft 1, 1991 (ersetzt durch Heft 2, 1992).

Hinrich E. G. Bonin (Herausgeber); Konturen der Verwaltungsinformatik, Heft 2, 1991
(uberarbeitet und erschienen im Wissenschaftsverlag, Bibliographisches Institut & F. A.
Brockhaus AG, Mannheim 1992, ISBN 3-411-15671-6).

2. Jahrgang 1992:

1.

2.

3.
4.

5.

Hinrich E. G. Bonin; Produktionshilfen zur Softwaretechnik --- Computer-Aided
Software Engineering --- CASE, Materialien zum Seminar 1992, Heft 1, 1992.
Hinrich E. G. Bonin; Arbeitstechniken fiir die Softwareentwicklung, Heft 2,
1992 (3. Uberarbeitete Auflage Februar 1994), PDF-Format.

Hinrich E. G. Bonin; Object-Orientedness --- a New Boxologie, Heft 3, 1992.
Hinrich E. G. Bonin; Objekt-orientierte Analyse, Entwurf und Programmierung,
Materialien zum Seminar 1992, Heft 4, 1992.

Hinrich E. G. Bonin; Kooperative Produktion von Dokumenten, Materialien
zum Seminar 1992, Heft 5, 1992.

3. Jahrgang 1993:

1.

Hinrich E. G. Bonin; Systems Engineering in Public Administration,
Proceedings IFIP TC8/ WG8.5: Governmental and Municipal Information
Systems, March 3--5, 1993, Liineburg, Heft 1, 1993 (Uberarbeitet und
erschienen bei North-Holland, IFIP Transactions A-36, ISSN 0926-5473).
Antje Binder, Ralf Linhart, Jirgen Schultz, Frank Sperschneider, Thomas
True, Bernd Willenbockel; COTEXT --- ein Prototyp fur die kooperative
Produktion von Dokumenten, 19. Marz 1993, Heft 2, 1993.

Gareth Harries; An Introduction to Artificial Intelligence, April 1993, Heft 3,
1993.

Jens Benecke, Jurgen Grothmann, Mark Hilmer, Manfred Hélzen, Heiko
Koster, Peter Mattfeld, Andre Peters, Harald Weiss; ConFusion --- Das
Produkt des AWO-Projektes 1992/93, 1. August 1993, Heft 4, 1993.
Hinrich E. G. Bonin; The Joy of Computer Science --- Skript zur Vorlesung
EDV ---, September 1993, Heft 5, 1993 (4. ergénzte Auflage Méarz 1995).
Hans-Joachim Blanke; UNIX to UNIX Copy --- Interactive application for
installation and configuration of UUCP ---, Oktober 1993, Heft 6, 1993.

4. Jahrgang 1994:

1.

2.

3.

Andre Peters, Harald Weiss; COMO 1.0 --- Programmierumgebung fir die

Sprache COBOL --- Benutzerhandbuch, Februar 1994, Heft 1, 1994.

Manfred Hoélzen; UNIX-Mail --- Schnelleinstieg und Handbuch ---, Méarz 1994,

Heft 2, 1994.

Norbert Krger, Roland Seen; EBrain --- Documentation of the 1994 AWO-Project
Prototype ---, June 11, 1994, Heft 3, 1994.

Dirk Mayer, Rainer Saalfeld; ADLATUS --- Documentation of the 1994 AWO-Project
Prototype -- -, July 26, 1994, Heft 4, 1994.

Ulrich Hoffmann; Datenverarbeitungssystem 1, September 1994, Heft 5, 1994.

(2. Uberarbeitete Auflage Dezember 1994).

Karl Goede; EDV-gestitzte Kommunikation und Hochschulorganisation, Oktober 1994,
Heft 6 (Teil 1), 1994.

Ulrich Hoffmann; Zur Situation der Informatik, Oktober 1994, Heft 6 (Teil 2), 1994.



5. Jahrgang 1995:

8.

9.

Horst Meyer-Wachsmuth; Systemprogrammierung 1, Januar 1995, Heft 1, 1995.

Ulrich Hoffmann; Datenverarbeitungssystem 2, Februar 1995, Heft 2, 1995.

Michael Guder / Kersten Kalischefski / Jorg Meier / Ralf Stover / Cheikh Zeine;

OFFICE-LINK --- Das Produkt des AWO-Projektes 1994/95, Marz 1995, Heft 3, 1995.

Dieter Riebesehl; Lineare Optimierung und Operations Research, Marz 1995, Heft 4, 1995.
Jurgen Mattern / Mark Hilmer; Sicherheitsrahmen einer UTM-Anwendung, April 1995, Heft 5,
1995.

Hinrich E. G. Bonin; Publizieren im World-Wide Web --- HyperText Markup Language und die
Kunst der Programmierung ---, Mai 1995, Heft 6, 1995.

Dieter Riebesehl; Einfiihrung in Grundlagen der theoretischen Informatik, Juli 1995, Heft 7,
1995.

Jirgen Jacobs; Anwendungsprogrammierung mit Embedded-SQL, August 1995, Heft 8,
1995.

Ulrich Hoffmann; Systemnahe Programmierung, September 1995, Heft 9, 1995 (ersetzt durch
Heft 1, 1999).

10. Klaus Lindner; Neuere statistische Ergebnisse, Dezember 1995, Heft 10, 1995.

6. Jahrgang 1996:

1.

2.
3.

4.

5.

Jirgen Jacobs / Dieter Riebesehl; Computergestiitztes Repetitorium der
Elementarmathematik, Februar 1996, Heft 1, 1996.

Hinrich E. G. Bonin; "Schlanker Staat" & Informatik, Marz 1996, Heft 2, 1996.

Jirgen Jacobs; Datenmodellierung mit dem Entity-Relationship-Ansatz,

Mai 1996, Heft 3, 1996.

Ulrich Hoffmann; Systemnahe Programmierung, (2. Gberarbeitete Auflage von

Heft 9, 1995), September 1996, Heft 4, 1996 (ersetzt durch Heft 1, 1999).

Dieter Riebesehl; Prolog und relationale Datenbanken als Grundlagen zur
Implementierung einer NF2-Datenbank (Sommer 1995), November 1996, Heft 5, 1996.

7. Jahrgang 1997:

1.

Jan Binge, Hinrich E. G. Bonin, Volker Neumann, Ingo Stadtsholte, Jirgen Utz; Intranet-
/Internet- Technologie fiir die Offentliche Verwaltung --- Das AWO-Projekt im WS96/97 ---
(Anwendungen in der Offentlichen Verwaltung), Februar 1997, Heft 1, 1997.

Hinrich E. G. Bonin; Auswirkungen des Java-Konzeptes fur Verwaltungen, FTVI'97, Oktober
1997, Heft 2, 1997.

8. Jahrgang 1998:

1.

2.

Hinrich E. G. Bonin; Der Java-Coach, Heft 1, Oktober 1998, (CD-ROM, PDF-Format; aktuelle
Fassung).

Hinrich E. G. Bonin (Hrsg.); Anwendungsentwicklung WS 1997/98 --- Programmierbeispiele
in COBOL & Java mit Oracle, Dokumentation in HTML und tcl/tk, September 1998, Heft 2,
1998 (CD-ROM).

Hinrich E. G. Bonin (Hrsg); Anwendungsentwicklung SS 1998 --- Innovator, SNiFF+, Java,
Tools, Oktober 1998, Heft 3, 1998 (CD-ROM).

Hinrich E. G. Bonin (Hrsg); Anwendungsentwicklung WS 1998 --- Innovator, SNiFF+, Java,
Mail und andere Tools, November 1998, Heft 4, 1998 (CD-ROM).

Hinrich E. G. Bonin; Persistente Objekte --- Der Elchtest fur ein Java-Programm, Dezember
1998, Heft 5, 1998 (CD-ROM).

9. Jahrgang 1999:

1.

Ulrich Hoffmann; Systemnahe Programmierung (3. Uberarbeitete Auflage von Heft 9, 1995),
Juli 1999, Heft 1, 1999 (CD-ROM und Papierform), Postscript-Format, zip-Postscript-Format,
PDF-Format und zip-PDF-Format.


http://as.fhnon.de/webFINAL/inhalt0199.ps.zip

10. Jahrgang 2000:

1.

2.

Hinrich E. G. Bonin; Citizen Relationship Management, September 2000, Heft 1, 2000 (CD-
ROM und Papierform), PDF-Format.

Hinrich E. G. Bonin; WI>DATA --- Eine Einfuhrung in die Wirtschaftsinformatik auf der Basis
der Web_Technologie, September 2000, Heft 2, 2000 (CD-ROM und Papierform), PDF-
Format.

Ulrich Hoffmann; Angewandte Komplexitatstheorie, November 2000, Heft 3, 2000 (CD-ROM
und Papierform), PDF-Format.

Hinrich E. G. Bonin; Der kleine XMLer, Dezember 2000, Heft 4, 2000 (CD-ROM und
Papierform), PDF-Format, aktuelle Fassung.

11. Jahrgang 2001:

1.

2.

Hinrich E. G. Bonin (Hrsg.): 4. SAP-Anwenderforum der FHNON, Méarz 2001, (CD-ROM und
Papierform), Downloads & Videos.

J. Jacobs / G. Weinrich; Bonitatsklassifikation kleiner Unternehmen mit multivariater linear
Diskriminanzanalyse und Neuronalen Netzen; Mai 2001, Heft 2, 2001, (CD-ROM und
Papierform), PDF-Format und MS Word DOC-Format

K. Lindner; Simultanttestprozedur fir globale Nullhypothesen bei beliebiger
Abhangigkeitsstruktur der Einzeltests, September 2001, Heft 3, 2001 (CD-ROM und
Papierform).

12. Jahrgang 2002:

1.

2.

3.

4,

5.

Hinrich E. G. Bonin: Aspect-Oriented Software Development. Marz 2002, Heft 1, 2002 (CD-
ROM und Papierform), PDF-Format.

Hinrich E. G. Bonin: WAP & WML --- Das Projekt Jagdzeit ---. April 2002, Heft 2, 2002 (CD-
ROM und Papierform), PDF-Format.

Ulrich Hoffmann: Ausgewahlte Kapitel der Theoretischen Informatik (CD-ROM und
Papierform), PDF-Format.

Jurgen Jacobs / Dieter Riebesehl; Computergestiitztes Repetitorium der
Elementarmathematik, September 2002, Heft 4, 2002 (CD-ROM und Papierform), PDF-
Format.

Verschiedene Referenten; 3. Praxisforum "Systemintegration”, 18.10.2002, Oktober 2002,
Heft 5, 2002 (CD-ROM und Papierform), Praxisforum.html (Web-Site).

13. Jahrgang 2003:

1.

2.
3.

4.

Ulrich Hoffmann; Ausgewahlte Kapitel der Theoretischen Informatik; Heft 1, 2003, (CD-ROM
und Papierform) PDF-Format.

Dieter Riebesehl; Mathematik 1, Heft 2, 2003, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.
Ulrich Hoffmann; Mathematik 1, Heft 3, 2003, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format und
Ubungen.

Verschiedene Autoren; Zukunft von Verwaltung und Informatik, Festschrift fiir Heinrich
Reinermann, Heft 4, 2003, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

14. Jahrgang 2004:

1.

Jirgen Jacobs; Multilayer Neural Networks; Heft 1, 2004, (CD-ROM und Papierform) PDF-
Format.

15. Jahrgang 2005:

1.

2.

3.

Ulrich Hoffmann; Mathematik fir Wirtschaftsinformatiker; Heft 1, 2005, (CD-ROM und
Papierform) PDF-Format.

Ulrich Hoffmann; Ubungen & Lésungen zur Mathematik fur Wirtschaftsinformatiker; Heft 1,
2005, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

Ulrich Hoffmann; Datenstrukturen & Algorithmen; Heft 2, 2005, (CD-ROM und Papierform)
PDF-Format.



16. Jahrgang 2006:
1. Hinrich E. G. Bonin; Systemanalyse fur Softwaresysteme; Heft 1, August 2006, (CD-ROM
und Papierform) PDF-Format.
2. Hinrich E. G. Bonin; Faszination Programmierung; Heft 2, August 2006, (CD-ROM und
Papierform) PDF-Format.
3. Dieter Riebesehl; Strukturanalogien in Datenmodellen, Heft 3, Dezember 2006, (CD-ROM
und Papierform) PDF-Format.

17. Jahrgang 2007:

1. Ulrich Hoffmann; Ausgewahlte Kapitel der Theoretischen Informatik; Heft 1, August 2007,
(CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

2. Ulrich Hoffmann; Mathematik fur Wirtschaftsinformatiker und Informatiker; Heft 2, August
2007, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

3. Hinrich E. G. Bonin; Der Java-Coach, Heft 3, September 2007, (CD-ROM und Papierform)
PDF-Format.

4. Jurgen Jacobs; Dichteprognose autoregressiver Zeitreihen, Heft 4, September 2007, (CD-
ROM und Papierform) PDF-Format.

18. Jahrgang 2008:
1. Verschiedene Autoren; Festschrift fir Prof. Dr. Meyer-Wachsmuth; Heft 1, Juli 2008, (CD-
ROM und Papierform) PDF-Format.
2. Ulrich Hoffmann; Ausgewahlte Kapitel der Theoretischen Informatik; Heft 2, Dezember 2008,
(CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

19. Jahrgang 2009:
1. Verschiedene Autoren; Festschrift fur Prof. Dr. Goede; Heft 1, August 2009, (CD-ROM und
Papierform) PDF-Format.

20. Jahrgang 2010:

1. Hinrich E. G. Bonin; Konstrukte, Konstruktionen, Konstruktionsempfehlungen —
Programmieren in LISP; Heft 1, Marz 2010, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

2. Verschiedene Autoren; Festschrift fur Prof. Dr. Bonin; Heft 2, April 2010, (CD-ROM und
Papierform) PDF-Format.

3. Verschiedene Autoren; Frilhwarnindikatoren und Risikomanagement,
1. Forschungssymposiuman der Leuphana Universitat Liineburg, Oktober 2009; Heft 3, April
2010, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

21. Jahrgang 2011:
1. Verschiedene Autoren; Frihwarnindikatoren und Risikomanagement,
2. Forschungssymposium an der Leuphana Universitat Lineburg, November 2010; Heft 1,
Februar 2011, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

22. Jahrgang 2012:
1. Andreas Mastel, Jirgen Jacobs; Mining User-Generated Financial Content to Predict Stock
Price Movements, Heft 1, Dezember 2012, (CD-ROM und Papierform) PDF-Format.

23. Jahrgang 2013:
1. Ulrich Hoffmann; Mathematik fur Wirtschaftsinformatik, Heft 1, Oktober 2013, (Papierform)
PDF-Format.



Herausgeber der Schriftenreihe FINAL:

Prof. Dr. Ulrich Hoffmann

Leuphana Universitat Luneburg, Scharnhorststraf3e 1, D-21335 Liuneburg, Germany
email: ulrich.hoffmann@uni.leuphana.de

Verlag:
Eigenverlag (Fotographische Vervielfaltigung), Leuphana Universitat Luneburg
(vormals Fachhochschule Nordostniedersachsen)

Erscheinungsweise:

ca. 4 Hefte pro Jahr.

FUr unverlangt eingesendete Manuskripte wird nicht gehaftet. Sie sind aber
willkommen.

Digitales FINAL-Archiv:
http://www.leuphana.de/institute/iwi/final.html

Copyright:

All rights, including translation into other languages reserved by the authors. No part
of this report may be reproduced or used in any form or by any means --- graphic,
electronic, or mechanical, including photocopying, recording, taping, or information
and retrieval systems --- without written permission from the authors, except for
noncommercial, educational use, including classroom teaching purposes.

Copyright: Hoffmann Apr-1995,..., Oktober 2013, all rights reserved


mailto:ulrich.hoffmann@uni.leuphana.de
http://www.leuphana.de/institute/iwi/final.html

	deckblatt 102013-1
	FINAL-10-2013-1
	Impressum10-2013-1

