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Vorwort 
 
Das vorliegende Skript dient als Unterlage für Veranstaltungen zur Mathematik für 
Wirtschaftsinformatiker und Informatiker in den ersten Studiensemestern an der Leuphana 
Universität Lüneburg. Es werden Schulkenntnisse der Mathematik und der Wille, sich mit 
mehr oder weniger abstrakten Sachverhalten auseinandersetzen zu wollen, vorausgesetzt.  
 
Die Themenauswahl erfolgte mit Blick auf die Anwendungen in der Informatik und der 
Wirtschaftsinformatik. Schwerpunkte dieser Anwendungen sind die in späteren Semestern 
behandelten Analyseverfahren in der Theorie der Datenstrukturen und Algorithmen, der 
Theoretischen Informatik, insbesondere der Angewandten Komplexitätstheorie und der 
Kryptologie. Dem für die Vorgehensweise und Argumentationstechnik in der Informatik 
besonders wichtigen Prinzip der vollständigen Induktion wird ein eigenes Kapitel gewidmet 
und in späteren Kapiteln an mehreren auch nichttrivialen Beispielen dargestellt. Darüber 
hinaus werden Grundlagen vermittelt, die dem Verständnis wirtschaftswissenschaftlicher 
Zusammenhänge dienen. So wurden Themen aus verschiedenen Gebieten der Mathematik 
ausgewählt, deren Inhalte im späteren Studium von Belang sind: aus der elementaren 
Zahlentheorie, der Kombinatorik, der Analysis, der Linearen Algebra und der 
Wahrscheinlichkeitstheorie und der Statistik. Übungsaufgaben mit Lösungen zu den einzelnen 
Kapiteln ergänzen das Skript in einem gesonderten Text. 
 
Die Durcharbeitung des Skripts ersetzt nicht den Besuch der Veranstaltungen zur 
Mathematik, da dort zusätzlich wichtige Zusammenhänge, Beispiele und mathematische 
Beweise, die dem Verständnis der mathematischen Sätze dienen, erläutert und ergänzende 
Sachverhalte behandelt werden. Das Skript verzichtet gelegentlich auf die Darstellung der 
mathematischen Beweise, wenn sie über den Rahmen des Textes hinausgehen. Ansonsten 
werden die in den Sätzen dargestellten Sachverhalte auch formal begründet. 
 
Der Leser wird schnell feststellen, dass sich der Schwierigkeitsgrad bei der Erarbeitung der 
einzelnen Themen im Verlauf des Textes erhöht. Dieses vielen mathematischen Texten 
inhärente Problem sollte nicht davor abschrecken, sich weiter und tiefergehend mit 
mathematischen Sachverhalten zu beschäftigen. Vielmehr sollte es Anreiz sein, sich mit 
Geduld und Durchhaltewillen auch schwierige Inhalte anzueignen. Der intellektuelle Gewinn 
sollte dabei nicht unterschätzt werden. 
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1 Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte 

 
In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Regeln aus ver-
schiedenen Gebieten der Mathematik zusammengestellt. Dabei wird eine gewisse Vertrautheit 
mit der Symbolik der Mathematik vorausgesetzt. Exemplarisch für die axiomatische Einfüh-
rung einer mathematischen Grundstruktur wird der systematische Aufbau des Zahlensystems 
von den natürlichen bis zu den komplexen Zahlen beschrieben. 
 
Die Mathematik begründet ihre Theorien formal jeweils durch ein System von Axiomen, d.h. 
Grundaussagen, die in einem Teil der mathematischen Welt als Basisbausteine dienen, um aus 
ihnen Aussagen und Erkenntnisse über diesen Teil der mathematischen Welt abzuleiten. Der 
Ableitungsvorgang wird durch definierte logische Schlussregeln gesteuert. So wurde ver-
sucht, den Aufbau der gesamten Mathematik, insbesondere den Aufbau des Zahlensystems 
und der Mengenlehre, streng axiomatisch zu begründen. Die Entwicklung entsprechender 
Axiomensysteme bzw. die Erkenntnis über Grenzen der Möglichkeiten dieses Ansatzes kön-
nen als überragende Ergebnisse der mathematischen Forschung des 19. und 20. Jahrhunderts 
angesehen werden. Leider sprengt eine formale Behandlung dieser Themen den Rahmen einer 
universitären Anfängerveranstaltung, so dass im folgenden ausgewählte Themen aus einzel-
nen Teilgebieten der Mathematik, die für die spätere Informatikausbildung von Bedeutung 
sind, eher anschaulich und intuitiv beschrieben werden. Natürlich werden auch hierbei Präzi-
sion in den Begriffen und formale Korrektheit in der Argumentation versucht. 
 
  

1.1 Mengen 

 
Die Definition des Begriffs Menge gehört zu den grundlegenden Bausteinen der Mathematik. 
Die formale Behandlung ist den Grundlagen der Mathematik vorbehalten. Georg Cantor 
(1845 – 1918), der Begründer der Mengenlehre, hat den Begriff der Menge anschaulich fol-
gendermaßen definiert: 

 
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren 
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. 

 
Eine Menge A kann durch die Aufzählung der in ihr enthaltenen Elemente beschrieben 

werden, z.B.  , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , zyxwvutrrqponmlkjihgfedcbaA   als die 

Menge der Buchstaben unseres Alphabets in Kleinschreibung ohne Umlaute. Falls die einzel-
nen Elemente der Aufzählung allgemein geläufig sind, beschränkt man sich häufig auf die 

Angabe der ersten und letzten Elemente wie in  zyxcbaA  , , , ... , , ,   bzw. auf die Angabe 
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der ersten Elemente, z.B.   ... ,8 ,6 ,4 A  als die Menge aller geraden Zahlen, die größer oder 

gleich 4 sind. 
 
Zu beachten ist, dass es bei der Aufzählung auf die Reihenfolge der Elemente einer Menge 
nicht ankommt und dass gleiche Elemente in der Aufzählung nur einmal angegeben werden. 
 
Sehr häufig wird eine Menge durch charakteristische Eigenschaften beschrieben, die je-

dem ihrer Elemente zukommen, und zwar in der Form   ...ten Eigenschaf diehat     xxM  ,  

z.B.  032 Gleichungder  Lösungist     2  xxzzL  oder in aufzählender Schreibweise 

 1  ,3 L . 

 
 

Liegt ein Element a in der Menge A (ist a in der Menge A enthalten), so wird Aa  geschrie-

ben; liegt a nicht in A, so wird Aa  geschrieben. 

 
 

Die leere Menge, bezeichnet mit  ,  ist diejenige Menge, die kein Element enthält. 

 
 
Besitzen alle Elemente einer Menge A auch die Eigenschaften, durch die die Elemente einer 

Menge B gekennzeichnet sind, so ist A Teilmenge von B, geschrieben BA  . Enthält B min-

destens ein Element, das nicht in A vorkommt, so ist A echte Teilmenge von B, geschrieben 
BA . 

 
Werden also die Elemente von B durch die Eigenschaften E1, E2, ..., En charakterisiert, d.h. 

 nEExxB  ..., ,ten Eigenschaf diehat     1 , und werden die Elemente von A durch die Eigen-

schaften 1E , ..., mE  charakterisiert, d.h.  mEExxA   ..., ,ten Eigenschaf diehat     1 , wobei al-

le Eigenschaften E1, E2, ..., En  unter den Eigenschaften 1E , ..., mE  vorkommen oder sich aus 

den Eigenschaften 1E , ..., mE  durch logische Schlüsse ableiten lassen, so ist BA  . Die 

Elemente einer Teilmenge A einer Menge B werden also in der Regel durch mehr Eigenschaf-
ten charakterisiert als die Elemente der Obermenge B. 
 

Für jede Menge A gelten die beiden Teilmengenbeziehungen A  und AA  . 

 
 

Zwei Mengen A und B sind gleich, geschrieben BA  , wenn für jedes Element Aa  auch 

Ba  und für jedes Bb  auch Ab  gilt, wenn also sowohl BA   als auch AB   gelten. 
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Die Vereinigung der Mengen A und B, geschrieben BA , besteht aus den Elementen, die in 

A oder in B (oder in beiden Mengen) liegen:   oder     BxAxxBA  . 

 
 
Der Schnitt der Mengen A und B, geschrieben BA , besteht aus den Elementen, die sowohl 

in A als auch in B liegen:    und    BxAxxBA  . 

 
 
Die Differenz der Mengen B und A, geschrieben B \ A besteht aus den Elementen, die in B, 

aber nicht in A liegen: B \ A    und    AxBxx  . 

 
 

Ist BA  , so ist das Komplement der Menge A bezüglich der Menge B, geschrieben BA , 

definiert durch  AxBxxA B   und    . 

 

Offensichtlich ist (für BA  )  BA  =  B \ A. 

 
 
Für eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die Mächtigkeit) von A. 
 
 

Mit )(AP  wird die Potenzmenge der Menge A bezeichnet, die aus allen Teilmengen der 

Menge A besteht, d.h.    ALLA   |  P . 

  

Beispielsweise lautet für   3 2, 1, A  die Potenzmenge 

                3 2, ,1  , 3 ,2  , 3 ,1  , 2 ,1  , 3  , 2  , 1  , )( AP . 

 
 

Für Mengen 1A , 2A , ..., nA  wird das kartesische Produkt definiert als 

    , ... , ,  |  , ... , ,  ... 22112121 nnnn AaAaAaaaaAAA  . 

 

Ein Element   nn AAAaaa   ...  , ... , , 2121  wird als n-Tupel bezeichnet. Bei einem 2-Tupel 

spricht man auch von einem Paar. 
 
 

Eine n-stellige Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von   
mal-

 ... 
n

MMM  . Bei 

einer zweistelligen Relation MMR   schreibt man anstelle von   Rba  ,  häufig aRb . 
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Die grundlegenden Rechenregeln für Operationen mit Mengen werden in folgendem Satz zu-
sammengefasst: 
 

Satz 1.1-1: 
 

Es seien im folgenden A, B und C Mengen. Dann gilt: 

 
 (i) AA  , A . 

 

 (ii) ABA  , BBA  , BAA  , BAB  . 

 
 (iii) ABBA  , ABBA   (Kommutativgesetze). 
 

(iv)     CBACBA  ,      CBACBA   (Assoziativgesetze);  

diese Regeln rechtfertigen die Schreibweisen 

    CBACBACBA   und 

    CBACBACBA  . 

 

 (v) BA (A \ B)   BA (B \ A), die rechte Seite ist eine disjunkte Zerlegung 

von BA . Dabei heißt eine Zerlegung 21 MMM   der Menge M disjunkt, 

wenn  21 MM  ist. 

 

 (vi)      CABACBA  , 

     CABACBA   (Distributivgesetze) 

 

(vii)    ABAA  ,   ABAA  . 

 

(viii) Ist CA , so ist   AA
C

C  . 

 

(ix) Sind CA   und CB  , so gelten 

  CCC
BABA  ,   CCC

BABA   (Regeln von de Morgan). 

 

(x) Sind CA   und CB  , so folgt aus BA   die Beziehung CC AB   und 

 umgekehrt. 

 

Bemerkung: Die Voraussetzungen CA  bzw. CB   in den Aussagen (viii) – (x) wurden 

nur gemacht, weil das Komplement einer Menge A relativ zu einer die Menge A 
umfassenden Menge C definiert wurde.     
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Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Definitionen; ihr Nachweis wird dem Leser als 
Übung überlassen.  
 
 

1.2 Aussagen und deren logische Verknüpfung 

 
Logische Aussagen in der Mathematik werden wie Mengen streng axiomatisch definiert. Auf 
diesen Ansatz soll hier ebenfalls zugunsten eines intuitiven Ansatzes verzichtet werden.  
 
Unter einer mathematisch logischen Aussage versteht man einen Satz (in einem logischen 

System), der entweder WAHR oder FALSCH ist (den Wahrheitswert WAHR oder FALSCH besitzt, 

umgangssprachlich: wahr oder falsch ist). Beispielsweise ist 
 

 „13 ist eine Primzahl“ eine Aussage mit Wahrheitswert WAHR („eine wahre Aussage“) 

 

 „ 2  ist eine rationale Zahl“ eine Aussage mit Wahrheitswert FALSCH („eine falsche 

Aussage“) 
 

 „Jede gerade natürliche Zahl, die größer als 2 ist, lässt sich als Summe zweier Primzah-
len darstellen“ eine Aussage, deren Wahrheitswert noch nicht bekannt ist, die aber ei-

nen der beiden Wahrheitswerte WAHR oder FALSCH besitzt.  

 

Der Satz „Dieser Satz hat den Wahrheitswert FALSCH“ ist keine mathematische Aussage, da 

er weder den Wahrheitswert WAHR noch FALSCH haben kann. Derartige Sätze, die eine selbst-

bezogene semantische Aussage versuchen, heißen Paradoxien. 
 
 
Sind P und Q Aussagen, so kann man sie mit Hilfe der logischen Junktoren   („und“),   

(„oder“) bzw.   („nicht“) zu neuen Aussagen  QP  ,  QP  bzw.  P  zusammensetzen. 

Dabei kann man häufig auf die Klammern verzichten, wenn man annimmt, dass der Junktor 
  stärker als der Junktor   und dieser stärker als der Junktor   bindet. Die Wahrheitswerte 
der zusammengesetzten Aussagen ergeben sich aus den Wahrheitswerten der Teile gemäß 
folgender Wahrheitstafeln: 
 

Wahrheitswerte von 

P Q  QP    QP  

FALSCH FALSCH FALSCH FALSCH
FALSCH WAHR FALSCH WAHR
WAHR FALSCH FALSCH WAHR
WAHR WAHR WAHR WAHR

Bezeichnung Konjunktion Disjunktion 
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Wahrheitswerte von 

P  P  

FALSCH WAHR 
WAHR FALSCH 

Bezeichnung Negation 

 

Neben diesen drei Junktoren werden in logischen Aussagen häufig noch die Junktoren   

(„impliziert“, „hat zur Folge“, „aus ... folgt ...“),   („... ist gleichbedeutend mit ...“, „... gilt 

genau dann wenn ... gilt“) und   („exklusives oder“, in der englischsprachigen Fachliteratur 

auch XOR) verwendet, die durch folgende Wahrheitstafeln definiert sind: 
 

Wahrheitswerte von 

P Q  QP    QP    QP  

FALSCH FALSCH WAHR WAHR FALSCH 
FALSCH WAHR WAHR FALSCH WAHR 
WAHR FALSCH FALSCH FALSCH WAHR 
WAHR WAHR WAHR WAHR FALSCH 

Bezeichnung Implikation Äquivalenz Antivalenz 

 
Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus durch Junktoren ver-
bundenen Teilaussagen besteht, werden alle Kombinationen von Wahrheitswerten in die 
Grundaussagen, d.h. in die Teilaussagen, die keine Junktoren erhalten, eingesetzt und durch 
Anwendung obiger Wahrheitstafeln die sich ergebenden Wahrheitswerte unter Beachtung der 
Klammersetzung bzw. Bindung der Junktoren ermittelt. 
 
Beispiele: 
 

P Q  QP   (  P    Q) 

FALSCH FALSCH WAHR FALSCH W F F 

FALSCH WAHR WAHR WAHR W W W 

WAHR FALSCH FALSCH WAHR F F F 

WAHR WAHR WAHR FALSCH F F W 

 

P Q  QP   (  P    Q) 

FALSCH FALSCH WAHR WAHR W W F 

FALSCH WAHR WAHR WAHR W W W 

WAHR FALSCH FALSCH WAHR F F F 

WAHR WAHR WAHR WAHR F W W 
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Eine zusammengesetzte Aussage, deren Wahrheitswert bei allen möglichen Belegungen mit 

Wahrheitswerten der Teilaussagen, die keine Junktoren enthalten, stets WAHR ist, heißt Tauto-

logie.    
 

Beispielweise sind die Aussagen   PP   und     QPQP   Tautologien, nicht 

aber     QPQP  . 

 
 

Das Beispiel     QPQP   zeigt, dass man den Junktor   durch die Junktoren   

und   ausdrücken kann, indem man in einer Aussage jedes Auftreten einer Teilaussage der 

Form  QP   durch die Teilaussage   QP   ersetzt. Der Junktor   ist im Grunde also 

überflüssig, nur vereinfacht er die Struktur der Aussagen und erhöht damit ihre Lesbarkeit. 

Der folgende Satz zeigt, dass sich auch die anderen Junktoren    und    ,  mit Hilfe der 

Junktoren   und  ausdrücken lassen, da sich jeweils links und rechts des Junktors   die 

gleichen Wahrheitswerte ergeben. Teil (v) zeigt, dass man auch   und  nehmen kann, um 

alle Junktoren    und    ,  ,  auszudrücken. 
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Satz 1.2-1: 
 

Es seien P und Q Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien. 

 

 (i)        QPQP  ,  

in vereinfachter Schreibweise:    QPQP  . 

 

 (ii)     QPQP  , 

in vereinfachter Schreibweise:    QPQP  . 

 

 (iii)       PQQPQP  , 

 

        PQQPQP  , 

in vereinfachter Schreibweise:       PQQPQP  , 

 

           PQQPQP  , 

in vereinfachter Schreibweise:         PQQPQP  . 

 
 

(iv)         QPQPQP  , 

in vereinfachter Schreibweise:       QPQPQP  , 

 

          PQQPQP  , 

in vereinfachter Schreibweise:       PQQPQP  . 

 

 (v)        QPQP  ,  

  in vereinfachter Schreibweise:    QPQP  . 

 

(vi)    QQPP   (Modus ponens).  

 
 Der Nachweis dieser Aussagen erfolgt durch Auswertung der entsprechenden Wahrheitsta-
feln.  
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Bemerkung: Man kommt sogar mit nur einem Junktor aus, um alle anderen Junktoren auszu-

drücken. Dazu wird der Junktor  durch folgende Wahrheitstafel definiert:  

 

Wahrheitswerte von 

P Q  QP   

FALSCH FALSCH WAHR
FALSCH WAHR WAHR
WAHR FALSCH WAHR
WAHR WAHR FALSCH

Bezeichnung Sheffer-Operation 

 

Es gilt     QPQP  , und damit ist  P  gleichwertig mit (lässt sich 

ausdrücken durch)  PP  , und es ist  QP   gleichwertig mit 

    QPQP  . 

 
 
Der folgende Satz zeigt strukturelle Äquivalenzen zwischen Sätzen der elementaren Mengen-

lehre (Satz 1.1-1) und der Aussagenlogik.  

 

Satz 1.2-2: 
 
 
 
Es seien P, Q und R Aussagen. Die Aussage W 

habe den Wahrheitswert WAHR, die Aussage F 

habe den Wahrheitswert FALSCH. 

 
Dann sind die folgenden Aussagen Tautologien.
 

Satz 1.1-1: 
 
Es seien im folgenden A, B und C Mengen. 
 
 
 
Dann gilt: 

(i)   PFP  , FFP  . 

 

(i) AA  , A . 

 

(ii)   PQP  ,   QQP  , 

 QPP  ,  QPQ  . 

 

(ii) ABA  , BBA  , 

 BAA  , BAB  . 

(iii)    PQQP  ,    PQQP   

(Kommutativgesetze). 
 

(iii) ABBA  , ABBA   
(Kommutativgesetze). 

../.. 
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(iv)      RQPRQP  ,  

     RQPRQP   (Assozia-

tivgesetze); 
diese Regeln rechtfertigen die Schreib-

weisen  RQP   anstelle von 

  RQP   und  RQP   anstelle 

von   RQP  . 

 

 

(iv)     CBACBA  ,  

    CBACBA   (Assozia-

tivgesetze).  

(v)          PQQPQPQP  .

  

(v) BA (A \ B)   BA (B \ A). 

(vi)        RPQPRQP  , 

       RPQPRQP   (Di-

stributivgesetze) 
 

(vi)      CABACBA  , 

     CABACBA   (Di-

stributivgesetze) 

(vii)     PQPP  ,    PQPP  .

 

(vii)    ABAA  ,   ABAA  . 

(viii)        PP  . 

 
(viii) Ist CA , so ist   AA

C
C  . 

(ix)     QPQP  , 

    QPQP   (Regeln von 

de Morgan) 

(ix) Sind CA   und CB  , so gelten 

  CCC
BABA  , 

  CCC
BABA   (Regeln von de 

Morgan) 
 

(x)    PQQP   (x) Sind CA   und CB  , so folgt aus 

BA   die Beziehung CC AB   und 

umgekehrt. 

 
 
Allgemein gilt, dass ein Satz der elementaren Mengenlehre, der nur die Relationenzeichen = 

und   und die Operatoren t)(Komplemen   bzw.  , C  verwendet, eine korrespondierende  

logische Aussage besitzt und umgekehrt, indem man Ersetzungen gemäß folgender Tabelle 
vornimmt.  
 
Elementare Mengenlehre =      C   
Aussagenlogik          
 
 



1.3   Beweistechniken 17

 

Die Erweiterung der Aussagenlogik führt auf die Prädikatenlogik (erster Stufe), in der logi-
sche Sätze formuliert werden, die die Quantoren   („für alle ...“) und   („es gibt ...“) ent-
halten können, wobei über „freie Variablen“ in Formeln quantifiziert wird. 
 
Beispiel: 

           xpppxxx  teilt Primzahlist   1  N . 

 
Auf eine weiterführende Einführung in die mathematische Logik soll hier jedoch verzichtet 
werden. 
 
 

1.3 Beweistechniken 

 
Um den Wahrheitswert einer komplexen Aussage zu ermitteln, die aus Teilaussagen besteht, 
die durch Junktoren verbundenen sind, wird ein mathematischer Beweis angeführt. Dieser 
besteht aus einer Aneinanderreihung logischer Schlüsse, die genau spezifizierten Schlussre-
geln folgen und jederzeit eindeutig nachvollziehbar sind (zumindest sein sollten). Die Grund-
lage aller Beweise in einem theoretischen System ist eine Menge von Axiomen, die als wahr 
angenommen werden und eine „vernünftige“ Basierung der zugrundeliegenden Theorie bil-
den. Außerdem gibt es eine endliche Menge von Schlussregeln, die es erlauben, aus Aussa-
gen, die bereits als wahr erkannt wurden (dazu gehören die Axiome, deren Wahrheitswert als 

WAHR angenommen wird), neue wahre Aussagen herzuleiten. 
 
Formal ist ein Beweis eines mathematischen Satzes P eine Aneinanderreihung 
 

nppp  ..., , , 21  

 
von Aussagen, wobei am Anfang Axiome oder bereits bewiesene mathematische Sätze, d.h. 

Sätze mit dem Wahrheitswert WAHR, stehen, und np  gleich P ist. Den Übergang von einer Zei-

le ip  zur Zeile 1ip  erhält man beispielsweise, indem man eine Tautologie, etwa aus Satz 1.2-

2, anwendet: Ist ip  die linke Seite einer Tautologie der Form RQ  , d.h. ip  hat dieselbe 

Struktur wie Q, dann ist 1ip  gleich R. Eine weitere Möglichkeit der Beweisführung besteht in 

der Anwendung der als Modus ponens bekannten Tautologie    QQPP   (Satz 1.2-1 

(vi)). Ist jp  mit ij   eine Zeile, die mit der Aussage P gleichzusetzen ist und hat ip  die 

Form  QP  , dann ist 1ip  gleich Q. Wenn man also die Aussage P in Zeile jp  bereits als 

Aussage mit dem Wahrheitswert WAHR erkannt hat und in Zeile ip  feststellt, dass die Gültig-

keit der Aussage P die Gültigkeit der Aussage Q impliziert, dann ist Q eine Aussage mit dem 

Wahrheitswert WAHR. 
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Ohne an dieser Stelle genauer auf den formalen Vorgang des Beweisens in der Mathematik 
einzugehen, werden einige mögliche Vorgehensweisen bei Beweisführung von Aussagen be-
schrieben. 
 
 
A. Direkter Beweis: 
 
Die oben beschriebene Vorgehensweise ist ein Beispiel für einen direkten Beweis. 
 

Häufig treten mathematische Aussagen der Form  QP   auf. Für einen Beweis dieser Aus-

sage kann man folgendermaßen vorgehen: 
 

Man nimmt an, dass P den Wahrheitswert WAHR besitzt (dass P wahr ist). Durch eine „geeig-
nete“ Argumentation (Anwendung logischer Schlüsse) zeigt man, dass dann auch Q den 

Wahrheitswert WAHR hat (dass Q wahr ist).  
 
Beispiel: 
 
Es ist folgende Aussage zu beweisen: 

Ist p eine Primzahl1, die größer oder gleich 5 ist, so ist 12 p  durch 24 teilbar. 

Die Aussage besitzt die Form  QP   mit 

P: p ist eine Primzahl, die größer oder gleich 5 ist 
und 

Q: 12 p  ist durch 24 teilbar. 

 
Für den Beweis kann folgendermaßen argumentiert werden: 

Es sei p eine Primzahl mit 5p  (Aussage P wird als WAHR angenommen). Die Zahlen 1p , 

p und 1p  sind drei aufeinanderfolgende Zahlen. Genau eine von ihnen ist durch 3 teilbar. 

Da p Primzahl ist, also nur durch ±1 oder ±p teilbar ist und 5p  vorausgesetzt wird, kommt 

nur eine der Zahlen 1p  oder 1p  in Frage. Da p Primzahl und 5p  ist, sind sowohl 

1p  als auch 1p  gerade Zahlen, also durch 2 teilbar. Eine von zwei aufeinanderfolgenden 

geraden Zahlen lässt sich durch 4 teilen. Insgesamt ergibt sich: Eine der Zahlen 1p  oder 

1p  ist durch 3 teilbar, eine der Zahlen 1p  oder 1p  ist durch 4 teilbar, und die andere 

der beiden Zahlen ist durch 2 teilbar. Daher wird    1112  ppp  durch 24 geteilt 

(Aussage Q hat den Wahrheitswert WAHR).  

                                                 
1  Eine Primzahl p ist eine natürliche Zahl mit 2p , die nur durch ±1 oder ±p (ohne Rest) teilbar ist. 
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B. Indirekter Beweis: 
 

Zum Beweis der Aussage  QP   zeigt man  PQ  , weil eventuell die Argumentation 

in dieser Richtung einfacher ist. Der indirekte Beweis beruht auf der Tautologie 

   PQQP   (Satz 1.2-2 (x)).  

 
Beispiel: 
 
Es ist folgende Aussage zu beweisen: 
 

Ist 2a  ungerade, wobei a eine ganze Zahl ist, dann ist a ungerade. 

 

Die Aussage besitzt die Form  QP   mit 

P: 2a  ist ungerade 

und 
Q: a ist ungerade. 
 
Für den Beweis kann folgendermaßen argumentiert werden: 

Es sei a gerade (Die Aussage Q  wird als WAHR angenommen). Das bedeutet aa  2  mit 

einer ganzen Zahl a . Dann ist 22 4 aa   gerade (Die Aussage P  hat den Wahrheitswert 

WAHR). 

 
 
C. Beweis einer Äquivalenz: 
 

Um die Aussage  QP   zu beweisen, sind zwei „Richtungen“ zu zeigen, nämlich ein Be-

weis für  QP   und ein Beweis für  PQ  . 

 

Häufig treten Äquivalenzen auch in der Form  QP   und  RQ  . In diesem Fall kann 

man anstelle der vier Beweise für  QP  ,   PQ  ,  RQ   und  QR   auch drei 

Beweise, nämlich für  QP  ,  RQ   und  PR  , erbringen. 

 
 
D. Beweis durch Widerspruch: 
 
Zum Beweis der Gültigkeit einer Aussage P nimmt man an, dass P  den Wahrheitswert 

WAHR besitzt. Durch eine „geeignete“ Argumentation (Anwendung logischer Schlüsse) zeigt 

man von einer Aussage Q, deren Wahrheitswert vorher bereits als WAHR erkannt wurde, dass 

diese dann den Wahrheitswert FALSCH besitzt. Man zeigt also die Gültigkeit von 
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  QQP  . Diese Aussage kann jedoch aufgrund des Wahrheitswerts einer Implikati-

on und wegen der Tatsache, dass  QQ   immer den Wahrheitswert FALSCH besitzt, nur 

dann gültig sein, wenn P  den Wahrheitswert FALSCH bzw. P den Wahrheitswert WAHR be-

sitzt. 
 
Beispiel: 
 
Zu zeigen ist die Gültigkeit der Aussage 
 

2  ist keine rationale Zahl  bzw. 2  lässt sich nicht als Bruch qp  mit natürlichen Zahlen 

p und q darstellen. 
 

Die Aussage P lautet hier: 2  lässt sich nicht als Bruch qp  mit natürlichen Zahlen p und q 

darstellen. 
 

Es wird die Aussage P  als WAHR  angenommen, d.h. qp2  mit natürlichen Zahlen p 

und q. In einem Bruch qp  kann man Faktoren, die in p und q gemeinsam auftreten, heraus 

kürzen, d.h. p und q haben (bis auf 1) keinen gemeinsamen Faktor (das ist die Aussage Q:  p 

und q haben (bis auf 1) keinen gemeinsamen Faktor; Q besitzt den Wahrheitswert WAHR). 

Aus qp2  folgt pq  2  und 222 pq  , also teilt 2 den Wert 2p . Da 2 Primzahl ist, 

teilt 2 die Zahl p, d.h. pp  2 . Damit folgt 22 42 pq   und 22 2 pq  . Jetzt ergibt sich, 

dass 2 den Wert 2q  und damit die Zahl q teilt (wieder, weil 2 Primzahl ist). Insgesamt ist die 

Zahl 2 Faktor sowohl von p als auch von q; die Aussage Q  hat also den Wahrheitswert 

FALSCH. 

 
 
E. Beweis durch vollständige Induktion: 
 
Zum Beweis von Aussagen über natürliche Zahlen wird häufig die Beweismethode der voll-
ständigen Induktion eingesetzt. Diese Methode beruht auf einer charakteristischen Eigen-
schaft der natürlichen Zahlen und wird in Kapitel 1.5 behandelt.  
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1.4 Algebraische Grundstrukturen und Zahlensysteme 

 
Im Folgenden wird ein Überblick über den Aufbau der wichtigsten Zahlensysteme gegeben, 
und es werden einige grundlegende algebraische Strukturen definiert. 
 
Grundlage aller hier beschriebenen Zahlensysteme ist die Menge der natürlichen Zahlen. 
Diese wird durch ein Axiomensystem beschrieben, d.h. durch ein Regelsystem, das die Men-
ge der natürlichen Zahlen eindeutig durch ihre Eigenschaften definiert: 
 
 Axiom 1: 0N 
 

 Axiom 2: Für jedes nN gibt es ein als Nachfolger (Nachfolgerzahl) bezeichne-
tes Element n'N. 

 

 Axiom 3: 0 ist nicht Nachfolger eines Elements nN, d.h. es gibt kein nN mit 

0'n . 
 

 Axiom 4: Unterschiedliche Elemente n und m haben unterschiedliche Nachfol-
ger. Gleichbedeutend damit ist: Sind die Nachfolger n'  und m'  zweier 
natürlicher Zahlen gleich, so sind die Zahlen n und m ebenfalls gleich. 

 

 Axiom 5: Eine Menge M natürlicher Zahlen, die die Zahl 0 und mit jeder Zahl n 
auch ihren Nachfolger n'  enthält, ist mit N identisch. 

 
N ist das einzige „Modell“ dieses Axiomensystems. 
 

Statt 0  schreibt man auch 1, statt 0   schreibt man 2, statt 0   schreibt man 3 usw. Der n-te 

Nachfolger der 0 ist die natürliche Zahl n. Insbesondere ist eine natürliche Zahl 0n  eine 

Nachfolgerzahl. 
 
Man schreibt üblicherweise 

 
N = { 0, 1, 2, 3, 4, ... }. 
 
Aufbauend auf den so definierten Grundeigenschaften der natürlichen Zahlen werden arith-
metische Operationen auf den natürlichen Zahlen eingeführt: 
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Die Addition + wird über den Nachfolger n  einer natürlichen Zahl n definiert durch die 

(„rekursiven“) Regeln 
 

mm  0 , 

)(  nmnm  für jede natürliche Zahl m und jede natürliche Zahl n. 

 

Damit ist beispielsweise 5)0(2)))02((())02(()02(0232  . 

 
Auf ähnliche Weise und durch Zurückführung auf die Addition wird die Multiplikation   
eingeführt: 
 

00 m , 

  mnmnm   für jede natürliche Zahl m und jede natürliche Zahl n. 

 

Damit ist          2177777177177272737  . 

 
Die so eingeführten arithmetischen Operationen genügen wichtigen Gesetzmäßigkeiten: 
 
Es gilt für jede natürliche Zahl n, für jede natürliche Zahl m und für jede natürliche Zahl k: 
 

    nmknmk  , 

    nmknmk           (Assoziativgesetze) 

 
Das Assoziativgesetz besagt, dass es bei gleichen Operatoren auf die Reihenfolge der Klam-
merung nicht ankommt; sie wird daher in der Regel weggelassen. 
 

kmmk  , 

kmmk                       (Kommutativgesetze) 

 

  nkmknmk      (Distributivgesetz) 

 
Der Nachweis dieser Regeln erfolgt durch Rückführung auf obige Definitionen. Beispielswei-
se wird das Kommutativgesetz der Addition wie folgt gezeigt: 
 

Die Gültigkeit des Kommutativgesetzes wird zunächst für 0k  und alle Nm  nachgewie-

sen: 
 

Für 0m  ist 0000  mm . 

 

Für eine Nachfolgerzahl m  ist nach Definition der Addition und der Tatsache, dass das 

Kommutativgesetz für 0k  und m bereits nachgewiesen wurde, 
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Addition).der  Definition(nach            0

Addition)der  Definition(nach                 

gezeigt) bereits (für         )0(

Addition)der  Definition(nach         )0(0









m

m

mm

mm

 

 
Aus der Tatsache, dass das Kommutativgesetz für k bereits gezeigt wurde, wird seine Gültig-

keit für k  und alle Nm  nachgewiesen: 

 

Für 0m  ist  

Addition).der  Definition(nach          0

en)nachgewies bereits (für        )0(

Addition)der  Definition(nach       )0(

Addition)der  Definition(nach               0

k

kk

k

kk









 

 

Für eine Nachfolgerzahl m  ist nach Definition der Addition und der Tatsache, dass das 

Kommutativgesetz für k und m bereits nachgewiesen wurde, 

Addition).der  Definition(nach           

gezeigt) bereits (für        )(

Addition)der  Definition(nach        )(

gezeigt) bereits (für        )(

Addition)der  Definition(nach        )(

gezeigt) bereits (für        )(

Addition)der  Definition(nach        )(

km

kkm

mk

kmk

km

mkm

mkmk















 

 
Ähnlich geht es mit dem Kommutativgesetz der Multiplikation: 
 

Die Gültigkeit des Kommutativgesetzes wird zunächst für 0k  und alle Nm  gezeigt: 

 

Für 0m  ist 00000  mm . 

 

Für eine Nachfolgerzahl m  ist nach Definition der Multiplikation  und der Tatsache, dass das 

Kommutativgesetz für 0k  und m bereits nachgewiesen wurde, 

tion).Multiplikader  Definition(nach              0

tion)Multiplikader  Definition(nach                   0

Addition)der  Definition(nach              0 

gezeigt) bereits (für      0)0(

tion)Multiplikader  Definition(nach      0)0(0








m

m

mm

mm

 

 
Aus der Tatsache, dass das Kommutativgesetz für k bereits gezeigt wurde, wird seine Gültig-

keit für k  und alle Nm  nachgewiesen: 
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Für 0m  ist  

tion).Multiplikader  Definition(nach              0

en)nachgewies bereits (für       0)(0

tion)Multiplikader  Definition(nach       0)0(

Addition)der  Definition(nach              00

tion)Multiplikader  Definition(nach                   00

k

kk

k

k








 

 

Für eine Nachfolgerzahl m  ist nach Definition der Multiplikation und der Tatsache, dass das 

Kommutativgesetz für k und m bereits nachgewiesen wurde, 

tion).Multiplikader  Definition(nach                    

en)nachgewies bereits (für           )(

Addition)der  Definition(nach           )(

tion)Multiplikader  Definition(nach        ))((

ist)en nachgewies bereits für ität Kommutativ die da und                             

Additionder ität Kommutativder (wegen   ))((

tion)Multiplikader  Definition(nach   ))((

en)nachgewies bereits (für        ))((

Addition)der  Definition(nach        ))((

tion)Multiplikader  Definition(nach          )(

km

kmkm

mmk

mmk

k

mkmk

kmkm

mkkm

kmk

kmkmk



















 

 
Zu beachten ist hierbei, dass die Gültigkeit der Assoziativgesetze als bereits nachgewiesen 
vorausgesetzt wird. 
 
 

Satz 1.4-1: 
 

         Es seien Nn  und Nm . Dann gilt 

 

(i)    nn 1 . 

 

(ii)    Für 0n  und 0m  ist 0mn . Die Gleichung 0mn impliziert 0n  oder 

0m . 

 

(iii)  Die Gleichung nxn   mit Nx  ist nur für 0x  erfüllt. Die Gleichung 

0 mn  ist nur für 0 mn  erfüllt. 

 
Laut Definition der Multiplikation und der Addition ist 

  nnnnnnn  00001 . 

 

Für (ii) seien n und m Nachfolgerzahlen, d.h. kn   und lm  , dann ist 
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      klkklklkmn , also eine Nachfolgerzahl. Mit Axiom 3 folgt die Be-

hauptung. 
 
(iii) sieht man folgendermaßen: 

Für 0n  ist xx  00 . Ist n eine Nachfolgerzahl, kn  , und ist kyk   mit Ny  nur 

mit 0y  möglich, dann folgt aus   kxkxxkk  mit Axiom 4 kxk   und 

0x . 

In der zweiten Gleichung in (iii) ist bei 0n : mm  00 . Wäre n eine Nachfolgerzahl, 

kn  , dann ist   kmkmmk0 . Das ist gemäß Axiom 3 nicht möglich. Daher 

gilt 0n  und 0m .   

 
 

Die natürliche Zahl n heißt kleiner als die natürliche Zahl m, geschrieben mn  , wenn die 

Gleichung mxn   eine Lösung Nx  mit 0x  besitzt. Man schreibt mn  , wenn mn   

oder mn   gilt. Durch diese Festlegungen wird eine totale Ordnungsrelation auf den natür-

lichen Zahlen definiert. 
 
 
Erläuterung: 
 

Eine zweistellige Relation   auf einer Menge M heißt partielle Ordnungsrelation, wenn 

für jedes Ma , jedes Mb  und jedes Mc  gilt: 

 

(i) aa   (Reflexivität) 

 

(ii) aus ba   und ab   folgt ba   (Antisymmetrie) 

 

(iii) aus ba   und cb   folgt ca   (Transitivität). 

 

Eine partielle Ordnungsrelation heißt totale Ordnungsrelation, wenn für jedes Ma und 

für jedes Mb  zusätzlich gilt: 

 
ba   oder ab   (Vergleichbarkeit).  

 
 
Dass es sich bei der durch   definierten Relation um eine partielle Ordnungsrelation handelt, 
sieht man wie folgt: 
 

Die Reflexivität nn   ist wegen nn   offensichtlich. 
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Für den Nachweis der Antisymmetrie setzt man mn   und nm   voraus. Das bedeutet  

mxn   mit Nx  und nym   mit Ny . Ersetzt man in der ersten Gleichung n durch 

die Angabe der zweiten Gleichung, so erhält man   mxym  . Mit Satz 1.4-1 (iii)  folgt 

0 xy  und 0 xy . 

 

Aus mn   und km   folgt mxn   mit Nx  und kym   mit Ny . Die erste Glei-

chung wird in die zweite Gleichung eingesetzt, und man erhält mit der Assoziativität der Ad-

dition    yxnyxnymk  . Das zeigt kn  , und damit gilt die Transitivität der 

Relation  .  
 
 
Die so definierten arithmetischen Operationen erlauben nur wenige wirkliche Rechenmanipu-
lationen. Operationen wie Differenzen- oder Quotientenbildung als Umkehroperationen der 
Addition bzw. der Multiplikation sind nur sehr eingeschränkt möglich, wenn man fordert, 
dass jeweils das Ergebnis einer dieser Operationen wieder ein Element aus N ergibt. Daher 
bildet man auf der Basis der natürlichen Zahlen einen Zahlenbereich, in den man N einbetten 
kann, und zwar so, dass die arithmetischen Operationen und die definierte Ordnungsrelation 
auf  N fortgesetzt werden: 
 

Man definiert auf der Menge NN  der Paare natürlicher Zahlen eine zweistellige Relation   

durch 
 

   lkmn  , ,  genau dann, wenn kmln   gilt (hier ist die definierte Addition auf den na-

türlichen Zahlen gemeint). 

 
Diese Relation ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge NN  (siehe unten). 

 
 
Erläuterung: 
 

Eine zweistellige Relation ~ auf einer Menge M heißt Äquivalenzrelation, wenn für jedes 

Ma , jedes Mb  und jedes Mc  gilt: 

 

(i) aa ~  (Reflexivität) 

 

(ii) aus ba ~  folgt ab ~  (Symmetrie) 

 

(iii) aus ba ~  und cb ~  folgt ca ~  (Transitivität). 

 

Für Ma bezeichnet        abba ~~   die zu a gehörende Äquivalenzklasse. 
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Der folgende Satz führt einige wichtige Eigenschaften einer Äquivalenzrelation auf: 
 

Satz 1.4-2: 
 

Es sei ~ eine Äquivalenzrelation auf der Menge M, Ma  und Mb . Dann gilt: 

 

(i)     Es ist ba ~  genau dann, wenn    ~~ ba   gilt. 

 

(ii)    Es gilt entweder    ~~ ba   oder      ~~ ba . 

 

(iii)     Ma
Ma




~  (auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht die Vereinigung 

aller Äquivalenzklassen, die man mit Elementen aus M bilden kann). 

 
Die Gültigkeit der Aussagen sieht man wie folgt: 

Es gelte ba ~ , und es sei  ~ax . Dann ist ax ~  und mit der Transitivität auch bx ~ . Also 

ist  ~bx , insgesamt    ~~ ba  . Ist umgekehrt  ~bx , also bx ~ , dann ist mit der Refle-

xivität und der Transitivität ab ~  und ax ~ , d.h.    ~~ ab  .  

 

Damit folgt aus    ~~ bax   nacheinander: ax ~ , bx ~ , xa ~  und ba ~ , also    ~~ ba  . 

Besitzen also zwei Äquivalenzklassen ein gemeinsames Element, dann sind sie gleich. 
 

  Ma
Ma




~ , da Äquivalenzklassen aus Elementen aus M bestehen. Ist umgekehrt Mx , 

dann ist wegen der Reflexivität xx ~  und  ~xx  und damit  ~ax
Ma

  . 

 
 

Die durch „    lkmn  , ,  genau dann, wenn kmln   gilt“ definierte Relation ist eine 

Äquivalenzrelation auf der Menge NN : Dazu sind die Eigenschaften Reflexivität, Symmet-

rie und Transitivität nachzuweisen: 
 

Wegen nmmn   ist    mnmn  , ,   (Reflexivität). 

 

Es gelte    lkmn  , ,  , d.h. kmln  . Dann gilt auch nlmk  , also    mnlk  , ,   

(Symmetrie). 
 

Aus    lkmn  , ,   und    hglk  , ,   folgt kmln   und glhk  . Daher gilt 

glkmhkln  . Die linke Seite kann geschrieben werden als    klhn  , die 

rechte Seite als    klgm  . Aus Axiom 4 der natürlichen Zahlen folgt daraus 

gmhn  , d.h.    hgmn  , ,   (Transitivität).  



28 1   Grundlegende Definitionen, Bezeichnungen und Sachverhalte 

 

 
Die Menge der Äquivalenzklassen zu dieser Relation wird als Menge Z der ganzen Zahlen 
bezeichnet: 
 

     und    , NN = Z  mnmn . 

 

Es sei   NNmn  , . 

 

Für mn   sei  Nx  die Lösung der Gleichung mxn   (anschaulich 0 nmx ). Dann 

ist    xmn  ,0 ,   und        xmn  ,0 , . 

 

Für nm   sei Ny  die Lösung der Gleichung nym   (anschaulich 0 mny ). Dann 

ist    0 , , ymn   und        0 , , ymn . 

 
Daher kann man auch 
 

        0,   ,0    0 ,   nnnnn  NN = Z  

 
schreiben. Die Menge der natürlichen Zahlen lässt sich in Z einbetten, etwa durch die Vor-

schrift: Die natürliche Zahl Nn  wird mit der Äquivalenzklasse   0 ,n  identifiziert. Es ist 

dann       0 , NN   nn , und es wird (obwohl mathematisch inkorrekt) ZN   geschrie-

ben. 
 
 

Auf  Z werden nun die arithmetischen Operationen Addition, geschrieben Z , und Multipli-

kation, geschrieben Z , definiert: 

 

          0 ,0 ,0 , mnmn Z , 

          mnmn  ,0 ,0 ,0 Z , 

        
  











 . Gleichungder  Lösung die ist  hierbei ist;  falls ,0

 Gleichungder  Lösung die ist  hierbei ist;  falls0 ,
 ,00 ,

mxnxmnx

nxmxnmx
mn Z

 

Beispielsweise ist           1 ,04 ,00 ,3 Z  und           0 ,13 ,00 ,4 Z . 

 

          kmlnlmknlkmn  , , , Z . Hierbei ist zu beachten, dass in den Paaren 

 mn  ,  und  lk  ,  jeweils mindestens ein Wert gleich 0 ist. 

 

Beispielsweise ist           0 2,10 ,40 ,3 Z  und           21 ,04 ,00 ,3 Z . 
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Man kann sich davon überzeugen, dass für die so definierten Operationen die Assoziativge-
setze, Kommutativgesetze und Distributivgesetze gelten. 
 
 

Für jede ganze Zahl   0 ,n  bzw. jede ganze Zahl   m ,0  gelten die Beziehungen 

          0 ,0 ,00 , nn Z  bzw.           mm  ,00 ,0 ,0 Z  

und 

          0 ,0 ,10 , nn Z  bzw.           mm  ,00 ,1 ,0 Z . 

 
 

In der so definierten Menge Z ist nun jede Gleichung der Form           lkxxmn  , , , 21Z  

durch           lknmxx  , , , 21 Z  lösbar: 

 

Für 0m  ist 

           
         
         
     
   . ,

 ,0 ,0

 , ,00 ,

 , ,00 ,

 ,0 , , , 2121



















lk

lk

lknn

lknn

xxnxxmn

Z

ZZ

ZZ

ZZ

 

 

Für 0n  zeigt man die Gleichung entsprechend. 

 
 

Diese Aussage bedeutet, dass es zu jeder ganzen Zahl    Zmn  ,  eine additiv inverse Zahl, 

nämlich   nm  ,  mit           0 ,0 , , nmmn Z  gibt. 

 
 

Die Gleichung           0 ,0 , , 21 xxmn Z  mit        0 ,0 , mn  (hierbei ist wieder min-

destens einer der Werte n oder m gleich 0) hat als einzige Lösung        0 ,0 , 21 xx : Ist etwa 

0n  und           0 ,0 ,0 , 21 xxn Z , dann gilt 01  xn  und 02  xn  und damit 01 x  

und 02 x  (in den natürlichen Zahlen folgt aus 01  xn : 0n  oder 01 x , siehe oben). Ge-

nauso argumentiert man bei           0 ,0 , ,0 21 xxm Z  mit 0m . 

 
 

Die Ordnungsrelation   auf den natürlichen Zahlen wird zu einer Ordnungsrelation Z  auf 

den ganzen Zahlen fortgesetzt: 
 

       0 ,0 , mn Z  genau dann, wenn mn   (in den natürlichen Zahlen) gilt; 
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       0 , ,0 mn Z ; 

       mn  ,0 ,0 Z  genau dann, wenn nm   (in den natürlichen Zahlen) gilt. 

 
 

Mit diesen Definitionen bildet die algebraische Struktur        0 ,1 ,0 ,0 , , , ZZZ  einen 

nullteilerfreien kommunikativen Ring mit 1. 

 
 
Erläuterung: 
 

Eine algebraische Struktur   ,G  mit der Menge G und der zweistelligen Operation   heißt 

Gruppe, wenn gilt: 
 

(i) Gba   für jedes Ga  und jedes Gb   (Abgeschlossenheit der Operation  ) 

 

(ii)     cbacba    für jedes Ga , jedes Gb  und jedes Gc  (Assoziativität) 

 

(iii) es gibt ein Element Ge  mit der Eigenschaft aeaae    für jedes Ga  (Exis-

tenz eines neutralen Elements) 
 

(iv) für jedes Ga  gibt es ein Element Ga 1  mit eaaaa    11 ; dieses Element 

heißt inverses Element zu a. 
 
Das neutrale Element e einer Gruppe wird meist in die Angabe der Gruppe mit aufgenom-

men:  eG  , ,  . 

 

Eine Gruppe   ,G  heißt kommutative Gruppe, wenn zusätzlich gilt: 

abba    für jedes Ga und für jedes Gb . 

../..
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Eine algebraische Struktur    , ,R  heißt Ring, wenn gilt: 

 

(i)  0 , ,R  ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element R0 ). Das zu Ra

bezüglich der Operation   (additiv) inverse Element wird mit a  bezeichnet. 

 

(ii) Rba   für jedes Ra  und jedes Rb   (Abgeschlossenheit der Operation  ) 

 

(iii)     cbacba   für jedes Ra , jedes Rb  und jedes Rc  (Assoziativität 

der Operation  ) 

 

(iv)      cabacba   und      acabacb   für jedes Ra , jedes 

Rb  und jedes Rc  (Distributivität der Operation   über die Operation  )  

 

Ein Ring    , ,R  heißt Ring mit 1, wenn es ein Element R1  gibt mit aaa  11

für jedes Ra  (Existenz eines neutralen Elements bezüglich der Operation  ). 

  

Ein Ring    , ,R  heißt kommutativer Ring, wenn zusätzlich gilt: 

abba   für jedes Ra  und für jedes Rb . 

 

Ein Ring    , ,R  heißt nullteilerfreier Ring, wenn zusätzlich gilt: 

Die Gleichung 0 xa  besitzt für jedes Ra  mit 0a  nur die Lösung 0x . 

 

Für den Ring    , ,R  mit 1 werden die neutralen Elemente mit in die Angabe des Rings 

aufgenommen:   1 0, , , , R . 

 
Einige häufig verwendete Rechenregeln folgen unmittelbar aus diesen Axiomen: 
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Satz 1.4-3: 
 

 (i) Das neutrale Element e einer Gruppe  eG  , ,   ist eindeutig bestimmt. 

  Das zu Ga  inverse Element Ga 1  ist eindeutig bestimmt. 

  Für Ga  und Gb  ist   111   abba  . 

 

 (ii) Ist  1 0, , , , R  ein Ring mit 1 mit bezüglich der Operation   neutralem Ele-

ment R0  und bezüglich der Operation   neutralem Element R1 , dann gilt 

für Ra  und Rb  mit den additiv inversen Elementen a  und b : 

           baabba  , 

  000  aa , 

    aa  1 , 

      baba  . 

 

Die Eindeutigkeit des neutralen Elements einer Gruppe  eG  , ,   sieht man wie folgt: Sind 

Ge 1  und Ge 2  neutrale Elemente in G, dann ist 

ist). in Element  neutrales  (da               

ist) in Element  neutrales  (da         

12

2211

Gee

Geeee


 

 

Die Eindeutigkeit des zu Ga  inversen Elements ergibt sich aus: 

Ist Gb  invers zu Ga , dann ist     1111   aaeaabaabebb  .  

Damit ist       eaaaeaabbaabba   111111  , also wegen der Eindeu-

tigkeit inverser Elemente    111   abba  . 

 
Die Aussagen in (ii) lassen sich nachrechnen: 

Mit (i) und der Kommutativität der Operation   folgt          baabba  . 

        aaaaaaa  110100 ; wegen der Eindeutigkeit des neutralen 

Elements bezüglich der Operation   ist daher   00  a . Entsprechend ergibt sich 

00 a . 

          0011111  aaaaaa ; wegen der Eindeutigkeit inver-

ser Elemente bezüglich der Operation   ist daher   aa  1 . 

Für die letzte Gleichung in (ii) zeigt man, dass    ba   additiv invers zu  ba  ist; 

nach Definition ist ba  invers zu  ba ; wegen der Eindeutigkeit inverser Elemente be-

züglich der Operation   ist dann     baba  : 
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                
       
   
 

.   0

0

1









a

bba

baba

babababa

 

   
 

Wie oben beschrieben, lässt sich N in Z durch die Identifizierung von Nn  mit   0 ,n  ein-

betten. Anstelle von   n ,0 , dem zu   0 ,n  additiv inversen Element, schreibt man auch 

n . In diesem Sinne bilden die ganzen Zahlen       0 , N nn  die positiven ganzen Zah-

len (einschließlich 0), entsprechend den natürlichen Zahlen N, und     0,   ,0  nnn  N  

die negativen ganzen Zahlen. 
 
 
Eine interessante Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Multiplikation ganzer Zahlen: 
Quadrate ganzer Zahlen ergeben immer positive ganze Zahlen: 
 

          0 ,0 ,0 , nnnn Z  und           0 , ,0 ,0 nnnn Z . 

 
 
Zur Vereinfachung wird im Folgenden 
 

 
  ... ,3 3, ,2 2, ,1 1, 0, 

   



 NNZ nn
 

 

geschrieben. Die in Z definierte Addition Z  bzw. die in Z definierte Multiplikation Z  wird 

wieder mit + bzw.   bezeichnet, die Ordnungsrelation Z  vereinfacht mit  .    

 
Z erlaubt bereits eine Vielzahl interessanter arithmetischer Operationen, jedoch ist „richtiges 
Rechnen“, d.h. auch Division (Umkehrung der Multiplikation) nicht immer möglich. Daher 
wird Z auf die Menge der rationalen Zahlen erweitert. Auch diese Erweiterung erfolgt wie-
der formal über die Definition einer geeigneten Äquivalenzrelation auf Paaren, dieses Mal 
von ganzen Zahlen, und Übergang auf die zugehörigen Äquivalenzklassen und Einbettung 
von Z in die Menge dieser Äquivalenzklassen:  
 
 

Im Folgenden seien 0 und 0 , , , ,  dbdcba ZZZZ . 

 
Man definiert auf der Menge ZZ  der Paare ganzer Zahlen eine Relation ~ durch 
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   dcba  ,~ ,  genau dann, wenn bcda   gilt (hier ist die definierte Multiplikation   auf 

den ganze Zahlen gemeint). 
 

Die bezüglich dieser Äquivalenzrelation zum Paar  ba  ,  mit 0b  ganzer Zahlen gehörende 

Äquivalenzklasse wird mit 
b

a
 bezeichnet.  Die rationalen Zahlen sind dann genau die Menge 

dieser Äquivalenzklassen:  
 









  0 und  und    bba
b

a
ZZ = Q . 

 

Mit Satz 1.4-2 (i) ist bcda
d

c

b

a
  wenn dann,genau   (in Z) gilt. 

 

Damit sind 
 
 b

a

b

a




 ,  
1

00


b
 und 

1

1


b

b
.  

 
 
Die Menge der ganzen Zahlen ist in der Menge der rationalen Zahlen eingebettet: 
 

Q Z 








a
a

  
1

  und Z  Z    
1

 








a
a

. 

 

Daher schreiben wir Z Q  (obwohl auch diese Aussage wieder mathematisch nicht korrekt 

ist). 
 
 

Auf Q lassen sich eine Addition Q  und eine Multiplikation Q  definieren, die die entspre-

chenden Operationen auf Z fortsetzen: 
 

Für 
a

b
Q  und 

c

d
Q  wird definiert: 

 

db

bcda

d

c

b

a




Q  und 

db

ca

d

c

b

a




Q . 

 

Die rationale Zahl 
1

0
 ist neutrales Element der Addition, die rationale Zahl 

1

1
 neutrales Ele-

ment der Multiplikation: 
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b

a

b

ba

b

a






1

01

1

0
Q ,   

b

a

b

a

b

a






1

1

1

1
Q .  

 

Zu jeder rationalen Zahl 
a

b
Q  gibt es eine eindeutige additiv inverse Zahl, geschrieben 

b

a
 , mit 

1

0


b

a

b

a
Q , nämlich 

b

a

b

a

b

a





 : 

 

 

 

  

1

00




















bb

bb

aab
bb

abab
bb

abba

b

a

b

a
Q

 

 

Zu jeder rationalen Zahl r
a

b
a  mit 0  gibt es eine eindeutige multiplikativ inverse Zahl, 

geschrieben r  1 , mit 
1

11  rr Q . Es ist 
a

b

b

a
r =

-1
1 






 : 

 

1

1










ba

ba

ab

ba

a

b

b

a
Q . 

 
 

Unter der Division s
r  in Q zweier Zahlen 

b

a
r   und 0mit   c

d

c
s  versteht man die Mul-

tiplikation von r mit 1s : 

 

cb

da

c

d

b

a

d

c

b

a

d

c
b

a

srs
r















QQQ

1
1 . 

 

Die Ordnungsrelation   wird von Z auf Q erweitert, geschrieben Q : 

 

Es ist 
b

a
Q1

0
 genau dann, wenn     ba  0 und 0  oder     0 und 0  ba  gelten. Außer-

dem ist 







b

a

d

c

d

c

b

a
QQQ 1

0
 wenn dann,genau   gilt. 
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Die positiven rationalen Zahlen (einschließlich 
1

0
) in Q sind die Werte 

b

a
 mit 

b

a
Q1

0
, die 

negativen rationalen Zahlen die Werte 
b

a
 mit 

1

0
Qb

a
 und 0a . Auch in den rationalen 

zahlen sind Quadrate positiv: 
bb

aa

b

a

b

a




Q , und es ist aa 0  und bb 0  (in Z, siehe 

oben). 
 

Mit diesen Festlegungen bildet die algebraische Struktur 





 

1

1
 ,

1

0
 , , , QQQ  mit der Ordnungs-

relation Q  einen angeordneten Körper (der Nachweis der einzelnen Eigenschaften wird als 

Übung empfohlen).  
 

Erläuterung: 
 

Eine algebraische Struktur    , ,K  heißt Körper, wenn gilt: 

 

(i)  1 0, , , , K  ist ein kommutativer Ring mit 1 

 

(ii) für jedes Ka  mit 0a  gibt es ein Element Ka 1  mit 11  aa ; dieses Element 

heißt multipliktives inverses Element zu a. 
 

 0 , ,K  ist also eine kommutative Gruppe, die additive Gruppe des Körpers, 

(K \ { 0 }, 1) ,  ist eine kommutative Gruppe, die multiplikative Gruppe des Körpers, und es 

gelten die Distributivgesetze. 
 

Der Körper    , ,K  heißt angeordneter Körper, wenn es eine totale Ordnungsrelation 

auf K gibt mit folgenden Eigenschaften: 
 

(i) für jedes Kx , für jedes Ky  und für jedes Kz  gilt: 

aus yx  folgt zyzx    

 

(ii) für jedes Kx  und für jedes Ky  gilt: 

aus x0  und y0  folgt yx0 . 
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Aus den Definitionen folgt 
 

Satz 1.4-4: 
 

 Es sei    , ,K  ein angeordneter Körper mit der Ordnungsrelation   und Ka . Das 

bezüglich der Operation   inverse Element wird wieder mit a  und das bei 0a  be-

züglich der Operation   inverse Element mit 1a  bezeichnet. Dann gilt: 

 

 (i) Für 0a  ist    11   aa ;  

      111  ; 

  diese Aussagen gelten in jedem Körper (unabhängig von einer Anordnung). 
 

 (ii) Bei a0  ist 0a ; bei  0a  ist a0 . Insbesondere ist 10  und 01 . 

 

 (iii) aa0 . 

 

Für (i) wird zunächst     111   gezeigt (hierzu wird die Anordnung von K nicht verwen-

det): Für Ka  ist mit Satz 1.4-3 (ii) 

                aaaaa  11111 , also wegen der Eindeutigkeit 

des multiplikativ neutralen Elements     111  . Daraus ergibt sich, dass  1 a  

multiplikativ invers zu a  ist; folglich ist dann    11   aa : 

            11111 111   aaaaaa . 

 

In (ii) folgt bei a0 :     00  aaaa  ; entsprechend folgt bei 0a : 

    aaaa  00  . Die Aussage  10  ergibt sich aus (iii) mit 1a . 

 

In (iii) folgt aus der Anordnungseigenschaft bei a0  offensichtlich aa0 . Für 0a  ist 

a0  und             aaaaaaaa  11110 . 

 
 

Zur Vereinfachung werde wieder die in Q definierte Addition Q  bzw. die in Q definierte 

Multiplikation Q  mit + bzw.   bezeichnet, die Ordnungsrelation Q  vereinfacht mit  . Au-

ßerdem wird anstelle von 
1

a
 vereinfacht a geschrieben. 

 
 

In  1 0, , , , Q  sind die wichtigsten arithmetischen Operationen möglich. Jedoch fehlt der 

Ordnungsrelation auf Q eine wichtige Eigenschaft, nämlich die Vollständigkeit. Beispielswei-
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se sind die Elemente der Menge    2oder  0 und    2  qqqq Q  wohl nach oben be-

schränkt, z.B. durch 23r , es gibt in Q aber keine kleinste obere Schranke für die Elemente 

dieser Menge (denn Q enthält kein Element, dessen Quadrat 2 ergibt). Daher wird die Menge 
der rationalen Zahlen so erweitert, dass die arithmetischen Operationen und die Ordnungsrela-
tion von Q fortgesetzt werden und zusätzlich jede nichtleere nach oben beschränkte Menge 
eine kleinste obere Schranke besitzt. Im Beispiel der Menge 

   2oder  0 und    2  qqqq Q  wird diese kleinste obere Schranke mit 2  bezeichnet. 

 

Das Resultat ist der Körper  1 0, , , , R  der reellen Zahlen. Der Erweiterungsprozess kann 

auf verschiedene Weisen unter topologischen Aspekten vollzogen werden (z.B. Dedekind-
Schnitte, mittels Fundamentalfolgen, Intervallschachtelung oder durch Dezimalbruchentwick-
lung). Exemplarisch wird hier die Methode der Dedekind-Schnitte angegeben: 
 

 
Erläuterung: 
 

Eine Teilmenge QS heißt (Dedekind-) Schnitt, wenn gilt: 

 

(i) Q SS  und  

 

(ii) Für jedes Sr   ist die Menge    und    rqqq Q  eine echte Teilmenge von S. 

 
Bedingung (ii) beinhaltet zwei Eigenschaften: 
 

(i’)  Ist Sr   und Qq  mit rq  , so ist auch Sq (Abgeschlossenheit nach unten) 

 

(ii’)  Ist Sr  , so gibt es ein Sp  mit pr   (Nichtexistenz eines Maximums). 

 
 
Jeder Schnitt S ist nach oben beschränkt: Denn wäre S nicht nach oben beschränkt, so gäbe es 

für jedes Qq  ein Sr  mit rq  . Mit (i’) folgt Sq , also SQ  und damit QS , was 

aber gemäß (i) ausgeschlossen ist. 
 
 
Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge aller (Dedekind-) Schnitte. 
 

Im Folgenden werden Schnitte mit kleinen griechischen Buchstaben ( , , …) bezeichnet. 
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Die Menge der rationalen Zahlen lässt sich in R einbetten: Mit Qr  wird der Schnitt 

   und    rxxx Q  identifiziert: 

 

  RQ    und    rxxx  und   QQ    und    rxxx . 

 

Dass es sich für jedes Qr  bei    und    rxxx Q  um einen Schnitt handelt, ist klar: of-

fensichtlich gilt (i); für den Nachweis von (ii) sei    und    rxxxp  Q , dann ist 

   und    pqqq Q  eine echte Teilmenge von    und    rxxx Q , da etwa 

   und    
2

rxxx
rp




Q , aber    und    
2

pqqq
rp




Q  gilt. 

 

Daher schreiben wir RQ   (obwohl diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist). 

 
 

Sind R  und R  verschiedene Schnitte, so gibt es ein Qq  mit  \q  oder 

 \q . Im ersten Fall ist gemäß (ii)      und    qrrr Q ; außerdem ist 

   und    qrrr  Q  (denn mit s  und qs   ist nach (ii) auch q , was aber im 

ersten Fall gerade nicht gilt); daher ist   . Im zweiten Fall folgt entsprechend   .  

 
Insgesamt wird auf der Menge der Schnitte, d.h. den reellen Zahlen, durch die Mengeninklu-

sion   eine totale Ordnungsrelation R  definiert, die die Ordnungsrelation   auf Q fortsetzt, 

d.h. für Q1r  und Q2r  mit 21 rr   ist      und      und    21 rxxxrxxx  QQ R . 

 
Diese Fortsetzung der Ordnungsrelation auf die Schnitte in Q, d.h. auf die reellen Zahlen, hat 
die Eigenschaft, dass jede nichtleere nach oben beschränkt Teilmenge reeller Zahlen eine be-

züglich R  kleinste obere Schranke (Supremum) in R besitzt (Vollständigkeit der Ord-

nungsrelation).  
 
Diese Eigenschaft sieht man wie folgt: 

Es sei RB  nichtleer und nach oben beschränkt, etwa durch R . Dann gilt für jedes 

B :  R  bzw. definitionsgemäß   . Es sei 
 B

b


  . Offensichtlich ist b  und 

b  und Qb . Die Menge b erfüllt also Bedingung (i) in der Definition eines Schnitts. 

Bedingung (ii) wird auch erfüllt: Sei br , d.h. r  für ein B . Da für   Bedingung 

(ii) gilt, ist    und    rqqq Q  eine echte Teilmenge von   und damit von b. 

Die reelle Zahl b ist eine obere Schranke für B: Denn ist   eine weitere obere Schranke für B 

und bx , dann gibt es ein B  mit x . Wegen    gilt x . Damit ist b , d.h. 
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mit b ist eine kleinste obere Schranke von B gefunden, die selbst wieder ein Schnitt, d.h. eine 
reelle Zahl ist. 
 

Damit hat der Schnitt     2 und 0mit      0mit     2  qqqqqqq QQ  eine kleinste 

obere Schranke, die allerdings nicht in Q liegt, nämlich die als 2  bezeichnete reelle Zahl. 

 
Entsprechend lässt sich zeigen, dass jede nichtleere nach unten beschränkt Teilmenge reeller 

Zahlen eine bezüglich R  größte untere Schranke (Infimum) in R besitzt. 

 

Statt R  wird im Folgenden   geschrieben. 

 
 
Die Operationen der Addition und der Multiplikation lassen sich von Q auf die Menge der 

Schnitte, d.h. R, fortsetzen, so dass insgesamt  RRRRR 1 ,0 , , ,   zu einem vollständig ange-

ordneten Körper wird (einige Details des Nachweises dieser Behauptung werden hier aus 
Platzgründen nicht dargestellt): 
 

Die Addition R  zweier reeller Zahlen (Schnitte)   und   wird definiert durch 

   und      yxyxR . Mit yx   ist hier die Addition in Q gemeint. 

 
Es lässt sich zeigen, dass hierdurch wieder ein Schnitt definiert wird, d.h. dass die obigen Be-

dingungen (i) und (ii) erfüllt sind. Außerdem bildet  RRR 0 , ,   eine kommutative Gruppe mit 

neutralem Element (der Addition)   0 und    0  xxx QR . 

 

Dass R0  das neutrale Element der Addition ist,  d.h. dass für jedes R  die Gleichung 

  RR 0  gilt, sieht man wie folgt: 

Ist RR 0x , dann hat x die Form sax   mit a  und 0s . Insbesondere ist 

asax  , und mit (i’) folgt x . 

Ist umgekehrt x , so ist wegen (ii) die Menge    und    xqqq Q  eine echte Teilmenge 

von  . Das bedeutet die Existenz eines Elements 1x  mit xx 1 . Es ist 01  xx , d.h. 

R01 xx , und   RR 011  xxx , d.h. RR 0x . 

 

Das additiv inverse Element zu R  ist 

   und 0mit  gibt  es und      rprrpp QQ . 

Es gilt nämlich   RR 0  : 

Es sei    Rx , also pax   mit a  und p . Zu p gibt es ein Qr  mit 0r  

und  rp . Wäre 0 pa , so ist pa   und mit (i’)  p . Wegen prp   

ergibt sich der Widerspruch  rp . Daher gilt 0 pa , d.h. R0x . 
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Es sei umgekehrt R0x , d.h. 0x . Wegen (i) existiert ein Qy  mit y , und es existiert 

ein z . Die Menge    und     xmymmM N  ist nicht leer (denn für 
x

yz
m


  

gilt zxmy  ; man beachte, dass 0x  ist und sich dadurch die Ungleichung „umdreht“; 

mit (i’) folgt  xmy ). Folglich hat M als Menge aus natürlichen Zahlen ein kleinstes 

Element Mn 0 . Dann gilt  xny 0  und    xny 10 . Ist   xnyx  100  nicht 

das kleinste Element in \Q , dann gibt es 0r  mit  rx0 . Das bedeutet   0x . 

Der Wert   xnyxxnyxx  000 1  liegt in   und damit   xxxx  00  in 

  R . Ist   xny  10  das kleinste Element in \Q , so setzt man 2xyy  . Da 

0x  gilt, ist yy  . Außerdem ist  xny 0  und    xny 10 , und   xny  10  

ist nicht kleinstes Element in \Q . Wie oben zeigt man    Rx . 

 
 
Die Multiplikation auf R wird folgendermaßen definiert: 

Für  R0  und R0  ist 












  und 0mit  gibt  es und 

0mit  gibt  es und  
  

srpss

rrp
p





Q

R ; mit sr   

ist hier die Multiplikation in Q gemeint.  Diese Multiplikation wird auf ganz R fortgesetzt 

durch RRRRR 000    und 

   
  

  












.   0 und 0für 

0 und 0für 

0 und 0für 

RRR

RRR

RRR

R





  

Auch hier lässt sich zeigen, dass  R  wieder ein Schnitt, d.h. eine reelle Zahl ist. 

 

Das neutrale Element der Multiplikation ist   1 und    1  xxx QR . 

 

Exemplarisch wird hier   RR 1  für R0  gezeigt: 

Nach Definition ist RR 10  . Ist RR 1x , dann gibt es r  mit 0r  und 0s  mit 1s  

und rsrx  . Mit (i’) folgt x . 

Es sei umgekehrt x . Ist 0x , so ist wegen (ii) die Menge    und    xqqq Q  eine 

echte Teilmenge von  . Das bedeutet die Existenz eines Elements 1x  mit 01  xx . Für 

1xxr   ist 10  r , insbesondere R1r , und rxx  1 , also RR 1x . Ist 0x , so gibt es 

wegen R0  ein x  mit 0x  (man beachte, dass hier auch (ii) verwendet wurde). 

Hiermit folgt RR 1 x . Nach (ii) ist   RRQ 1  und     xqqq  und wegen 

   und    xqqqx  Q  ebenfalls RR 1x .  

 

Zu R0  invers bezüglich der Multiplikation ist der Schnitt 
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 




















 

p
ppppp

1
 und 0 und oder 0 und    QQ , der mit 1  oder mit 

1  bezeich-

net wird. 

Zu R0  invers bezüglich der Multiplikation ist    





 

 11 .  

 

Dazu soll exemplarisch für R0  die Gleichung RR 11    gezeigt werden: 

Nach Definition ist 
10 R . 

 Es sei 


 1
Rx . Dann gibt es a  mit 0a  und es gibt 0p  mit 

p

1
 und pax  . 

Für 0x  ist R1x . Ist 0x , dann ist 
a

p
1

 ; denn wäre 
a

p
1

 , so wäre a
p


1
 und damit 


p

1
. Damit ergibt sich 1

1


a
apax , also R1x .  

Sei umgekehrt R1x , d.h. 1x . Es wird der Fall 1x  mit 10    betrachtet. Für ein 

derartiges x wird  1
Rx  gezeigt (ist R1x  mit 1x , so ist wegen (ii) dann ebenfalls 

 1
Rx ): 

Da   ist, gibt es a , und man kann wegen R0  mit (ii) annehmen, dass a0  gilt. 

Es wird 
 

0
2

1







 a

b  gesetzt. Wegen ab   ist b . Da   beschränkt ist, gibt es ei-

ne kleinste natürliche Zahl 0n  mit 
  







1

10 bn
. Es sei 





1

0 bn
r , also r . Außerdem ist 

 
1

12
0 







n  (denn andernfalls wäre 
   

  a
bbn










 










 1
1

12

1

10  im Wider-

spruch zu 
  







1

10 bn
). Damit ergibt sich 




 


 1

2

1
r

b
 . Mit dieser Abschätzung folgt 

 






 






















11

21

1

2
1

11

10 r
rr

b
r

bn
. Man sieht, dass 




1

r
, also 


 11



r

 ist. Damit ist 
r

rx



1

 und  1
Rx . 

 

Hiermit ist   RRRR 1 , ,0\   eine kommutative Gruppe. 

 
 

Bezüglich Addition R  und Multiplikation R  gelten die Distributivgesetze, so dass 

 RRRRR 1 ,0 , , ,   ein Körper ist. Mit der Ordnungsrelation R  bzw.   wird  RRR   , ,  zu 
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einem vollständig angeordneten Körper. Es lässt sich zeigen, dass er strukturell der einzige 
angeordnete Körper ist. 
 
 

Elemente R  mit RR 0  heißen negative reelle Zahlen, Elemente R  mit RR 0  

positive reelle Zahlen. 
 
 

Zur Vereinfachung wird für den Körper der reellen Zahlen im Folgenden wieder  1 0, , , , R  

geschrieben, und es wird mit reellen Zahlen so gerechnet, wie man es aus der Schule gewohnt 
ist. 
 
 
Die Menge R \ Q wird als die Menge der irrationalen Zahlen bezeichnet. Eine irrationale 
Zahl heißt algebraische Zahl, wenn sie Lösung einer Gleichung der Form 
 

0 ... 01
1

1  
 axaxaxa n

n
n

n  ist, wobei 1n , Zia  für ni  ..., ,1  und 0na  gelten. 

 

Beispielsweise ist 2  als Lösung der Gleichung 022 x  eine algebraische Zahl. 

 
 
Eine irrationale Zahl, die nicht algebraisch ist, heißt transzendente Zahl. 
 

Zu den transzendenten Zahlen gehören   und e. 

 
 

Leider sind auch in  1 0, , , , R  noch nicht alle arithmetischen Operationen möglich. So be-

sitzt die Gleichung 012 x  keine Lösung Rx . Daher erweitert man den Zahlbereich R 

(unter Wahrung der arithmetischen Operationen): 
 

Die imaginäre Zahl i wird durch die Eigenschaft i 2 1   definiert. Dann ist die Menge der 
komplexen Zahlen definiert durch 
 

 RR=C  baiba  und  . 

 

In der Darstellung einer komplexen Zahl in der Form ibaz   dienen die arithmetischen 

Symbole „+“ bzw. „  “ lediglich als Trennzeichen zwischen den Komponenten a und ib   

bzw. b und i. Es werden keine arithmetischen Operationen ausgeführt. Für ibaz   heißt a 

der Realteil und b der Imaginärteil von z. 
 
Die Menge der reellen Zahlen ist in der Menge der komplexen Zahlen eingebettet: 
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    RRCR  rirrir  0 und  0 . 

 
Daher schreiben wir R C  (obwohl auch diese Aussage mathematisch nicht korrekt ist). 
 
Die komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in einer Ebene mit rechtwinkligem Koordina-

tensystem, der komplexen Ebene, darstellen. Dabei wird für eine komplexe Zahl biaz   

ihr Realteil a auf der horizontalen Achse abgetragen, ihr Imaginärteil b auf der vertikalen 

Achse. Die folgende Abbildung zeigt die komplexen Zahlen ibaz  , − 1 + 2.i, − 2 − i und  

2 – 2.i. 
 

 

i

2i

3i

-i
1 a 

bi z = a + bi 

-1 + 2i 

-2 -i 

2 -2i

 
 

Der Betrag z  der komplexen Zahl ibaz   ist geometrisch durch die Länge der Verbin-

dungslinie des Punkts (0, 0) der komplexen Ebene mit dem Punkt (a, b) definiert: 
 

22 baibaz  . 

 

Die arithmetischen Operationen C  (Addition) und C  (Multiplikation) auf den komplexen 

Zahlen werden definiert durch 
 

und )()()()( idbcaidciba  C  

icbdadbcaidciba  )()()()( C . 

 

In idbca  )()(  bzw. icbdadbca  )()(  bedeuten „ ca  “ und „ db  “ bzw. 

„ dbca  “ und „ cbda  “ arithmetische Operationen in den reellen Zahlen. 
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Das neutrale Element der Addition ist die komplexe Zahl i 00 , das neutrale Element der 

Multiplikation ist i 01 .  

 

Wie man leicht nachrechnet, ist zu einer komplexen Zahl iba   additiv invers die komplexe 

Zahl     ibaiba  . Multiplikativ invers ist i
ba

b

ba

a
iba 







 
2222

1)( : 

.   01

)()()(

222222

2

22

2

2222
1

i

i
ba

ab

ba

ba

ba

b

ba

a

i
ba

b

ba

a
ibaibaiba








































 







 
CC

 

 

Die Division zweier komplexer Zahlen iba   und idc   mit 0c  oder 0d  wird auf 

die Multiplikation zurückgeführt: 
 

.     

)+(

)()()(/)(

2222

2222

1

i
dc

dacb

dc

dbca

i
dc

d

dc

c
iba

idcibaidciba


















 









 

C

CC

 

 
 

Mit diesen Operationen bildet auch  1 0, , , , CCC   einen Körper. Auch hier wird wieder zur 

Vereinfachung der Schreibweise an den arithmetischen Operationen das Subskript weggelas-
sen. 
 

Zu beachten ist, dass die Ordnungsrelation der reellen Zahlen, die  1 0, , , , R  zu einem voll-

ständig angeordneten Körper macht, nicht auf die komplexen Zahlen fortgesetzt wird; denn 

der Körper  1 0, , , , CCC   lässt sich nicht anordnen: In einem angeordneten Körper K gilt 

nach Satz 1.4-4 (iii) aa0  für jedes Ka , d.h. Quadrate sind positiv; in C ist nach Defi-

nition     iiii  0110102
C , und 101  i  als Element in R ist negativ. 

 

Insgesamt gilt (mathematisch nicht korrekt): N Z Q R C    . Die jeweiligen arithmeti-

schen Operationen  /, , ,   und die Ordnungsrelation  , soweit sie in den einzelnen Zahlen-

systemen überhaupt definiert sind, werden für alle Zahlensysteme gleich bezeichnet. 
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1.5 Vollständige Induktion 

 
Das vorliegende Kapitel behandelt eine der wichtigsten Beweismethoden, wenn es um Aussa-
gen über natürliche Zahlen oder um Aussagen über Mengen geht, die strukturell äquivalent zu 
den natürlichen Zahlen sind: die vollständige Induktion. Wegen der großen Bedeutung dieser 
Methode für die Informatik werden in diesem Kapitel ausnahmsweise die durchgeführten 
Beweise in den Beispielen explizit angegeben. 
 

Es sei )(nA  eine Aussage über die natürliche Zahl Nn , d.h. die von n abhängt. Es soll ge-

zeigt werden, dass diese Aussage für alle natürlichen Zahlen 0nn   gilt. 

 

Häufig ist 00 n ; dann soll )(nA  für alle natürlichen Zahlen n bewiesen werden. 

 
Nach der Beweismethode der vollständigen Induktion geht man wie folgt vor: 
 

1. Man zeigt die Gültigkeit der Aussage  0nA   (Induktionsanfang) 

 

2. Man beweist die Gültigkeit der Implikation     1 nAnA    (Induktionsschluss). 

 
Aus Axiom 5 der natürlichen Zahlen in Kapitel 1.4  („Eine Menge M natürlicher Zahlen, die 
die Zahl 0 und mit jeder Zahl n  auch ihren Nachfolger n'  enthält, ist mit N identisch.“) folgt 

dann, dass )(nA  für alle natürlichen Zahlen gilt. Hier soll nur der Spezialfall 00 n  gezeigt 

werden. Dazu setzt man   für gilt  )(   mmAmM  . Der Induktionsanfang besagt Mn 0 ; 

der Induktionsschluss besagt: wenn Mn  ist, dann ist auch der Nachfolger Mn  ; Axiom 

5 besagt nun gerade, dass NM  gilt, d.h. dass )(nA  für alle natürlichen Zahlen n gilt2. 

 
Die Beweismethode der vollständigen Induktion wird in unterschiedlichen Varianten an eini-
gen Beispielen erläutert: 
 
Beispiel: 
 
Zu beweisen ist die Aussage 
 

                                                 
2 Der Fall 00 n  verläuft analog, indem man eine Variante (Folgerung) von Axiom 5 verwendet, 

nämlich: „Eine Menge M natürlicher Zahlen, die die Zahl N0n  und mit jeder Zahl n  auch ihren 

Nachfolger 'n  enthält, ist mit    und    0nnnn N  identisch.“. 
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Für alle Nn  gilt: 
 
2

1
... 210




nn
n . 

 

Induktionsanfang: Die Aussage gilt für 0n , denn auf der linken Seite des Gleichheitszei-

chens steht nur 0, und auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht 
2

10 
; beide 

Seiten ergeben denselben Wert. 
 

Induktionsschluss: Für Nn  gelte: 
 
2

1
... 210




nn
n . Zu zeigen ist, dass dann die-

se Formel auch für die natürliche Zahl n + 1 gilt. Das lässt sich aber leicht nachrech-
nen: Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens steht 

 

 1... 210  nn . 

 
Für diese Summe gilt (da die Formel für n als gültig vorausgesetzt wird): 
 

         
2

23

2

121
1

2

1
1... 210

2 








nnnnn
n

nn
nn ; 

 

auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht 
   

2

23

2

21 2 


 nnnn
; 

 
beide Seiten sind gleich, also gilt die Formel auch für die natürliche Zahl n + 1. 
 
 

Beispiel: 
 
Zu beweisen ist die Aussage 
 

Ist A eine endliche Menge mit n Elementen, dann enthält die Potenzmenge )(AP  n2  viele 

Elemente (d.h. eine Menge mit n Elementen besitzt n2  viele Teilmengen). 
 

Induktionsanfang: Die Aussage gilt für 0n , denn wenn A kein Element besitzt, dann ist 

A ; andererseits ist     BB)(P , und diese Menge enthält 021   viele 

Elemente. 
 

Induktionsschluss: Die Aussage gelte für Mengen A mit n Elementen, d.h. nAA 22)( P . 

Es sei B eine Menge mit 1n  Elementen. Zu zeigen ist, dass die Anzahl der Teilmen-

gen von B gleich 12 n  ist: Da 01  nB  ist, gibt es ein Element Bb . Die Teil-
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mengen C von B werden danach klassifiziert, ob sie das Element b enthalten oder 

nicht. Jede Teilmenge BC  , mit Cb  ist Teilmenge von B \ { b }. Da diese Menge 

genau n Elemente enthält, gibt es n2  viele Teilmengen BC   mit Cb . Jeder Teil-

menge BC   mit Cb  entspricht genau eine Teilmenge BC   mit Cb  , näm-

lich CC   \ { b }. Umgekehrt entspricht jeder Teilmenge BC   mit Cb   eine 

Teilmenge BC   mit Cb , nämlich    bCC  . Daher gibt es genauso viele 

Teilmengen BC   mit Cb  wie Teilmengen BC   mit Cb , nämlich n2  viele. 

Insgesamt ist die Anzahl an Teilmengen von B gleich 1222  nn .     
 

 
Beispiel: 
 
Beim Spiel der Türme von Hanoi sind drei Stapel mit Bezeichnern A, B und C gegeben. Auf 
dem Stapel A befinden sich n Scheiben, die übereinander in absteigender Größe liegen; die 
beiden anderen Stapel sind leer. Die Aufgabe besteht darin, die Scheiben vom Ausgangsstapel 
A auf einen der anderen Stapel, etwa B, zu bewegen, wobei jeweils die Scheiben nur einzeln 
bewegt werden dürfen. Der dritte Stapel C kann als Zwischenablage verwendet werden. Dabei 
ist die Randbedingung, niemals eine größere auf eine kleinere Scheibe zu legen, einzuhalten. 
Wieviele Scheiben müssen genau bewegt werden? 
 
 

 
 

Es bezeichne )(nT  die minimale Anzahl an Bewegungen, um n Scheiben von einem Stapel 

auf einen anderen Stapel unter Zuhilfenahme des dritten Stapels zu bewegen. 
 

Offensichtlich ist 0)0( T , 1)1( T , 3)2( T . 

 
Folgende Lösungsstrategie führt zum Ziel: Man ignoriere zunächst die größte (unterste) 

Scheibe auf Stapel A und bringe die oberen 1n  Scheiben vom Stapel A zum Stapel C unter 

Zuhilfenahme des Stapels B als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung. 
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Anschließend bewege man die auf Stapel A verbliebene größte Scheibe zum Stapel B, er ja 

jetzt leer ist. Dann bringe man die 1n  Scheiben vom Stapel C zum Stapel B unter Zuhilfe-

nahme des Stapels A als Zwischenspeicher unter Beachtung obiger Randbedingung. 
 
Der folgende (Pascal-) Programmausschnitt realisiert diese Startegie: 
 
CONST max = ...; 
 
TYPE disk_typ = 0 .. max; 
     stab_typ = 1 .. 3; 
 
PROCEDURE move (anz: disk_typ; 
                a  : stab_typ; 
                b  : stab_typ; 
                c  : stab_typ); 
  { move bewegt Scheiben, deren Anzahl in anz angegeben wird, 
    vom Stab a zum Stab b, wobei der Stab c als Zwischenspeicher 
    verwendet wird                                                } 
 
    BEGIN { move } 
      IF anz > 0 THEN BEGIN 
                        move (anz - 1, a, c, b); 
                        Writeln ('Lege eine Scheibe von ', a, 
                                                  ' nach ', b, '.'); 
                        move (anz - 1, c, b, a) 
                       END 
    END   { move }; 

  

Es gilt 0)0( T  und 1)1(2)(  nTnT  für 0n . 

 
Man kommt nicht mit weniger Scheibenbewegungen aus; denn um an die größte Scheibe auf 
dem Ausgangsstapel heranzukommen und diese vom Ausgangsstapel auf einen anderen Sta-

pel zu bewegen, müssen zuvor 1n  kleinere Scheiben auf einem einzigen Stapel liegen. 

Dann kann die größte Scheibe bewegt werden (mindestens einmal), und dann müssen noch 

einmal 1n  kleinere Scheiben bewegt werden. Das bedeutet 1)1(2)(  nTnT . 

 

Insgesamt gilt 0)0( T  und 1)1(2)(  nTnT  für 0n .  

 

Es bleibt die Bestimmung von )(nT  in alleiniger Abhängigkeit von n (und nicht von 

)1( nT ). Dazu werde einige kleinere Werte für n ausprobiert: 

0)0( T , 

11021)0(2)1(  TT , 

31121)1(2)2(  TT , 
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71321)2(2)3(  TT , 

151721)3(2)4(  TT , 

3111521)4(2)5(  TT , 

6313121)5(2)6(  TT . 

 

Die Vermutung liegt nahe, dass 12)(  nnT  für alle Nn  gilt (für 6 ..., ,0n  wurde es ex-

plizit ausgerechnet. Für die übrigen Nn  wird die Vermutung durch vollständige Induktion 

nachgewiesen: 
 

Induktionsanfang: Die Aussage gilt für 6 ..., ,0n  (siehe oben). 

 

Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis Nn . Dann ist 

 

 

.12

122

schluss)Induktions im zung(Vorausset    1122

))( von Definition(nach         1)(2)1(

1

1













n

n

n

nTnTnT

 

 

 
Beispiel: 
 
Ein wichtiges Suchverfahren in der Informatik ist die Binärsuche: 
 

Gegeben sei ein Feld t[1], ..., t[n] mit ganzzahligen Einträgen (allgemeiner: mit bezüglich 

einer Ordnungsrelation vergleichbaren Einträgen), die nach aufsteigender Größe sortiert sind, 

d.h. es gilt t[1]   t[2]   ...   t[ 1n ]   t[n]. Die Aufgabe besteht darin festzustellen, 

ob ein vorgegebener Wert a unter t[1], ..., t[n] vorkommt und in diesem Fall den Index i 

zu ermitteln, für den a = t[i] gilt. Anstelle das Feld linear von Anfang bis eventuell zum Ende 
zu durchsuchen, kann man folgendermaßen vorgehen: 
 

Zunächst wird das mittlere Element t[mitte] geprüft (bei einer geraden Anzahl von Ele-

menten ist das mittlere Element das erste Element der zweiten Feldhälfte). Ist es gleich a, so 
ist der gesuchte Feldindex gefunden, und die Suche ist beendet. Andernfalls liegt a, wenn es 

überhaupt im Feld vorkommt, im vorderen Feldabschnitt, falls a < t[mitte] ist, oder im 

hinteren Feldabschnitt, falls a > t[mitte] ist. Die Entscheidung, in welchem Feldabschnitt 

weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden. Gleichzeitig wird durch diese Entscheidung 
die andere Hälfte aller potentiell auf Übereinstimmung mit a zu überprüfenden Feldelement 
ausgeschlossen. Im Feldabschnitt, der weiter zu überprüfen ist, wird nach dem gleichen Prin-
zip (also rekursiv) verfahren. Unter Umständen muss die Suche fortgesetzt werden, bis ein 
noch zu überprüfender Feldabschnitt nur noch ein Feldelement enthält. 
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Eine (Pascal-) Implementierung der Binärsuche lautet wie folgt: 
 
CONST n = ...; 

 
TYPE Tarray = ARRAY [1..n] OF INTEGER;  

 
FUNCTION Binaersuche (t   : Tarray; 
                      a   : INTEGER; 
                      von : INTEGER; 
                      bis : INTEGER) : INTEGER; 
 
VAR mitte : INTEGER; 
 
BEGIN { Binaersuche } 
  Binaersuche := -1; 
  IF von < bis 
  THEN BEGIN { der Feldausschnitt  
               t[von] , ... t[bis] 
               enthält mindestens 2 Elemente                  } 
         mitte := von + ((bis - von + 1) DIV 2); 

         IF a = t[mitte]          {  } 
         THEN Binaersuche := mitte 
         ELSE BEGIN 

                IF a < t[mitte]  {  } 
                THEN Binaersuche := Binaersuche (t, a, von, mitte-1) 
                ELSE Binaersuche  
                              := Binaersuche (t, a, mitte + 1, bis); 
              END 
       END 
  ELSE BEGIN 
         IF a = t[von] 
         THEN Binaersuche := von; 
       END; 
END   { Binaersuche }; 

 

Der Aufruf zum Durchsuchen des Feldes t[1], ..., t[n] nach dem Element a lautet 

Binaersuche (t, a, 1, n); 

 
Der Rechenaufwand der Binärsuche ist proportional zur Anzahl der Vergleiche in der mit  

gekennzeichneten Zeilen. Zur Vereinfachung der Analyse des Rechenaufwands wird 

12  mn  angenommen (hat n nicht diese Form, dann ergibt sich eine ähnliche Abschät-

zung). Der Wert n beschreibt die Anzahl der Elemente des zu durchsuchenden Felds. In die-
sem Fall ist 

mitte =       122  1212  111  mmn  DIV DIV , 
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d.h. wenn a nicht in der Mitte des Felds vorkommt, enthält das Anfangsstück des Felds t[1], 

..., t[mitte - 1] 12 1 m  viele Elemente bzw. das Endstück t[mitte + 1], ..., t[n] ebenfalls 

12 1 m  viele Elemente; die Suche wird in einem dieser Abschnitte fortgeführt.  
 

Mit )(nB  wird die Anzahl der Vergleiche des Elements a mit einem Feldelement bezeichnet, 

wenn das Feld n Elemente enthält. Dann gilt 
 

    21212)( 1  mm BBnB , 

    1121 1  BB . 

 

Um diese Ungleichungen nur in Abhängigkeit von 12  mn  bzw. von m auszudrücken, wer-

den einige Werte für m ausprobiert: 

    1121 1  BB , 

      3212123 12  BBB , 

      523212127 23  BBB , 

      7252121215 34  BBB , 

      9272121231 45  BBB , 

      11292121263 56  BBB . 

 
Die Vermutung liegt nahe, dass folgende Gesetzmäßigkeit gilt: 
 

  1212  mB m  für jedes Nm  mit 1m . 

 
Diese Gesetzmäßigkeit wird durch vollständige Induktion bezogen auf m („über m“) bewie-
sen: 
 

Induktionsanfang: Die Aussage gilt für 6 ..., ,1m  (siehe oben). 

 
Induktionsschluss: Die Aussage gelte bis zur natürlichen Zahl Nm . Dann ist 

 

 
  .112

schluss)Induktions im zung(Vorausset        212

)sAlgorithmu dem (aus        2)12()12( 1





m

m

BB mm

 

 
Dieses Ergebnis zeigt beispielsweise, dass die Binärsuche in einem Feld mit 

12647.483.147.2 31 n  Elementen maximal nur 61 Feldelementvergleiche benötigt. 

 
Weitere Beispiele für Beweise durch vollständige Induktion finden sich in den folgenden Ka-
piteln. 
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Die Methode der vollständigen Induktion erfordert die sorgfältige Formulierung der zu be-

weisenden Aussage )(nA . Dabei muss man die zu beweisende Aussage bereits kennen (raten) 

und sie dann mit Hilfe des Induktionsanfangs und des Induktionsschlusses beweisen (verifi-
zieren). 
 
Folgende Hinweise sollten beachtet werden: 
 

1. Der Induktionsanfang ist wichtig. Fehlt er, kann der Beweis fehlschlagen. 
 

2. Im Induktionschluss lautet die Annahme „Es gelte )(nA “, d.h. die Gültigkeit von 

)(nA  wird nur für ein Nn  angenommen und nicht für alle Nn . 

 
3. Bei der Durchführung des Induktionsschlusses muss die Annahme der Gültigkeit von 

)(nA  auch verwendet, d.h. in die Argumentation eingebaut werden.  

 
 

1.6 Endliche Summen 

 
Häufig hat man es mit Summen mit einer endlichen Anzahl von Summanden zu tun, die 
alle jeweils nach einem ähnlichen Schema aufgebaut sind, etwa 
 

S a a a a an n    1 2 3 1  ... . 

 

Für diese Summe schreibt man abkürzend S ai
i

n





1

. 

 

In die „Formel“ ai wird nacheinander i = 1, i = 2, ... , i = 1n und i = n eingesetzt, und die so 

erhaltenen Summanden werden aufsummiert. Die Berechnung von S könnte also in einer Pro-
grammiersprache wie folgt formuliert werden (Pascal-Pseudocode): 
 
S := 0; 
FOR i := 1 TO n DO 

  S := S + ai; 

 
bzw. 
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S := 0; 
i := 1; 
WHILE i <= n DO 
  BEGIN 

    S := S + ai; 
    i := i + 1; 
  END; 

 
 
Beispiel: 
 

Es sei 13 2  iai . Dann ist 

.944928134)13()13()13()13()13( 2222
4

1

2
4

1




4321
ii

i ia  

 
 
Häufig beginnt eine Summe nicht mit dem kleinsten Index i = 1, sondern mit einer anderen 
ganzen Zahl (auch negative Zahlen sind zugelassen), so dass man es allgemein mit einer end-

lichen Summe der Form S ai
i k

n



 zu tun hat. Hierin heißt i der Summationsindex, die Zahl k 

die Summationsuntergrenze und die Zahl n die Summationsobergrenze. 
 

Die Summe S ai
i k

n



 enthält 1 kn  viele Summanden.  

 

In der Darstellung der Summe S ai
i k

n



  wird deutlich, wie die einzelnen Summanden aufge-

baut sind, nämlich gemäß einer Formel a a ii  ( ) . Die Summe S ist nicht nur von den einzel-

nen Summanden, sondern auch von der Summationsuntergrenze und –obergrenze abhängig, 

d.h. ) ,( nkSS  . Die Darstellung 



n

ki
iankS ) ,(  zeigt nicht den Wert der Summe in Abhän-

gigkeit von der Summationsuntergrenze k und der Summationsobergrenze n. Eine Aufgabe 
besteht daher in der Berechnung des Werts der Summe in Abhängigkeit von den Summati-
onsgrenzen (Berechnung der Summe S(k, n) in geschlossener Form). 
 

 
Beispiel: 
 

Die Summe S n i
i

n

( , ) ( )1 3 12

1

 

  hat den Wert S n

n n n
( , )

( ( )( ))
1

2 2 1 1

2


  
. Bei n = 4 ergibt 

sich S(1, 4) = 94. 
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Eine endliche Summe lässt sich in Teilsummen zerlegen, die ihrerseits wieder mit jeweils ei-
nem Summenzeichen zusammengefasst werden können, z.B. 
 
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a

k k k k j j j j n n

k i
i k

j

j j n n

i
i

k

i
i k

j

i
i j

n

1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

1

1

1

          

   






    








 







 











      




  





  



  

  +  ...  +  ...  +

  +  ...  +

...

...

.

 

 

Die Bezeichnung i des Summationsindex kann beliebig geändert werden: a ai
i k

n

k

n

 
  



. 

 

Anstelle von ai
i k

n


 schreibt man auch ai

k i n 
 . 

 

Ist I eine beliebige Menge (Indexmenge), so ist ai
i I
 die Summe, die man dadurch enthält, 

dass man nacheinander ai für jedes i I  bildet und die einzelnen Summanden aufaddiert. Auf 
die Reihenfolge, in der man die einzelnen Indizes i I  betrachtet, kommt es nicht an. 
 

 
Beispiel: 
 
Die Summe der Quadrate aller geraden Zahlen zwischen 4 und 12 ist 

 

 
i

i

i

i

i

i

i

i

2

4 6 8 10 12

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

2

6
2 2 2 2 2

4 6 8 10 12

2

4 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6

360













    

        

          

 

, , , ,

( )

.

              = (2 2) (2 3) (2 4) (2 5) (2 6)

              =

              

              = 4

=2

6

2

=2

6

 

 
Aus der Darstellung der Summenberechnung mit Hilfe des oben angegebenen Pascal-
Pseudocodes sieht man, dass die Summe über eine leere Anzahl von Summanden gleich 0 ist: 
 

ai
i
  0  und ai

i k

n



 0für k > n. 
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Der folgende Satz fasst einfache Rechenregeln mit endlichen Summen zusammen. 
 

Satz 1.6-1: 
 
 (i) Ist c eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhängt, so ist 
 

  ( )c a c ai
i I

i
i I

  
 
  . 

 

 (ii) ( )a b a bi i i
i I

i
i Ii I

 






 









 
  . 

 
 (iii) Ist c eine Konstante, die vom Summationsindex nicht abhängt, so ist 
 

  c n c
i

n


  

1

 und c n k c
i k

n


    ( )1 . 

 
 (iv) Es sei k N mit 1 k n . Dann ist 
 

  a ai i k
i k

n k

i

n

  


 


 1

1

1

(Indexverschiebung). 

 

 (v)    mn

m

j
j

n

i
i bbaaba 















 


 ...  ... 11
11

 

  

   

,=                          

=                          

 ... =                          

 ...  ...  ... =                          

1 1

1 1

11
1

111

 

 



 

 
































































n

i

m

j
ji

n

i

m

j
ji

m

j
jn

m

j
j

mnm

ba

ba

baba

bbabba

 

   a b a bi
i I

j
j J

i j
i I j J   

  





 








  

,

.  
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Satz 1.6-2: 
 
 (i) Die Summe aller natürlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich 
 

  
2

)1(
)1( ... 21

0






nn
nni

n

i

. 

 
  Die Summe aller geraden natürlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich 
 

      122

 geradeist  
und    

0    




nni

i

ni

. 

 
  Die Summe aller ungeraden natürlichen Zahlen bis zur Zahl n ist gleich 
 

  
2

ungeradeist  
und       

0    2

1




 




n
i

i

ni

. 

 

 (ii) Es sei q R eine Konstante. Dann ist 

 

  


























1für 
1

1

1

1
1für 1

=         

+ ... ++1

11

132

0

q
q

q

q

q
qn

qqqqqq

nn

nn
n

i

i

  

 

  Spezialfall: q = 2:  2 1 2 4 2 2 1
0

1i

i

n
n n



       ...  . 

 

  



























1für 
)1(

)1(

1für 
2

)1(

=         

)1(+ ... +3+2

2

21

132

0

q
q

qnqnq

q
nn

qnqnqqqqi

nn

nn
n

i

i

 

 

  Spezialfall: q = 2:  22)1(2 1

0

 


 n

n

i

i ni . 

../.. 
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 

      


























1für 
)1(

1222)1(1

1für 
6

12)1(

=         

)1(+ ... +9+4

3

32212

21232

0

2

q
q

qnqnqnqq

q
nnn

qnqnqqqqi

nnn

nn
n

i

i

 

 
 

 (iii) 
nnnii

n

i

1
1

)1(

1
 ... 

12

1

6

1

2

1

)1(

1

2









  . 

 

  
1

1
1

)1(

1
 ... 

12

1

6

1

2

1

)1(

1

1 






 nnnii

n

i

  . 

  

 (iv) 





n

i

nnn
nni

0

222

6

)12()1(
)1( ... 941   . 

 
Für die Herleitung der einzelnen Aussagen werden teilweise Beweistechniken eingesetzt, die 
auch auf andere Formeln übertragbar sind. Diese Beweistechniken sollen exemplarisch erläu-
tert werden. 
 
Für die Herleitung der Aussage (i) wird unterschieden, ob n gerade oder ungerade ist. Ist n ge-

rade, etwa kn  2 , dann ist 

       . ... 21 ... 21

)1( ... 21

Summanden  Summe 2.Summanden  Summe, 1.

2

10

0

  
kk

k

ki

k

i

n

i

kkkkk

ii

nni
















  

Die Summationsreihenfolge wird geändert: Aus der 1. Summe wird der 1. Summand zum 

letzten Summanden in der 2. Summe addiert. Das Ergebnis ist 12  k . Die Summe des zwei-

ten Summanden in der 1. Summe mit dem vorletzten der 2. Summe lautet 

  12212  kk . Allgemein ist die Summe des i-ten Summanden in der 1. Summe i-

letzten Summanden der 2. Summe gleich    1212  kiki . Diese Summenbildung 

kann man sooft vornehmen, wie es Summanden in der 1. Bzw. 2. Summe gibt, nämlich k-mal. 

Daher ist      
2

1
1

2
12

0






nn
n

n
kki

n

i

. 

Ist n ungerade, etwa 12  kn , dann ist 
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 

     

 

 
.

2

1
2

21

12
2

122

12
12

2

0

12

00






























nn

nnn

k
kk

ki

ii

ki

k

i

k

i

n

i



 

 

Die Summe 


geradeist  
und       

0    

i

ni

i  der geraden natürlichen Zahlen bis zur Zahl n ergibt sich wie folgt: 

Ist n gerade, etwa kn  2 , dann ist 

  






















  



1
22

1
22

122
00

 geradeist  
und    

0    

nnnn
kkjji

k

j

k

j

i

ni

. 

Ist n ungerade, etwa 12  kn , dann ist 
























 





 



1
22

1
2

1

2

1

 geradeist  
und    

10    

 geradeist  
und    

0    

nnnn
ii

i

ni

i

ni

. 

 

Die Summe 


ungeradeist  
und       

0    

i

ni

i  der ungeraden natürlichen Zahlen bis zur Zahl n ergibt sich wie folgt: 

 












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




 



1
222

1

geradeist  
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0    0    

ungeradeist  
und       

0    

nnnn
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i
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i
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. 

Ist n gerade, so ist 
   














 






















22

1
222

1
1

222

1 nnnnnnnnnn
. Für gerades n 

ist 
22

1 nn




 

; damit folgt das Ergebnis. 

Ist n ungerade, so ist 

 
    22

2

1

4

12
1

2

1

2

1

2

1
1

222

1






 



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
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
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

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

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 nnnnnnnnnnn
. Für unge-

rades n, etwa 12  kn , ist 1
2

22

2

1




 





 

k
kn

 und 1
2

22

2

1






k

kn
. Daher 

gilt die Formel auch für ungerades n. 
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Bei der Herleitung von (ii) für 1q  kann eine spezielle Methode (Pertubationsmethode) 

eingesetzt werden: 

Zur Berechnung von 



n

i
ianS

0

)(  wird die Summe um einen weiteren Summanden 1na  er-

gänzt: Dann ist 










 

n

i
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i
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n

i
in aaaaaaanS

0
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1

1
01

0
1)( . Dieser Ansatz wird hier 

gewählt: 





n

i

iqnS
0
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0  qa , ii
i qqqa  


1
1 , 

)(11)(
0

1 nSqqqqnS
n
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in  


 . Auflösung nach )(nS  liefert das Ergebnis 
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Auflösung der Formel nach )(nS  ergibt das Ergebnis. Für 1q  wird die Formel (iv), siehe 

auch unten, genommen. 
  
Zur Herleitung der Formel in (iii) wird die Methode der Partialbruchzerlegung eingesetzt. 

Dazu wird der Summand  1

1

 ii
 in eine Summe 

1


i

B

i

A
 zerlegt, und es werden die Werte 

A und B bestimmt:  
 
 

 
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Für (iv) könnte man wieder den Einsatz der Pertubationsmethode versuchen. Mit 





n

i

inS
0

2)( , 2iai  , 00 a ,  21 1 iai  ist 

       



n

i

n

i

n

i

n

i

inSiiinnS
000

2

0

22 12)(1211)( . 

Die Auflösung nach )(nS gelingt nicht, da sich dieser Ausdruck auf beiden Seiten aufhebt. Es 

bleibt aber bei der Summe der Quadrate (die sich leider aufhebt) die Summe 


n

i

i
0

 übrig. Viel-

leicht könnte man die Summe der Kubikzahlen nach dem Ansatz der Pertubationsmethode zu 
berechnen versuchen und hoffen, dass sich diese Summe dann auch aufhebt und die Summe 

der Quadrate übrig bleibt. Man setzt also 



n

i

inQ
0

3)(  und berechnet 
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Diese Gleichung wird nach 


n

i

i
0

2  aufgelöst. 
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Der Betrag einer reellen Zahl Ra wird definiert durch 









.   0für 

0für 

aa

aa
a    

 
Dann gelten folgende Regeln: 
 

Satz 1.7-1: 
 
 Es seien Ra  , Rb  und Rc . Dann gilt: 

 

 (i) 0a  und aa  . 

 

 (ii) baba  . 

 

 (iii) abba  . 

../.. 
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 (iv) bccaba     (Dreiecksungleichung). 

 

 (v) baba  , baba  . 

 

 (vi) baba  . 

 

 (vii) Für 0ba  ist 
2

ba
ba


 . 

 
Teil (i) folgt unmittelbar aus der Definition. 
 
Teil (ii) sieht man folgendermaßen: 

Gilt 0a  und 0b , so ist bababa  . Gilt 0a  und 0b , dann ist 

    babababa  ; genauso argumentiert man bei 0a  und 0b . Gilt 0a  

und 0b , dann ist     babababa  . 

 

Teil (iii) folgt aus (ii):       abababba  11 . 

 
Für die Verifikation von Teil (iv) werden mehrere Fälle unterschieden und (iii) verwendet: 

Ist bca  , dann ist bccaaccbaccbababba  . 

Ist cba  , dann ist bcbabcabbcabacca  , also 

bccacabccaba  .   

Ist bac  , dann ist cabacaabcaabcbcb  , also 

cabcbccabccacbba  . 

Für ab   wird ähnlich abhängig von der Lage von c relativ zu a und b argumentiert. 

 

Setzt man in (iv) 0c , so erhält man die erste Ungleichung in Teil (v). Die zweite Unglei-

chung erhält man aus der ersten Ungleichung:   babababa  . 

 
In Teil (vi) trifft man wieder Fallunterscheidungen und wendet Teil (v) an: 

Ist ba 0  oder ab 0 , so ist baba  . Entsprechend ergibt sich bei 0 ba  

oder 0 ab :   baabbaba  . 

Für ab  0  ist   babababababa  , da 0 ba  ist. Aus 

Symmetriegründen gilt die Behauptung auch für ba  0 . 
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Teil (vii) folgt aus der binomischen Formel: Aus   222 20 bbaaba   ergibt sich 

nacheinander  222 24 babbaaba  , 
 

4

2ba
ba


 , 

2

ba
ba


 .  

 
 
Häufig werden Betragsgleichungen in Ungleichungen umgesetzt: 
 

Satz 1.7-2: 
 
 Es seien Rx  , Ra  und R  mit 0 . Dann gilt: 

 

 Die Ungleichung  ax  ist gleichbedeutend mit   axa ; 

 die Ungleichung  ax  ist gleichbedeutend mit   axa . 

 
Die Aussagen verifiziert man durch Unterscheidung aller möglichen Fälle: 

Ist ax  , dann ist bei  ax :    axax , also  ax ; 

      aaxaaaxaxxaxxx 22 . Ist umgekehrt 

  axa , dann ist  ax , d.h.    axax . 

Die Verifikation im Fall ax   verläuft analog. 

 

Es seien Ra  und Rb  reelle Zahlen mit a b . Die Menge 

 

   a b x x a x b,      und R  heißt abgeschlossenes Intervall von a bis b, 

   a b x x a x b,      und R  heißt offenes Intervall von a bis b, 

   a b x x a x b,      und R  heißt halboffenes Intervall von a bis b, 

   a b x x a x b,      und R  heißt halboffenes Intervall von a bis b. 

 
Unter einem Intervall wird ein abgeschlossenes oder offenes oder halboffenes Intervall ver-
standen. Zusätzlich zu den Intervallen mit reellwertigen Begrenzungspunkten werden folgen-
de Intervalle definiert: 
 

      , a x x x a  und R , 

      , a x x x a  und R , 

   a x x a x,     und R , 

   a x x a x,     und R  und 

   , R . 
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Mit Satz 1.7-2 ist dann  










 





22

 und   ,
baba

xxxba R  

und  










 





22

 und   ,
baba

xxxba R . 

 
 

Satz 1.7-3: 
 
 Die folgenden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend: 
 

 (a) Die Teilmenge RI  ist ein Intervall. 

 und 

 (b) Für jedes Ix 0  und jedes Ix 1  ist   Ixx 10  , . 

 
Der Nachweis der Korrektheit dieser Aussage erfolgt in zwei Richtungen: 
 

„    ba  “: 

Es werden alle Möglichkeiten für I überprüft. Exemplarisch wird der Fall  baI ,  gezeigt: 

Ist  10  , xxx , dann ist bxxxa  10 , also Ix . 

 

„    ab  “: 

Auch hier werden alle Möglichkeiten für I überprüft. 

Ist beispielsweise I   und nach oben und unten beschränkt, dann wird a als die größte un-

tere Schranke von I und b als die kleinste obere Schranke von I gesetzt; beide Werte a und b 

existieren nach Konstruktion von R. Jetzt wird danach unterschieden, ob Ia , Ia , Ib  

bzw. Ib  gilt. Es sei etwa Ia  und Ib ; in den anderen Fällen argumentiert man ent-

sprechend. Für Ix  gilt bxa  , und bx   ist wegen Ib  nicht möglich. Das bedeutet 

 baI , . Gilt umgekehrt  bax , , dann ist bxa  . Wäre für jedes Iy  xy  , dann wä-

re x obere Schranke von I mit bx   im Widerspruch zur Wahl von b. Also gibt es Iy  mit 

yxa  . Setz man in (b) ax 0  und yx 1 , so folgt   Iya  ,  und damit Ix . Das bedeu-

tet   Iba , . 

Die Überprüfung der übrigen Fälle für I erfolgt auf ähnliche Weise.  
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2 Abbildungen 

 
Abbildungen stellen Beziehungen zwischen Mengen A und B her. Sie können als Spezialisie-
rung des Konzepts der Relationen zwischen Mengen definiert werden. 
 
 

2.1 Allgemeines 

 
In Kapitel 1.4 wurden die Begriffe Äquivalenzrelation und der Ordnungsrelation eingeführt. 
Diese sind Spezialisierungen des allgemeineren Begriffs der Relation: 
 

Es seien A und B zwei Mengen. Eine Teilmenge BAR   heißt Relation zwischen A und B.  

Eine Relation besteht also aus Paaren  ba  ,  mit Aa  und Bb . 

 

Eine Relation BAR   heißt linkstotal, wenn es zu jedem Aa  ein Bb  mit   Rba  ,  

gibt. Bei einer linkstotalen Relation R kommen alle Elemente von A als erste Komponenten in 

den Paaren in R vor. Zu Aa  kann es auch mehrere Bb 1 , ..., Bbm   geben mit 

  Rba 1 , , ...,   Rba m  , . 

 

Eine Relation BAR   heißt rechtstotal, wenn es zu jedem Bb  ein Aa  mit   Rba  ,  

gibt. Bei einer rechtstotalen Relation R kommen alle Elemente von B als zweite Komponenten 

in den Paaren in R vor. Das Element Aa , das es zu Bb  mit   Rba  ,  gibt, muss auch 

hier nicht eindeutig bestimmt sein, d.h. es kann zu Bb  mehrere Aa 1 , ..., Aan   geben 

mit   Rba  ,1 , ...,   Rban  , . 

 

Eine Relation BAR   heißt linkseindeutig, wenn gilt: aus   Rba  ,1  und   Rba  ,2  folgt 

21 aa  . Bei einer linkseindeutigen Relation gilt dann: Sind   Rba 11  ,  und   Rba 22  ,  und 

gilt 21 aa  , so ist auch 21 bb  .   

 

Eine Relation BAR   heißt rechteindeutig, wenn gilt: aus   Rba 1 ,  und   Rba 2 ,  

folgt 21 bb  . Bei einer rechtseindeutigen Relation gilt dann: Sind   Rba 11  ,  und   Rba 22  ,  

und gilt 21 bb  , so ist auch 21 aa  . 

 

Eine Relation BAf   heißt Abbildung von A nach B, wenn f  linkstotal und rechtseindeu-

tig ist. Gleichbedeutend damit ist folgende Formulierung: 
 

BAf   ist eine Abbildung, wenn es zu jedem Aa  genau ein Bb  gibt mit   fba  , .  
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Da dieses eindeutig bestimmt Element Bb  „zu Aa  gehört“, schreibt man anstelle von 

  fba  ,  auch )(afb   und bezeichnet es als Bild von a unter f. Häufig gibt es eine Re-

chenvorschrift, nach der zu gegebenem Aa  das Bild )(af  zu bestimmen ist, etwa 

23)( 23  aaaf . 

 
Dann wird eine Abbildung f von A nach B beschrieben durch 

f
A B

a f a
:

( )








   

oder auch in der Form 

f A B:  , f a( )   ...  

 
Die Menge A heißt Definitionsbereich von f, die Menge  

 bafAaBbbfW  )(mit  gibt  es und , |  )(  heißt Wertebereich von f. Es ist 

W f B( ) . Anstelle von )( fW  schreibt man auch )(Af .  

 

Für eine Funktion f A B:   ist also der Wertebereich gleich 

 bafAaBbbAf  )(mit  gibt  es und , |  )( . 

 

Die Angabe f A B:   legt fest, dass einem Element vom (Daten-) Typ, der „charakteristisch“ 

für A ist, jeweils genau ein Element vom (Daten-) Typ, der „charakteristisch“ für B ist, zuge-
ordnet wird. Beispielsweise könnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die 

Menge B aus natürlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f A B:   fest, dass jedem 

Objekt vom Objekttyp T in der Menge A durch f eine natürliche Zahl, die beispielsweise als 

Primärschlüsselwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f a( )   ...  beschreibt, 

wie diese Zuordnung für jedes Element a A  geschieht. 
 

Das Bild eines Elements Aa  unter f ist eindeutig bestimmt, und es gilt 1)( af  für jedes 

Aa . Andererseits kann es durchaus Werte a1  und a2  mit a a1 2  und f a f a( ) ( )1 2  ge-

ben; beispielsweise ist für die durch f x x x( )  2 für R  definierte Abbildung 

4)2()2(  ff . 

 

Die Menge     )( und    
1

bafAaabf 


 wird als Urbild von b unter f bezeichnet. 

 

Eine Abbildung f A B:   mit A R  und W f( ) R  heißt reelle Funktion einer Verän-

derlichen. 
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Beispiele: 
 

f
x x

:
R R






2  

 

g
x x

:
R R\ {0} 






3  

 








xex
h

1

[,0[
:

R
 

 

id
A A

x xA:







   Identität auf A 

 

par
x ax xa :

( )

R R
 



 1

   Parabel 

 

F x

x x

x x x

x x

:

] , [  


  

  
 


















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10 2

2 20

2 8 20

2

3

R
        für 

   für 

   für 

 

 

f n
n

n f n n
!

!

:
( )

N N




  









1 0

1 0

                für 

 für 
       Fakultätsfunktion 

 
Die hier aufgeführte Definition der Fakultätsfunktion zeigt die Form einer rekursiven Defini-
tion. Rekursive Funktionsdefinitionen werden häufig angewandt, wenn der Definitionsbereich 
der Funktion die natürlichen Zahlen oder eine Teilmenge der natürlichen Zahlen ist. Für den 

kleinsten Wert n des Definitionsbereich bzw. für mehrere der kleinsten Werte wird )(nf  di-

rekt angegeben. Für größere Werte n wird )(nf  als arithmetischer Ausdruck, der n, eventuell 

kleinere Werte m und Funktionswerte )(mf  mit nm   enthält. 

 
Die Fakultätsfunktion kann auch nicht-rekursiv definiert werden: 
 


















0für     )1( ... 1

0für                         1:!

nnn

n
nf

NN
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Ein weiteres Beispiel einer rekursiven Funktion mit der zugehörigen nicht-rekursiven Defini-
tion ist die Fibonnacci-Funktion, die einen nichttrivialen Zusammenhang zwischen beiden 
Formen der Definition zeigt (siehe Kapitel 5.10): 
 


















2für     )2()1(

1 und 0für                                    :
nnfibnfib

nnn
nfib

NN
    bzw. 





















 








 


nn

nfib
2

51

2

51

5

1
)(   für 0n . 

 
 
Im Folgenden werden hauptsächlich reelle Funktionen betrachtet. Gelegentlich wird auf die 
Angabe des Definitionsbereichs einer Abbildung verzichtet; dann wird implizit immer die 
größte Teilmenge von R genommen, für die die Abbildungsvorschrift definiert ist. 
 

Für eine Abbildung f A B:   heißt die Menge    | ))(,( Aaafa   Graph der Abbildung f. 

 

Sind f A B:   und g B C:   zwei Abbildungen, dann heißt die Abbildung h A C:   mit 

h a g f a( ) ( ( ))  die Komposition (Zusammensetzung) der Abbildungen f und g, geschrieben  

h g f  . 

 

Es ist W g f W g C( ) ( )   , und i.a. gilt g f f g  . 

 

 
Beispiel: 
 

f
x x
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R R\ {-1} 

 





1
1

              g
x x

:
R R






2  

 

g f x
x

 :
( )

R R\ {-1} 









1

1 2
 

 

 









21
1:

x
xgf

RR
  
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2.2 Grundlegende Eigenschaften von Abbildungen 

 

Eine Abbildung BAf :  heißt surjektive Abbildung (Surjektion), wenn sie rechtstotal 

ist.  
 

Die Abbildung BAf :  sei surjektiv. Dann ist BAf )( , d.h. der Wertebereich von f um-

fasst ganz B. Für jedes Bb  ist also   1
1




bf , d.h. es gibt mindestens ein Aa  mit 

baf )(  (eventuell gibt es mehrere Werte Aa , die auf b abgebildet werden). 

 
Beispiel: 
 
Die Abbildung 

f
x x

:
R R






2  

ist nicht surjektiv, da es zu keiner negativen Zahl Ry  einen Wert Rx  gibt mit 

0)( 2  yxxf . Durch Einschränkung der Zielmenge kann man jedoch die Surjektivität 

erzwingen. Beispielsweise ist f
x x0 2:
R R 0






  surjektiv. 

 
 

Eine Abbildung BAf :  heißt injektive Abbildung (Injektion), wenn sie linkseindeutig 

ist. 
 
Beispiel: 
 
Die Abbildung 

f
x x

:
R R






2  

ist nicht injektiv, da für 11 x  und 12 x  offensichtlich x x1 2  ist, aber 

)()1(1)1()1()( 2
2

1 xfffxf   ist. 

 
Die Injektivität kann man durch Einschränkung des Definitionsbereichs erzwingen. Bei-

spielsweise ist die Funktion f
x x1 2:

R R0 






 injektiv. 

 
Die Injektivität einer Funktion kann an ihrem Graphen abgelesen werden: Jede Parallele zur 
x-Achse schneidet den Graphen einer injektiven Funktion in höchstens einem Punkt. 
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Eine Abbildung heißt bijektive Abbildung (Bijektion), wenn sie sowohl surjektiv als auch 
injektiv ist. 
 
Die Begriffe bezüglich Relationen und Abbildungen fasst folgende Tabelle zusammen. 
 

Typ der Relation     

linkstotal x x x x 

rechtstotal  x  x 

linkseindeutig   x x 

rechtseindeutig x x x x 

 Abbildung Surjektion Injektion Bijektion 

 
 

Satz 2.2-1: 
 
 Es sei BAf :  eine bijektive Abbildung. Dann gilt: 

 

 (i) Für jedes Bb  gibt es genau ein Aab   mit )( bafb  . 

  

 (ii) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung ABg :  mit babg )( ; außerdem 

gilt für jedes Aa :    aafg   und für jedes Bb :    bbgf  . 

 

In (i) folgt die Existenz eines Elements Aab   mit )( bafb   aus der Surjektivität von f; die 

Eindeutigkeit folgt aus der Injektivität. 
 
Die Aussage in Satz 2.2-1 (i) kann man so interpretieren, dass es eine Eins-zu-Eins-
Beziehung zwischen den Elementen der Menge A und der Menge B gibt. 
 
 

Ist BAf :  eine bijektive Abbildung, so heißt die gemäß Satz 2.2-1 (ii) existierende Funk-

tion ABg :  die Umkehrabbildung von f und wird mit f
1

 bezeichnet. Es gilt: 

Aidff 



1

 und Bidff 
1

 , d.h. aaff 





 

)(
1

  und bbff 





 

)(
1

 . 

 

Beim Graph einer bijektiven Abbildung RR :f  vollzieht sich der Übergang zur Umkehr-

funktion f
1

 durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden (45°-Linie). 
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Beispiele: 
 
Die Abbildung 








baxx
F

RR
:  

ist für festes a R  mit a  0  und festem b R  bijektiv und hat die Umkehrfunktion 

F y
a

y
b

a

 

 






1
1:

R R
  . 

 
Im allgemeinen ist eine Abbildung der Form 

f
x ax bx cx d

:
R R

   




3 2  

mit festen rellen Werten a, b, c und d nicht bijektiv. 
 
Die Abbildung 








21 :
xx

f
RR

 

ist weder injektiv noch surjektiv. Jedoch sind die Abbildungen 

f
x x2 2:

R R0 0 






 und f
x x3 2:

R R0 0 






 jeweils bijektiv mit den durch f y y


 
1

2 ( )  

bzw. f y y


 
1

3 ( )  definierten Umkehrabbildungen. 

 
 

Häufig wird bereits für eine injektive Abbildung BAf : , die nicht notwendigerweise 

surjektiv ist, die Umkehrabbildung 
1

f  definiert, und zwar nur für die Werte Bb  aus dem 

Wertebereich von f: XXff 


)(:
1

. 
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Satz 2.2-2: 
 
 Es seien BAf :  und CBg :  Abbildungen. Dann gilt: 

 

 (i) Sind f und g surjektiv, dann ist auch fg   surjektiv. 

  

 (ii) Sind f und g injektiv, dann ist auch fg   injektiv. 

 

 (iii) Sind f und g bijektiv, dann ist auch fg   bijektiv. In diesem Fall gilt 

 
111 

 gffg  . 

 
(i) und (ii) und der erste Teil von (iii) werden direkt mit den entsprechenden Definitionen 

nachgeprüft. Für den zweiten Teil von (iii) zeigt man, dass 
11 

gf   die Umkehrabbildung  zu 

fg   ist: Dazu seien Aa , Bb  mit )(afb   und Cc mit ))(()( afgbgc  . Es gilt 

      aaffafggfafggf 









)())(())((
11111

 . 

 
 
Für endliche Mengen  A und B kann man die Existenz surjektiver, injektiver und bijektiver  
Abbildungen zwischen A und B folgendermaßen entscheiden: 
 

Satz 2.2-3: 
 

 Die Mengen A und B seien endliche Mengen mit nA   und mB  . Dann gilt: 

 

 (i) Es gibt genau dann eine surjektive Abbildung BAf : , wenn mn   ist. 

  

 (ii) Es gibt genau dann eine injektive Abbildung BAf : , wenn mn   ist. 

 

 (iii) Es gibt genau dann eine bijektive Abbildung BAf : , wenn mn   ist. 

 
Für (i) sind zwei Beweisrichtungen zu zeigen, nämlich 

(i1) Wenn es eine surjektive Abbildung BAf :  gibt, dann ist BA  . 

(i2) Wenn BA   ist, dann kann man eine surjektive Abbildung BAf :  definieren. 
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Zu (i1): Es sei Bb . Wegen der Surjektivität von f ist 1)(
1




bf . Da f als Abbildung 

rechtseindeutig ist, gilt für Bb 1  und Bb 2  mit 21 bb  : 
 1

2

1

1 )()( bfbf . Für 

jedes Bb  wählt man einen „Repräsentanten“ 
1

)(


 bfab . Diese sind paarweise 

verschieden. Da   ABbab       ist, folgt   ABbaB
Aaa

b

b

 


11    . 

Zu (i2): Es sei    ..., , 1 naaA   und    ..., , 1 mbbB   mit mn  . Die Abbildung 


















nmib

mib
a

BA
f

m

i
i  ..., ,1für 

 ..., ,1für :   ist surjektiv. 

 
Auch für (ii) sind zwei Beweisrichtungen zu zeigen, nämlich 

(ii1) Wenn es eine injektive Abbildung BAf :  gibt, dann ist BA  . 

(ii2) Wenn BA   ist, dann kann man eine injektive Abbildung BAf :  definieren. 

Zu (ii1): Injektivität bedeutet: Sind Aa 1  und Aa 2  mit 21 aa  , dann ist    21 afaf  . 

Ist    ..., , 1 naaA   und       ..., , 1 nafafB  , dann ist BB   und BBA  . 

Zu (ii2): Es sei    ..., , 1 naaA   und    ..., , 1 mbbB   mit mn  . Die Abbildung 








ii ba

BA
f :   ist injektiv. 

 

Bei (iii) folgt aus der Existenz einer bijektiven Abbildung BAf : , dass wegen der 

Injektivität von f  mn   und wegen der Surjektivität von f mn   ist, also mn   gilt. Ist um-

gekehrt mn  , so ist die Abbildung







ii ba

BA
f :   bijektiv. 

  
 
Satz 2.2-3 lässt den Schluss zu, dass bei Abbildungen zwischen endlichen Mengen mit der-
selben Elementanzahl die Begriffe Injektivität, Surjektivität und Bijektivität zusammenfallen : 
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Satz 2.2-4: 
 

 Die Mengen A und B seien endliche Mengen mit derselben Elementanzahl BA  . Es 

sei BAf :  eine Abbildung. Dann gilt: 

 
 Die folgenden drei Aussagen (a), (b) und (c) sind äquivalent: 
 
 (a) f ist eine injektive Abbildung.  
 
 (b) f ist eine surjektive Abbildung. 
 

 (c) f ist eine bijektive Abbildung. 

 
Die Äquivalenz von (a) und (b) ergibt sich wie folgt (die Äquivalenz zu (c) ergibt sich dann 

aus der Definition der Bijektivität): Ist f eine injektive Abbildung, dann ist BAAf )( . 

Wegen   BAf   hat daher jedes Bb  ein Urbild, d.h. f ist surjektiv. Ist umgekehrt f nicht 

injektiv, dann gibt es Aa 1  und Aa 2  mit 21 aa   und    21 afaf  . Daher ist 

BAAf )( , und f ist nicht surjektiv. 

 
 
Satz 2.2-3 (iii) besagt für endliche Mengen, dass sie genau dann gleichmächtig sind, wenn es 
zwischen ihnen eine bijektive Abbildung gibt. Dieser Ansatz lässt sich auf unendliche Men-
gen übertragen: 
 
Zwei unendliche Mengen A und B heißen gleichmächtig, wenn es eine bijektive Abbildung 

BAf :  gibt. Wegen der Existenz der bijektiven Umkehrfunktion g zu f ist diese Definiti-

on gleichbedeutend mit der Existenz einer bijektiven Abbildung ABg : . 

 
 
Bei unendlichen Mengen A und B tritt die folgende Situation auf, die sich am Beispiel der 
Vorgängerfunktion pred auf den natürlichen Zahlen verdeutlichen lässt: 








.   1
: 0

nn
pred

NN
 

 

Die Funktion ist für alle natürlichen Zahlen 1n  definiert . Aus Axiom 2 der natürlichen 

Zahlen (siehe Kapitel 1.4) folgt, dass sie surjektiv ist; zu beachten ist, dass 0 im Definitions-
bereich nicht enthalten ist. Axiom 4 besagt, dass sie injektiv ist. Es handelt es sich hierbei also 
um eine bijektive Abbildung, d.h. die Menge N der natürlichen Zahlen ist gleichmächtig mit 
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der echten Teilmenge 0N  =  N \ { 0 }. Dieses Phänomen erlaubt es, die Endlichkeit bzw. 

Unendlichkeit einer Menge exakt zu definieren: 
 
Eine Menge A ist endlich von der Mächtigkeit n, wenn es eine bijektive Abbildung 

  Anf 1 ..., 0, :  gibt, d.h. man kann die Elemente in A mit den natürlichen Zahlen  0, ..., 

1n  durchnumerieren:    10  ..., , )1( ..., (0),  naanffA . Hierbei ist )()( jfif   bzw. 

ji aa   für ji  . Ist B eine echte Teilmenge von A, dann kann es nach Satz 2.2-3(iii) keine 

bijektive Abbildung ABf :  geben. Diese Eigenschaft unterscheidet eine endliche Menge 

von einer Menge mit unendlicher Mächtigkeit.  
 
Eine Menge A ist von der Mächtigkeit unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung 

ABf :  zwischen einer echten Teilmenge AB   und A gibt.   

 
Eine Menge heißt abzählbar, wenn sie entweder endlich oder gleichmächtig zu den natürli-
chen Zahlen ist. Eine unendliche Menge, die nicht abzählbar ist, heißt überabzählbar.  
 
 

Satz 2.2-5: 
  

 (i) Es gibt eine bijektive Abbildung ZNZ :h , und es gibt eine bijektive Abbil-

dung QNQ :h . Die Mengen N, Z und Q sind daher abzählbar. 

 
 (ii) Die Menge N der natürlichen Zahlen lässt sich nicht auf die Menge R der reellen 

Zahlen bijektiv abbilden. Die Menge R ist daher überabzählbar. 

 

Für Satz 2.2-5 (i) sind zwei bijektive Abbildungen ZNZ :h  und QNQ :h  anzugeben. 

 

Die Abbildung ZNZ :h  wird definiert durch 

 

 
















ist ungerade  falls21

ist gerade  falls2:
nn

nn
nh

ZN

Z . 

 
Einige Werte dieser Abbildung sind 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

)(nhZ  0 1 − 1 2 − 2 3 − 3 4 − 4 5 − 5 6 

 

Die Injektivität von Zh  sieht man folgendermaßen: Es seien N1n  und N2n  mit 21 nn  . 

Ist 1n  gerade und 2n  ungerade, dann ist    21 0 nhnh ZZ  , insbesondere    21 nhnh ZZ  . Ist 
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1n  ungerade und 2n  gerade, dann ist    12 0 nhnh ZZ  . Sind 1n  und 2n  beide gerade, dann 

ist    2211 22 nhnnnh ZZ  . Sind 1n  und 2n  beide ungerade, dann ist 

       2211 2121 nhnnnh ZZ  . 

Zum Nachweis der Surjektivität sei Zz . Ist 0z , dann ist zn  2  in N und 

     
z

z
zhnh 




2

2
2ZZ . Ist 0z , dann ist 12  zn  in N und 

     
z

z
zhnh 




2

112
12ZZ .  

  

Die Abbildung QNQ :h  wird in zwei Schritten konstruiert. Zunächst wird eine bijektive 

Abbildung 0: QNQf  angegeben, die dann zu einer bijektiven Abbildung QNQ :h  er-

weitert wird: 

Die rationalen Zahlen 






     und    000 NNQ tr

t

r
 kann man sich in ein unendliches 

Zahlenschema eingetragen denken, das aus Zeilen und Spalten besteht. In der ersten Zeile ste-

hen alle Zahlen 11 , 21 , 31 , 41 , ... ; die zweite Zeile enthält 12 , 22 , 32 , 42 , ...; die i-

te Zeile enthält 1i , 2i , 3i , 4i , ... Dann steht die Zahl 
t

r
 in der r-ten Zeile und t-ten Spal-

te. Dieses Zahlenschema wird durchnumeriert: 11  erhält die Nummer 1 ( 11  ist die einzige 

rationale Zahl 0Q
t

r
 mit 2 tr ). Dann kommen alle Zahlen 0Q

t

r
 mit 3 tr , nach 

aufsteigenden Zählern geordnet (das sind 21  und 12 ). Anschließend kommen alle 0Q
t

r
 

mit 4 tr , nach aufsteigenden Zählern geordnet (das sind 31 , 22 und 13 ) usw. Die fol-

gende Tabelle zeigt einige kleine rationale Zahlen mit ihren Nummern. 
 

m tr  mit 1r , 1t  und mtr   Anzahl Nummern 

2 11  1 1 

3 21   12  2 2  3 

4 31   22   13  3 4  5  6 

5 41   32   23   14  4 7  8  9  10 

6 51   42   33   24   15  5 11  12  13  14  15   

 

Es gibt genau 1m  rationale Zahlen 0Q
t

r
 mit mtr  , nämlich  11 m ,  22 m , 

 33 m , ...,   11m . Vor diesem „Block“ von Zahlen liegen alle Zahlen 0Q
v

u
 mit 

1u , 1v  und ivu   mit 12  mi . Daher bekommt  11 m  die Nummer 
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     
1

2

21
111

2

1

1

2




 








mm
ii

m

i

m

i

. 

Die Zahl  kmk   für 1 ..., ,1  mk  bekommt die Nummer 
   

k
mm




2

21
, d.h. die na-

türlichen Zahlen 
 

   
1

2

21


 mm
, 
   

2
2

21


 mm
, ..., 

     
2

1
1

2

21 mm
m

mm 



 

numerieren die Zahlen 0Q
t

r
 mit mtr  . 

  

Die Abbildung 0: QNQf  wird nun wie folgt definiert: 

  00 Qf . 

Für 0n  gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl 0Nm  mit 
     

2

1

2

21 mm
n

mm 



. 

Es gilt nämlich: Für 0Nm  mit 2m  ist die nächste auf 
   

2

21  mm
 folgende Zahl der 

Form 
   

2

21  kk
 mit 0Nk  die Zahl 

       
2

1

2

2111 


 mmmm
. Daher liegt n 

eindeutig zwischen 
   

2

21  mm
 und 

 
2

1 mm 
. 

 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
   

2

21  mm  
0 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 

 
2

1 mm   
0 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 

Für 17n  ist 7m , für 21n  ist 7m , für 22n  ist 8m . 

 

Die Anzahl der Werte n mit 
     

2

1

2

21 mm
n

mm 



 beträgt 1m . 

Es wird 
   

2

21 


mm
nr  und rmt   gesetzt. 

Da    21  mm  gerade ist und 
   

n
mm




2

21
 gilt, ist 0Nr . Außerdem ist  

         
1

2

21

2

1

2

21









 m

mmmmmm
nr  und damit auch 0Nt . 

 

Es wird  nfQ  durch 

 
t

r
nf Q  (in dieser ungekürzten Darstellung) 

definiert. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse  nfQ  für die 1m  Werte n mit  
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     
2

1

2

21 mm
n

mm 



: 

 

n     
1

2

21


 mm     
2

2

21


 mm ...  
1

2

1


 mm   
2

1 mm   

r 1 2 ... 2m  1m  

t 1m  2m  ... 2 1 

 nfQ   11 m   22 m     22m    11m  

 

Offensichtlich gilt für diese n jeweils  
t

r
nf Q  mit 11  mr , 11  mt  und mtr  . 

 

Die so definierte Abbildung 0: QNQf  ist bijektiv: 

Zum Nachweis der Surjektivität sei 0Qq . Für 0q  wird 0n  gesetzt; nach Definition 

ist     qfnf  00QQ . Für 0q , etwa trq   mit Nr , Nt , 0r  und 0t , sei 

2 trm . Es wird 
       

2

21

2

21 





mm
r

trtr
rn  gesetzt. Dann ist 

Nn  und 
             

2

1

2

21
1

2

21

2

21 








 mmmm
m

mm
tmn

mm
. 

Nach Definition von Qf  ist  
t

r
nf Q .  

Zum Nachweis der Injektivität seien N1n  und N2n  mit 21 nn  . Gilt  

     
2

1

2

21 


 mm
n

mm
i  für 1i , 2i  und 0Nm , dann ist mit 

   
2

21 


mm
nr ii  und ii rmt   für 1i , 2i : 21 rr   und    2

2

2

1

1
1 nf

t

r

t

r
nf QQ  . 

Gilt 
     

2

1

2

21 11
1

11 


 mm
n

mm
 und 

     
2

1

2

21 22
2

22 


 mm
n

mm
  mit 21 mm   

und setzt man 
   

2

21 
 ii

ii

mm
nr  und iii rmt   für 1i , 2i , dann folgt im Fall 

21 rr   wegen der ungekürzten Darstellung von Qf :    2
2

2

1

1
1 nf

t

r

t

r
nf QQ  ; ist 21 rr  , dann 

ist 21 tt   und    21 nfnf QQ  .  

 

Die gesuchte Bijektion QNQ :h  ergibt sich zu 

 
  
















.ist    ungerade  falls21

ist gerade  falls2:
nnf

nnf
nh

Q

QQ

QN
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Mit den geraden natürlichen Zahlen werden also die nichtpositiven rationalen Zahlen, mit den 
ungeraden natürlichen Zahlen die positiven rationalen Zahlen numeriert: 
 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 … 

ini  2mit   0  1  2  3  4  5  … 
 Numerierung der nichtpositiven rationalen Zahlen mittels    ifnf QQ  2  

12mit   ini   1  2  3  4  5  6 … 
 Numerierung der positiven rationalen Zahlen mittels     ifnf QQ  21  

 

Für Satz 2.2-5 (ii) wird angenommen, dass es eine bijektive Abbildungen RNR :h  gibt. 

Diese Annahme muss auf einen Widerspruch führen. Da dieses Vorgehen eine „klassische“  
Beweismethode auch insbesondere der Theoretischen Informatik ist und auch in die populär-
wissenschaftliche mathematische Literatur Eingang gefunden hat, soll die Beweisidee hier 
skizziert werden: 
 

Es seien ... 321  nnn  diejenigen Nin , für die   RR inh  mit   10  inhR  ist. Jedes 

Rr  mit 10  r  hat eine eindeutige Nummer in  und lautet in Dezimalschreibweise 

... ,0 3,2,1, 
iii nnn dddr  

mit den Dezimalziffern   9 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, ,  jni
d . Dabei ist ...9,01   (siehe Kapitel 

5.1). 
 

Es wird eine reelle Zahl r  mit 10  r  durch folgende Vorschrift konstruiert: 

Die erste Dezimalziffer von r nach dem Komma lautet 1,1
9  nd  (es wird aus der reellen Zahl 

mit der Nummer 1n  die erste Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezo-

gen; dadurch entsteht wieder eine Ziffer zwischen 0 und 9); es ist 1,1, 11
9   nn dd . Die zweite 

Dezimalziffer von r nach dem Komma lautet 2,2
9  nd  (es wird aus der reellen Zahl mit der 

Nummer 2n  die zweite Dezimalziffer nach dem Komma genommen und von 9 abgezogen); es 

ist 2,2, 22
9   nn dd . Allgemein: die j-te Dezimalziffer von r nach dem Komma lautet 

jn j
d  ,9 ; es ist jnjn jj

dd   ,,9 . 

 

Da r  eine reelle Zahl mit 10  r  ist und Rh  als bijektiv angenommen wurde, gibt es einen 

Wert Nkn  mit   rnh k R  ( r  ist die reelle Zahl mit der Nummer kn ): 

 ...  ... ,0 ,3,2,1, knnnn kkkk
ddddr   

Die k-te Dezimalziffer von r  nach dem Komma ist knk
d , . Nach Konstruktion von r  lautet 

die k-te Dezimalziffer von r  nach dem Komma jedoch knk
d  ,9 , und es ist knkn kk

dd   ,,9 . 

Daher kann es keinen Wert Nkn  mit   rnh k R  geben, und die Annahme der Existenz ei-

ner bijektiven Abbildung RNR :h   ist falsch. 



3 Ausgewählte Themen der elementaren Zahlentheorie 

 
In diesem Kapitel werden einige für die Informatik grundlegende und wichtige Themen der 
elementaren Zahlentheorie behandelt. Neben der Tatsache, dass sie zum mathematischen Ba-
siswissen in jeder Disziplin gehören, haben diese Themen in den letzten Jahren insbesondere 
in der Kryptologie zunehmende Bedeutung erlangt. 
 
 

3.1 Primzahlen 

 

Es seien Za  und Zb  ganze Zahlen mit 0b . Die Zahl a heißt durch b teilbar (b teilt 

a), geschrieben ab  | , wenn es ein Zb  gibt mit bba  . 

 
 
Der folgende Satz führt einige wichtige Teilbarkeitsregeln ganzer Zahlen auf: 
 

Satz 3.1-1: 
 
 (i) Gilt bc  |  und ab  | , so gilt auch ac  | . 

 

 (ii) Gilt 11  | ab  und 22  | ab , so gilt auch 2121  | aabb . 

 

 (iii) Gilt 1 | ab  und 2 | ab , so gilt für jedes Zx  und für jedes Zy :  21 | yaxab  . 

 

 (iv) Gilt ab  |  und ba  | , so ist ba   oder ba  . 

 
Die Teile (i) bis (iii) lassen sich durch Zurückführen auf obige Definition direkt verifizieren. 

Für (iv) setzt man ab  |  und ba  |  voraus, d.h. bba   mit Zb  und aab   mit Za . 

Dann ist baaa  , also 1 ba  und folglich 1a  und 1b . 

 
 

Bemerkung: Da trivialerweise immer aa  |  gilt, definiert wegen Satz 3.1-1 (i) und (iv) die 

durch  

„   Rmn  ,  genau dann, wenn mn  |  gilt“ 

definierte Relation eine partielle Ordnungsrelation (siehe Kapitel 1.4) auf 

NN . 
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Eine wichtige Teilmenge der natürlichen Zahlen ist die Menge P der Primzahlen: 

 

P =   p p2,ppp   und 1 sind  Teiler voneinzigen  die und  N,   

   = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... }. 
 
 
Der folgende Satz zeigt, dass die Primzahlen als Grundbausteine der natürlichen Zahlen und 
damit des gesamten Zahlensystems angesehen werden können. 
  

Satz 3.1-2: 
 
 Jedes Nn  mit 2n  lässt sich in ein Produkt aus Primzahlpotenzen zerlegen, d.h. 

  

 re
r

ee pppn  ...21
21  

 

 mit Primzahlen p1 , p2 , ..., pr  und natürlichen Zahlen 11 e , 12 e , ..., 1re . Diese 

Zerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Primzahlpotenzen) eindeutig. 

 
Die Zerlegung in Primfaktoren lässt sich leicht durch vollständige Induktion zeigen: 

Für 2n  ist die Behauptung klar. Sie gelte für 2n . 

Ist 1n  Primzahl, dann gilt die Behauptung auch für 1n . 

Ist 1n  keine Primzahl, dann besitzt sie einen Teiler a mit 11  na  und einen Teiler b 

mit 11  nb  und ban 1 . Nach Induktionsvoraussetzung sind a und b Produkte von 

Primzahlpotenzen und damit auch 1n . 

 
Auch die Eindeutigkeit der Zerlegung (bis auf die Reihenfolge) kann durch vollständige In-
duktion nachgewiesen werden: 

Für 2n  ist die Behauptung klar. Sie gelte für alle natürlichen Zahlen m mit nm 2 . 

Besitzt 1n  zwei unterschiedliche Darstellungen von Primzahlpotenzen, die sich nicht nur in 

der Reihenfolge der Faktoren unterscheiden, etwa sr e
s

eee
r

ee qqqpppn   ......1 2121
2121 , 

dann ist jedes ip  von jedem jq  verschieden (denn andernfalls kann man dieselbe Primzahl in 

beiden Darstellungen weglassen und erhielte eine Zahl m mit nm 2 , die der Induktions-

voraussetzung widerspricht). Insbesondere ist 11 qp  , und man kann 11 qp   annehmen. Es 

seien re
r

ee pppa   ...21
2

1
1  und se

s
ee qqqb   ...21
2

1
1 , d.h. a ergibt sich durch Fortlassen der 

Primzahl 1p  aus 1n  und b durch Fortlassen der Primzahl 1q  aus 1n . Für die Zahl 

bpnm  11  gilt     bpqbapm  111  und nm 2 . 

Auf die Zahlen m, 11 pq   und b ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar, und aus den ein-

deutigen Zerlegungen in Primzahlpotenzen von 11 pq   und b erhält man durch Multiplikation 

die eindeutige Zerlegung in Primzahlpotenzen von m. Wegen  bapm  1  kommt 1p  in der 
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Zerlegung von m vor und damit auch in den Zerlegungen von 11 pq   oder b. Wegen jqp 1  

für sj  ..., 1,  scheidet die zweite Möglichkeit aus. Es folgt  111  | pqp   und wegen 11  | pp  der 

Widerspruch 11  | qp . 

    
Beispielsweise ist 600 = 23 . 3 . 52. 
 
 
Der folgende Satz fasst einige wichtige Eigenschaften von Primzahlen zusammen: 
 

Satz 3.1-3: 
 
 (i) Es gibt unendlich viele Primzahlen. 
 
 (ii) Es gibt beliebig große Abstände zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen. 
 

 (iii) Es gibt unendlich viele Paare  2 , pp , die beide Primzahlen sind (Primzahl- 

   zwillinge) 
 

 (iv) Ist 12 n  eine Primzahl, so ist n eine Zweierpotenz. 
 

 (v) Ist 12 n  eine Primzahl, so ist n eine Primzahl. 

 
Zum Nachweis der Aussage (i) wird angenommen, dass es nur endlich viele Primzahlen, etwa 

npp  ..., ,1 , gibt. Dann wird 1 ... 1  nppm  gesetzt, und es gilt    ..., , max 1 nppm  . Dann 

kann aber m nach Annahme keine Primzahl sein. Eine der Primzahlen npp  ..., ,1 , etwa ip , 

muss aber nach Satz 3.1-2 ein Teiler von m sein. Das hätte aber 1 | ip  zur Folge, ein Wider-

spruch zu 2ip . 

 
Für den Nachweis von Aussage (ii) werden n aufeinanderfolgende natürliche Zahlen angege-

ben, die sämtlich keine Primzahlen sind:   2!1 n ,   3!1 n , …,    1!1  nn . Diese Zah-

len sind nacheinander jeweils durch 2, 3, …, 1n  teilbar. 

 
Aussage (iii) erfordert weitergehende Betrachtungen aus der Zahlentheorie. 
 
Für den Nachweis von (iv) wird angenommen, dass n keine Zweierpotenz ist. Dann hat n ei-

nen ungeraden Teiler a, d.h. ban   und 1a  und 1b . Setzt man in Satz 1.6-2(ii) 

 bq 2  und den oberen Laufindex der Summe auf den Wert 1a , so ergibt sich 

           
   b

n

b

ba

b

ab
abbb

a

i

ib

21

21

21

21

21

21
2 ... ... 2212

12
1

0 

















 . 
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Daher teilt b21  die Zahl 12 n ; diese ist somit keine Primzahl. 
 
Der Nachweis von (v) erfolgt auf ähnliche Weise: Ist n keine Primzahl, so hat n die Form 

ban   mit na 1  und nb 1 . Es gilt 

         
12

12

12

12
22+ ... 221

1

0

110








 






a

n

a

bab

i

iabaaa  . 

Daher ist 12 n  keine Primzahl. 
 
 
In der Praxis der Kryptographie werden ständig große Primzahlen benötigt (mit einer Stellen-
zahl von mehr als 150 Dezimalstellen). Dabei sind neben Primzahlen, deren Ziffernfolgen 

keinen festen Gesetzmäßigkeiten unterliegen, Primzahlen der Form 12 n  und 12 n  beson-

ders interessant. Diese haben nämlich eine sehr einfache Binärdarstellung (
 
 10...0112

mal1 


n

n , 


mal

1...112



n

n ). Wegen Satz 3.1-3 (iv) kann man die Suche nach sehr großen Primzahlen der 

Form 12 n  auf diejenigen n beschränken, die die Form mn 2  haben, d.h. auf Zahlen der 

Form 1212 2 
mn . Zahlen der Form 122 

m

 heißen Fermat-Zahlen. Beispielsweise sind 
die Fermat-Zahlen 

312
02  , 512

12  , 1712
22  , 25712

32  , 537.6512
42   

Primzahlen. Nicht jede Fermat-Zahl ist jedoch eine Primzahl, wie das Beispiel 

417 700 664112
52   

zeigt. Man kennt heute 230 Fermat-Zahlen, die nachweislich keine Primzahlen sind.  
 

Satz 3.1-1(v) sagt nicht, dass jede Zahl der Form 12 p  mit einer Primzahl p selbst Primzahl 

ist. Die Zahlen der Form 12 p  mit einer Primzahl p heißen Mersenne-Zahlen. Nicht jede 
Mersenne-Zahl ist Primzahl. Beispielsweise sind die Zahlen 

3122  , 7123  , 31125  , 127127  , 81911213   

Primzahlen, nicht aber 892320471211  . Die bisher bekannten größten Primzahlen sind 

Mersenne-Zahlen. 
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Rekordprimzahlen nach Jahren (aus Wikipedia) 

Zahl 
Anzahl der 

Dezimalziffern 
Jahr Entdecker (genutzter Computer) 

217−1 6 1588 Cataldi 

219−1 6 1588 Cataldi 

231−1 10 1772 Euler 

(259−1)/179951 13 1867 Landry 

2127−1 39 1876 Lucas 

(2148+1)/17 44 1951 Ferrier 

180·(2127−1)2+1 79 1951 Miller & Wheeler (EDSAC1) 

2521−1 157 1952 Robinson (SWAC) 

2607−1 183 1952 Robinson (SWAC) 

21.279−1 386 1952 Robinson (SWAC) 

22.203−1 664 1952 Robinson (SWAC) 

22.281−1 687 1952 Robinson (SWAC) 

23.217−1 969 1957 Riesel (BESK) 

24.423−1 1.332 1961 Hurwitz (IBM7090) 

29.689−1 2.917 1963 Gillies (ILLIAC 2) 

29.941−1 2.993 1963 Gillies (ILLIAC 2) 

211.213−1 3.376 1963 Gillies (ILLIAC 2) 

219.937−1 6.002 1971 Tuckerman (IBM360/91) 

221.701−1 6.533 1978 Noll & Nickel (CDC Cyber 174) 

223.209−1 6.987 1979 Noll (CDC Cyber 174) 

244.497−1 13.395 1979 Nelson & Slowinski (Cray 1) 

286.243−1 25.962 1982 Slowinski (Cray 1) 

2132.049−1 39.751 1983 Slowinski (Cray X-MP) 

2216.091−1 65.050 1985 Slowinski (Cray X-MP/24) 

2216.193−1 65.087 1989 „Amdahler Sechs“ (Amdahl 1200) 

2756.839−1 227.832 1992 Slowinski & Gage (Cray 2) 

2859.433−1 258.716 1994 Slowinski & Gage (Cray C90) 

21.257.787−1 378.632 1996 Slowinski & Gage (Cray T94) 

21.398.269−1 420.921 1996 Armengaud, Woltman (GIMPS, Pentium 90 MHz) 

22.976.221−1 895.932 1997 Spence, Woltman (GIMPS, Pentium 100 MHz) 

23.021.377−1 909.526 1998 Clarkson, Woltman, Kurowski (GIMPS, Pentium 200 MHz) 

26.972.593−1 2.098.960 1999 Hajratwala, Woltman, Kurowski (GIMPS, Pentium 350 MHz) 

213.466.917−1 4.053.946 2001 Cameron, Woltman, Kurowski (GIMPS, Athlon 800 MHz) 

220.996.011−1 6.320.430 2003 Shafer (GIMPS, Pentium 4 2 GHz) 

224.036.583−1 7.235.733 2004 Findley (GIMPS, Pentium 4 2,4 GHz) 

225.964.951−1 7.816.230 2005 Nowak (GIMPS, Pentium 4 2,4 GHz) 

230.402.457−1 9.152.052 2005 Cooper, Boone (GIMPS, Pentium 4 3 GHz) 

232.582.657−1 9.808.358 2006 Cooper, Boone (GIMPS, Pentium 4 3 GHz) 

243.112.609−1 12.978.189 2008 Smith, Woltman, Kurowski, et al. (GIMPS, Core 2 Duo 2,4 GHz) 

257.885.161−1 17.425.170 2013 Cooper, Woltman, Kurowski, et al. (GIMPS) 
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Einer der wichtigsten Sätze der Zahlentheorie beschreibt die Anzahl der Primzahlen unterhalb 
einer vorgegebenen Grenze x: 
 

Es sei )(x  die Anzahl der Primzahlen, die x  sind, d.h.   





xp
p

x
P

1  . 

Mit np  werde die n-te Primzahl bezeichnet: 21 p , 32 p , 53 p , ... 

 
 

Satz 3.1-4: 
 

 (i) Es gilt 1
)ln()(

lim 


 x

xx
x


, d.h. 

)ln(
~)(

x

x
x  (für große x). 

 

 (ii) Für 67x  ist 2
1)ln(

)(2
3)ln(  x

x

x
x


. 

 

 (iii) Für 20n  ist    2
1))ln(ln()ln(2

3))ln(ln()ln(  nnnpnnn n . 

 
 
Auf der Grundlage dieser Sätze lässt sich ein sehr effizientes Verfahren zur Erzeugung von 
(großen) Zahlen angeben, die mit beliebig großer Wahrscheinlichkeit Primzahlen sind. Dabei 
wird in Kauf genommen, dass das Verfahren eine Zahl eventuell als Primzahl einstuft, die 
keine Primzahl ist. Die Fehlerwahrscheinlichkeit dieser falschen Entscheidung kann jedoch 
auf einfache Weise beliebig klein gehalten werden. Man spricht hier von einem 
probabilistischen Verfahren (nach dem Monte-Carlo-Prinzip). 
 
 

3.2 Modulare Artihmetik 

 

Es sei Nn  eine natürliche Zahl mit 1n . Auf den ganzen Zahlen Z wird durch die folgen-

de Festlegung eine Relation   definiert: 
 

Die Zahlen Za  und Zb  heißen kongruent modulo n, geschrieben  nba  mod  , genau 

dann, wenn gilt: die Zahl n teilt ba  . 

 

Anders ausgedrückt:  nba  mod   gilt genau dann, wenn es ein  Zk  mit nkba   gibt. 

 
Beispielsweise gilt 
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7) (mod 021  , 7) (mod 122  , 7) (mod 223  , 7) (mod 324  , 7) (mod 425  , 

7) (mod 526  , 7) (mod 627  , 

7) (mod 028  , 7) (mod 2128  , 

7) (mod 129  , 7) (mod 2229  . 

 
 

Satz 3.2-1: 
 

 Es sei Nn  eine natürliche Zahl mit 1n . Die Relation   ist eine Äquivalenzrelation 

auf den ganzen Zahlen Z, d.h. es gilt: 
 

 (i)  naa  mod   für jedes Za   

 

 (ii) Aus  nba  mod   folgt  nab  mod   

 

 (iii) Aus  nba  mod   und  ncb  mod   folgt  nca  mod  . 

 
Durch Anwendung der Definition lassen sich diese Aussagen nachweisen. 

 
 

Für Za bezeichnet       mod  und     nbabba n  Z  die zu a gehörende Restklasse 

(mod n). 
 
Beispielsweise ist 

     
 . 37mit  gibt  es   

 ... ,25 ,18 ,11 4,  ... 31, 24, 17, 10, 3, 3 7





kmkm Z
 

 

Allgemein ist für Za   

 

    
 . mit  gibt  es   

  mod  und     

ankbkb

nbabba n





Z

Z
 

 
Da die Relation   eine Äquivalenzrelation ist, folgt mit Satz 1.4-2: 
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Satz 3.2-2: 
 
 Es sei Nn  eine natürliche Zahl mit 1n . Dann gilt: 

 

 (i) Es gilt ) mod( nba  genau dann, wenn    nn ba   ist. 

 

 (ii) Jeweils zwei Restklassen  na  und  nb  sind entweder gleich oder disjunkt. 

 

 (iii) Es gibt genau n disjunkte Restklassen modulo n, nämlich  n0 ,  n1 ,  n2 , ..., 

 nn 1 , und es gilt  
1

0






n

a
na Z . 

 
 

Jede Restklasse  na  besteht aus unendlich vielen Elementen, nämlich aus allen Elementen 

der Form ank   mit Zk . Für ein festes Zk  sind (wegen Satz 3.2-2 (i)) die Restklassen 

 na  und  nank   gleich, d.h. jede Zahl der Form    naank   repräsentiert die Restklas-

se  na . Man kann daher in jeder Restklasse  na  eine Zahl a  mit folgenden Eigenschaften (i) 

und (ii) finden: 
 

(i) na 0  

(ii)  naa  mod  , d.h.    nn aa  .  

 

Für positives Za  erhält man dieses Element a  beispielsweise dadurch, dass man von a so 

lange den Wert n abzieht, bis die Bedingung na 0  erfüllt ist. Für negatives Za  wird 

der Wert n sukzessive addiert. Dieser kleinste Wert a  mit na 0  ist der Rest bei der 

ganzzahligen Division von a durch n und wird mit 
 

na  mod  

 
bezeichnet. 
 

Beispielsweise ist wegen 777777453  :  37 mod 45   und    77 345   und 

777165  : 57 mod 16   und    77 516  . 

 
Es gilt also: 
 

  1 mod 0  nna  und     nn ana  mod . 
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Für positives Za  ist nach Konstruktion     nnaana  mod ; 

für negatives Za  ist     nnaana  mod . 

 
 
Beispiele: 
 

  07 mod 12  ,   07 mod 82  , 

  17 mod 22  ,   17 mod 92  , 

  67 mod 72  ,   67 mod 6  ,   67 mod 1  . 

 
 

Für zwei Restklassen  na  und  nb  gilt: 

 

Sind  naa 1  und  naa 2  bzw.  nbb 1  und  nbb 2 , dann ist 

 nbababa  mod 2211  , d.h.      nnn bababa  2211 . 

Entsprechend gilt  nbababa  mod 2211  . 

 

Daher kann man auf eindeutige Weise arithmetische Operationen n  und n  auf den Rest-

klassen (modulo n) definieren: 
 

     nnnn baba   und      nnnn baba  . 

 

Man nimmt also aus jeder Restklasse  na  bzw.  nb  ein beliebiges Element  naa 1  bzw. 

 nbb 1  und bildet    nn baba  11 . Entsprechendes gilt für die Multiplikation. Insbeson-

dere folgt hieraus: 
 

Satz 3.2-3: 
 

 (i)       ) (mod   mod  mod    mod nnbanbna  , 

        nnnn nbaba  mod  . 

 

 (ii)       ) (mod   mod  mod    mod nnbanbna  , 

        nnnn nbaba  mod  . 

 

 (iii)     ) (mod   mod  mod nnbanab  . 

 
Die Teile (i) und (iii)  sollen hier formal gezeigt werden (Teil (ii) wird ähnlich wie Teil (i) ve-
rifiziert): 
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Da    nana  mod   mod   ist, gilt    nana   mod . Entsprechend ist    nbnb   mod . Daher ist 

        nnnn nbnaba  mod    mod   und         nnnnn nbababa  mod  , insgesamt 

       nn nbanbna  mod  mod    mod  und       ) (mod   mod  mod    mod nnbanbna  . 

 

Nach Definition ist   nkana   mod  mit Zk . Dann ist 

    nknbanbkbanab   mod   mod  mit Zk , d.h. 

    ) (mod   mod  mod nnbanab  . 

 
    
Beispiele: 
 

        77777 27 mod 6363  , 

        77777 17 mod 5353  , 

        121212127 012 mod 4343  . 

 
 

Mit ZZ n  wird die Menge       nnn n 1 ..., ,1 ,0   bezeichnet. Häufig findet man auch die Be-

zeichnung   1 ..., 1, 0,  nnZZ  und meint damit die Restklassen modulo n. Zusammen mit 

den oben definierten arithmetischen Operationen auf Restklassen weist die endliche Menge 

ZZ n  sehr ähnliche Eigenschaften zu der unendlichen Menge Z auf, wie man durch Nach-

rechnen nachweist: 
 

Satz 3.2-4: 
 

  nnn   , ,ZZ  bildet einen kommutativen Ring mit 1. Das neutrale Element der Additi-

on ist     mit   |  0 Z knkaan , das neutrale Element der Multiplikation ist 

    mit  1 |  1 Z knkaan . Das bezüglich der Addition n  inverse Element zur 

Restklasse  na  ist die Restklasse       nnn anaa  . 

 

 Eine Restklasse  na  besitzt bezüglich der Multiplikation n  genau dann ein inverses 

Element   1
na , wenn 1),( naggT  ist (zur Definition von ),( naggT  und zur Bestim-

mung der inversen Restklasse in diesem Fall siehe Kapitel 3.3). 
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Beispiele: 
 
Die Additions- und Multiplikationstabellen von 

                 77777777777  , , 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0  , ,7 ZZ  lauten (statt  7a  wird zur Vereinfa-

chung a geschrieben): 
 

7  0 1 2 3 4 5 6  
7  1 2 3 4 5 6 

0 0 1 2 3 4 5 6 1 1 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 0 2 2 4 6 1 3 5 

2 2 3 4 5 6 0 1 3 3 6 2 5 1 4 

3 3 4 5 6 0 1 2 4 4 1 5 2 6 3 

4 4 5 6 0 1 2 3 5 5 3 1 6 4 2 

5 5 6 0 1 2 3 4 6 6 5 4 3 2 1 

6 6 0 1 2 3 4 5 

 

In  77  , ,7 ZZ  ist das inverse Element bezüglich der Addition zum Element  73  das Ele-

ment    77 43   und das inverse Element bezüglich der Multiplikation zum Element  73  das 

Element    71
7 53  . 

 

Die Additions- und Multiplikationstabellen von  1212  , ,12 ZZ  lauten (statt  12a  wird zur 

Vereinfachung wieder a geschrieben): 
 

12  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 

3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 

4 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 

5 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 

6 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 

7 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 

8 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 

9 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

11 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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12  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

3 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9 

4 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 

5 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7 

6 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 

7 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5 

8 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4 

9 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3 

10 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2 

11 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

 

In  1212  , ,12 ZZ  hat das Element  123  wegen         1212121212 012 mod 4343   kein in-

verses Element bezüglich der Multiplikation. 
 
 

3.3 Der Euklidische Algorithmus 

 

Es seien Za  und Zb . Besitzt Zd  die Eigenschaften ad  |  und bd  | , dann heißt d ge-

meinsamer Teiler von a und b. Besitzt jeder gemeinsame Teiler c von a und b die Eigen-

schaft dc  | , dann heißt d größter gemeinsamer Teiler von a und b und wird mit ),( baggT  

bezeichnet. 
 

Zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen Za  und Zb  könnte 

man diese gemäß Satz 3.1-2 in ihre Primfaktoren zerlegen und alle gemeinsamen Primfakto-

ren in ihrer gemeinsamen Vielfachheit herausziehen. Beispielsweise ist 1132792 23  und 

73284 2  , d.h. 1232)84,792( 2 ggT . Dieses Verfahren (Schulmethode) ist höchstens 

für kleine Zahlen praktisch einsetzbar; denn für große Zahlen (in der Praxis mit mehr als 100 
Dezimalstellen) stößt man auf Effizienzgrenzen. Als äußerst effizient zur Bestimmung des 
größten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen hat sich der Euklidische Algorithmus 
erwiesen (Euklid, um 325 v. Chr.). Dieses Verfahren geht läuft folgendermaßen ab: 
 

Für die beiden Zahlen Za  und Zb kann ba   angenommen werden. Da es bei der Be-

stimmung von Teilern nicht auf das Vorzeichen ankommt, kann weiterhin 0b  angenom-

men werden, so dass insgesamt 0 ba  ist. Es werden ganze Zahlen 1m  und 1r  bestimmt 

mit 
 

11 rbma   und br  10 . 
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Durch die Festlegung br  10  sind 1m  und 1r  eindeutig bestimmt: bar  mod 1   und 

 b
am 1 . Für 01 r  endet das Verfahren hier, und es ist bbaggT ),( . Ansonsten werden 

ganze Zahlen 2m  und 2r  bestimmt mit 

 

212 rrmb   und 120 rr  . 

 

Man sieht, dass b die Rolle von a und 1r  die Rolle von b übernimmt. Wieder sind durch die 

Festlegung 120 rr   die Werte 2m  und 2r  eindeutig bestimmt. Für 02 r  endet das Verfah-

ren hier, und es ist 1),( rbaggT   (das muss man natürlich mathematisch beweisen). Ansons-

ten werden ganze Zahlen 3m  und 3r  bestimmt mit 

 

3231 rrmr   und 230 rr  . 

 

Man sieht, dass 1r  die Rolle von b und 2r  die Rolle von 1r  übernimmt. Das Verfahren wird so 

lange fortgesetzt, bis zum ersten Mal der Rest 0nr  entsteht. Insgesamt lassen sich die ein-

zelnen Schritte wie folgt zusammenfassen: 
 

Man bestimmt ganze Zahlen 1m  und 1r  mit  
11 rbma   und br  10 . 

Man bestimmt ganze Zahlen 2m  und 2r  mit  212 rrmb   und 120 rr  . 

Man bestimmt ganze Zahlen 3m  und 3r  mit  3231 rrmr   und 230 rr  . 

usw. 

Man bestimmt ganze Zahlen nm  und nr  mit  nnnn rrmr   12  und 10  nn rr . 

Fortsetzung des Verfahrens, bis   011   nnn rmr  gilt. 

 

Es gilt 0 ... 121   nn rrrrb , d.h. die Reste nrrr  ..., , , 21  werden immer kleiner, so dass 

das Verfahren abbricht. 
 

Liest man das Schema von unten nach oben, so sieht man, dass nr  die Zahl 1nr  teilt (letzte 

Zeile); aus der vorletzten Zeile erkennt man, dass nr  dann auch 2nr  teilt usw. Bis zur zweiten 

Zeile folgt, dass nr  die Werte 2r  und 1r  und damit b teilt. Die 1. Zeile liefert schließlich die 

Teilbarkeit von a durch nr . 

 
Das Lesen des Schemas von oben nach unten zeigt, dass ein gemeinsamer Teiler von a und b 

alle Werte ir  für ni  ..., ,1  teilt. Daher gilt: 
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Satz 3.3-1: 
 
 Das beschriebene Verfahren bestimmt den größten gemeinsamen Teiler zweier ganzer 

Zahlen Za  und Zb  mit 0b , und zwar gilt  

  

 nrbaggT ),( , 

 

 d.h. der größte gemeinsame Teiler von a und b ist der letzte von 0 verschiedene Rest. 

 
  

Die folgende Pascal-Funktion ggT ist eine Implementierung des Verfahrens; sie bestimmt den 

größten gemeinsamen Teiler der als Parameter übergebenen ganzen Zahlen a und b. Die An-
zahl der von ihm ausgeführten arithmetischen Operationen ist proportional zur Länge der 
Zahlendarstellung von a und b. 
 
FUNCTION ggT (a : INTEGER; b : INTEGER) : INTEGER; 
 
VAR   r : INTEGER; 
      s : INTEGER; 
      t : INTEGER; 
      m : INTEGER; 
 
BEGIN { ggT } 
   r := b; 
   s := a; 
 
   WHILE r <> 0 DO 
     BEGIN 
       { t und s aus der vorherigen Iteration neu besetzen } 
       t := s; 
       s := r; 
       { bilde t =  m * s + r } 
       m := t DIV s; 
       r := t - m*s 
     END; 
 
   { der größte gemeinsame Teiler ist der letzte von 0 
     verschiedene Rest                                 } 
 
   ggT := s 
 
END   { ggT }; 
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Beispiele: 
 

a: 28 
b: 15 

    t  =   m *   s +   r 

a: 198 
b: 84 

    t =   m *   s +   r 

a: 84 
b: 198 

    t =   m *   s +   r 

   28 =   1 *  15 +  13 
   15 =   1 *  13 +   2 
   13 =   6 *   2 +   1 
    2 =   2 *   1 +   0 
 
  ggT ( 28,  15 ) =   1 

  198 =   2 *  84 +  30 
   84 =   2 *  30 +  24 
   30 =   1 *  24 +   6 
   24 =   4 *   6 +   0 
 
  ggT (198,  84 ) =   6 

   84 =   0 * 198 +  84 
  198 =   2 *  84 +  30 
   84 =   2 *  30 +  24 
   30 =   1 *  24 +   6 
   24 =   4 *   6 +   0 
 
  ggT ( 84, 198 ) =   6 

 
 
Das obige Zahlenschema (eine typische Zeile i ist hinzugefügt) 
 

11 rbma   und br  10 ,   Zeile 1 

212 rrmb   und 120 rr  ,  Zeile 2 

3231 rrmr   und 230 rr  ,  Zeile 3 

... 

iiii rrmr   12  und 10  ii rr ,  Zeile i 

... 

nnnn rrmr   12  und 10  nn rr ,  Zeile n 

011   nnn rmr ,    Zeile 1n  

nrbaggT ),(  

 
 

Mit bar  mod 1   ergibt sich unmittelbar  

 

Satz 3.3-2: 

 Für zwei Zahlen Za  und Zb  ist 








0für ) mod  ,(

0für 
),(

bbabggT

ba
baggT  . 

 
 

Löst man in dem Zahlenschema die Zeilen i für ni  ..., ,1  nach ir  auf, so lassen sich ganze 

Zahlen naa  ..., ,1  und nbb  ..., ,1  definieren, für die gilt: 

 

Zeile 1:  bmar  11  

     bma  11  

   bbaa  11  mit 11 a , 11 mb  . 
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Zeile 2: 122 rmbr   

       bmamb  12  

        bmmam  212 1  

    bbaa  22  mit 22 ma  , 212 1 mmb  . 

 

Angenommen, in allen Zeilen 1 ..., ,1  il  ließe sich der jeweilige Rest lr   in der Form 

 

bbaar lll   

 
schreiben. Dann geht das auch in Zeile i: 
 

Zeile i:  12   iiii rmrr  

    bbaambbaa iiiii   1122  

       bbmbaama iiiiii   1212  

   bbaa ii   mit 12   iiii amaa , 12   iiii bmbb . 

 
Insbesondere 
 

Zeile n: bbaarbaggT nnn ),( . 

 

Die Folgen naa  ..., ,1  und nbb  ..., ,1  werden also rekursiv definiert durch: 

11 a , 00 a , 12   iiii amaa  für ni  ..., ,1  

01 b , 10 b , 12   iiii bmbb  für ni  ..., ,1 . 

 
 
Die Berechnung dieser beiden Folgen kann in den Euklidischen Algorithmus direkt eingebaut 

werden. Die Pascal-Funktion ggt wird erweitert zur Funktion invers (die Wahl des Proze-

durbezeichners ergibt sich aus den anschließenden Bemerkungen zu Satz 3.3-5).  
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PROCEDURE  invers (a : LONGINT; b : LONGINT; 
                   VAR a_inv : LONGINT; 
                   VAR b_inv : LONGINT; 
                   VAR ggt   : LONGINT); 
 
{ die Funktion berechnet zu a und b ganze 
  Zahlen a_inv und b_inv mit a*a_inv + b*b_inv = ggT(a, b) } 
 
VAR    r        : LONGINT; 
       s        : LONGINT; 
       t        : LONGINT; 
       m        : LONGINT; 
       a_min_2  : LONGINT; 
       a_min_1  : LONGINT; 
       b_min_2  : LONGINT; 
       b_min_1  : LONGINT; 
       store    : LONGINT; 
 
BEGIN 
  r       := b; 
  s       := a; 
  a_min_2 := 1; 
  a_min_1 := 0; 
  b_min_2 := 0; 
  b_min_1 := 1; 
 
WHILE r <> 0 DO 
  BEGIN 
    { t und s aus der vorigen Iteration neu besetzen } 
    t := s; 
    s := r; 
 
    { bilde t = m * s + r } 
    m := t DIV s; 
    r := t - m*s; 
 
    store   := a_min_2; 
    a_min_2 := a_min_1; 
    a_min_1 := store - m * a_min_1; 
    store   := b_min_2; 
    b_min_2 := b_min_1; 
    b_min_1 := store - m * b_min_1 
   END; 
  
{ der ggT (a, m) ist der letzte von 0 verschiedene Rest, 
   d. h. der gegenwärtige Wert von s                     } 
   ggT := s; 
   a_inv := a_min_2; 
   b_inv := b_min_2 
 
END { invers }; 
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Satz 3.3-3: 
  

 Zu zwei Zahlen Za  und Zb  gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Za  und Zb  

mit 
 

 ),( baggTbbaa  .  

  

 Die Zahlen a  und b  lassen sich mit der Pascal-Funktion invers, einer Erweiterung 

des Euklidischen Algorithmus, bestimmen. 

 
 
Der folgende Satz stellt einige wichtige Eigenschaften des ggT zusammen: 
 

Satz 3.3-4: 
 

 (i) Es sei ),( baggTd  . Dann gibt es Zahlen Z1a  und Z1b  mit 1ada   und 

1bdb   und 1),( 11 baggT . 

 

 (ii) Es gilt 1),( baggT  genau dann, wenn es Zahlen Zx  und Zy  gibt mit 

1 ybxa . 

 

 (iii) Es sei 1),( baggT . Falls a das Produkt cb   teilt, dann teilt a die Zahl c. 

 

 (iv) Es sei 1),( baggT . Falls a die Zahl c teilt und b die Zahl c teilt, dann teilt ba   

die Zahl c. 

 

Nur Teil (ii) bedarf einer kurzen Erläuterung: Ist 1),( baggT , so besagt Satz 3.3-3: Es gibt 

eindeutig bestimmte Zahlen Za  und Zb  mit  1),(  baggTbbaa . Gilt umge-

kehrt 1 ybxa  mit Zx  und Zy , so teilt ),( baggT  den Wert 1, daher ist 

1),( baggT . 

 
 
In vielen Anwendungen spielen lineare Kongruenzen eine wichtige Rolle. Dabei handelt es 

sich um Gleichungen der Form ) (mod nbxa  , wobei a und b vorgegebene ganze Zahlen 

sind und 1n eine natürliche Zahl ist. Gesucht wird nach einer ganzzahligen Lösung x. Die 

folgenden Sätze sagen aus, wann eine lineare Kongruenz lösbar ist. In diesem Fall lassen sich 

die Lösungen mit Hilfe der angegebenen Prozedur invers, d.h. im wesentlichen mit Hilfe 

des Euklidischen Algorithmus bestimmen. 
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Satz 3.3-5: 
  

 Es sei 1),( naggT . 

 

 Dann hat die lineare Kongruenz ) (mod nbxa  eine Lösung. Alle Lösungen sind kon-

gruent modulo n. Man sagt daher, dass die lineare Kongruenz ) (mod nbxa  in die-

sem Fall genau eine Lösung modulo n besitzt. 

  

Nach Satz 3.3-3 lassen sich zu a und n mit der Prozedur invers Zahlen a  und n  finden, 

für die 1),(  naggTnnaa  gilt. Die gesuchte Lösung lautet dann   nbax  mod  . 

Diese Lösung ist modulo n eindeutig. 
 
 

In Satz 3.2-4 wird behauptet, dass eine Restklasse  na  genau dann ein bezüglich der Multi-

plikation n  inverses Element   1
na  besitzt, wenn 1),( naggT  gilt. Dazu bestimmt man wie 

oben die Zahlen a  und n  mit 1),(  naggTnnaa . Wegen ) (mod 1 naa   gilt 

       nnnnn aaaa 1 . Daher kann man      nnn naaa  mod 1   setzen. 

 
 
Eine Verallgemeinerung von Satz 3.3-5 ist der folgende Satz. 
 

Satz 3.3-6: 
 

 Es sei dnaggT ),( . Dann hat die lineare Kongruenz ) (mod nbxa  genau dann Lö-

sungen, wenn d ein Teiler von b ist. 

 
Die Aussage des Satzes ergibt sich aus folgenden Überlegungen: 

Hat die lineare Kongruenz ) (mod nbxa  eine Lösung x, so gibt es ein Zl  mit 

nlbxa   bzw. bnlxa  . Daher teilt ),( naggT  die Zahl b. Ist umgekehrt 

dnaggT ),(  ein Teiler von b, so ist 1bdb  . Es werden Zahlen a  und n  bestimmt, für 

die dnaggTnnaa  ),(  gilt. Dann ist bdbnnbaab  111  und 

  ) (mod 1 nbaba  . 

 

Ist d ein Teiler von b, so gilt 1bdb   mit einer ganzen Zahl 1b . Alle Lösungen der linearen 

Kongruenz ) (mod nbxa   erhält man folgendermaßen: 

Nach Satz 3.3-4 (i) gibt es Zahlen Z1a  und Z1n  mit 1ada   und 1ndn   und 

1),( 11 naggT . Nach Satz 3.3-5 wird die modulo 1n  eindeutige Lösung y der linearen Kon-
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gruenz ) (mod 111 nbya   bestimmt. Alle Lösungen (es sind genau d viele) der linearen 

Kongruenz ) (mod nbxa   lauten dann: 

y, 1ny  , 12 ny  , ...,   11 ndy  . 

In der Tat gilt   ) (mod 1 nbniya   für 1 ..., ,0  di : Nach Konstruktion ist 

  ) (mod 11111 nbyaniya  . Daher teilt 1ndn   den Wert   111 bniyad   und 

weiter den Wert 11 bdyad  . Das bedeutet ) (mod nbya  . 

 

3.4 Weitere ausgewählte Ergebnisse der elementaren Zahlentheorie 

 

Die Eulersche  -Funktion (Phi-Funktion) wird für jede natürliche Zahl 1n  definiert 

durch die Anzahl der natürlichen Zahlen a zwischen 1 und n (einschließlich) mit 

1),( naggT , d.h. 

 








1),(
,1

1 )(

naggT
na

a

n . 

 
 

Satz 3.4-1: 
 
 (i) Ist p eine Primzahl, dann ist 1)(  pp . Gilt umgekehrt 1)(  nn , dann ist n 

eine Primzahl. 
 

 (ii) Ist p eine Primzahl, dann ist 1)(  kkk ppp . 

 

 (iii) Für natürliche Zahlen n und m mit 1),( mnggT  ist   )()( mnmn   . 

 

 (iv)  




 

Primzahlist  
 teilt 

11)(

p
np

pnn . 

 
Teil (i) folgt unmittelbar aus der Definition. 
 

Für Teil (ii) wird die Menge    ..., 3, 2, 1, kpM   betrachtet, die kp  viele Elemente enthält. 

Gesucht ist die Anzahl der Zahlen a in M mit 1),( kpaggT . Es gilt nun:  

Für die Zahl a ist genau dann 1),( kpaggT , wenn a ein Vielfaches von p ist. Zur Begrün-

dung: Gilt 1),(  dpaggT k , dann teilt d die Zahl kp , hat also die Form kpd   mit 1k , 
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und a hat die Form apada k   . Daher ist a ein Vielfaches von p. Ist umgekehrt a ein 

Vielfaches von p, etwa paa  , dann ist 1),(),(  pppaggTpaggT kk .  

Die Vielfachen von p in M sind   pppppp kk   11  ,1 ..., ,2 ,1 ; das sind 1kp  viele Werte. 

Daher ist 1)(  kkk ppp . 

 
Für Teil (iii) kann man folgendermaßen argumentieren: 

Wegen 1),( mnggT  gibt es nach Satz 3.3-4(ii) eindeutig bestimmte Zahlen n  und m  mit 

1 mmnn . Es wird eine Abbildung f definiert durch 

     
       







mnmn yxmmyyx

mnmn
f

 ,
:

ZZZZZZ
. 

Gilt            mnmn yxfyxf 2211  , ,  , dann ist 

      mnmn yxmmyyxmmy   222111 , d.h. 

     mnyxmmyyxmmy  mod  222111  bzw. 

      mnyxyxmmyy  mod  112221 , also 

     mntyxyxmmyy   112221  für ein Zt . Daher ist  myy mod  021  , 

 myy mod  21   und    mm yy 21  . 

Mit nnmm  1  folgt weiter             mnmnmn xynnxyxmmyyxf   , . 

Damit ergibt sich (wie mit 1y  und 2y ) aus            mnmn yxfyxf 2211  , ,  :    nn xx 21  . Die 

Abbildung  f ist also injektiv und (da Definitions- und Zielmenge gleichmächtig sind) sogar 
bijektiv (vgl. Satz 2.2-4). Die Umkehrabbildung zu f  lautet 

     
      











:    mod  , mod 
:

1

mnmn mznzz

mnmn
f

ZZZZZZ
 

Ist nämlich   ntznz  mod  bzw.   mszmz  mod  mit Zt  bzw. Zs , dann ist 

         
  

 
  .  

1

 mod  , mod 

mn

mn

mn

mnmn

z

ntmmnnmsz

ntmmmmmsz

mszntzmmmszmznzf















 

Die Anzahl der Restklassenpaare         ZZZZ mnyx mn  ,  mit 1),( nxggT  und 

1),( myggT  ist )()( mn   . Die Anzahl der Restklassen    ZZ mnz mn   mit 

1),( mnzggT  ist  mn  . 

Die Abbildung f bildet jedes Restklassenpaar         ZZZZ mnyx mn  ,  mit 1),( nxggT  

und 1),( myggT  auf eine Restklasse    ZZ mnz mn   mit 1),( mnzggT  ab: 

Es seien   ZZ nx n   mit 1),( nxggT  und   ZZ my m   mit 1),( myggT . Dann ist 

            mnmnmn xynnxyxmmyyxf   , . Es sei 

  mnyxmmyggTd   , , also   1tdyxmmy   und 2tdmn   mit Z1t  

und Z2t . Dann folgt nacheinander 
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   mntttdtyxmmy  1212 , 

      mnttxynnxtyxmmy  122 , 

)(mod  02 mty  , )(mod  02 ntx  . 

Da 1),( nxggT  und 1),( myggT  gelten, sind  nx  in ZZ n  und  my  in ZZ m  nach Satz 

3.2-4 invertierbar. Daher folgt aus )(mod  02 mty   (bzw.      mmmm ty 02  ) und aus 

)(mod  02 ntx   (bzw.      nnnn tx 02  ) : )(mod  02 mt   und )(mod  02 nt  .3 Da 

1),( mnggT  ist, ergibt sich mnkt 2  für ein Zk . Damit folgt nacheinander 

mnkdtdmn  2 , 1 kd  und    1 ,  mnyxmmyggTd . 

Das bedeutet  mnmn   )()( . 

Es sei umgekehrt    ZZ mnz mn   mit 1),( mnzggT . Dann ist   mnz   in  ZZ mn   nach 

Satz 3.2-4 invertierbar, d.h. es gibt    ZZ mnz mn   mit       mnmnmnmn zz   1 , also 

 mnzz  mod  1 . Damit folgt  nzz mod  1  und  mzz mod  1  und weiter  

   nznz mod  1 mod    und    mzmz mod  1 mod   . Durch Übergang auf die Restklas-

sen ergibt sich      nnnn znz 1 mod    und      mmmm zmz 1 mod   . Die Restklasse 

 nnz  mod   ist also in ZZ n  und die Restklasse  mmz  mod   in ZZ m  invertierbar. Mit Satz 

3.2-4 folgt    1, mod  nnzggT  und    1, mod  mmzggT . Die Restklasse   mnz   wird also 

durch 
1

f  auf ein Restklassenpaar     mn mznz  mod  , mod  abgebildet, das zum jeweiligen 

Modul teilerfremd ist. Daher gilt   )()( mnmn   . 

 
Teil (iv) folgt aus (iii) und Satz 3.1-2: Die Zahl n wird in ihre Primzahlpotenzen zerlegt: 

re
r

ee pppn  ...21
21 . Dann ist 
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Der folgende Satz (Satz von Euler) ist wichtig für die Korrektheit des Public Key Encryption-
Verfahrens RSA:  

                                                 
3  In jedem Ring gilt        00  aaaaaaaaaaaa . Genauso 

folgt 00  a . Besitzt a in dem Ring ein multiplikativ inverses Element 1a , dann folgt für jedes 

Element b des Rings aus 0 ba :     bbbaabaaa   100 111 .  
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Satz 3.4-2: 

 Es seien a und n natürliche Zahlen mit 1),( naggT . Dann ist ) (mod 1)( na n  . 

 

Zum Beweisdes Satzes seien a und n natürliche Zahlen mit 1),( naggT . Außerdem sei 1a  

eine natürliche Zahl mit na  10  und 1),( 1 naggT . Dann gilt auch 1),( 1  naaggT ; denn: 

Es sei ),( 1 naaggTd  . Es gilt 1 | aad   und nd  | . Aus Satz 3.3-3 folgt die Existenz zweier 

ganzer Zahlen 1a  und n  mit 111  nnaa . Daher ist ananaaa  11 . Damit folgt 

ad  | . Wegen 1),( naggT  ist 1d .  

 

Die Menge    ..., , )(1 naaM   bestehe aus allen natürlichen Zahlen ia  mit nai 1  und 

1),( naggT i . Für jedes dieser ia  gilt 1),(  naaggT i  und damit auch 

1), mod (  nnaaggT i : Es ist nämlich   nkaanaa ii   mod  für ein Zk ; ist d ein Tei-

ler von naa i  mod   und von n, dann ist d auch ein Teiler von iaa   und damit 1d . 

Weiterhin gilt für ji  :    naanaa ji  mod  mod  : Ist nämlich 

   naanaa ji  mod  mod  , dann ist naaaa ji  mod  , und n teilt das Produkt  ji aaa  ; 

wegen 1),( naggT  und naan ji   ist ji aa   bzw. ji  . 

 

Damit ergibt sich         mod  ..., , mod    ..., , )(1)(1 naanaaaaM nn    und 

   naanaaaa nn  mod  ...  mod  ... )(1)(1   . Mit Satz 3.2-3 (iii) folgt 

        ) (mod   mod  ...  mod  mod  ...  mod )(1
)(

)(1 nnanaanaanaa n
n

n 


  . Da 

   nnaa ii  mod  mod   ist, folgt naaaaa n
n

n  mod    ...  ... )(1
)(

)(1 


   und 

    naaa n
n  mod 0 ... 1 )(1

)(  
 . Wegen 1),( naggT i  ist   na n  mod 01)(  . 

 
 
Der folgende Satz (Satz von Fermat) ist ein Spezialfall von Satz 3.4-2: 
 

Satz 3.4-3: 
 

 (i) Es sei a eine natürliche Zahl und p eine Primzahl mit 1),( paggT . Dann ist 

) (mod 11 pa p  . 

 
 (ii) Es sei a eine natürliche Zahl und n eine ungerade natürliche Zahl mit 

1),( naggT . Gilt nicht ) (mod 11 nan  , dann ist n keine Primzahl. 
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Mit Satz 3.3-5 wurde das zu einer Restklasse  na  bezüglich der Multiplikation n  inverse 

Element   1
na  bestimmt, falls 1),( naggT  gilt. Nach Satz 3.4-2 gilt (bei 1),( naggT ): 

) (mod 1)(1)( naaa nn    . Daher ist    nn
n aa 1)(1    . Dieses Ergebnis führt (in Erweiterung 

von Satz 3.3-5) auf  
 

Satz 3.4-4: 
 

 Es sei 1),( naggT . Dann hat die lineare Kongruenz ) (mod nbxa  genau eine Lö-

sung modulo n, nämlich  nnabx 1)(   , d.h. für alle Lösungen x der linearen Kongru-

enz ) (mod nbxa  gilt ) (mod 1)( nabx n   . 

  
 

3.5 Anwendung in der Kryptologie 

 
Die folgende Abbildung zeigt das grundlegende Szenario, in dem kryptographische Verfahren 
zur Datenverschlüsselung und –entschlüsselung eingesetzt werden. 
 
Vertrauliche Daten werden von einem Sender A zu einem Empfänger B gesandt. Fragen der 
korrekten Datenübertragung sollen in diesem Zusammenhang ausgeklammert werden. Es soll 
lediglich garantiert werden, dass ein unberechtigter Dritter, der die Daten während der Über-
tragungsphase eventuell mithört, diese inhaltlich nicht interpretieren kann. Dieser „Angreifer“ 
auf das Übertragungssystem wird als Kryptoanalytiker bezeichnet; seine Tätigkeit heißt 
Kryptoanalyse. Zum Schutz werden die Daten vor ihrer Übertragung vom Sender verschlüs-
selt. Die unverschlüsselten Daten werden als Klartext bezeichnet, die verschlüsselten Daten 
als Schlüsseltext (Chiffretext). Der Schlüsseltext wird zum Empfänger gesendet und dort 
von diesem entschlüsselt, so dass er wieder den Klartext erhält. Zwischen Sender und Emp-
fänger sind also Absprachen über das verwendete Verschlüsselungs- und Entschlüsselungs-
verfahren notwendig. 
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Abbildung: Datenverschlüsselung und -entschlüsselung 

 
Die im folgenden beschriebenen Verfahren zur Verschlüsselung und Entschlüsselung von Da-
ten zwischen einem Sender A und einem Empfänger B bestehen formal aus mehreren Teilen: 
 
1. Mit dem Verschlüsselungsalgorithmus E (encryption, Verschlüsselung) verschlüsselt 

der Sender A Klartexte. Der Verschlüsselungsalgorithmus E hat zwei Eingabeparameter, 

nämlich einen Klartext x und einen Schlüssel (key) ABK , mit dem alle Klartexte, die 

von A nach B laufen, verschlüsselt werden. Für eine Kommunikationsbeziehung von A 

an einen Empfänger C mit BC   wird ein Schlüssel ABAC KK  , aber derselbe Ver-

schlüsselungsalgorithmus E verwendet. 
 

Der aus einem Klartext x entstehende Schlüsseltext ist  ABKxEy  , . 
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2. Beim Empfänger B ankommende Schlüsseltexte werden von ihm mit Hilfe des Ent-

schlüsselungsalgorithmus D (decryption, Entschlüsselung) entschlüsselt. Der Ent-
schlüsselungsalgorithmus D hat ebenfalls zwei Eingabeparameter, nämlich einen 

Schlüsseltext y und einen Schlüssel ABK̂ , mit dem alle Nachrichten, die von A nach B 

laufen, entschlüsselt werden. Zwischen den Algorithmen E und D und den Schlüsseln  

ABK  und ABK̂  besteht die Beziehung 

 

   xKKxED ABAB ˆ , , , 

 
d.h. der gesendete Klartext kann aus dem empfangenen Schlüsseltext bei korrekter 
Verwendung der Verfahren wieder gewonnen werden. Der Sender A muss den vom 

Empfänger B eingesetzten Schlüssel ABK̂  zum Entschlüsseln eines Schlüsseltextes nicht 

notwendigerweise kennen. 
 

3. Das Schlüsselpaar  ABAB KK ˆ ,  wird für die Ver- bzw. Entschlüsselung aller Klartexte 

verwendet, die von A nach B laufen. Für die umgekehrte Kommunikationsrichtung ist 
eventuell ein anderes Schlüsselpaar erforderlich ebenso für die Kommunikation zwi-
schen anderen Teilnehmern. 

 
Einige grundlegende Anforderungen an ein kryptographisches Verfahren sind: 
 

(i) Die Berechnung von  ABKxEy  ,  aus x und ABK  (Verschlüsselung) muss vom Sen-

der auf einfache Weise, d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchführbar sein. 

Außerdem sollte der Schlüsseltext  ABKxEy  ,  nicht wesentlich länger als der zuge-

hörige Klartext x sein. Natürlich wird dabei vorausgesetzt, dass der Sender über geeig-
nete Rechenkapazität verfügt. 

 

(ii) Die Berechnung von x aus einer empfangenen Nachricht der Form  ABKxEy  ,  mit 

Hilfe von ABK̂  (Entschlüsselung) muss vom Empfänger ebenfalls auf einfache Weise, 

d.h. mit geringem algorithmischen Aufwand, durchführbar sein. Auch hier wird voraus-
gesetzt, dass der Empfänger über geeignete Rechenkapazität verfügt. 

 

(iii) Ohne Kenntnis des Schlüssels ABK̂  zum Entschlüsseln ist es „unmöglich“, aus 

 ABKxEy  ,  auf den Klartext x zu schließen. Systematisches Probieren aller Werte, 

die als eventuelle Schlüssel ABK̂  in Frage kommen, ist mit einem derart großen algo-

rithmischen Aufwand verbunden, dass diese experimentelle Suche praktisch nicht 
durchführbar ist. 
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(iv) Die Verschlüsselungs- bzw. Entschlüsselungsalgorithmen E bzw. D sollten nicht ge-
heim gehalten werden. Abgesehen davon, dass eine Geheimhaltung wahrscheinlich nur 
temporär möglich ist, wird durch eine Offenlegung von E und D erreicht, dass die Ver-
fahren mathematisch analysiert und eventuelle Schwachstellen aufgedeckt und behoben 
werden können. Zusätzlich lässt sich eine korrekte Implementierung der Verfahren veri-
fizieren. 

 
Die Angriffe durch einen unbefugten Kryptoanalytiker auf ein Verschlüsselungsverfahren 
lassen sich in verschiedene Gruppen einteilen: 
 

 Der Kryptoanalytiker versucht, aus der Kenntnis von  ABKxEy  ,  den Klartext x zu 

erhalten. Man nennt diesen Angriff Cipher-text-only-Attacke. Diese Form der Attacke 
ist die schwierigste, denn im Normalfall hat man wenig Informationen darüber, welchen 
Inhalt der Klartext x aufweist. Gleichzeitig ist sie aber auch diejenige, die in der Praxis 
am häufigsten vorkommt. Ein anderes Ziel eines Kryptoanalytikers bei einer Cipher-

text-only-Attacke ist die Ermittlung des Schlüssels ABK̂  zum Entschlüsseln aus der 

Kenntnis einer oder mehrerer verschlüsselter Nachrichten. Damit können dann spätere 
verschlüsselte Texte entschlüsselt werden. 

 

 Der Kryptoanalytiker kennt eine von ihm nicht beeinflußte Auswahl von Klartexten 1x , 

..., nx  mit den zugehörigen Schlüsseltexten  ABKxE  ,1 , ...,  ABn KxE  ,  und versucht 

daraus, das Schlüsselpaar  ABAB KK ˆ ,  abzuleiten. Man nennt diesen Angriff Known-

plaintext-Attacke. Eine derartige Attacke ist häufig dann möglich, wenn sich Nach-
richten oder Teile davon wiederholen. Wenn Klartexte beispielsweise immer denselben 
Briefkopf oder dieselbe Anrede verwenden, sind zumindest Teile eines Klartextes be-
kannt.  

 

 Der Kryptoanalytiker kann selbst eine Auswahl von Klartexten 1x , ..., nx  vorschlagen 

und sieht die zugehörigen Schlüsseltexte  ABKxE  ,1 , ...,  ABn KxE  , . Er wählt die Klar-

texte so, dass er daraus eventuell leicht auf das verwendete Schlüsselpaar  ABAB KK ˆ ,  

schließen kann. Man nennt diesen Angriff Chosen-plaintext-Attacke. Ein gutes kryp-
tographisches Verfahren muss gegen Chosen-plaintext-Attacke resistent sein. 

 

 Der Kryptoanalytiker kennt das Verschlüsselungsverfahren E und das Entschlüsse-

lungsverfahren D einschließlich des verwendeten Schlüssels ABK  zum Verschlüsseln 

eines Klartextes (eine typische Situation der Public-Key-Encryption-Verfahren). Er ver-

fügt über viel Zeit und Rechnerleistung, um aus dieser Kenntnis den Schlüssel ABK̂  zu 

ermitteln. 
 



3.5   Anwendung in der Kryptologie 107

 

Bei einer Chosen-Plaintext-Attacke kann man versuchen, systematisch alle möglichen Schlüs-

sel ABK̂  auszuprobieren (ein in der Praxis durchaus gängiger Ansatz). Dabei hofft man natür-

lich, schon nach wenigen Versuchen auf den richtigen Schlüssel zu stoßen. Eine derartige At-
tacke heißt Brute–Force–Attacke. Man muss sich jedoch darüber im klaren sein, dass die 
Anzahl auszuprobierender Schlüssel exponentiell wächst. Geht man davon aus, dass der 

Schlüssel ABK̂  eine Binärzahl der Länge n ist, so gibt es n2  viele Kandidaten für ABK̂ . Um 

eine Vorstellung von der Größenordnung dieser Zahl zu bekommen, wird angenommen, dass 

die Erzeugung und das Ausprobieren eines einzigen Schlüssels nur 910  Sekunden benötigt. 

Dann dauert eine Brute–Force–Attacke bei einer Schlüssellänge von 56 Bits (eine heute nicht 
mehr als sicher angesehene Schlüssellänge), d.h. das Durchprobieren sämtlicher 

1656 1020576,72   verschiedener Schlüssel, insgesamt mehr als 8,34 Tage benötigt. Bei einer 

Schlüssellänge von 64 Bits braucht man dann bereits etwa 584 Jahre, um alle Schlüssel zu er-
zeugen. Nimmt man an, dass bei einer Schlüssellänge von 56 Bits alle Schlüssel in nur 1 Se-
kunde ausprobiert werden können, dann ergeben sich die folgenden Werte: 
 

Schlüssellänge n Anzahl an Schlüsseln Aufwand zur Erzeugung aller n2  Schlüssel 

56 Bits 161020576,7   1 Sekunde (angenommen) 

64 Bits 191084467,1   4 Minuten 16 Sekunden 

80 Bits 241020893,1   194 Tage 

112 Bits 331019230,5   910285,2   Jahre 

128 Bits 381040282,3   1410497,1   Jahre 

192 Bits 571027710,6   33107623,2   Jahre 

256 Bits 771015792,1   52100956,5   Jahre 

 
Nimmt man an, dass die Erzeugung eines Schlüssels in einem Rechner die Zeit t benötigt, so 

beträgt der Aufwand zur Erzeugung aller Schlüssel der Länge n die Zeit nt 2 . Die minimale 

Zeit für einen Schaltvorgang in einem Rechner beträgt aus physikalischen Gründen (u.a. weil 
sich Elektronen mit einer Geschwindigkeit bewegen, die die Lichtgeschwindigkeit nicht über-

schreitet) mindestens 33106,5 mt  Sekunden. Setzt man für t diesen Wert ein, so beträgt die 

Dauer in einer Brute-Force-Attacke bei einer Schlüssellänge von 128 Bits allein zur Erzeu-

gung aller 1282  Schlüssel immer noch mehr als 22 Tage. Das zeigt, dass eine Brute-Force-
Attacke auf die Güte der Verschlüsselung nur unter massiver Parallelisierung sinnvoll ist, in-
dem die Menge aller zu probierender Schlüssel auf eine Vielzahl gleichzeitig agierender 
Kryptoanalytiker aufgeteilt wird. 
 
 
Bei den symmetrischen Kryptologieverfahren werden für jede Kommunikationsbeziehung 
zwischen einem Sender A und einem Empfänger B zum Ver- und Entschlüsseln dieselben 

Schlüssel verwendet, d.h. es gilt ABAB KK ˆ .  Der Sender verwendet den Schlüssel, um die 
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Nachricht zu verschlüsseln und der Empfänger, um diese zu entschlüsseln. Folglich muss so-

wohl der Sender als auch der Empfänger denselben Schlüssel ABK  kennen und gegenüber 

Dritten, auch anderen Kommunikationsteilnehmern, geheimhalten. Aus diesem Grund bietet 

sich an, den Schlüssel ABK  auch für die Kommunikationsrichtung von B nach A zu verwen-

den. Es gilt dann BABAABAB KKKK ˆˆ  . 

 
 
Bei den asymmetrischen Kryptologieverfahren werden verschiedene Schlüssel zum Ver-
schlüsseln und Entschlüsseln der Nachrichten verwendet. Eine für die Praxis bedeutende 
Klasse asymmetrischer Verschlüsselungsverfahren bilden die öffentlichen Verschlüsse-
lungsverfahren (PKE-Verfahren, public key encryption). Zunächst soll das allgemeine 
Prinzip eines PKE-Verfahrens am Nachrichtenaustausch zwischen einem Sender A und einem 
Empfänger B und weiteren Teilnehmern C erläutert werden. 
 
Jeder Kommunikationsteilnehmer B, der von anderen Kommunikationsteilnehmern verschlüs-

selte Nachrichten empfangen möchte, stellt einen Schlüssel Bc  in einem öffentlichen Regis-

ter bereit, auf das alle Kommunikationsteilnehmer zugreifen können. Der Schlüssel Bc  („co-

dieren“) dient allen Kommunikationsteilnehmern zur Verschlüsselung von Nachrichten, die 

an B gesendet werden. Zusätzlich besitzt jeder Empfänger B einen geheimen Schlüssel  Bd  

(„decodieren“), mit dem er alle Nachrichten entschlüsselt, die an ihn gesandt wurden. 
 

Oben wurde der Schlüssel zum Verschlüsseln einer Nachricht von A nach B mit ABK  be-

zeichnet. Um auszudrücken, dass alle Kommunikationsteilnehmer denselben Schlüssel für 

Nachrichten an B verwenden, wird er hier Bc  (anstelle von ABK  bzw. CBK ) geschrieben. Ent-

sprechend wird hier nicht die allgemeine Bezeichnung ABK̂  für den Schlüssel zum Entschlüs-

seln einer Nachricht verwendet, die B von einem Kommunikationsteilnehmer A empfangen 

hat, sondern Bd , da B den Schlüssel Bd  zum Entschlüsseln aller Nachrichten an ihn, unab-

hängig vom Absender, verwendet. 
 

Das Eintragen des öffentlichen Schlüssels Bc  in das Register unterliegt keiner Geheimhal-

tung, da dieser Schlüssel ja sowieso öffentlich ist. Das Problem der Schlüsselverteilung wie 
bei symmetrischen Verfahren stellt sich hier nicht. 
 
Ein Klartext x, der von A nach B verschlüsselt gesandt werden soll, wird von A in den Schlüs-

seltext  BcxEy  ,  transformiert. Eine von B empfangene verschlüsselte Nachricht y wird 

von B in  BdyD  ,  entschlüsselt. 

 
Die folgende Abbildung zeigt drei Kommunikationsteilnehmer A, B und C mit den jeweiligen 
Schlüsseln. 
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Abbildung: Verschlüsselung und Entschlüsselung mit asymmetrischen Verfahren 

 
Verschlüsselungs- und Entschlüsselungsverfahren müssen folgende Bedingungen erfüllen: 
 
(i) Ein Empfänger B kann eine empfangene verschlüsselte Nachricht mit seinem Schlüssel  

korrekt entschlüsseln, d.h.    xdcxED BB  , , . 

 

(ii) Die Verschlüsselung einer Nachricht, d.h. die Berechnung von  BcxE  , , und die Ent-

schlüsselung einer Nachricht bei Kenntnis des Schlüssels Bd , d.h. die Berechnung von 

 BdyD  , , sind mit geringem Rechenaufwand durchzuführen. 

 

(iii) Aus der Kenntnis eines öffentlichen Schlüssels Bc  zum Verschlüsseln der Nachrichten 

an einen Empfänger B kann man „nicht leicht“ auf den bei B geheim gehaltenen Schlüs-

sel Bd  schließen. Die Forderung, eine Berechnung „nicht leicht“ durchführen zu kön-

nen, wird mathematisch exakt durch den Begriff „intractable“ umschrieben, der aus-
drückt, dass es zur Berechnung (beweisbar) keinen schnell ausführbaren Algorithmus 
gibt. 

 

(iv) Ohne Bd  zu kennen, kann ein Kryptoanalytiker aus einem Schlüsseltext  BcxE  ,  nicht 

leicht x ermitteln. Die Verschlüsselungsfunktion  . .,E  stellt eine sogenannte Einweg-
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funktion mit Falltür dar. Erst wenn man die geheime Zusatzinformation Bd  (die Fall-

türinformation) kennt, kann man die zu E inverse Funktion leicht berechnen. 
 
(v) Zur Realisierung eines Unterschriftenprotokolls wird zusätzlich die Vertauschbarkeit 

der Verschlüsselung und Entschlüssellung gefordert. Neben der in (i) formulierten Be-

dingung    xdcxED BB  , ,  gilt auch    ycdyDE BB  , , . 

 
In der Literatur sind eine Reihe von PKE-Verfahren veröffentlicht. Ihre Sicherheit ist mit Ein-
schränkungen mathematisch beweisbar und hat sich in der Praxis bewährt; die Einschränkung 
bezieht sich auf eine bisher unbewiesene mathematische Vermutung bezüglich der Komplexi-
tät nichtdeterministischer Rechenverfahren (das sogenannte P-NP-Problem bzw. gewisser 
zahlentheoretischer Problemstellungen). 
 
Zur Beschreibung eines PKA-Verfahrens muss angegeben werden, wie ein Kommunikations-

teilnehmer B seinen geheimen Schlüssel Bd  und seinen öffentlichen Schlüssel Bc  festlegt, 

und wie die Verschlüsselungs- bzw. Entschlüsselungsalgorithmen  . .,E  bzw.  . .,D  definiert 

sind. 
 
Das bekannteste PKE-Verfahren wird nach seinen Entdeckern Rivest, Shamir und Adleman 

RSA-Verfahren genannt4. Es bietet bei sorgfältiger Auswahl einiger im Verfahren frei wähl-
barer Parameter und entsprechender Implementierung eine sehr hohe Sicherheit. Es ist ein 
rein softwaremäßig implementiertes Verfahren. Dadurch ist seine Verschlüsselungs- bzw. 
Entschlüsselungsgeschwindigkeit etwa um den Faktor 1.000 langsamer als beispielsweise bei   
DES (gängiges symmetrisches Verfahren, das hardwaremäßig implementierbar ist). Es erfor-
dert eine besondere Arithmetik natürlicher Zahlen mit sehr großen Stellenzahlen. Daher eig-
net es sich zur Verschlüsselung langer Nachrichten bzw. zur online-Verschlüsselung nur be-
grenzt. Ein „Hybrid“-Verfahren, das den Vorteil der Schnelligkeit von Tripel-DES bzw. IDEA 
beim Verschlüsseln und Entschlüsseln mit der Sicherheit von RSA verbinden, ist das seit 1991 
über das Internet als Shareware verbreitete PGP-Verfahren (pretty good privacy), das sich 
besonders im E-Mail-Bereich bewährt hat. 
 
Im folgenden werden einige Details des RSA-Verfahrens beschrieben. Das Verfahren beruht 
auf mathematischen, insbesondere zahlentheoretischen Grundlagen, Erkenntnissen der Komp-
lexitätstheorie und dem Einsatz sehr großer Zahlen (mehr als 300 Dezimalstellen). 
 
Im RSA-Verfahren wird die Modulo-Arithmetik für ganze Zahlen (im folgenden nur natürli-
che Zahlen, d.h. nicht-negative ganze Zahlen) eingesetzt. Neben Additionen und Multiplikati-
onen wird auch die Exponentiation verwendet. 

                                                 
4   Rivest, M.; Shamir, A.; Adleman, L.: A method for obtaining digital signatures and public-key 

cryptosystems, Comm. ACM, 21, S.120-126, 1978. 
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Die Festlegung des öffentlichen Schlüssels Bc  für die Verschlüsselung von Klartexten an ei-

nen Empfänger B und des geheimen Schlüssels Bd  zum Entschlüsseln eines Schlüsseltextes 

beim Empfänger B verläuft im RSA-Verfahren wie folgt. 
 
1. Es werden zwei verschiedene sehr große Primzahlen p und q ausgewählt, z.B. in der 

Größenordnung von 150 Dezimalstellen. Dann wird die Zahl qpn   gebildet. Die 

Zahl n hat dann mindestens 300 Dezimalstellen, d.h. etwa 1.000 Binärstellen; in der 
Praxis wählt man p und q so, dass die Zahl n eine Binärstellenzahl von 1.024 aufweist. 

   
Zum Auffinden von Primzahlen in dieser Größenordnung und zum Testen auf Primzahl-
eigenschaft kennt man schnelle Verfahren. 

 
2. Für B wird eine Zufallszahl  qpd  ,max  ausgewählt, die mit      11  qpn  

keinen gemeinsamen Teiler ausser 1 besitzt. Der Wert d darf nicht zu klein sein, da er 
Teil des geheim gehalten Schlüssels zum Entschlüsseln ist und daher von einem 
Kryptoanalytiker nicht durch systematisches Probieren gefunden werden darf. 

 

3. Mit Hilfe der Erweiterung des Euklidischen Algorithmus (Funktion invers) ermittelt 

man zu d und  n  zwei Zahlen d   und f   mit   1 fndd   und setzt 

 nde  mod  . Dann ist )(0 ne  und )(nkde   mit einem Wert Zk . Es 

ist   )(1)()(1)( nfnkdnfdnkdde    mit kdff  . 

Insgesamt gilt 
 

)(0 ne  , 1)(  nfde  , ))( (mod 1 nde   und   1)( mod  nde  . 

 

Außerdem ist nach Satz 3.3-4(ii)   1)( , neggT  .  

 
4. Der von B geheim gehaltene Schlüssel zum Entschlüsseln von Nachrichten, die an B 

gesendet werden, besteht aus der Zahlenfolge  )( , , , nqpddB  . Zum Entschlüsseln 

wird nur d verwendet, es ist jedoch unbedingt erforderlich, die Werte p, q und )(n  

ebenfalls geheim zu halten, da ein Kryptoanalytiker aus der Kenntnis des öffentlichen 

Schlüssels (siehe 5.) und aus der Kenntnis eines der Werte p, q oder )(n  den geheimen 

Schlüsselteil d leicht ermitteln kann (siehe unten). Die Zahlenfolge  )( , , , nqpddB   

stellt die Falltürinformation dar. 
 
5. Der in das öffentliche Register eingetragene Schlüssel zum Verschlüsseln aller Nach-

richten an B ist die Zahlenfolge  necB   , . 
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Die Vorschrift zur Verschlüsselung von Nachrichten an B lautet: 
 

Ein eventuell sehr lange Klartext x wird als Binärmuster aufgefasst und in Blöcke ix  mit je-

weils  )(log2 n  vielen Stellen aufgeteilt: rxxxx  ... 21 . Eventuell wird dabei der letzte Teil-

block rx  mit binären Nullen aufgefüllt. Jeder Teilblock ix  kann als Binärzahl interpretiert 

werden, die einen Wert nx n
i  )(log220  hat. Der Klartext x wird blockweise verschlüsselt; 

die einzelnen verschlüsselten Klartextblöcke werden dann wieder zu einem Schlüsseltext y 
zusammengesetzt: 
 

Die Verschlüsselung eines Blockes ix  lautet 

      nxnexEcxEy e
iiBii  mod  , , ,  . 

 

Diese Zahl kann wieder als Binärmuster mit  )(log2 n  vielen Stellen aufgefasst werden. 

 

Die Hintereinanderreihung aller so entstandenen Binärmuster ryyy  ..., , , 21  ergibt den zu x ge-

hörenden Schlüsseltexte        BrBBB cxEcxEcxEcxEy  , ...  , , , 21 . 

 

Es gibt sehr effiziente Algorithmen zur Berechnung von  nxy e
ii  mod  , so dass die Ver-

schlüsselung schnell erfolgen kann.  
 
Eine bei B ankommende verschlüsselte Nachricht y wird zur Entschlüsselung als Binärmus-

ter interpretiert und in einzelne Blöcke mit  )(log2 n  vielen Stellen zerlegt, d.h. 

ryyyy  ... 21 . Jeder Block iy  wird einzeln nach folgender Vorschrift entschlüsselt: 

      nynqpdyDdyD d
iiBi  mod )( , , , , ,   . 

Die so entstehenden Zahlen werden als Bitmuster mit jeweils mit  )(log2 n  vielen Stellen in-

terpretiert und durch Hintereinanderreihung zum entschlüsselten Text zusammengesetzt. Der 
algorithmische Aufwand zur Entschlüsselung ist wie bei der Verschlüsselung klein. 
 
 

Die Korrektheit des Verfahrens, nämlich       i

de
iBBi xnxdcxED   mod  , , , folgt aus Satz 

3.4-2: 
 
Dazu werden 3 Fälle unterschieden: 
 

1. Fall: Weder p noch q teilen ix . Dann gilt   1 , nxggT i  und mit Satz 3.4-2: 

) (mod 1)( nx n
i  . Nach Konstruktion ist 1)(  nfde   bzw. 
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  )(1 nfde  . Also       
) (mod )()(1 nxxxxx i

fn
ii

nf
i

de
i 

  . Da nxi   

ist, ergibt sich    i

de
i xnx  mod . 

 

2. Fall: Genau eine der Zahlen p oder q teilt ix ; es sei dieses p . Dann gilt (wieder mit Satz 

3.4-2):  ) (mod 1)( qx q
i  . Damit folgt nacheinander 

    ) (mod 1)(1 qx qpf
i   ,         ) (mod )(11)(1 qxxxxx i

de
i

qpf
i

qpf
ii    , d.h. q 

teilt i
de

i xx  . Da nach Fallannahme die Zahl p den Wert ix  teilt, teilt p auch de
ix  , 

und daher teilt p den Wert i
de

i xx  . Mit Satz 3.3-4 (iv) folgt: qpn   teilt i
de

i xx  , 

d.h. ) (mod nxx i
de

i  . Da nxi   ist, ergibt sich wie im 1. Fall:    i

de
i xnx  mod . 

 

3. Fall:  Beide Zahlen p und q teilen ix . Dann teilen p und q den Wert i
de

i xx   und mit Satz 

3.3-4 (iv) folgt: qpn   teilt i
de

i xx  , d.h. ) (mod nxx i
de

i  . Da nxi   ist, ergibt 

sich wie im 1. Fall:    i

de
i xnx  mod .   

 
 

Es gilt außerdem die Symmetriegleichung       i

ed
iBBi ynycdyDE   mod  , , , so dass das 

RSA-Verfahren für ein digitales Unterschriftenprotokoll geeignet ist. 
 
 

Bei der Konstruktion des geheimen Schlüssels  )( , , , nqpddB   besteht eine gewisse Frei-

heit bezüglich der Wahl der einzelnen Komponenten. Beispielsweise kann man den Wert d so 
groß wählen, dass er von einem Kryptoanalytiker nicht leicht durch systematisches Testen ge-
funden werden kann. Der Exponent e zum Verschlüsseln eines Klartextes an B ist nach Wahl 
von d eindeutig bestimmt. Der umgekehrte Weg, nämlich erst e zu wählen, und zwar so, dass 

e und      11  qpn  teilerfremd sind, und dann mit Hilfe des Euklidischen Algorith-

mus d zu ermitteln, ist ebenfalls möglich. Auf diese Weise kann man für e einen „günstigen“ 

Wert nehmen. Als günstige Werte haben sich die Primzahlen 3e , 17e  und 537.65e  

erwiesen, da diese Fermat-Zahlen in ihrer Binärdarstellung nur jeweils zwei binäre Einsen 
haben und damit die in der Verschlüsselung auszuführende Exponentiation sehr schnell ab-
läuft. 
 
Die folgenden Empfehlungen bezüglich der im Verfahren auszuwählenden Zahlen zielen 
auf die Gewährung eines hohen Sicherheitsniveaus des RSA-Verfahrens. 
 

 Die Primzahlen p und q sollten „zufällig“ gewählt und nicht etwa einer Primzahltabelle 

entnommen werden und auch keine spezielle funktionale Form (etwa 122 
k

) aufwei-
sen. 
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 Die Primzahlen p und q sollten nicht zu dicht zusammenliegen. 
 

 Die Primzahlen p und q sollten so gewählt werden, dass 1p und 1q  keine großen 

gemeinsamen Faktoren besitzen. 
 

 Die Primzahlen p und q sollten so gewählt werden, dass )1()1()(  qpn  nicht nur 

kleine Primfaktoren enthält. 
 

 Der Wert d sollte nicht zu klein sein, damit man ihn nicht durch systematisches Testen 
ermitteln kann. 

 

 Verschiedene Kommunikationspartner sollten nicht denselben Wert oder einen zu klei-
nen Wert für e nehmen. 

 

 Die Klartexte (hier als numerische Werte aufgefasst) 1x  und 1 nx  werden auf 

sich selbst verschlüsselt, d.h. in diesen Fällen gilt   xcxE B  , . Dasselbe Fixpunktver-

halten der Funktion E zeigt sich, wenn 1e  ein gemeinsames Vielfaches von 1p  und 

1q  ist, etwa 2)(1 ne  . Dann gilt sogar für jeden Klartext x die Gleichung 

  xcxE B  , . In diesem Fall ist eine andere Wahl von d angeraten. 

 
 
Da beim RSA-Verfahren alle Komponenten bis auf den geheimen Schlüssel 

 )( , , , nqpddB   öffentlich sind, bietet es für einen Kryptoanalytiker Angriffspunkte. Ein 

Kryptoanalytiker ist prinzipiell nur an der Kenntnis des Schlüsselteils d des geheimen Schlüs-

sels Bd  interessiert, wobei er beide Teile e und n des öffentlichen Schlüssels Bc  kennt. Fol-

gende Überlegungen zeigen, dass es erforderlich ist, neben d auch die Werte p, q und )(n  

geheimzuhalten. 
 

Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n (aus dem öffentlichen Register) und )(n , dann 

kann er mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus zwei Zahlen a und b berechnen, für die die 

Beziehung 1)(  bnae   gilt (hierbei ist zu beachten, dass nach Konstruktion des Verfah-

rens e und )(n  teilerfremd sind). Damit folgt nacheinander )()( nfdebnae   , 

    )(nbfdae   und  )( mod  nda  . Wegen )(0 nd   ist  )( mod  nad  . 

 
Kennt der Kryptoanalytiker die Werte e, n (aus dem öffentlichen Register) und mindestens ei-

nen der Werte p oder q, etwa p, dann kann er wegen )1()1()(  qpn  und qpn   bzw. 

 )1()1()(  pnpn  sofort )(n  und damit d ermitteln. 
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Offensichtlich ist die Geheimhaltung von )(n  wesentlich. Natürlich könnte der 

Kryptoanalytiker versuchen, den Wert )(n  direkt aus dem öffentlichen Schlüssel  necB   ,  

zu gewinnen. Falls ihm dieses mit geringem Rechenaufwand gelänge, hätte er gleichzeitig ei-
nen schnellen Algorithmus, um die Zahl n in ihre Primfaktoren p und q zu zerlegen: Er be-

rechnet nacheinander 1)(  nnz  , nzy  42 ,  yzq  21  und qnp  . Daher 

ist die schnelle Berechnung von )(n  aus  necB   ,  gleichbedeutend mit der schnellen 

Primfaktorisierung von n. Andererseits kennt man bis heute kein schnelles Verfahren, um n 
zu faktorisieren. Die schnellsten bisher bekannten Verfahren zur Zerlegung einer Zahl n in ih-

re Primfaktoren haben eine Laufzeit, die proportional zu ))ln(ln()ln()( nnenL   ist. Die folgende 

Tabelle zeigt einige Werte von )(nL . 

 

n 5010  10010  15010  20010  25010  30010  

)(nL  101042,1   151034,2   191026,3   231020,1   261086,1   291053,1   

 

Wäre man heute technisch in der Lage, Rechengeschwindigkeit von 1210  Operationen pro 

Sekunde zu realisieren, würde die Faktorisierung einer 200-stellige Zahl immer noch etwa 

1.000 Jahre erfordern, die Faktorisierung einer 300-stelligen Zahl sogar mehr als 610  viele 

Jahrtausende. Heutige Schlüssellängen von 1.024 Bits bzw. ca. 300 Dezimalstellen erscheinen 
daher heute sicher. 
 
Des weiteren könnte der Kryptoanalytiker versuchen, den Wert d direkt aus dem öffentlichen 

Schlüssel  necB   ,  zu ermitteln. Es lässt sich zeigen, dass ein schneller Algorithmus zur 

Ermittlung von d aus  necB   ,  in einen schnellen (probabilistischen) Algorithmus umge-

wandelt werden kann, der mit beliebig großer Wahrscheinlichkeit die Zahl n in ihre Primfak-
toren p und q korrekt zerlegt. Eine Brute-Force-Attacke, in der alle möglichen Werte für d 
systematisch probiert werden, verspricht darüber hinaus wegen der großen Schlüssellänge 
(Stellenzahl von n) keinen Erfolg.  
 
 

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Garantie der Sicherheit des RSA-Verfahrens 
darauf zurückzuführen ist, dass kein schnelles Verfahren bekannt ist, das eine gegebene natür-
liche Zahl in ihre Primfaktoren zerlegt. Sollte ein derartiges Verfahren für das 

Faktorisierungsproblem gefunden werden, ist das RSA-Verfahren nicht mehr sicher. 

 
 
Die bisher in diesem Kapitel beschriebenen Methoden beruhen auf der Anwendung zahlen-
theoretischer Erkenntnisse, die im wesentlichen im 18. Jahrhundert entdeckt wurden. Die 
Überlegungen zum Laufzeitverhalten der beteiligten Algorithmen stammen aus den letzten 30 
Jahren des 20. Jahrhunderts. Seit etwa 1987 findet eine Theorie, deren Grundlagen zum Ende 
des 19. Jahrhunderts gelegt wurden, beim Entwurf kryptographischer Verfahren verstärkt 
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Anwendung. Diese Kryptographie-Verfahren setzen zur Verschlüsselung die Arithmetik el-
liptischer Kurven über endlichen Körpern ein. Da zum Verständnis dieser Methoden je-
doch weitergehende mathematische Kenntnisse erforderlich sind, wird auf deren Darstellung 
hier verzichtet. 
 
 



 

4 Ausgewählte Themen der Kombinatorik 

 
Die Kombinatorik befasst sich im wesentlichen mit dem Abzählen endlicher Mengen und 
damit verwandter Fragestellungen. Die in diesem Kapitel behandelte Themenauswahl gehört 
zum mathematischen Handwerkszeug, das in vielen Teilgebieten der Mathematik und Infor-
matik benötigt wird. Insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung (diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilungen) werden die Themen weiter vertieft. 
 
 

4.1 Binomialkoeffizienten 

 

Es seien Nn , Rx  und Ry . Der aus der Schule bekannte binomische Lehrsatz besagt 

 

  222 2 yyxxyx  . 

 
Wie man leicht nachrechnet, ist 
 

  32233 33 yyxyxxyx  , 

  4322344 464 yyxyxyxxyx  . 

 

Es soll nun die allgemeine Form von  nyx   als ausgeschriebene Summe hergeleitet werden 

(das könnte wieder formal nach dem Induktionsprinzip geschehen; hier soll die Herleitung 
etwas informeller beschrieben werden). Durch vollständige Induktion kann man zeigen, dass 

die Summanden in der ausgeschriebenen Summe von  nyx   die Form ji
ji yxk ,  mit 

nji   haben. Der Faktor jik ,  im Summanden ini
ji yxk ,  der ausgeschriebenen Summe 

von  nyx   heißt Binomialkoeffizient 







i

n
, gesprochen „n über i“, d.h. 

 

  nnn
n

i

ninin x
n

n
yx

n
yx

n
y

n
yx

i

n
yx 












































 



  ... 
210

221

0

 . 

 
Das vorliegende Kapitel untersucht Eigenschaften und Interpretationen der Binomialkoeffi-
zienten. 
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Offensichtlich gilt 1
0








n
 und 1


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


n

n
. 

 
Aus  
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folgt durch Koeffizientenvergleich die Symmetrie der Binomialkoeffizienten: 
 



















in

n

i

n
 für Ni  mit ni 0 . 

 

Es ist           yyxxyxyxyxyx nnnn   111 . Aus dieser Darstellung kann 

man ablesen, wie der Faktor 







i

n
 im Summanden ini yx

i

n 







 der ausgeschriebenen Summe 

von  nyx   entsteht: man sucht in der ausgeschriebenen Summe von   1 nyx  denjenigen 

Summanden, in dem x mit der Potenz 1i  und y mit der Potenz in   steht, und denjenigen 

Summanden in der ausgeschriebenen Summe von   1 nyx ,  in dem x mit der Potenz i  und y 

mit der Potenz 1 in  steht. Diese Summanden sind 

 

   1111
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
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
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. 

 
Wird der erste Summand mit x und der zweite Summand mit y multipliziert und anschließend 
beide Summanden addiert, entsteht 
 

.

1

1

11

1

1 11

ini

iniiniini

yx
i

n

yx
i

n

i

n
yyx

i

n
xyx

i

n






























 



















 












 

 
Damit ergibt sich  
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Satz 4.1-1: 
 

 Für jedes Nn  und für jedes Ni  ist 

 

 1
0








n
, 1








n

n
, 

 

 






 




















i

n

i

n

i

n 1

1

1
 mit ni 0 . 

 
 
Mit Hilfe der Rekursionsformel in Satz 4.1-1 lassen sich die Binomialkoeffizienten berech-
nen. Die einzelnen Werte können in einem Schema in Dreicksform (Pascal’sche Dreieck) 

angeordnet werden. Dabei steht in der n-ten Zeile und der i-ten Spalte der Wert 







i

n
 für 

nin  0 und  0 .  Dieser Eintrag ist die Summe, die sich aus dem direkt drüber stehenden 

Eintrag 






 
i

n 1
und dem Eintrag 










1

1

i

n
 links davon ergibt. Der Anfang des Pascal’schen 

Dreiecks lautet: 
 
 

1          

1 1         

1 2 1        

1 3 3 1       

1 4 6 4 1      

1 5 10 10 5 1     

1 6 15 20 15 6 1    

1 7 21 35 35 21 7 1   

1 8 28 56 70 56 28 8 1  

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 

    ... ...     

 
 

Der folgende Satz beschreibt, wie der Wert eines Binomialkoeffizienten 







i

n
 direkt in Ab-

hängigkeit von n und i ausgedrückt werden kann: 

Zeile 0 

Spalte 0 

Zeile n = 8 

Spalte i = 5 
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Satz 4.1-2: 
 

 Für jedes Nn  und für jedes Ni  mit ni 0  ist 

 

  !!

!

ini

n

i

n











. 

 
Der Beweis soll hier als Beispiel eines Beweises durch vollständige Induktion angegeben 
werden: 
 

Für 0n  ist 1
0

0


















i

n
 und   1

!0!0

!0

!!

!





 ini

n
. 

Es wird angenommen, dass die Formel in Satz 4.1-2 für ein Nn  und für jedes Ni  mit 

ni 0  gilt. Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme die Gültigkeit der Formel auch für 1n  

und für jedes Ni  mit 10  ni  folgt.  

Für 0i  ist 1
0

11








 








  n

i

n
 und 

 
 

 
  1

!1!0

!1

!1!

!1









n

n

ini

n
. 

Für 1 ni  ist 1
1

11



















 
n

n

i

n
 und 

 
  1

!0!1

!1





n

n
. 

 

Für 10  ni  verwendet man die Rekursionsformel aus Satz 4.1-1: 

     
 

 
 
 
 
  .

!1

!1

!1

1!

!1

1!!

annahme)Induktions(nach             
!!!1!1

1)-4.1 Satz(nach                                   
1

1

ini!

n

ini!

inin

ini!

innin

ini

n!

ini

n!

i

n

i

n

i

n
















































 

 

 

Die Formel gilt also auch für 1n . 

 
 
Im Pascal’schen Dreieck kann man einige Gesetzmäßigkeiten der Binomialkoeffizienten veri-

fizieren, die direkt aus der Definition   












n

i

inin yx
i

n
yx

0

 bzw. aus den Formeln in den 
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vorherigen Sätzen folgen. Beispielsweise hat die Summe aller Binomialkoeffizienten in der n-

ten Zeile des Pascal’schen Dreiecks den Wert n2 ; die Summe der Binomialkoeffizienten 







i

n
 

in Zeile n mit 1n  und geradem i ist gleich der Summe der Binomialkoeffizienten 







i

n
 in 

Zeile n mit ungeradem i; summiert man in der i-ten Spalte alle Binomialkoeffizienten bis zur 

Zeile n, so erhält man wieder einen Binomialkoeffizienten, nämlich 










1

1

i

n
; summiert man 

alle Binomialkoeffizienten ab Zeile in   und Spalte 0 diagonal (von links oben nach rechts 

unten) bis zur Zeile n und Spalte i, so ist das Ergebnis der Binomialkoeffizient 






 
i

n 1
. Diese 

und weitere Eigenschaften der Binomialkoeffizienten werden im folgenden Satz zusammen-
gefasst. 
 

Satz 4.1-3: 
 

 Es sei Nn . Dann gilt:  

 

 (i)  









n

i

ni xx
i

n

0

1  für jedes Rx . 

  

 (ii) 









n

i

n

i

n

0

2           (Summe über die n-te Zeile im Pascal’schen Dreieck). 

 

 (iii) 

   
























 n

i
i

n

i
i i

n

i

n

12 mod 
0

02 mod 
0

  bzw.     












n

i

i

i

n

0

01   für 1n  

(Die Summe der Binomialkoeffizienten mit geradem i ist  
 gleich der  Summe der Binomialkoeffizienten mit ungeradem i). 

 

 (iv) 


















 1

1

i

n

i

kn

ik

   für Ni  mit ni 0  

                                              (Summe der i-ten Spalte bis zur Zeile n im Pascal’schen 
  Dreieck). 

 
../.. 
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 (v) 






 








 

 i

n

k

kini

k

1

0

  für Ni  mit ni 0  

(Summe der Binomialkoeffizienten ab Zeile in   und Spalte 0 

 im Pascal’schen Dreieck diagonal abwärts bis zur Zeile n und 
 Spalte i). 

 

 (vi) 

















in

n

i

n
 für Ni  mit ni 0  

(Symmetrie der Binomialkoeffizienten).  
 

 (vii) 


















1

1

i

n

i

n

i

n
 für Ni  mit ni 0  

   und    






 











i

n
n

i

n
in

1
  für Ni  mit ni 0 .  

 

 (viii) Durch 2110  und 1 ,0   nnn FFFFF  wird die Folge der Fibonacci-Zahlen de-

finiert (siehe Kapitel 5.10); die ersten dreizehn Fibonacci-Zahlen lauten 
  0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, … 

  
 

1

2

0











 
 n

n

k

F
k

kn
 

(Summe der Binomialkoeffizienten ab Zeile n  und Spalte 0 

 im Pascal’schen Dreieck diagonal aufwärts bis zur Diagonalen). 

 
Die Formel in Satz 4.1-3 (i) erhält man, indem man in der Definitionsgleichung 

  












n

i

inin yx
i

n
yx

0

 den Wert 1y  setzt. Die Formel in Satz 4.1-3 (ii) erhält man aus 

der Definitionsgleichung  für 1 yx . Die Formel  












n

i

i

i

n

0

01  in Satz 4.1-3 (iii) erhält 

man aus der Definitionsgleichung  für 1 und 1  yx ; bringt man in dieser Formel die 

Summanden   









i

ni1  mit ungeradem i auf die rechte Seite der Gleichung, so ergibt sich die 

erste Formel in Satz 4.1-3 (iii). 
 
Die Formeln in Satz 4.1-3 (vi) und (vii) ergeben sich unmittelbar aus Satz 4.1-2. 
 
Die Formeln in Satz 4.1-3 (iv) und (v) können durch vollständige Induktion bewiesen werden 
oder durch direkte wiederholte Anwendung der Rekursionsgleichung aus Satz 4.1-1. Für die 
Formel aus Satz 4.1-3 (iv) ergibt sich ausgehend von der rechten Seite der Gleichung: 



4.1   Binomialkoeffizienten 123

 

 

.        

1
 ... 

1

1
 ... 

1
1

1

1

:)1mit  Form; e(allgemein          
1

12

1

2

n)effizienteBinomialkoersten den  aufangewandt  1,-4.1 Satz(mit   
1

1

1

1)-4.1 Satz(mit                      
11

1

1

0

0
































 








 



























 








 


















 





















 






























 
















 






































 












































n

ik

in

k

l

k

i

k

i

i

i

n

i

n

i

i

i

i

i

n

i

n

i

kn

i

i

inl
i

kn

i

ln

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

 
Für die Formel aus Satz 4.1-3 (v) ergibt sich wieder ausgehend von der rechten Seite der 
Gleichung: 
 

      
1

1
 ... 

1

1

0

1

1
 ... 

1

1
1

0

1

:)1mit  Form; e(allgemein         
1

...

 

3

2

2

2

1

1

n)effizienteBinomialkozweiten den  aufangewandt  1,-4.1 Satz(mit   
2

1

1

1

1)-4.1 Satz(mit                       
1

1

0

1

0

0






















 








 




























 









 





























 






























































































































































 

i

k

i

k

l

k

k

kinin

i
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i
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i

n
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i

n

i
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Die Formel in 4.1-3 (viii) lässt sich durch vollständige Induktion zeigen: 

Für 0n  ist 1

0

0

1
0

00
F

k

k

k

















 



; für 1n  ist 2

0

0

1
0

11
F

k

k

k

















 



; für 2n  ist 

3

1

0

211
1

1

0

22
F

k

k

k


























 



; für 3n  ist 4

1

0

321
1

2

0

33
F

k

k

k


























 



. 

Die Aussage gelte für 3n . Für 1n  sieht man die Gültigkeit der Formel dann wie folgt: 

 
     

     

     
.   

1

1
1

1
1

1

121

0

21

0

21

1

21

1

21

1

21

0






































 








 




















 









 








 

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

k

kn

k

kn

k

kn

k

kn

k

kn

k

kn

   

 

Ist n gerade, etwa mn  2 , dann ist        2221221 nnmmn   und 

        212121121  nmmn ; daher ergibt sich für die Summe mit der In-

duktionsannahme 
 
          

21

21

0

2

0

121

0

21

0

11





















 








 








 








 
 nnn

n

k

n

k

n

k

n

k

FFF
k

kn

k

kn

k

kn

k

kn
. 

 

Ist n ungerade, etwa 12  mn , dann ist in der ersten Summe der letzte aufzusummierende 

Binomialkoeffizient (bei       122221  mmnk ) formal gleich 







1m

m
; daher 

läuft k in dieser Summe nur bis     2212 nmm  ; außerdem ist 

        2122121  nmmn ; insgesamt ergibt sich mit der Induktionsannahme 

auch hier 
 
          

21

21

0

2

0

121

0

21

0

11





















 








 








 








 
 nnn

n

k

n

k

n

k

n

k

FFF
k

kn

k

kn

k

kn

k

kn
. 

 
 

Die Binomialkoeffizienten kommen nicht nur als Faktor jik ,  im Summanden ini
ji yxk ,  der 

ausgeschriebenen Summe von  nyx   vor, sondern auch in vielen praktischen Abzählprob-

lemen. In Kapitel 1.5 wird gezeigt, dass eine endliche Menge A mit n Elementen genau n2  
viele Teilmengen besitzt. Es soll nun untersucht werden, wie viele Teilmengen A hat, die aus 

genau k Elementen (mit nk 0 ) bestehen. 
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Es sei  naaA  ..., , 1 . Unter einer Permutation von A versteht man eine feste Anordnung 

der Elemente von A. Beispielsweise sind alle Permutationen der Menge   4 3, 1,2, A  die 

Anordnungen 
 

1 2 3 4 
1 2 4 3 
1 4 2 3 
4 1 2 3 

4 1 3 2 
1 4 3 2 
1 3 4 2 
1 3 2 4 

3 1 2 4 
3 1 4 2 
3 4 1 2 
4 3 1 2 

4 3 2 1 
3 4 2 1 
3 2 4 1 
3 2 1 4 

2 3 1 4 
2 3 4 1 
2 4 3 1 
4 2 3 1 

4 2 1 3 
2 4 1 3 
2 1 4 3 
2 1 3 4. 

 

Eine Permutation der Menge  naaA  ..., , 1  ist also ein Tupel  
nii aa  ..., , 

1
 mit Aa

ji   

für nj  ..., ,1  und 
lj ii aa   für lj ii  . Um die Anzahl aller Permutationen von A zu bestim-

men, betrachtet man alle derartigen Tupel  
nii aa  ..., , 

1
: Für 

1i
a  gibt es n mögliche Werte, näm-

lich naa  ..., ,1 . Hat man sich für eine Möglichkeit entschieden, bleiben für 
2i

a  noch 1n  Mög-

lichkeiten. Für 
3i

a  bleiben nach Auswahl für 
1i

a  und 
2i

a  noch 2n  Möglichkeiten usw. Für 

ni
a  bleibt nach Festlegung der ersten 1n  Elemente nur noch 1 Möglichkeit. Insgesamt hat 

gibt es also   !1 ... 1 nnn   viele Möglichkeiten zur Bildung einer Permutation einer n-

elementigen Menge. 
 
 

Unter einer k-Permutation von A versteht man ein Tupel  
kii aa  ..., , 

1
 mit Aa

ji   

für kj  ..., ,1  und 
lj ii aa   für lj ii  . Beispielsweise sind alle 2-Permutationen von 

  4 3, 1,2, A  die Anordnungen 

 
1 2 
1 3 
1 4 

2 1 
2 3 
2 4 

3 1 
3 2 
3 4 

4 1 
4 2 
4 3 

 
Um die Anzahl aller k-Permutationen von A zu bestimmen, betrachtet man wieder alle derar-

tigen Tupel  
kii aa  ..., , 

1
: Für 

1i
a  gibt es n mögliche Werte, nämlich naa  ..., ,1 . Hat man sich für 

eine Möglichkeit entschieden, bleiben für 
2i

a  noch 1n  Möglichkeiten. Für 
3i

a  bleiben nach 

Auswahl für 
1i

a  und 
2i

a  noch 2n  Möglichkeiten usw. Für 
ki

a  bleibt nach Festlegung der 

ersten 1k  Elemente noch 1)1(  knkn  Möglichkeit. Insgesamt hat gibt es also 

 

     !
!

1 ... 1
kn

n
knnn


  
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viele Möglichkeiten zur Bildung einer k-Permutation einer n-elementigen Menge. 
 

Für jede Teilmengen AB   mit kB  , etwa  
kii aaB  ..., , 

1
 ,  gilt 

lj ii aa   für lj ii  . Jede 

Permutation von B (davon gibt es k! viele) ist eine k-Permutation von A. Verschiedene Teil-

mengen AB 1  und AB 2  mit kBB  21  ergeben paarweise verschiedene k-

Permutation von A, da die k-Permutationen, die aus 1B  entstanden sind, mindestens ein unter-

schiedliches Element zu den k-Permutationen enthalten, die aus 2B  entstanden sind, und die 

Permutationen von 1B  bzw. von 2B  sind untereinander paarweise verschieden. Umgekehrt 

gibt es zu jeder k-Permutation von A eine k-elementige Teilmengen von A, nämlich die Men-

ge ihrer Elemente. Bezeichnet knC ,  die Anzahl k-elementiger Teilmengen von A, so gilt daher: 

 

 !
!

 !, kn

n
kC kn 
 . 

 
 

Satz 4.1-4: 
 

 Es sei A eine endliche Menge mit nA  . Die Anzahl der Teilmengen AB   mit 

kB   für nk 0  ist 

 

  !!

!

knk

n

k

n











. 

 
 

Damit kann man auch noch einmal die Formel aus Satz 4.1-3 (ii) 









n

i

n

i

n

0

2  verifizieren: 

Links steht die Anzahl aller Teilmengen einer n-elementigen Menge, aufgeteilt nach den i-

elementigen Teilmengen für ni 0 , von der bereits früher gezeigt wurde, dass sie gleich 
n2  ist. 
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4.2 Abbildungen zwischen endlichen Mengen 

 

In diesem Kapitel seien A und B endliche Mengen mit nA   und mB  :  naaA  ..., , 1 , 

 mbbB  ..., , 1 . 

 
 Es sollen die Anzahlen der Abbildungen, der injektiven, surjektiven und bijektiven Abbil-

dungen BAf :  ermittelt werden. 

 
 

A.  Anzahl der Abbildungen BAf :  

 

Jede Abbildung BAf :  kann in Form einer endlichen Tabelle notiert werden: 

 

ia  1a  ... 
na  

 iaf   1af  ...  naf  

 

Dabei genügt das Notieren der Funktionswerte in der Reihenfolge  1af , ...,  naf  bzw. als 

n-Tupel     nafaf  ..., ,1 . 

 
Verschiedene Abbildungen führen zu verschiedenen n-Tupeln. Umgekehrt kann man jedes n-

Tupel  nbb  ..., ,1  mit Bbi   für ni 1  als eine Abbildung BAf :  auffassen, nämlich 

als die durch   ii baf   definierte Abbildung, und unterschiedliche n-Tupel beschreiben un-

terschiedliche Abbildungen. Daher ist die Anzahl der Abbildungen BAf :  gleich der An-

zahl der n-Tupeln  nbb  ..., ,1   mit Bbi   für ni 1 . 

 

Satz 4.2-1: 
 

 Es seien A und B endliche Mengen mit nA   und mB  . Dann ist die Anzahl der 

Abbildungen BAf :  gleich nm . 
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B.  Anzahl bijektiver Abbildungen BAf :  

 

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle bijektiver Abbildungen BAf :  bezüglich der 

Mächtigkeiten: mn  . Jede bijektive Abbildung BAf :  bzw. in Tupel-Schreibweise 

    nafaf  ..., ,1  beschreibt daher eine Permutation der Menge B. Verschiedene bijektive Ab-

bildungen führen zu verschiedenen Permutationen. Umgekehrt kann jede Permutation 

 
nii bb  ..., ,

1
 von B mit einer bijektiven Abbildung BAf : , nämlich mit 










jij ba

BA
f :  

gleichgesetzt werden. 
 

Die Anzahl bijektiver Abbildungen BAf :  ist daher gleich der Anzahl der Permutationen 

der Menge B. Mit den Überlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt 
 

Satz 4.2-2: 
 

 Es seien A und B endliche Mengen mit nBA  . Dann ist die Anzahl der bijektiven 

Abbildungen BAf :  gleich n!. 

 
 

C.  Anzahl injektiver Abbildungen BAf :  

 

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle injektiver Abbildungen BAf :  bezüglich der 

Mächtigkeiten: mn  . Der Wertebereich  bafAaBbbfW  )(mit  gibt  es und , |  )(  ist 

eine n-elementige Teilmenge von B, und die Abbildung 







)(

)(
:

afa

fWA
g  ist eine Bijektion 

zwischen A und W(f). Daher ist W(f) eine n-Permutation von B. Umgekehrt ist kann man jede 

n-Permutation von B, etwa  
nii bb  ..., ,

1
 mit der injektiven Abbildung 










jij ba

BA
f :  identifi-

zieren. Mit den Überlegungen am Ende von Kapitel 4.1 folgt 
 

Satz 4.2-3: 
 

 Es seien A und B endliche Mengen mit nA   und mB   und mn  . Dann ist die 

Anzahl injektiver Abbildungen BAf :  gleich   









 n

m
n

nm

m
!

!

!
. 
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D.  Anzahl surjektiver Abbildungen BAf :  

 

Nach Satz 2.2-3 gilt im Falle surjektiver Abbildungen BAf :  bezüglich der 

Mächtigkeiten: mn  . Die Bestimmung der Anzahl surjektiver Abbildungen zwischen A und 

B ist schwieriger und benötigt Hilfsmittel, die in Kapitel 4.3 bereitgestellt werden. Das Er-
gebnis soll aber der Vollständigkeit halber hier bereits zitiert werden. 
 

Satz 4.2-4: 
 

 Es seien A und B endliche Mengen mit nA   und mB   und mn  . Dann ist die 

Anzahl surjektiver Abbildungen BAf :  gleich  


 









m

i

nim i
i

m

0

1 . 

 
 

4.3 Das Prinzip von Inklusion und Exklusion 

 

Es seien A und B wieder endliche Mengen mit nA   und mB  . Nach Satz 1.1-1 (v) ist 

BA (A \ B)   BA (B \ A) eine disjunkte Zerlegung von BA . Daraus folgt für die 

Mächtigkeit von BA : BA |A \ B|  BA |B \ A|. 

 

Es sei iBA  . Dann ist 

 BA |A \ B|  BA |B \ A| 

           

   

.BABA

imn

imiin






 

 

Bei drei Mengen A, B und C mit nA  , mB   und kC   lauten die entsprechenden For-

meln: 
 

Die Menge CBA   lässt sich disjunkt zerlegen in 

 

 CBA ((A \ B) \ C) ((B \ A) \ C)  ((C \ A) \ B) 

                       BA (  \ C) 

                       CB (  \ A) 

                       CA (  \ B) 

                       CBA  . 
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Mit   CBAi \1  ,   ACBi \2  ,   BCAi \3   und CBAi 4  folgt daraus: 

 

     

     
.

   

4434241

4321

432421431

CBACACBBACBA

iiiiiiikmn

iiii

iiikiiimiiinCBA








 

 

Zur Berechnung von CBA   wäre das Ergebnis CBA   korrekt, wenn die drei Men-

gen disjunkt wären (Inklusion). Andernfalls zählt man die Elemente, die in jeweils zwei Men-
gen liegen, doppelt, und man muss die Anzahl der zwei Mengen gemeinsamen Elemente wie-
der abziehen (Exklusion). Allerdings hat man dadurch die Elemente „vergessen“, die in allen 
drei Mengen liegen, so dass diese wieder hinzugezählt werden müssen (Inklusion). Dieses 
Prinzip der Inklusion und Exklusion lässt sich auf eine endliche Anzahl von Mengen er-
weitern. 
 

Es seien 1A , ..., lA  Teilmengen einer endlichen Menge M. Mit i

l

i
A

1
  wird lAA   ... 1  abge-

kürzt; mit i
Ii
A


  mit  lI  ..., 1,   wird der Schnitt derjenigen Mengen iA  bezeichnet, für de-

ren Index Ii  gilt.  

 
 

Satz 4.3-1: 
 

 Es seien 1A , ..., lA  Teilmengen einer endlichen Menge M, 1l  Dann gilt: 

 

  
 



 






I
lI

i
Ii

I
i

l

i
AA

 und
 ..., 1, 

1

1
1  . 

 

 Die Summation geht über alle nichtleeren Teilmengen I der Indexmenge  l ..., 1, . 

 
Der Satz kann durch vollständige Induktion bewiesen werden. Zuvor soll er auf den obigen 

Fall dreier Mengen angewendet werden ( AA 1 , BA 2  und CA 3 ). Hierbei ist 

    3 2, 1,  ..., 1, l . Alle nichtleeren Teilmengen der Indexmenge sind  

  1 ,   2 ,   3 ,   2 1, ,   3 1, ,   3 2,  und   3 2, 1, . 

 
Die einzelnen Summanden lauten 
 

für   1 I :     11
111 11 AAAi

Ii

I  




 , 
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für   2 I :     22
111 11 AAAi

Ii

I  




 , 

für   3 I :     33
111 11 AAAi

Ii

I  




 , 

für   2 1, I :     2121
211 11 AAAAAi

Ii

I  




 , 

für   3 1, I :     3131
211 11 AAAAAi

Ii

I  




 , 

für   3 2, I :     3232
211 11 AAAAAi

Ii

I  




 , 

für   3 2, 1, I :     321321
311 11 AAAAAAAi

Ii

I  




 . 

 
Der Beweis der Formel in Satz 4.3-1 erfolgt durch vollständige Induktion über die Anzahl l 
der beteiligten Teilmengen: 
 

Der Induktionsanfang für 1l , 2l  und 3l  ist offensichtlich bzw. wurde in den obigen 

Beispielen gezeigt. Die Formel gelte für 3l . Zu zeigen ist, dass aus dieser Annahme ihre 

Gültigkeit auch für 1l  folgt. 

Es sei i

l

i
AA

1
  . Dann ist gemäß Induktionsanfang 

 

111

1

1





 llli

l

i
AAAAAAA . 

 
Nach Induktionsannahme ist 
 

 
 



 






I
lI

i
Ii

I
i

l

i
AAA

 und
 ..., 1, 

1

1
1  . 

 
Die in Satz 1.1-1 (vi) formulierten Distributivgesetze gelten auch für mehr als drei Mengen, 
so dass gilt: 
 

 1
1

1
1

1 





 





 li

l

i
li

l

i
l AAAAAA  . 

 

Hierbei handelt es sich also um die Vereinigung von l Mengen der Form 1 li AA , so dass die 

Induktionsannahme anwendbar ist: 
 

     
 












 

I
lI

li
Ii

I
li

l

i
l AAAAAA

 und
 ..., 1, 

1
1

1
1

1 1  . 
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Insgesamt ergibt sich 

 
 

   
 












 







I
lI

li
Ii

I
l

I
lI

i
Ii

I
i

l

i
AAAAA

 und
 ..., 1, 

1
1

1

 und
 ..., 1, 

1
1

1
11  . 

 

In der ersten Summe lautet die Bedingung des Laufindex „    ..., 1, lI   und I “. Man 

verändert nichts, wenn man diese durch „   1 ..., 1,  lI  und I  und Il 1 “ ersetzt. In 

der zweiten Summe lautet die Bedingung des Laufindex ebenfalls „    ..., 1, lI   und 

I “, allerdings taucht als Summand nicht i
Ii

A

 , sondern  1


 li

Ii
AA  auf, d.h. die 

durch den jeweiligen Laufindex I bestimmten Mengen iA  werden noch mit 1lA  geschnitten; 

man kann also zu jedem Laufindex I noch den Index 1l  hinzunehmen. In der zweiten 

Summe wird die Bedingung „    ..., 1, lI   und I “ des Laufindex durch 

„   1 ..., 1,  lI  und I  und Il 1 “ ersetzt und die Summanden entsprechend ange-

passt; der Summand 1lA  kann in die Summe mit aufgenommen werden (   1  lI ). Damit 

wird die letzte Gleichung zu 
 

 
 

 
 

 
 

.1

11

 und
1 ..., 1, 

1

1 und
 und

1 ..., 1, 

1

1 und
 und

1 ..., 1, 

1
1

1






 






 






 










I
lI

i
Ii

I

Il
I

lI
i

Ii

I

Il
I

lI
i

Ii

I
i

l

i

A

AAA





  

 

Die Formel in Satz 4.3-1 gilt also auch für 1l  Teilmengen. 

 
 
Eine direkte Folgerung aus Satz 4.3-1 ist der folgende 
 

Satz 4.3-2: 
 

 Es seien 1A , ..., lA  Teilmengen einer endlichen Menge M, 1l  Dann ist die Anzahl der 

Mx , die in keiner der Mengen 1A , ..., lA  liegen, gleich 

 

  
 



 


I
lI

i
Ii

I AM

 und
 ..., 1, 

1  . 

 
Die Formel ergibt sich wie folgt:  
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 
 

 
 

.1

1-4.3 Satznach       1

 \ 

 und
 ..., 1, 

 und
 ..., 1, 

1

11






 


 











I
lI

i
Ii

I

I
lI

i
Ii

I

i

l

i
i

l

i

AM

AM

AMAM







  

 
 
Beide Sätze finden ihre Anwendung in vielen Teilen der Mathematik. 
 
Als Beispiel dient der Beweis von Satz 4.2-4: 
 

Es seien A und B endliche Mengen mit nA   und mB   und mn  ,  naaA  ..., , 1 , 

 mbbB  ..., , 1 . Die Mengen iA  werden definiert durch 

  )(mit  kein gibt  es und  :   ii bafAaBAffA    für mi  ..., ,1 . 

Eine Abbildung BAf :  ist damit genau dann surjektiv, wenn f in keiner der Mengen iA  

für mi  ..., ,1  enthalten ist. 

 

Es sei   :   BAffM  . Nach Satz 4.3-1 ist nmM  . 

 

In der Terminologie von Satz 4.3-2 wird die Anzahl der Mf   gesucht, die in keiner der 

Mengen 1A , ..., mA  liegen. Diese Anzahl ist 

 

 
 

 
 



 


 


I
mI

i
Ii

In

I
mI

i
Ii

I AmAM

 und
 ..., 1, 

 und
 ..., 1, 

11  . 

 

Für    ..., 1, mI   mit I  wird i
Ii
A


  betrachtet. Für jedes i

Ii
Af


   gilt: es gibt kein 

Aa , das durch f auf ib  abgebildet wird, wobei Ii  ist. Also ist f eine Abbildung 

 IibBAf i      \ :  . 

 

Ist umgekehrt f eine Abbildung mit  IibBAf i      \ : , so ist i
Ii
Af


  . Daher ist nach 

Satz 4.2-1 
 

    nii
Ii

ImIibBAffA 


     \ :    . 
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Nach Satz 4.1-4 gibt es 







I

m
 viele Teilmengen    ..., 1, mI   mit Mächtigkeit I . Damit 

wird 
 

 
 

 
 

   
 

   

   

 

  .(vi)) 3-4.1 Satz (gemäß                    1

 )formation Indextransder (mit                1

             1

1

1

11

0

0

0

1

 und
 ..., 1, 

 und
 ..., 1, 

 und
 ..., 1, 





























 


 















































m

i

nim

m

i

nim

m

k

nk

m

k

nkn

I
mI

nIn

I
mI

i
Ii

In

I
mI

i
Ii

I

i
i

m

kmii
im

m

km
k

m

km
k

m
m

Imm

AmAM 

 
Das ist das Ergebnis aus Satz 4.2-4. 
 



5 Ausgewählte Themen der Analysis 

 
Die für praktische Anwendungen wichtigsten Themen der Analysis werden im mathemati-
schen Schulunterricht behandelt. Daher kann das vorliegende Kapitel als Wiederholung und 
Vertiefung dieser Themen betrachtet werden. Darüber hinaus werden weiterführende Themen 
wie Taylorpolynome und erzeugende Funktionen und ihre Anwendungen behandelt. 
 

5.1 Folgen und Reihen 

 

Wird jedes Nn  nach einer bestimmten Vorschrift eine reelle Zahl an R  zugeordnet, so 

entsteht eine reellwertige Zahlenfolge a a a0 1 2,  ,  ,  .... Sie wird mit  an nN
 bezeichnet. an  

heißt auch n-tes Folgenglied von  an nN
. 

 

In der Regel stellt na  eine von n abhängige Formel dar. Beispielsweise ist für  

nnan  1  die entsprechende Folge     NN   nnn nna 1 . 

 
Die Definition einer Folge kann auf unterschiedliche Weise geschehen, beispielsweise: 
 

... ,2 ..., ,8  ,4  ,2  ,1 3210
n

naaaaa   

 
oder  
 

    NN   n
n

nna 2  

 
oder als rekursive Definition 
 

1für   2  ,1 10   naaa nn . 

 
 

Eine Zahl Ra  heißt Grenzwert (Limes) der Folge  an nN
, wenn folgender Sachverhalt 

gilt: 
 

Für jedes R  mit   0  gibt es eine (eventuell von   abhängige) natürliche Zahl 

n n0 0 ( )  mit der Eigenschaft: 

Für jedes Nn  mit n n 0  gilt a an    . 
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Die Folge heißt dann gegen a konvergent (sie konvergiert gegen a), und man schreibt 

a a
n

n


lim  bzw. a an  für n  . 

 

Die Konvergenz der Folge  an nN
 gegen den Wert Ra  bedeutet anschaulich, dass bei 

Vorgabe eines beliebig kleinen Werts 0  alle Folgenglieder an , bis auf höchstens endlich 

viele Ausnahmen („fast alle“ Folgenglieder), „dicht“ bei a, genauer einen Abstand von a ha-

ben, der kleiner als   ist. Verkleinert man   auf den Wert   , so steigt eventuell die An-

zahl der Ausnahmen, die nicht dicht bei a liegen; es bleiben aber weiterhin höchstens endlich 
viele Ausnahmen. 
 
Beispiel: 
 

Die Folge     NN   nnn nna 1  konvergiert gegen 0: Gibt man   0  vor und setzt 

  1
2

1
2

00 























nn , so gilt für 0nn  : 

 
  

 
). von (nach Wahl         

2

2

2

1

)1(wegen                     
2

1
1

1
1

11

101

0

2

0

n

n

nn
n

nn

nn

nnnn

nnnn



























  

 
 

Wie man sieht, ist es nicht immer ganz leicht, bei Vorgabe von   0  die passende Zahl  0n  

zu finden, von der an alle Folgenglieder dicht beim Grenzwert a liegen, den man zudem be-

reits kennen oder vermuten muss. Häufig berechnet man die Werte na  einiger Folgenglieder 

für wachsende Werte von n. Falls man sieht, dass sich diese Werte einer Größe a annähern, 

stellt man die allgemeine Ungleichung  aan  auf und versucht diese nach n aufzulösen. 

Ergibt sich dabei eine Ungleichung der Form „ ...n “, dann kann man als  0n  die kleinste 

natürliche Zahl wählen, von der an die Ungleichung „ ...n “ gilt: 
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Beispiel: 
 

Für die Folge    
N

N



 






 


n

n

nn

nna
2

12
 werden zunächst einige Werte berechnet: 

 

n 0 1 2 3 4 5 10 15 100 

an 2 21  45  87  1617  3231 10241025 768 32767 32 1,0000000000000000000000000000008

 

Die Vermutung liegt nahe, dass diese Folge gegen 1a  konvergiert, also wird versucht, die 

Ungleichung 1na  nach n aufzulösen: 

 

    






nn

n

n

nn

na
2

1

2

1
1

2

12
1 , d.h. 12 n . 

 

Man kann die nächstgrößere 2er-Potenz oberhalb 1  wählen, und 0n  ist dann der Exponent 

in dieser 2er-Potenz. Für jedes 0nn   ist dann 122 0  nn  bzw.  021211 nn
na . 

 
 
Eine Folge, die nicht konvergent ist, also keinen Grenzwert hat, heißt divergent.  
 
Für eine divergente Folge gilt 
entweder: 

(i) es gibt mindestens zwei reelle Zahlen Ra  und bR  mit a b , so dass es sowohl 

beliebig dicht bei a als auch beliebig dicht bei b unendlich viele Folgenglieder gibt 
oder: 

(ii) die Werte an  werden mit wachsendem n beliebig groß bzw. beliebig klein (Schreibwei-

se dann an  , lim
n

na


  , bzw. an   , lim
n

na


  ). 

 
Im Fall (i) sagt man, die Folge habe mindestens zwei verschiedene (reelle) Häufungspunkte.  
 

Beispielsweise besitzt die Folge      NN   n
n

nna 1  die beiden Häufungspunkte 1  und 1  

und ist daher nicht konvergent. 
 
Eine gegen eine reelle Zahl a konvergente Folge besitzt nur den einzigen Häufungspunkt a, 
der dann auch Grenzwert der Folge ist. 
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Satz 5.1-1: 
 

 (i) Jede Folge  an nN
, die gegen einen Grenzwert konvergiert, ist beschränkt, d.h. es 

gibt eine Konstante C R mit a Cn   für alle n N . 

 

 (ii) Konvergiert die Folge  an nN
 gegen Ra , so ist a eindeutig bestimmt. 

 
Teil (i) ist anschaulich klar. Formal sieht man dessen Gültigkeit so: 

Konvergiert die Folge  an nN
 gegen Ra , so gibt es für 1  eine natürliche Zahl 0n , so 

dass für jedes Nn  mit n n 0  1 aan  gilt. Dann ist    ..., , max 10 0 
 nn aaa  für 

0nn   und aaaaaaaa nnn  1  für n n 0 . Also gilt für alle Nn : 

  1 , ..., , max 10 0
aaaa nn   . 

 
Teil (ii) sieht man folgendermaßen: 

Konvergiert die Folge  an nN
 gegen Ra  und gegen Rb  mit ba  , so gibt es für 

021  ab  eine natürliche Zahl 0n , so dass für jedes Nn  mit n n 0  a an     

gilt. Außerdem gibt es eine natürliche Zahl 1n , so dass für jedes Nn  mit 1nn    ban  

gilt. Für    , max 10 nnn   ergibt sich der Widerspruch 

abaaabaaabab nnnn  2 .   

 
Die Limesbildung und das Rechnen mit arithmetischen Ausdrücken ist häufig miteinander 
vertauschbar. So kann man den Grenzwert einer Folge, deren Folgenglieder sich als arithmeti-
scher Ausdruck (gebildet mit den Operatoren +, − , . und /) von Folgenglieder konvergenter 
Folgen darstellen lassen, dadurch berechnen, dass man die Limesbildung in den arithmeti-
schen Ausdruck hineinzieht: Man berechnet die Grenzwerte der einzelnen Teile und verknüpft 
diese dann gemäß dem arithmetischen Ausdruck. Konstante Faktoren, die nicht von n abhän-
gen, kann man jeweils vor den Limes ziehen. Die Grundlage dieses Kalküls liefert der folgen-
de Satz. 
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Satz 5.1-2: 
 

 Es seien  an nN
 bzw.  bn nN

 zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b. 

Dann gilt: 

 
 (i) lim( )

n
n na b a b


   , 

  lim( )
n

n na b a b


   . 

 

 (ii) Für Rr  ist lim( ) lim
n

n
n

nr a r a r a
 

     . 

 

 (iii) Gilt b  0  und bn  0  für alle Nn , so ist lim
n

n

n

a

b

a

b







  . 

 

 (iv) Aus lim
n

na a


  kann man lim
n

na a


  schließen. 

  Für a  0  gilt auch die Umkehrung: lim
n

na


 0  impliziert lim
n

na


 0 . 

 

 (v) Jede (fast überall) konstante Folge  an nN
konvergiert, genauer: 

  Ist a an   für (fast) alle Nn , so ist 

  aan
n




lim . 

 
Exemplarisch sollen die Teile (i), (iii) und (iv) bewiesen werden: 
 

Nach Definition der Konvergenz gibt es zu 0  eine natürliche Zahl 0n , so dass für jedes 

Nn  mit n n 0  2 aan  gilt. Entsprechend gibt es eine natürliche Zahl 1n  mit 

2 bbn  für jedes Nn  mit 1nn  . Für    , max 10 nnn   ist 

   bbaababa nnnn . Für die Folge N nnn ba )(  wird entsprechend argu-

mentiert. 
 

Es sei 0  gegeben. Da die Folge Nnna )(  konvergiert, gibt es nach Satz 5.1-1 (i) eine Kon-

stante 0C  mit Can   für alle Nn . Es wird 0
21 



C

  und   0
122 



b

  ge-

setzt. Dann gibt es natürliche Zahlen 0n  und 1n  mit 2 aan  und 1 bbn  für 

   , max 10 nnn  . Für diese n gilt: 
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 
.22

1 21












bC

aabbba

baababbababa

nnn

nnnnnn

 

 

Für Teil (iii) wird zunächst der Spezialfall 1na  und 1a  für alle Nn  untersucht. Der 

allgemeine Fall folgt dann aus (i). 

Es sei 0 . Aufgrund der Konvergenz der Folge  bn nN
 gegen b gibt eine natürliche Zahl 

1n  mit 
2

b
bbn   für jedes Nn  mit 1nn  . Daraus folgt 

2

b
bn  . Weiterhin gibt es eine 

natürliche Zahl 0n  mit 
2

2
b

bbn





 für jedes Nn  mit 0nn  . Dann gilt für 

   , max 10 nnn  : .
2

211
2

2


















b

b

bb

bb

bb

bb

bb n

n

n

n

n

  

 
Für (iv) verwendet man Satz 1.7-1 (vi): 

Es ist aaaa nn  . Gilt also  aan , dann auch  aan . Für 0a  ist 

aaaaaa nnnn  00 . 

 
„Ähnlich“ aussehende Folgen verhalten sich bezüglich der Konvergenz häufig sehr unter-

schiedlich: So ist die durch an

n n

n


 2 2

2

( )
 definierte Folge  an nN

 nicht konvergent. Da-

gegen konvergiert die durch bn

n n

n


 2 2

3

( )
 definierte Folge  bn nN

 gegen 0. 

 
 

Häufig ist das Konvergenzverhalten einer Folge  an nN
 zu untersuchen. Ist eine Zahl Ra  

„verdächtig“, Grenzwert der Folge  an nN
 zu sein, so lässt sich durch Rückgriff auf die De-

finition des Limesbegriffs nachprüfen, ob die Folge tatsächlich konvergiert, und zwar gegen 

a, d.h. ob lim
n

na a


  gilt. Kann man einer Folge, ohne von ihrem möglichen Grenzwert etwas 

zu wissen, ansehen, dass sie konvergiert? Die folgenden Sätze liefern einige Konvergenzkri-
terien für Folgen. Daneben gibt es eine Reihe weiterer Konvergenzkriterien, die mit Hinweis 
auf die angegebene Literatur hier nicht angeführt werden. 
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Satz 5.1-3: 
 

 Es seien  an nN
 bzw.  bn nN

 zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten a bzw. b. 

Dann gilt: 

 

 (i) Es seien  an nN
 und  bn nN

 zwei konvergente Folgen mit demselben Grenzwert 

Ra . Für fast alle Folgenglieder cn  der Folge  cn nN
 gelte a c bn n n  . Dann 

konvergiert auch die Folge  cn nN
, und zwar zum selben Grenzwert a. 

 
 (ii) Jede nach oben beschränkte und monoton wachsende Folge konvergiert, und ihr 

Limes ist gleich der kleinsten oberen Schranke (Supremum) ihrer Wertemenge. 
 
  Jede nach unten beschränkte und monoton fallende Folge konvergiert, und ihr 

Limes ist gleich der größten unteren Schranke (Infimum) ihrer Wertemenge. 
 
  Eine unbeschränkte, monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge strebt ge-

gen   bzw. – . 
 
 Bemerkung: Nicht jede beschränkte Folge ist konvergent. 
 
 (iii) Jede Umordnung und jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist ebenfalls kon-

vergent mit demselben Grenzwert. Dasselbe gilt, wenn man endlich viele Folgen-

glieder einer konvergenten Folge abändert. 

 
Teil (i) ist wieder anschaulich klar. Formal lässt sich die Aussage wie folgt nachweisen: 

Es sei 0  und 0n  eine natürliche Zahl, so dass für jedes Nn  mit n n 0  6 aan  

gilt. Entsprechend gibt es eine natürliche Zahl 1n  mit 6 abn  für jedes Nn  mit 

1nn  . Für    , max 10 nnn   ist 362   abaabaaaba nnnnnn  und 

.632                                            

 abbaababbaacabbaacac nnnnnnnnnnnnnnnn  

 
Für (ii) wird nur der erste Teil dargestellt: 

Es sei  an nN
 eine beschränkte und monoton wachsende Folge. Mit s werde die kleinste obe-

re Schranke der Menge     N naM n  aller Folgenglieder bezeichnet. Weiterhin sei 0  

vorgegeben. Dann ist  ssan . Der Wert s  ist keine obere Schranke von M. Daher 

gibt es eine natürliche Zahl 0n , so dass  san0
 gilt. Für jedes Nn  mit n n 0  gilt wegen 
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der Monotonie der Folge ebenfalls  san , insgesamt   sas n  bzw.  san . 

Also konvergiert  an nN
 gegen s.     

 
Teil (iii) lässt sich durch Umnumerierung der Folgenglieder zeigen. Auf Details soll hier ver-
zichtet werden. 
 
 
Das folgende Konvergenzkriterium von Cauchy gibt eine notwendige und hinreichende Ei-
genschaft der Konvergenz einer Folge an: 
 

Satz 5.1-4: 
 

 Eine Folge  an nN
 ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem R  mit   0  eine 

natürliche Zahl n n0 0 ( ) gibt, so dass gilt: 

 

 a an m     für jedes 00  und mit   jedes und nmnnmn  NN . 

 
 Bemerkung:  Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass 

nm   gilt. Dann kann die Ungleichung auch in der Form  nkn aa   

für jedes 0mit  nnn N  und jedes Nk geschrieben werden.  

 
Der Satz beinhaltet zwei Beweisrichtungen: 
 

Die Folge  an nN
 sei konvergent gegen a. Dann gibt es zu R  mit   0  eine natürliche 

Zahl 0n , so dass für jedes 00  und mit   jedes und nmnnmn  NN  gilt: 2 aan  und 

2 aam . Damit folgt  aaaaaaaaaa mnmnmn . 

 

Für die umgekehrte Richtung soll die Beweisidee nur skizziert werden: Gibt es zu   0  eine 

natürliche Zahl 0n  mit 2 mn aa   für jedes 00  und mit   jedes und nmnnmn  NN , 

so ist die Folge  
Nnna  beschränkt; denn 2

0
 nn aa  für alle 0mit  nnn N  impliziert 

2
0

 nn aa ; daher ist die größere der beiden Zahlen      max 0nnan   und 2
0

na  ei-

ne Schranke für die Werte der Folge  
Nnna . Als beschränkte Folge besitzt sie einen Häu-

fungspunkt a (hier ohne Beweis), also einen Wert, an dem unendlich viele Folgenglieder be-

liebig nahe liegen. Für unendlich viele Nm  gilt 2 aam . Man wählt ein derartiges 

0nm   und erhält für 0nn  :  aaaaaaaaaa mmnmmnn .  
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Satz 5.1-5: 
 
 (i) Es sei q R . Dann gilt 

 

  








 1für 1

11für 0
lim

q

q
qn

n
  ; 

   

  für 1q  und 1q  ist   Nn
nq  divergent. 

 

  Ist Nk  und q  1, so ist  0)(lim 


nk

n
qn . 

 

 (ii) Es sei Ra . Dann ist 

 

  lim
n

an

a

a

a






 








0 0

1 0

0

  für 

 für 

 für 

. 

 

 (iii) Für jedes Ra  ist 

 

  lim
!n

na

n
 0 . 

 

 (iv) lim . .. .
n

n

n
e






  1

1
2 7182818284590 ; 

   
  e heißt Eulersche Konstante. 
 

 (v) Die Folge  n
nN

 divergiert: mit wachsendem n werden die Folgenglieder belie-

big groß. Hingegen werden die Zuwächse von einem Folgenglied zum nächsten 
mit wachsendem n beliebig klein; denn die Folge 

   

   n n
n

 


1
N

 

   
    konvergiert gegen 0. 
 

 (vi) Die Folge 
0N







 

nn

1
+ ... 

3

1

2

1
1  divergiert. 
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Für Teil (i) sei zunächst 10  q . Die Folge ist monoton fallend und nach unten beispiels-

weise durch 0 beschränkt. Daher ist sie gemäß Satz 5.1-3 (ii) konvergent, etwa gegen den 

Grenzwert a. Aus   Nn
nq  wird die neue Folge   N


n

nq 1  gebildet, die durch Fortlassen des ers-

ten Folgenglieds von   Nn
nq  entsteht. Diese konvergiert ebenfalls gegen a. Daher ist 

aqqqqqa n

n

n

n

n

n







limlimlim 1 , also   01  qa . Wegen 10  q  ist 0a . 

 

Es werde jetzt   1
11


 k qn  gewählt. Dann folgt nacheinander 11

1
 k q

n
, k q

n
1

1
1  , 

q
n

k

1
1

1 





   und 

 
1

1
1

1 1







 


 

q
nqn

qn
k

nk

nk

. Das zeigt, dass die Folge   N n
nk qn  fast 

überall monoton fällt; sie ist nach unten beschränkt; also konvergiert sie. Der „vermutete“ 
Grenzwert ist 0. Diese Vermutung lässt sich bestätigen:  

Für 1k  sei b der Grenzwert von   N n
nqn . Dann ist b ebenfalls der Grenzwert von 

   N
 n

nqn 11 , und es gilt        bqqqqnqqnqnb n

n

n

n

n

n

n

n







limlim1limlim 1 , 

also 0b . Für 1k  kann man wie folgt argumentieren: Es sei 0  und N0n  so gewählt, 

dass für jedes Nn  mit 0nn   gilt:   kn
k qn   (das ist möglich, da   0lim 





 



n
k

n
qn  

ist). Dann ist      




 

kk
kn

knk qnqn . 

 

Ist 01  q , so konvergieren die Folgen  
Nn

n
q  bzw.  

N


n

nk qn  gegen 0. Nach Satz 5.1-

2 (iv) gilt 0lim 


n

n
q  bzw.   0lim 



nk

n
qn . 

 

Für Teil (ii) mit 0a  sei zu 0  die natürliche Zahl N0n  so gewählt, dass für jedes 

Nn  mit 0nn   gilt: a

n
11  . Für diese n ergibt sich dann    








aa
a

a

n
n 11

. Das 

bedeutet Konvergenz gegen 0. 
 
Für Teil (iii) wird eine Fallunterscheidung nach der Größe von a getroffen: 

Für 10  a  ist 
!

1

!

1

!!

0
0

nnn

a

n

nnn

 . Mit Satz 5.1-3 (i) folgt lim
!n

na

n
 0 . 

Für 1a  sei N1n  diejenige eindeutig bestimmte natürliche Zahl mit 111  nan . Für 

11  nn  gilt dann    

1

1

1

11 ... 1 ... 21

 ...  ... 

!
0

1111

nn

nn

nnn

n

a
C

n

a
C

nnn

aaaaa

n

a























  mit der 
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von n unabhängigen Konstanten  !1

1

n

a
C

n

 . Da 1
11


n

a
 ist, konvergiert gemäß Teil (i) die 

rechte Seite gegen 0, und damit ist lim
!n

na

n
 0 . 

Für 0a  ist 0
!

lim 
 n

a
n

n
, und nach Satz 5.1-2 (iv) ist lim

!n

na

n
 0 . 

 

Für Teil (iv) wird gezeigt, dass die Folge 

0

1
1


















 

Nn

n

n
 monoton wächst und beschränkt ist. 

Die Berechnung des Grenzwerts erfolgt dann am Ende des Kapitels. 
Einige Zahlenbeispiele machen die Monotonie und Beschränktheit der Folge plausibel (die 
Zahlenwerte sind in den letzten Stellen teilweise gerundet): 
 

n 1 2 3 4 5 6 100 10.000 1.000.000 

an 2 2,25 2,3703 2,4414 2,4883 2,5216 2,7048 2,718146 2,7182804693 

 

Wie man leicht durch vollständige Induktion zeigt, gilt für Rx  mit 1x  und Nn  die 

Bernoulli’sche Ungleichung:   xnx n  11 . 

 

Es sei 
n

n n
a 






 

1
1 . Dann ist 

 
   

 
   

nn

n

n

n

n

n

n

nnn

nn

n

n

n

n

n

n

a

a












































 




221

1
1

1

1
1

1

1
1

1

2

1

2

11

2
. Mit der Bernoul-

li’schen Ungleichung folgt 

     
1

1

1
1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1
1 322

1 













































nn

n

nnna

a
n

n

n , also nn aa 1 . 

 
Die Beschränkung folgt aus 




























 

n

k
kk

n

k

n

nk

n

nk

n

n 20

1
11

11
1 . Für 2k  ist 

   
12

1

 ... 21

1

!

11
 ... 

1

!

1

!

1 ... 11






















kkk kkn

kn

n

n

n

n

knk

knnn

nk

n
. 

 
Insgesamt ist daher 

 
3

2

1
31

211

211
2

2

1
2

2

1
2

1
2

1
1

11

12
1

2




































 









nnn

k
k

n

k
k

n

k
k

n

nk

n

n
. 

 



146 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

Die Aussage in Teil (v) wurde am Anfang des Kapitels nachgewiesen. 
 

In Teil (v) wird ein Folgenglied 
n

an

1
+ ... 

3

1

2

1
1    in Teilsummen zerlegt. Dazu sei l so 

bestimmt, dass ll n 22 1   ist. Dann ist   

  





 






 






   n

a
ln

1
 ... 

2

1
+ ... 

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

1
. Die k-te Teilsumme für 11  lk , 

lautet 











  12

1
 ... 

12

1

2

1
11 kkkkt ; sie hat 12 k  viele Summanden, und es ist 

1
2

1
2

2

1
2

2

1
1

11  


k
k

kk
k t . Damit lässt sich na  abschätzen: 

lt
n

ta
l l

k
kl

l

k
kn 






 

 






 1
1

1

1

1
 ... 

2

1
+

2

1
. Mit n  geht auch 


2

1l
, daher diver-

giert  
0Nnna .  

 
 
Das Beispiel in Satz 5.1-5 (vi) zeigt eine Folge in einer speziellen Form: Das n-te Folgenglied 
ist selbst eine Summe aus einer endlichen Anzahl von Summanden, die aus einer Folge 
stammen, die nach einer einheitlichen Gesetzmäßigkeit aufgebaut ist. Derartige Folgen sollen 
nun genauer betrachtet werden. 
 

Zur Zahlenfolge  an nN
 wird eine neue Zahlenfolge  sn nN

 durch 

 

s an i
i

n





0

 

 

definiert. Der Wert sn  heißt n-te Partialsumme von  an nN
: 

 
s a0 0 ,  

s a a1 0 1  ,  

... 
s a a a s an n n n    0 1 1 . . .  .  
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Falls der Grenzwert lim lim
n

n
n

i
i

n

s a
 












0

existiert, so heißt er unendliche Reihe der Folge 

 an nN
 und wird mit ai

i




0

 bezeichnet. Gelegentlich schreibt man auch 

a a a ai
i



    
0

0 1 2  . . .   

 
 

Satz 5.1-6: 
 

 (i) Der Grenzwert ai
i




0

 existiert genau dann, wenn es zu jedem 0  eine natürli-

che Zahl 0n  gibt, so dass 




kn

ni
ia

1

 für jedes 0mit  nnn N  und jedes Nk  

gilt. 
   

 (ii) Existiert der Grenzwert ai
i




0

, so konvergiert die Folge  an nN
 gegen 0, d.h. aus 

ai
i



  
0

 folgt lim
n

na


 0 . 

 

In Aussage (i) ist 


0i
ia  der Grenzwert der Folge der Partialsummen: 









 








n

i
i

n
n

n
i

i asa
00

limlim . Setzt man in Satz 5.1-4 die Folge der Partialsummen ein, so ist 

 









kn

ni
i

n

i
i

kn

i
inkn aaass

100

. 

 

Setzt man in (i) 1k , so erhält man (ii). 

 
  
Bemerkung: Die Umkehrung von (ii) gilt i.a. nicht, d.h. aus der Konvergenz der Folge  

 an nN
 gegen 0 folgt i.a. nicht die Existenz von ai

i




0

, wie das Beispiel der 

Folge    
NN  

nnn na 1  zeigt: die Folge  
Nnn

1  konvergiert gegen 0, aber die 

Folge der n-ten Partialsummen   







 

n

i
nn is

1_

1
N  konvergiert nicht (Satz 5.1-5 

(vi)). 
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Der folgende technische Satz ergibt sich unmittelbar aus den Sätzen zur Arithmetik von 
Grenzwerten: 
 

Satz 5.1-7: 
 

 Es seien ai
i




0

 und bi
i




0

 konvergent. Dann gilt: 

 

 (i)  c a c ai
i

i
i

  








 
0 0

 für jedes Rc . 

   

 (ii)  a b a bi i i
i

i
ii

  












 
0 00

. 

 
 

Zur Berechnung von ai
i




0

 sind folgende Schritte erforderlich: 

 

1. Schritt: 

Man bildet die n-te Partialsumme s an i
i

n





0

. Falls möglich, findet man hierfür einen ge-

schlossenen Ausdruck, der von n abhängt. 
 

2. Schritt: 

Man vollzieht den Grenzübergang n   und erhält lim lim
n

n
n

i
i

n

i
i

s a a
 

 










  

0 0

. 

 
 

Es sei mN . Unter  ai
i m



  versteht man den Grenzwert der Folge ai
i m

n

n n m  






N,

. 
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Satz 5.1-8: 
 

 Falls ai
i




0

 existiert, so existiert auch ai
i m



  für jedes mN , und es gilt 

 

 a a ai
i m

i
i

i
i

m













   
0 0

1

. 

 
 
Der folgende Satz liefert einige Beispiele. Gerade Teil (iii) zeigt dabei, dass ähnlich erschei-
nende Reihen ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten aufweisen. 
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Satz 5.1-9: 
 
 (i) Für 1<<1mit  qq R  ist 

 

  q
q

i

i



 
0

1

1
, 

  

  q
q

q
i

i



 
1 1

, 

 

  
 20 1 q

q
qi

i

i








, 

 

 
3

0

2

)1(

1

q

qq
qi

i

i









. 

 

 (ii) Die Reihen  




 1
0

i

i

 und 
1

1 ii



  existieren nicht (sind divergent). 

 
 

 (iii)      2ln    ... 
1

1+ ... 
4

1

3

1

2

1
1

1
1 1

1

1  




 ni
n

i

i  

           0,6931471805599 
 

      


      


 




 1

1

2 1
1

1

3

1

5

1

7
1

1

2 1 4
1

1

1i

i

n

i n
 ... +  ... 


 

            0,7853981633974 
 

  
1

1
1

4

1

9

1

16

1

62
1

2

2

i ni



         ...  ...  


 1,644934066848 

 

  1
)1(

1

)1(

1

21













 ii iiii

. 

   
 

 (iv) 


1

1

i i
 konvergiert für jedes  R  mit  1. 
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Teil (i) folgt direkt aus den Ergebnissen aus Satz 1.6-2 und den Rechenregeln mit Grenzwer-
ten in Satz 5.1-2. Beispielsweise ist 
 

 22

21

0 1)1(

)1(
lim

q

q

q

qnqnq
qi

nn

n
i

i















 , da die Teile 1)1(  nqn  und 2 nqn  jeweils  

 
gegen 0 konvergieren. 
 

In Teil (ii) lautet die n-te Partialsumme  





 n

nn

i

i

 ungeradesfür 0

 geradesfür 1
1

0

. Die Folge der Partial-

summen hat also zwei unterschiedliche Häufungspunkte und ist daher nicht konvergent. 
 
Der Wert der ersten Reihe in Teil (iii) wird in Kapitel 5.9 berechnet. Zur Herleitung der zwei-
ten und dritten Reihe in Teil (iii) und zu der Aussage inTeil (iv) werden teilweise Hilfsmittel 
der Mathematik benötigt, die hier nicht behandelt werden. Die 2. Aussage in Teil (iii) folgt 
unmittelbar aus Satz 1.6-2 (iii). 
 
 
Die rationalen Zahlen werden in Kapitel 1.4 durch 
 

  0 und  und  |   nnmn
m ZZQ  

 
definiert. Im Folgenden wird eine Charakterisierung mit Hilfe ihrer Dezimalbruchentwicklung 
gegeben. 
 

Es sei Rr  eine reelle Zahl mit 10  r , deren Dezimalbruchentwicklung nach endlich 

vielen Stellen nur noch aus den Ziffern 0 besteht, d.h. nach endlich vielen Stellen abbricht: 
 

  



 

m

i

i
im ddddr

1
1021 10 ... ,0  mit   9 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, id  für mi  ..., ,1 . 

 

Da jeder Summand 
i
ii

i

d
d

10
10 

   eine rationale Zahl ist, gilt auch Qr . In diesem Fall ist 

   
m

m
m

ddd
dddr

10

 ... 
 ... ,0 1021

1021


   (im Zähler steht die natürliche Zahl, deren Dezimal-

zahldarstellung aus der Ziffernfolge der Dezimalbruchentwicklung besteht, und im Nenner 
steht die Zahl, deren Dezimaldarstellung von links gelesen aus einer Ziffer 1, gefolgt von m 
Ziffern 0 besteht). 
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Es sei nun Rr  eine reelle Zahl mit 10  r , deren Dezimalbruchentwicklung aus einem 

nichtperiodischen und einem periodischen Teil besteht, etwa 
 

 102121 ...  ...  ... ,0 kmmmm ddddddr  . 

 

Hierbei wiederholt sich die Ziffernfolge d d dm m m k     1 2 ...  beliebig oft, und es kommen kei-

ne nichtperiodischen Abschnitte in der Dezimalziffernfolge mehr vor. Zu beachten ist, dass 
man mit der Periodennotation nur endlich viele Dezimalziffern notieren muss, obwohl die 
Zahl in ihrer Dezimaldarstellung unendlich viele Ziffern benötigt. Es ist 
 

 
  ....  ... 0 ... 00,0 ... ,0

...  ...  ... ,0

10

211021

102121




















kmmm
malm

m

kmmmm

dddddd

ddddddr


 

 
Der zweite Summand hat den Wert 
 

10

21 ...  ... 0 ... 00,0 










kmmm

malm

ddd  

 
 

 
   
   

 

  .
110

1
 ... 101

(i)) 9-5.1 Satz(nach      
1011

101
 ... 101

10

1
 ... 101

) ...  lDezimalzah die Zähler (im         
10

 ... 
101

...  ... ,0101            

1021

1021

1
1021

21
1

1021

1021




































kkmmm
m

k

k

kmmm
m

i
ikkmmm

m

kmmm
i

ik

kmmmm

kmmm
m

ddd

ddd

ddd

ddd
ddd

ddd

 

 
Insgesamt ergibt sich 
 

 
   

  ,
11010

 ... 

10

 ... 

...  ...  ... ,0

10211021

102121










km
kmmm

m
m

kmmmm

dddddd

ddddddr

 

 

(die Dezimaldarstellung der Zahl  11010  km  besteht von links gelesen aus k Ziffern 9, ge-

folgt von m Ziffern 0). Auch hier gilt wieder Qr . 
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Bemerkung: Die Zahl ...9,0  hat den Wert 1; denn mit 1m  und 1k  ist 

  1
11010

9

10

9
...99,0...9,0 


 . 

 

Es sei umgekehrt die rationale Zahl Qr  mit 10  r  in gekürzter Form 
b

a
r   mit Na  

und Nb  mit 1b  gegeben. Es ist   1 , baggT . Im Folgenden wird gezeigt, dass r 

 
entweder als 
 endliche nichtperiodische Dezimalbruchentwicklung 
oder als 
 rein periodische Dezimalbruchentwicklung 
oder als 
 endliche nichtperiodische Ziffernfolge, gefolgt von einer endlichen periodischen Zif-

fernfolge 
 
dargestellt werden kann. In den letzten beiden Fällen ist die Periodenlänge kleiner oder gleich 

1b . 

 
Für den Nachweis dieser Aussage werden drei Fälle unterschieden: 
 

1. Fall: b hat die Form jib 52   mit 1 mji . 

Dann teilt b die Zahl mjijiji 101052   , d.h. bbm 10  mit einer natürlichen 

Zahl b . Der Bruch 
b

a
 lässt sich umschreiben in 

m

ba

b

a

10


 . Da 1

b

a
r  gilt, ist 

mba 100  . Die Darstellung von ba   als Dezimalzahl hat endliche Länge und 

lautet 





1

0

10
m

l

l
ldba  mit den Dezimalziffern 0d , ..., 1md ; zu beachten ist hierbei, 

dass  ba   als Dezimalziffernfolge  1001  ... ddba m  lautet. Damit ergibt sich 

 















 






m

l

l
lm

m

l

ml
lm

m

l

l
l

m
dd

d
ba

b

a

1

1

0

1

0 1010
10

10

10
, 

also die endliche nichtperiodische Dezimalbruchentwicklung  1001  ... ,0 dd
b

a
m . 

 

2. Fall:   101 , bggT  

Nach Satz 3.4-2 gilt in diesem Fall ) (mod   110 )( bb  . Es gibt also eine kleinste na-

türliche Zahl )(bm  , so dass b die Zahl 110 m  teilt. Wie im 1. Fall ist 
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110 



m

ba

b

a
 mit 110  mbb . Wegen 1

b

a
 ist 1100  mba ; die Darstellung 

von ba   als Dezimalzahl hat wieder endliche Länge und lautet 





1

0

10
m

l

l
ldba  mit 

den Dezimalziffern 0d , ..., 1md ; zu beachten ist auch hier, dass ba   als Dezimalzif-

fernfolge  1001  ... ddba m  lautet.  Nach Satz 5.1-9 (i) gilt   





 1

101
110

1

i

im

m  

und damit 

 




















 







 1

1

0

1010
110 i

im
m

l

l
lm

d
ba

b

a
 



























 



















1

1
1

1
1

1
0 1010 ... 101010     

i

imm
m

i

im

i

im ddd  



























 



















1

1
1

1

1
1

1
0 10 ... 1010     

i

mim
m

i

im

i

im ddd  

 







 
1

1
1

1
10 10 ... 1010     

i

mim
m

imim ddd  

 



















1

1

0

10     
i

iml
m

l
ld  

  



















1

1
1

0

10     
i

miml
m

l
ld  

  









 









1

1

0

1 1010     
i

ml
m

l
l

mi d  
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
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l
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Diese Zahl in der Darstellung als Dezimalbruchentwicklung lautet 

 1001

103

01

2

01

1

01 ...  ... ,0...  ...  ...  ... ,0 dddddddd
b

a
m

i

m

i

m

i

m 











 














, 

ist also ein rein periodischer Dezimalbruch. 

Offensichtlich ist (wegen 3b ) 1)(  bbm  . Das bedeutet, dass die Perioden-

länge m kleiner oder gleich 1b  ist.   

 

3. Fall: b hat die Form bb ji  52  mit 1 mji , 1b  und   101 , bggT . Wie im 1. 

Fall lässt sich der Bruch 
b

a
 erweitern zu 

b

a

b

a

b

a
m

ij

jiji

ij








  10

52

52

52
 mit 

mjijiji 101052   . Gilt 1
52





b

a ij

, dann kann man den Zähler in der Form 

abka ij  52  mit Nk  und   bbaa ij   mod 520  schreiben, d.h. 
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b

a
k

b

a ij






 52

, 10 




b

a
. Ist 1

52





b

a ij

, dann hat der Bruch ebenfalls die 

Form 
b

a
k

b

a ij






 52

 (mit 0k   und ijaa 52  ). In beiden Fällen ergibt sich 

aus   1 , baggT  und   101 , bggT , dass auch   1 ,  baggT  ist; denn für 

1
52





b

a ij

 folgt mit Satz 3.3-2: 

        1 ,52 , mod 52 ,  baggTbbaggTbaggT ijij , und für 1
52





b

a ij

 ist 

bereits     1 ,52 ,  baggTbaggT ij . Die Dezimalzahldarstellung von k sei 

 1001

1

0

 ... 10 dddk h

h

l

l
l 





  , die Darstellung von 
b

a



 als Dezimalbruch gemäß dem 2. 

Fall sei  1001 ...  ... ,0 dd
b

a
n 




  Dann hat 
b

a
k

b

a ij






 52

 die Dezimaldarstellung  

 100101 ...  ... , ... 
52

dddd
b

a
k

b

a
nh

ij









 . Die Darstellung von 
b

a
 als Dezimal-

bruch enthält genau dieselbe Ziffernfolge, nur ist das Komma um m Stellen nach 

links geschoben, d.h. die Dezimalbruchdarstellung von 
b

a
 besteht aus einer endli-

chen nichtperiodischen Ziffernfolge, gefolgt von einer endlichen periodischen Zif-

fernfolge. Auch hier ist die Periodenlänge kleiner oder gleich 11  bb . 

 

Die Betrachtung bezieht sich auf rationale Zahlen Qr  mit 10  r . Sie ist natürlich auf 

ganz Q erweiterbar: 

 

Q     )... ...  ... ,0oder   ... ,0( und  | 1021211021 kmmmmm ddddddrdddrzrz   Z , 

 
d.h. Q besteht aus allen Zahlen, deren gebrochener Anteil in Dezimaldarstellung entweder 
nach endlich vielen Dezimalziffern abbricht (es folgen nur noch Nullen) oder unendlich peri-
odisch endet. Irrationalen Zahlen haben demzufolge einen gebrochenen Anteil in Dezimaldar-
stellung, der unendlich und nichtperiodisch ist. 
 
 

Eine Reihe ai
i




0

 heißt absolut konvergent, wenn die Reihe 


0i
ia  konvergiert. 
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Für jedes Nn  und jedes Nk  ist 









kn

ni
i

kn

ni
i aa

11

. Hieraus ergibt sich mit Satz 5.1-6 (i) 

unmittelbar, dass jede absolut konvergente Reihe auch konvergiert, d.h. aus der Konvergenz 

von 


0i
ia  folgt die Konvergenz von ai

i




0

. Mit 0n  und k  ergibt sich 









00 i

i
i

i aa . 

 
 
Unter bestimmten Voraussetzungen kann man Reihen miteinander multiplizieren, jedenfalls 
dann, wenn sie absolut konvergent sind. Die folgende (nichtmathematische) Darstellung lie-
fert die Motivation für die etwas komplizierte Indizierung in den auftretenden Reihen. Zwei 

Reihen ai
i




0

 und 


0i
ib  werden miteinander multipliziert, indem die einzelnen Summanden 

nach der Summe ihrer Indizes sortiert werden: 

   

...  ... 

...  ... ...  ... 
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0
2   Indexsumme
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1   Indexsumme
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j
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nn

bababababababa

bbbbbaaaaa

 

 
 

Satz 5.1-10: 
 

 Sind die Reihen aa
i

i 


0

 und bb
i

i 


0

 absolut konvergent, so ist auch die Reihe 

 


 
 









0 0i

i

k
kik ba  absolut konvergent, und es gilt 

 

 bababa
i

i
i

i
i

i

k
kik 

























  











 


000 0

. 

 
Auf den technisch aufwendigen Beweis wird hier verzichtet. 
 
 
Im allgemeinen ist die Bestimmung des Konvergenzverhaltens einer Reihe nicht einfach, so 
dass sich die Frage nach Konvergenzkriterien für Reihen stellt. Ein „Negativkriterium“ lie-

fert Satz 5.1-6: Falls für eine Reihe ai
i




0

 die Folge  an nN
 nicht gegen 0 konvergiert, exis-

tiert auch der Grenzwert ai
i




0

 nicht. Zwei „Positivkriterien“ für absolute Konvergenz sind 

im folgenden Satz zusammengefasst.  
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Satz 5.1-11: 
 
 (i) (Majorantenkriterium) 

  Ist 


0i
ib  absolut konvergent und gilt ii ba   für (fast) alle Ni , so ist auch die 

Reihe ai
i




0

 absolut konvergent. 

   
 (ii) (Quotientenkriterium) 

  Die Reihe ai
i




0

 besitze die Eigenschaft, dass ab einem Index N0n  stets 

q
a

a

n

n 1  für einen Wert q mit 10  q  gilt. Dann ist die Reihe ai
i




0

 absolut 

konvergent. Ist ab einem Index stets 11 

n

n

a

a
, so ist die Reihe divergent. 

 

Es sei 





0i

ibB . In Aussage (i) wird die Existenz von B vorausgesetzt. Damit ergibt sich 

Bba
n

i
i

n

i
i 

 00

, d.h. die Folge 
N









n

n

i
ia

0

ist monoton wachsend und nach oben be-

schränkt. Nach Satz 5.1-3 (ii) konvergiert daher ai
i




0

 absolut. 

 

In Aussage (ii) gelte q
a

a

n

n 1  für 0nn  , also 
0

0 1
1  ... n

nn
nn aqaqa  

 . Für 10  nn  

ist daher 0

0

n
n

n
n qaqa  . Die Reihe  






0

0

0
i

n
n

i qaq  konvergiert nach Satz 5.1-9 (i) ab-

solut und damit nach (i) auch ai
i




0

. 

 
 

Es sei Rx . Die Reihe 


0 !i

i

i

x
 ist absolut konvergent; denn nach Satz 5.1-11 (ii) ist 

 
21

11!

!11










n

x

n

x

nx

nx
n

n

 für jedes Nn  mit 12  xn . Daher ist die Definition 

der folgenden Funktion sinnvoll. 
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Die Funktion 
 














0 !
:exp

i

i

i

x
x

RR
 

 
heißt Exponentialfunktion. Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion und verwandter 
Funktionen werden in Kapitel 5.5 behandelt. 
 
 

In Satz 5.1-5 (iv) wurde die Eulersche Konstante als lim . .. .
n

n

n
e






  1

1
2 7182818284590  

definiert. Wie man direkt nachrechnet, gilt 
!

11

knk

n
k









. Daher ist (siehe Kapitel 4.1) 
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Daraus folgt 
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
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k
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n

n kkn
e  . Es sei umgekehrt 1 mn . Dann ist 

.
1

1 ... 
1
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!
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 ... 

1

!
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1
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Durch Limesbildung folgt 










 

m

k
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n kn
e

0 !
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1lim  und durch erneute Limesbildung 
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k
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e  . Insgesamt ergibt sich 
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
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i i
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Es sei Rx . Die obige Abschätzung lässt sich auf 
n

n

x






 1  übertragen: 
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. 

 



5.1   Folgen und Reihen 159

 

Es lässt sich nun leicht zeigen, dass e keine rationale Zahl ist. Denn angenommen, e ließe sich 

als Bruch q
pe   mit 0Np  und 0Nq , dann folgt 






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
100 !
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qi
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i
eq . Die linke Seite der letzten Gleichung ist gleich 
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
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!
 ... 

!1
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!
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q

qqq
qp , also eine ganze Zahl. Da die rechte Seite positiv ist, ist die linke 

Seite aus 0N . Für die Summanden der rechten Seite gilt      

i

iqqiq

q







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 ... 1
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also 11
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!
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
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





 







 i

i

qi i

q
. Dieses Ergebnis widerspricht der Folgerung, dass 

der Wert aus aus 0N  ist. Daher ist e irrational. 

 
 

Die Exponentialfunktion, die durch die Reihe 


0 !i

i

i

x
 definiert wird, kann man durch eine end-

liche Summe und einen Restfehlerterm darstellen, dessen Größe man abschätzen kann: 
 

Satz 5.1-12: 
 

 Es sei Nn  und Rx  mit 
2

1
n

x  . Dann gilt mit 



 
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2
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x
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n
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Die Abschätzung des Restterms sieht man wie folgt: 

Wegen 
2
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2
1



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Für 1x  und 10n  liefert Satz 5.1-12 die Abschätzung 00000006,0)1(11 R  und damit 

2,71828180  <  e  <  2,71828186. 
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Der folgende Satz gibt ein Konvergenzkriterium für Reihen mit alternierenden Folgenglie-
dern, d.h. jeweils aufeinanderfolgende Folgenglieder wechseln ihr Vorzeichen. Außerdem 
wird eine Abschätzung des Restterms gegeben, wenn die Reihe nach dem n-ten Folgenglied 
abgebrochen wird. 
 

Satz 5.1-13 (Leibnizkriterium): 
 

 Es sei   Nnna  eine Folge reeller Zahlen mit 0na  und nn aa 1  für alle Nn  und mit 

lim
n

na


 0 . Dann konvergiert die Reihe  





0

1
i

i
i a , und es gilt 
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
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n
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i
i aa   mit 10  n .   

 

Für die Folge der Partialsummen mit geraden Index   N nns2  gilt 
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01222222   nnnn aass , d.h. nn ss   222 . Für die Folge der Partialsummen mit ungera-

den Index   N nns 12  gilt entsprechend 

 

      und    0 ... 

 ... 1

1223210

1223210

12

0
12












 

nn

nn

n

i
i

i
n

aaaaaa

aaaaaaas
   

022321232   nnnn aass , d.h. 1232   nn ss . 

Außerdem ist     0212210212212  ... 0 aaaaaasass nnnnnn   . Nach Satz 

5.1-3 konvergieren   N nns2  und   N nns 12 . Es ist 

      0limlimlim 1212212   n
n

n
n

nn
n

aass , also ist n
n

n
n

ss 
 212 limlim , und damit  exis-

tiert   n
n

i
i

i saS






 lim1
0

, und es gilt 00 aS  , also 0aS    mit 10   . 

Der Restterm  





1

1
ni

i
i a  ist nichts anderes als eine Reihe mit alternierenden Folgengliedern, 

die mit dem Index 1n  beginnt:   









01

1
i

i
ni

i
i aa  mit   1

11 
 ni

ni
i aa . Die Überlegun-

gen gelten auch für diese Reihe, so dass     1
1

0
01

11 










  n
n

nn
i

i
ni

i
i aaaa   mit 

10  n  gilt. 
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5.2 Eigenschaften reeller Funktionen einer Veränderlichen 

 
Im vorliegenden Kapitel werden eine Reihe wichtiger Definitionen zusammengestellt, die Ei-
genschaften reeller Funktionen einer Veränderlichen beschreiben. 
 

Im Folgenden sei f X:  R , X  R , und I  R  sei ein Intervall (siehe Kapitel 1.7). 

 
 

f  heißt auf I monoton steigend (bzw. monoton fallend), wenn für x I1   und x I2  gilt: 

 

Ist x x1 2 , so ist f x f x( ) ( )1 2  

(bzw. 

ist x x1 2 , so ist f x f x( ) ( )1 2 ). 

 
Der Graph einer monoton steigenden Funktion fällt also mit wachsenden x-Werten nicht ab; 
der Graph einer monoton fallenden Funktion steigt also mit wachsenden x-Werten nicht.  
 
 

f heißt auf I streng monoton steigend (bzw. streng monoton fallend), wenn für x I1   und 

x I2   gilt: 

 

Ist x x1 2 , so ist f x f x( ) ( )1 2  

(bzw. 

ist x x1 2 , so ist f x f x( ) ( )1 2 ). 

 
 

f heißt auf I beschränkt, wenn es ein c  R 0  gibt, so dass für jedes x I  gilt: f x c( )  . 

 
Der Graph einer beschränkten Funktion verläuft also weder oberhalb von c noch unterhalb 

von c . 

 
 

f heißt auf I nach oben beschränkt (bzw. nach unten beschränkt), wenn es ein c R  gibt, 

so dass für jedes x I  gilt: f x c( )   bzw. f x c( )  . 

 
 

f heißt konvex über I, wenn für x I1   und x I2   mit x x1 2 und für jedes l R  mit 

0 1 l  gilt: 

 

f l x l x l f x l f x( ( ) ) ( ) ( ) ( )        2 1 2 11 1 . 
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konvex

f(x2) 

f(x1) 

x1 x2 l x2 + (1 - l) x1

= x1 + l (x2 - x1)

f(l x2 + (1 - l) x1) 

f(x1) + l (f(x2) - f(x1)) = l f(x2) + (1 - l) f(x1)

f(x) 

 
 
 

Nimmt man also zwei beliebige verschiedene Werte x I1   und x I2   und verbindet die 

Punkte ( , ( ))x f x1 1  und ( , ( ))x f x2 2  des Graphen einer über I konvexen Funktion durch eine 

gerade Linie, so verläuft der Graph zwischen ( , ( ))x f x1 1  und ( , ( ))x f x2 2  unterhalb dieser 

Verbindungslinie. Betrachtet man diese Verbindungslinie als Annäherung an den Graphen der 

Funktion zwischen ( , ( ))x f x1 1  und ( , ( ))x f x2 2 , so macht man einen Approximationsfehler in 

Richtung größerer Werte, d.h. die Approximation liefert zu große Werte. 
 
 

f heißt konkav über I, wenn für x I1   und x I2   mit x x1 2 und für jedes l R  mit 

0 1 l  gilt: 

 

f l x l x l f x l f x( ( ) ) ( ) ( ) ( )        2 1 2 11 1 . 

 
Bei einer konkaven Funktion verläuft der Graph oberhalb der entsprechenden Verbindungsli-

nie. Betrachtet man auch hier wieder die Verbindungslinie zwischen den Punkten ( , ( ))x f x1 1  
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und ( , ( ))x f x2 2  als Annäherung an den Graphen der Funktion, so liefert sie hier zu kleine 

Werte. 
 
 

f  heißt streng konvex über I, wenn für x I1   und x I2   mit x x1 2 und für jedes l R  

mit 0 1 l  gilt: 

 

f l x l x l f x l f x( ( ) ) ( ) ( ) ( )        2 1 2 11 1 . 

 
 

f heißt streng konkav über I, wenn für x I1   und x I2   mit x x1 2 und für jedes l R  

mit 0 1 l  gilt: 

 

f l x l x l f x l f x( ( ) ) ( ) ( ) ( )        2 1 2 11 1 . 

 
 
Eine Funktion kann in Teilintervallen ihres Definitionsbereichs (streng) konvex und in ande-
ren Teilintervallen (streng) konkav sein. 
 
 

Die Funktion f X:  R , X  R  heißt stetig im Punkt x X0  , wenn gilt: 

Für jedes R  mit   0  gibt es ein   0 , das von   und x0  abhängen kann (d.h. 

   ( , )x0 ), mit folgender Eigenschaft: 

 

Für jedes Xx  mit  0xx  ist f x f x( ) ( ) 0  . 

 

Die Funktion f X:  R  heißt stetig in D X , wenn f in jedem Punkt x D0   stetig ist. 

 
 

Für einen Wert Rx  und ein   0  bezeichnet man das offene Intervall 

 

           )(   zxzxzxzxU  

 

als  -Umgebung von x. Mit dieser Bezeichnung bedeutet die Stetigkeit einer Funktion 

f X:  R  in einem Punkt Xx 0 : 

 

Zu jeder  -Umgebung    ,0xfU  von  0xf  gibt es eine (von   und x0  abhängige)  -

Umgebung   ,0xU  von 0x , die durch f  ganz nach    ,0xfU  abgebildet wird, d.h. für die 
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       , , 00 xfUxUf   

 

gilt. Anschaulich heißt dieses, dass für ein Argument x, das sich „nahe bei“ x0  befindet (in 

der  -Umgebung   ,0xU  von 0x ), der Funktionswert f x( )  „nahe bei“ f x( )0  liegt (in der 

 -Umgebung    ,0xfU  von  0xf ). Eine „sehr kleine Änderung“ des Arguments, d.h. der 

Übergang von 0x  zu x mit  0xx , führt zu einer „sehr kleinen Änderung“ von f x( )0 , 

d.h. der Funktionswert f x( )  erfüllt f x f x( ) ( ) 0  . Insbesondere macht der Graph der 

Funktion an der Stelle bzw. „nahe“ der Stelle 0x  keinen Sprung. Graphen stetiger Funktionen 

lassen sich in einem Zuge zeichnen, ohne den Zeichenstift abzusetzen. Der Graph einer in 

x X0   stetigen Funktion weist in ))(,( 00 xfx  keine Sprungstelle auf. 

 
 

Ändert sich die Funktion f in der Nähe von x0  langsam, so wird man keine Mühe haben, zu 

vorgegebenem 0  ein passendes 0  zu finden; ändert sie sich rasch, so wird man   ent-

sprechend klein wählen müssen. 
 
 
Beispiele: 
 
Die Funktion 
 

f
x x

:
R R>0 






1  

 

ist stetig in jedem Punkt x0 R>0 : Zu   0  kann man 0
1

),(
0

2
0

0 





x

x
x


  nehmen. 

Ist nämlich Xx  mit  0xx , so ist 

 

 











0000

0
00 11)()(

xxxxxx

xx
xxxfxf . 

 

Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Annahme  0xx , die gleichbedeutend ist mit 

  00 xxx  (also gilt insbesondere xx 0  bzw.   011 xx ). Setzt man 

0

2
0

1 x

x







  ein, so sieht man   





 00 xx
, also insgesamt  )()( 0xfxf . 
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Die Funktion 
 

f
x x

:
R R0 






 

 

ist stetig in jedem Punkt x0  R 0 . Zu   0  und x0 0  wähle man z.B.     ( , )x0
2 . 

Man beachte, dass   hier nur von   und nicht von x0  abhängt. Ist nämlich Xx  mit 

 0xx  und 0xx   (für 0xx   gilt sowieso  0)()( 0xfxf ): 

 

   
 

0

0

0

0

0

00
00 )()(

xx

xx

xx

xx

xx

xxxx
xxxfxf














 . 

 

Die letzte Ungleichung folgt aus der binomischen Formel: Sind 0Ra  und 0Rb  reelle 

Zahlen, so gilt: 
 

 22 babababa  ; 

 

außerdem gilt baba   und damit bababa  .  

 
Die obige Ungleichung wird fortgesetzt: 
 

 



 2

0

0

0
0 )()( xx

xx

xx
xfxf . 

 
 

Wie im Fall der Konvergenz ist das zu vorgegebenem 0  „passende“ 0  nicht immer 

leicht zu finden; hier ist häufig mathematische Phantasie gefragt. Man kann beispielsweise die 

konkrete Angabe von   zunächst offen lassen und versuchen, die Ungleichung 

 )()( 0xfxf  so umzuformen, dass dort der Ausdruck 0xx   vorkommt, von dem man 

dann ja annimmt, dass er kleiner als   ist. Dann versucht man, die so entstandene Unglei-

chung nach   aufzulösen. Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise erläutern. 

 
Die Funktion 
 

f
x x

:
R R






2  
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ist in jedem Punkt R0x  stetig. Zu   0  und x0 R  setzt man beispielsweise 

?),( 0  x  Es wird zunächst )()( 0xfxf   in Abhängigkeit von 0xx   und 0x  be-

stimmt: 
 

   
   .2                             

)()(

000

0000
2
0

2
0

 



xxxxx

xxxxxxxxxxxfxf
 

 

In der letzten Ungleichung wurden die später zu treffende Annahme  0xx  und die aus 

dieser Ungleichung leicht nachzurechnende Folgerung  0xx  bereits verwendet. Wie ist 

also   zu wählen, damit     02 x  ist (hier reicht auch „=“ anstelle von „<“, da ja in 

der Ungleichungskette bereits „<“ vorkommt)? 
 

      2

0

2

0

2

0

2

00
2

0 22 xxxxxx  

 
ergibt  
 

      ( , )x x x0 0

2

0 . 

 

Da der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen größer als 
2

0x  ist, ist auch 0 . Wählt man den 

so angegebenen Wert von  , so folgt aus  0xx  die Ungleichung  )()( 0xfxf . 

  
 

Die Funktion f X:  R  heißt gleichmäßig stetig in D X , wenn es für jedes R  mit 

  0  ein   0  gibt, das höchstens von   abhängt (d.h.    ( ) ), mit folgender Eigen-

schaft: 
 

Für jedes Dx  und für jedes y D  mit x y    ist f x f y( ) ( )   . 

 
 

Jede in D X  gleichmäßig stetige Funktion ist dort natürlich auch stetig. Es gibt jedoch ste-

tige Funktionen, die nicht gleichmäßig stetig sind, wie das Beispiel der Funktion 

f
x x

:
R R






2  zeigt: 
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Angenommen, f wäre gleichmäßig stetig. Es sei   0  vorgegeben, und 0  sei der zugehö-

rige Wert aus der Definition der gleichmäßigen Stetigkeit. Es wird ein Wert    gewählt mit 

 0  und eine große reelle Zahl Rx  mit     x2  (einen derartigen Wert x 

findet man immer, da der Ausdruck links beliebig groß gemacht werden kann). Außerdem 

wird   xy  gesetzt. Dann ist     xxyx , aber 

 

      xxxxxyyxyfxf 22)()( 2222222 . 

 
 
Es lässt sich zeigen, dass eine auf R gleichmäßig stetige Funktion „nicht zu schnell wächst“, 

nämlich höchstens wie eine lineare Funktion (genauer: Ist f :R R  gleichmäßig stetig, so 

gibt es eine Konstante C  0  mit f x C x( ) ( )  1 ). 

 
 

Satz 5.2-1: 
  
 Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:  
 

 (a) f X:  R  ist an der Stelle x X0   stetig.  

und 

 (b) Für jede Folge  xn nN
 mit lim

n
nx x


 0  gilt lim ( ) ( )

n
nf x f x


 0 . 

 

Um die Äquivalenz beider Aussagen zu beweisen, wird zunächst „(a)  (b)“ gezeigt: 

Die Funktion f X:  R  sei an der Stelle x X0   stetig, und es sei  xn nN
 eine Folge mit 

lim
n

nx x


 0 . Zu   0  gibt es 0  mit f x f x( ) ( ) 0   für jedes Xx  mit  0xx . 

Aufgrund der Konvergenz der Folge  xn nN
 gibt es zu   ein N0n  mit  0xxn  für je-

des 0nn  . Daher ist  )()( 0xfxf n  für jedes 0nn  , d.h. die Folge    Nnnxf  konver-

giert gegen )( 0xf .  

 

Für die Umkehrung „(b)  (a)“ wird (b) als gültig vorausgesetzt, aber angenommen, dass f in 

0x  nicht stetig ist. Das bedeutet, dass es   0  gibt, so dass für alle 0  ein Xx   mit 

  0xx , aber   )()( 0xfxf  existiert. Es werden alle   der Form n1  mit 1n  

betrachtet. Zu jedem Nn  mit 1n  gibt es also ein Xx n 1  mit nxx n 101  , aber 

 )()( 01 xfxf n . Die Folge  
11  , nnnx

N
 konvergiert gegen 0x . Nach Voraussetzung (b) 
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konvergiert  
1 ,1 )(
 nnnxf

N
 gegen )( 0xf , d.h.  )()( 01 xfxf n  für fast alle Nn  im Wi-

derspruch zur Konstruktion von  
11  , nnnx

N
.  

 
 
Mit Hilfe des Satzes 5.2-1 lässt sich häufig nachweisen, dass eine Funktion in einem Punkt 

x X0   nicht stetig ist. Dazu braucht man nur eine einzige Folge  xn nN
 anzugeben, die ge-

gen x X0   konvergiert, deren Bildwerte unter f aber nicht gegen f x( )0  gehen. 

 
 
Beispiel: 
 
Die Funktion 

f x
x x

x x
:

R R




 









für 

für 

1

1 1
 

ist in x0 1  nicht stetig. Dazu betrachte man die Folge  xn nN
 mit x nn   1 1 1( ) . Es gilt 

lim
n

nx


1. Andererseits ist f x nn( ) ( )  1 1 1  und f x f( ) ( )0 1 2  , also 

lim ( ) ( )
n

nf x f x


 0 . 

 
 

Satz 5.2-2: 
  
 Sind f X:  R  und g X:  R  mit X  R  stetig, so auch die folgenden Abbildungen:

  

 (i) f g
X

x f x g x



 





:
( ) ( )

R
  

 

 (ii) f g
X

x f x g x



 





:
( ) ( )

R
 

  

 (iii) f
X

x f x
:

( )








R
 

 

 (iv) c f
X

x c f x



 





:
( )

R
  mit c R  

../.. 
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 (v) Ist g x( )0 0 , so ist f g
X

x
f x

g x
/ : ( )

( )










R
 in x0 R  stetig. 

 

 (vi) Mit f und g ist auch g f  stetig. 

 

 (vii) Es sei RX  ein Intervall und RXf :  eine streng monoton steigen-

de/fallende stetige Funktion.  Dann ist  Xf  ein Intervall,  XfXf :  ist 

bijektiv, und die Umkehrfunktion   XXff 


:
1

 ist streng monoton stei-

gend/fallend und stetig.  

 
Die Teile (i) – (v) ergeben sich mit Satz 5.2-1, jeweils zusammen mit den Regeln aus Satz 
5.1-2. Die Teile (vi) und (vii) verifiziert man durch Anwendung von Satz 5.2-1. 
 

Teil (vi) wendet Satz 5.2-1 an: Es sei Xx 0  und  xn nN
 eine Folge mit lim

n
nx x


 0 , dann 

gilt wegen der Stetigkeit von f lim ( ) ( )
n

nf x f x


 0 . Wegen der Stetigkeit von g ist 

   )()(lim 0xfgxfg n
n




. Daher ist g f  in 0x  stetig. 

 
Teil (vii) bedarf einer genaueren Betrachtung, hier für den Fall, dass f streng monoton stei-
gend ist: 

Dazu seien  und  Xfy 1 , etwa  00 xfy   und  11 xfy   mit Xx 0  und Xx 1  und 

10 xx  . Wegen der Monotonie von f ist     1100 yxfxfy  . Es sei  10  , yyy . Im folgen-

den Satz 5.2-3 (ii) wird nachgewiesen, dass es zu Ry  mit 10 yyy   ein Xx  mit 

10 xxx   und   yxf   gibt5. Das bedeutet  Xfy  bzw.    Xfyy 10  , . Aus Satz 1.7-3 

folgt, dass  Xf  ein Intervall ist. 

Sind Xx 0  und Xx 1  mit 10 xx  , dann ist wegen der strengen Monotonie von f im Fall 

10 xx   auch    10 xfxf  , und im Fall 10 xx   auch    10 xfxf  , also    10 xfxf  . Daher 

ist f injektiv (und  XfXf :  nach Definition surjektiv), und es existiert die Umkehrabbil-

dung   XXff 


:
1

. 

Diese ist streng monoton steigend: Dazu seien  Xfy 0  und  Xfy 1 , etwa  00 xfy   

und  11 xfy   mit Xx 0  und Xx 1  und 10 yy  . Wäre 10 xx  , so folgte wegen der Mono-

tonie von f ist     1100 yxfxfy  . Also ist     11

1

0

1

0 xyfyfx 


.  

                                                 
5    Da für Satz 5.2-3 (ii) die Aussage in Satz 5.2-2 (vii) nicht verwendet wird, ist dieser „Vorgriff“ zu-

lässig.  



170 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

 

Die Stetigkeit von   XXff 


:
1

 sieht man wie folgt: 

Es sei  Xfy 0  und   Nnny  eine Folge in  Xf eine Folge mit 0lim yyn
n




. Es sei 

 0

1

0 yfx


  und  nn yfx
1

 , also    0lim xfxf n
n




.  Gemäß Satz 5.2-1 ist 0lim xxn
n




 zu zei-

gen. Falls   Nnnx  nicht gegen 0x  konvergiert, so gibt es ein 0 , so dass für unendlich viele 

Nn   0xxn  gilt. Die Menge dieser natürlichen Zahlen (Indizes) sei M. Definiert man 

  0   xxnM n  und   0   xxnM n , so ist   MMM , und mindestens eine 

der Mengen M  oder M  hat unendlich viele Elemente, etwa M . Für jedes Mn  ist (we-

gen der strengen Monotonie von f)       00 xfxfxf n   . Das bedeutet: es gibt 0 , 

nämlich    00 xfxf   , so dass für unendlich viele Nn , nämlich für jedes Mn , 

die Abschätzung           000 xfxfxfxf n  gilt. Diese Schlussfolgerung steht im 

Widerspruch zu    0lim xfxf n
n




. 

 
 
Satz 5.2-2 (vii) begründet die Existenz der Wurzelfunktionen in den reellen Zahlen, d.h. 

die Bildung einer beliebigen Wurzel aus einer reellen Zahl. Dazu wird für Nn  mit 1n  die 

Funktion 






 

nn xx
f 00:

RR
 

betrachtet. Sie ist auf 0R  stetig und streng monoton steigend. Nach Satz 5.2-2 (vii) ist sie 

bijektiv, und die Umkehrabbildung ist streng monoton steigend und stetig. Sie wird als n-te 
Wurzelfunktion bezeichnet: 
 

 












n
n

n
xxfx

f 1
001

:
RR

 

 
n x  ist derjenige Wert Ry , für den xyn   gilt. 

 
 
Der folgende Satz, der in 5.2-2 (vii) bereits verwendet wurde, drückt noch einmal aus, dass 
der Graph einer stetigen Funktion keine Sprünge aufweist. 
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Satz 5.2-3: (Zwischenwertsatz) 
  

 (i) Es seien Ra  und Rb  reelle Zahlen mit ba  . Die Funktion   Rbaf  ,:  

sei im Intervall  ba  ,  stetig. Außerdem gelte )(0)( bfaf  . Dann gibt es ein 

 ba  ,  mit   0f .  

 

 (ii) Es seien Ra  und Rb  reelle Zahlen mit ba  . Die Funktion   Rbaf  ,:  

sei im Intervall  ba  ,  stetig. Es gelte )()( bfaf  . Außerdem sei Rc  mit 

)()( bfcaf  . Dann gibt es ein  ba  ,  mit   cf  . 

 

Aussage (i) ist richtig, wenn 0)( af  oder 0)( bf  ist. Es gelte daher )(0)( bfaf  . Es 

werden zwei Folgen   Nnnx  und   Nnny  rekursiv definiert: 

ax 0 , by 0 , 
















 







 



0
2

 falls

0
2

 falls
2

1
nn

n

nnnn

n yx
fx

yx
f

yx

x       , 
















 







 



0
2

 falls
2

0
2

 falls

1
nnnn

nn
n

n yx
f

yx

yx
fy

y   . 

Offensichtlich gilt    nnnn yxyx  , , 11   und 
n

nn
nn

abxy
xy

2
 ... 

211





  . Die Folgen 

  Nnnx  und   Nnny  definieren eine Intervallschachtelung, deren Länge gegen 0 konvergiert. 

Die linke und die rechte Intervallgrenzen konvergieren daher gegen eine Zahl R : 

n
n

n
n

yx


 limlim . Mit Satz 5.2-1 folgt      n
n

n
n

yfxff


 limlim . Nach Konstruktion ist 

  0nxf  und damit   0f ; ebenso gilt nach Konstruktion   0nyf und damit   0f , 

insgesamt   0f . 

 

Für den Nachweis von (ii) wird   Rbag  ,:  durch   cxfxg )(  definiert. Dann ist g ste-

tig, und es gilt   0)(  cafag  und   0)(  cbfbg . Gemäß Teil (i) gibt es ein 

 ba  ,  mit   0g , d.h.   cf  . 

 
 
 

Es seien X  R  und f X:  R  eine Funktion. Das Element x X0   heißt Nullstelle von f, 

wenn f x( )0 0  gilt. 
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Die Funktion f X:  R  besitzt im Punkt x0 R  den (endlichen) Grenzwert f0 R , wenn 

gilt: 
 

Für jedes   R mit 0  gibt es ein (von   abhängiges)    ( )  mit folgender Eigen-

schaft: 
 

Für jedes x X  mit x x 0   ist f x f( )  0  . 

 

Zu beachten ist, dass der Wert x0  nicht zum Definitionsbereich von f gehören muss. 

 

Wählt man eine beliebig kleine  -Umgebung von f 0 , so findet man immer eine  -

Umgebung von x0 , die durch f komplett in diese  -Umgebung abgebildet wird. In jeder be-

liebig kleinen  -Umgebung von f 0  findet man Bildpunkte (unter f), deren Urbilder nahe bei 

x0  liegen. 

 

Schreibweise: lim ( )
x x

f x f



0

0 . 

 
 

Die Funktion f X:  R  besitzt in xP R  einen Pol, wenn gilt: 

 

Für jedes K R  mit K  0  gibt es ein (von K abhängiges)   ( )K  mit folgender Eigen-

schaft: 
 

Für jedes x X  mit x xP    ist f x K( )  . 

 

Die Funktionswerte wachsen über jede Grenze, wenn man sich dem Wert xP  nähert. Dabei ist 

zu beachten, dass xP  nicht zu X gehört. 

 

Schreibweise: lim ( )
x xP

f x


  . 
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Unmittelbar aus der Definition folgt 
 

Satz 5.2-4: 
  
 Die folgenden beiden Aussagen (a) und (b) sind gleichbedeutend:  
 

 (a) lim ( )
x xP

f x


 0   

und 

 (b) Die durch )(
1)(1

xfxf 




  definierte Funktion besitzt bei xP  einen Pol. 

 

Für den Nachweis von „    ba  “ gelte lim ( )
x xP

f x


 0 , und es sei K R  mit K  0 . Zu 

K1  gibt es 0 , so dass für Xx  mit  pxx  gilt:   Kxfxf 10)(   . 

Dann ist Kxfxf 






)(
1)(1 , d.h. f

1  besitzt bei xP  einen Pol. 

 

Für die umgekehrte Implikation „    ab  “ wird entsprechend argumentiert. 

 
 

Die Funktion f X:  R  hat für x   die Asymptote s X:  R , wenn gilt: Für jedes 

  R mit 0  gibt es eine (von   abhängige) Konstante C C ( ) 0 mit folgender Eigen-

schaft: 
 

Für jedes x X  mit )(Cx   ist f x s x( ) ( )   . 

 
Der Funktionsverlauf von f  nähert sich beliebig dicht dem Funktionsverlauf von s an, wenn 
man x nur genügend groß wählt. 
 

Schreibweise:  lim ( ) ( )
x

f x s x


  0  bzw. lim ( ) ( )
x

f x s x


 . 

 

Entsprechend hat die Funktion f X:  R  hat für x  die Asymptote s X:  R , wenn 

gilt: Für jedes   R mit 0  gibt es eine (von   abhängige) Konstante C C ( ) 0 mit 

folgender Eigenschaft: 
 

Für jedes x X  mit 0x  und )(Cx   ist f x s x( ) ( )   . 

 

Schreibweise:  0)()(lim 


xsxf
x

 bzw. )()(lim xsxf
x




. 



5.3 Polynome 

 

Ein Polynom ist eine Funktion RR :p , zu deren Berechnung man mit den Rechenoperati-

onen Addition, Subtraktion und Multiplikation auskommt.  
 

Beispielsweise wird durch     552251)( 23772  xxxxxxxxp  ein 

Polynom definiert. 
 
 
Polynome lassen sich immer auf eine „standardisierte“ Form bringen: 
 
Eine  Funktion 
 









 01

1
1  ... 

:
axaxaxax

p n
n

n
n

RR
 

 

mit reellen Konstanten 0 und  ,,  ...  , , 011  nnn aaaaa  heißt Polynom vom Grad n. 

 

Für 01
1

1  ... )( axaxaxaxp n
n

n
n  

  schreibt man wie üblich 



n

i

i
i xaxp

0

)( . 

 
 
Beispiele: 
 

Die durch     552251)( 23772  xxxxxxxxp  definierte Funktion ist 

ein Polynom vom Grad 7. 
 

Die durch 5,2)(5)( 22  xxxxp  definierte Funktion ist ein Polynom vom Grad 4. 

 

Die durch 93)( 2  xxxp  definierte Funktion ist kein Polynom. 

 
 

Polynome vom Grad 0: 
 
p x a const( ) . 0  

 

Hier wird auch 00 a  zugelassen. 
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Der Graph eines Polynoms vom Grad 0 ist eine Gerade, die im (x, y)-Koordinatensystem pa-

rallel zur x-Achse verläuft und die y-Achse im Punkt  0 0,a  schneidet. 

 
 

Polynome vom Grad 1: 
 

01)( axaxp   mit a1 0  

 

Die einzige Nullstelle ist x
a

a0
0

1

  . 

 
Der Graph eines Polynoms 1. Grades ist eine Gerade und schneidet im (x, y)-

Koordinatensystem die y-Achse im Punkt  0 0,a . 

 
 

Polynome vom Grad 2: 
 

01
2

2)( axaxaxp   mit a2 0  

 
Es gibt zwei oder eine oder keine reelle Nullstelle. Die Nullstellen berechnen sich zu 
 

2

0
2

2

2
1

2

1
02,01

42 a

a

a

a

a

a
x 





 . 

 

Diese sind nur dann reellwertig, wenn 02
2

1 4 aaa   ist. 

 

Ein häufig auftretender Spezialfall ist das Polynom der Form qxpxxp  2)(  mit p R  

und q R . Dieses Polynom hat die Nullstellen 

 

x
p p

q01 02

2

2 4,     . 

 

Die Bedingung für die Reellwertigkeit der Nullstellen lautet 042  qp . 

 

Der Graph eines Polynoms 2.Grades ist eine Parabel, die für a2 0  nach oben und für 

a2 0  nach unten geöffnet ist. 
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Ist a2 0  (bzw. a2 0 ), so wird der minimale (bzw. maximale) Wert des Polynoms 

01
2

2)( axaxaxp   an der Stelle 

 

2

1

2 a

a
xS 

  

angenommen; der Funktionswert lautet dabei 
2

2
1

0 4
)(

a

a
axp S 
 . 

 

Im Spezialfall qxpxxp  2)(  lauten die entsprechenden Werte 

 

x p
S   2  und p x q p

S( )   

2

2

. 

 
 

Polynome vom Grad  3: 
 
Für Polynome 3. und 4. Grades gibt es noch eine geschlossene Formel zur Nullstellenbestim-
mung, für Polynome höheren Grades i.a. nicht. 
 
 

Satz 5.3-1: 
 

 (i) 01
1

1  ... )( axaxaxaxp n
n

n
n  

  = 



n

i

i
i xa

0

 sei ein Polynom vom Grad n 

und x0  eine Nullstelle von p (d.h. p x( )0 0 ). Dann gibt es ein Polynom p1  vom 

Grad  n 1 mit 
 

  p x x x p x( ) ( ) ( )  0 1 .   

 

  Man kann also den Linearfaktor x x 0  aus p x( )  ausklammern. 

 

  Im Spezialfall p x x an n( )    mit a  0  lautet eine Nullstelle x a0  . Es ist 

  




 
1

0

1)()(
n

i

iinnn xaaxaxxp . 

 
 (ii) Ein Polynom vom Grad n hat höchstens n viele reelle Nullstellen. 
 
 (iii) Ein Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle. 
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Teil (i) sieht man durch Rechnen: 

Es ist im Spezialfall nn axxp )(  die rechte Seite der Gleichung 

  nn
n

i

iin
n

i

iin
n

i

iin
n

i

iin
n

i

iin axxaxaxaxaxaax  
























1

01

1

0

1

0

11
1

0

1)( . 

Es sei x0  eine Nullstelle von p. Für 00 x  ist 0)0(0 ap   und 

  



 

n

i

i
i

n
n

n
n xaxxaxaxaxp

1

1
1

1
1 0 ... )( . Wegen 0na  ist   




n

i

i
i xaxp

1

1
1  

ein Polynom vom Grad 1n . 

Für 00 x  ist 

 

   





















n

i

iiiii
i

n

i

ii
i

n

i

i
i

n

i

i
i

xxxxxxxxaxx

xaxxa

xaxa

xpxpxp

1

1
0

2
0

32
0

2
0

1
0

0
1

0

0
0

0

0

.   ... 

)mit  lSpezialfal (gemäß                        

)()()(

 

Setzt man  


 
n

i

iiiii
i xxxxxxxxaxp

1

1
0

2
0

32
0

2
0

1
1  ... )( , so sieht man, dass es sich 

wegen 0na  um ein Polynom vom Grad n 1 handelt.  

 
Der Vorgang des Ausklammerns eines Linearfaktors kann höchstens n-mal durchgeführt wer-
den (Teil (ii)). 
 
Teil (iii) kann mit Satz 5.2-3 nachgewiesen werden: 

Es sei 



n

i

i
i xaxp

0

)(  mit ungeradem n und 0na . Es wird für 0x  

n
n

n
nn

n

xa

a

xa

a

xa

a
xf








 

 0
1

11  ... 1)(  gesetzt. Dann ist )()( xpxfxa n
n  . Es gilt: 

)(lim1)(lim xfxf
xx 

 . Bei negativem na  ist daher 


)(lim xp
x

 und 


)(lim xp
x

; bei 

positvem 0na  ist 


)(lim xp
x

 und 


)(lim xp
x

. Es gibt also Ra  und Rb  mit 

0)( ap  und 0)( bp  bzw. 0)( ap  und 0)( bp , je nach Vorzeichen von na . Mit Satz 

5.2-3 folgt die Aussage. 
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Satz 5.3-2: 
 

 Das Polynom 



n

i

i
i xaxp

0

)(  vom Grad n habe die reellen Nullstellen x x m01 0, , ... ; 

hierbei werden mehrfache reelle Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgeführt. Dann 
gilt 

 

 )()( ... )()( 001 xpxxxxxp gm   

 
 mit einem Polynom p xg ( )  von geradem Grad k2 , das keine reellen Nullstellen hat. 

Außerdem ist kmn  2 . 

 
 

5.4 Gebrochen rationale Funktionen 

 
Eine Funktion der Form 
 

f
X

x
p x

q x
: ( )

( )










R
   

 

mit X  R  und den Polynomen i
n

i
i xaxp  

0

)(  und 



m

j

j
j xbxq

0

)(  und bm  0  heißt ge-

brochen rationale Funktion. 
 
 
An den Nullstellen von q ist f nicht definiert, d.h. der Definitionsbereich von f  lautet 
  

  0)( |  \)( 00  xqxfD R . 

 
 

Skizzierung einer gebrochen rationalen Funktion f: 
 
1. Schritt: 
 
Es werden alle Nullstellen von p und alle Nullstellen von q bestimmt. Alle diese Nullstellen 

seien x x l01 0,  . . .  ,  . 
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Die Nullstellen von q gehören nicht zum Definitionsbereich von f. 
 

Für jede dieser Nullstellen x i0  von p und q  wird der 2. Schritt durchgeführt. 

 
2. Schritt: 
 
Es werden 3 mögliche Fälle unterschieden: 
 

1. Fall: x i0  ist eine Nullstelle von p, aber nicht von q: 

 
p x q xi i( ) ( )0 00 0  und  

 
 
Es gilt 
 

f x
p x

q x q xi
i

i i

( )
( )

( ) ( )
,0

0

0 0

0
0    

 

d.h. x i0  ist eine Nullstelle von f. 

 

2. Fall: x i0  ist keine Nullstelle von p, aber eine Nullstelle von q: 

 
p x q xi i( ) ( )0 00 0  und  

 

Zu beachten ist, dass f für x i0  nicht definiert ist. 

 
Es gilt 
 

lim ( )

lim ( )

lim ( ) ( )x x

x x

x x
ii

i

i

f x

q x

p x p x





  
0

0

0

1 0
0

0

, 

 

d.h. f  besitzt bei x i0  einen Pol. 

 

3. Fall: x i0  ist sowohl eine Nullstelle von p, als auch eine Nullstelle von q: 

 
p x q xi i( ) ( )0 00 0  und  

 

Zu beachten ist, dass f für x i0  nicht definiert ist. 
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Ist x i0  eine r-fache Nullstelle von p und eine s-fache Nullstelle von q, dann gilt 

 

 
 

f x
x x p x

x x q x

i

r

i

s( )
( )

( )


 

 
0 1

0 1

 mit p x i1 0 0( )   und q x i1 0 0( )  . 

 

Fall 3a: r s  

 

 lim ( ) lim
( )

)(x x x x
i

r s i

ii i

f x x x
p x

q x 

   
0 0

0
1 0

1 0

0  

 

Fall 3b: r s  

 

0
)

)(
)(lim

0(1

01

0




i

i

xx xq

xp
xf

i

 

 

In beiden Fällen nennt man x i0  eine behebbare Unstetigkeitsstelle von f, da man f 

stetig nach x i0  fortsetzen kann. 

 

Fall 3c: r s  

 

 
0

)(

)(
lim)(

1lim
1

10

00







 xp

xqxx
xf

rs
i

xxxx ii

, d.h. f hat bei x i0  einen Pol. 

 
3. Schritt: 
 

Es wird das Verhalten von f x( )  bei x    untersucht. 

 

Es ist f x
p x

q x
( )

( )

( )
  , i

n

i
i xaxp  

0

)( , 



m

j

j
j xbxq

0

)(  und bm  0 . 

 

Fall 4a: Der Grad von q ist größer als der Grad von p, d.h. m n . 

 

01
1

1

01
1

1

 ... 

 ... 
lim)(lim

bxbxbxb

axaxaxa
xf

m
m

m
m

n
n

n
n

xx 


 






 

              
mmmm

mmnmnnmn

x

x
b

x
bxbb

x
a

x
a

x
a

x
a

11 ... 11

11 ... 11
lim

0111

011)1(1











 

              = 0, 
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d.h. f  hat bei x    die Asymptote s x( )  0  (x-Achse). 

 

Fall 4b: Der Grad von q ist nicht größer als der Grad von p, d.h. m n . 

 

Durch Ausdividieren (Polynomdivision) von p x
q x

( )
( )  erhält man auf eindeutige 

Weise Polynome s x( )  und  r x( )  mit f x s x
r x

q x
( ) ( )

( )

( )
  . Hierbei hat s x( )  den Grad 

n m  und r x( )  einen kleineren Grad als q x( ) , und es gilt: 

 

lim ( ) ( )
x

f x s x


 , d.h. f  hat bei x    die Asymptote s x( ) . 

 
 
 

5.5 Exponential- und Logarithmusfunktion 

 
In Kapitel 5.1 wird die Exponentialfunktion 
 














0 !
:exp

i

i

i

x
x

RR
 

 
definiert. Zunächst werden einige Eigenschaften dieser Funktion untersucht. 
 
 
Ein wichtiges Ergebnis, nämlich 
 







0

...718281,2
!

1
)1exp(

i

e
i

, 

 

wird in Kapitel 5.1 hergeleitet. Außerdem gilt  









100 !

 1 
! i

i

ii

i

i

x

i

x
, und daher 1)0exp(  . 

 
Mit Satz 5.1-10 ergibt sich 
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 

 

 

)exp(

!

1

!!

!

!

1

!!

!!
)exp()exp(

0

0 0
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i
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kik

i

i

ki

y

k
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i

y

i

x
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i

i
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i

k

kik

i

i

k
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i

i

i
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







 














































 

 









 





 











 

 

Für jedes Rr  gilt daher: 0
2

exp
22

exp)exp(
2






















 

rrr
r . Wegen 

)exp()exp()exp()0exp(1 rrrr   ist sogar 0)exp( r . Daher kann der Wertebereich 

der Exponentialfunktion auf 0R  eingeschränkt werden. 

 

Für jedes Nn  lässt sich der Wert der Exponentialfunktion folgendermaßen berechnen: 

  nn

n

en 


)1exp()1 ... 11exp()exp(
mal
 . 

 
Dieses Ergebnis bedeutet, dass man zur Ermittlung des Werts von exp(n) anstelle der Grenz-

wertberechnung 


0 !i

i

i

n
 in R das n-fache Produkt der reellen Zahl Re  bildet. Zur Berech-

nung des Werts von exp(n) mit Hilfe eines Computers, in dem reelle Zahlen nur approximiert 

werden können, wird man eher die Reihenentwicklung 


0 !i

i

i

n
 verwenden und diese nach einer 

endlichen Anzahl Summanden, entsprechend der vorgegebenen Genauigkeit zur Darstellung 
reeller Zahlen, abbrechen. 
 

Für eine negative ganze Zahl Zm , nm   mit Nn , ist wegen 

1)0exp()exp()exp()exp()exp(  nnnm :    1exp)exp(  nn  und 

     mnn eeennm   11exp)exp()exp( . 

 

Für die vorletzte Gleichung   nn ee 


1
 wurden die Regeln der wiederholten Produktbildung 

in einer kommutativen Gruppe   ,G  verwendet: Für Ga  mit dem zu a inversen Element 
1a  und dem neutralen Element 1 (hier: G = multiplikative Gruppe von R und ea  ) und 

Nn  wird definiert: 

10 a ,  
mal

 ... 



n

n aaa  und  n
n

n aaaa 1

mal

11  ... 



     für 1n . 
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Damit ist wegen 1 ...  ... 
malmal

11 



  

nn

nn aaaaaa :   1  nn aa . 

Weiter wird in G für Nn  und 0Nm  definiert: Ist für Gb   mba  , dann wird b mit ma
1

 

bezeichnet; entsprechend wird b mit m

n

a  bezeichnet, wenn nm ab   gilt. 

Mit diesen Bezeichnungen ist  m

n
m

n

m

n

aaaa 2121   : Es sei m

n

ab 11  , m

n

ab 22   und  m

n

aac 21  . 

Dann ist nm ab 11  , nm ab 22   und    mmmnnnm bbbbaaaac 21212121    und damit 

  2121 bbbbc m

m

  . 

Außerdem gilt wegen nm 11  :  11 m

n

.  

Schließlich wird  m
n

m

n

aa 1
  definiert. Dann ist 

1










 m

n

m

n

aa ; denn 

    1111  
m

n

m

n
m

n

m

n
m

n

m

n

aaaaaa  .  

 

Für eine rationale Zahl 
m

n
q   mit Nn  und 0Nm  ist 

  n

m

m

en
m

n

m

n

m

n

m

n
































 exp ... expexp

mal-
  

, also 

m

n

e
m

n







exp . 

 

Für eine rationale Zahl 0q , 0 qp , ist wegen 

1)0exp()exp()exp()exp()exp()exp(  qqqqpq :   1)exp()exp(  qq  und daher 

      qqq eeeqq   11)exp()exp( . 

 
 

Insgesamt ist also für jedes Qx  gezeigt: xex )exp( . 

 
 

Aufgrund dieses Ergebnisses verwendet man für alle Rx  anstelle von exp(x) die Bezeich-

nung xe ;  zu beachten ist, dass dieses für Qx  bewiesen wurde, für Rx \ Q stellt es eine 

abkürzende Schreibweise für den Grenzwert der Reihe 


0 !i

i

i

x
 dar. 
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Diese und weitere Ergebnisse fasst folgender Satz zusammen: 
 

Satz 5.5-1: 
 
 (i) Die Exponentialfunktion 
 

  
 














0 !

  ,0 
:exp

i

i

i

x
x

R
 

   
  ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfüllt die Funktionalglei-

chung 
 

  yxyx eeeyxyx    bzw.  )exp()exp()exp( . 

 

 (ii) Es seien x R  und y R . Dann gilt 

 

  1)0exp(  , 

  e)1exp( , 

   
y

x
yx

e

e
eyxyx     bzw.  )exp()exp()exp( 1 . 

 
Die Gültigkeit der Funktionalgleichung in Teil (i) wurde oben bereits gezeigt. 
Die strenge Monotonie der Exponentialfunktion zeigt man in zwei Schritten: Zunächst ist für 

Rz  mit 0z  ist   1
!

1exp
2

 


i

i

i

z
zz . Für Rx  und Ry  mit yx   ist 

0 xyz  und              xxzxxyxxyy expexpexpexpexpexpexp  . Damit 

ist die Exponentialfunktion streng monoton steigend und auch injektiv.  

Zum Nachweis der Stetigkeit nutzt man die Abschätzung   xx  21exp  für 1x , die aus 

Satz 5.1-12 (dort mit 0n ) folgt, und Satz 5.2-1: 

Es sei R0x  und  xn nN
 eine Folge mit lim

n
nx x


 0 . Zu zeigen ist:    0expexplim xxn

n



. 

Es gilt 10  xxn  ab einem Index N0n . Hiermit ist   00 21exp0 xxxx nn   und 

   01explim 0 


xxn
n

 bzw.    1explim 0 


xxn
n

. Mit der Funktionalgleichung folgt 

           00000 expexpexplimexplimexplim xxxxxxxx n
n

n
n

n
n




.  

 
Die Surjektivität der Exponentialfunktion folgt mit dem Zwischenwertsatz Satz 5.2-3: Es sei 

0Ry . Zu zeigen ist: es gibt Rx  mit   yx exp . 
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Für 1y  wird 0x  genommen. 

Ist 1y , so setzt man 0a  und nb  , so dass   yn exp  ist. Diese Wahl für b ist möglich, 

da für 0x  wegen   x
i

x
xx

i

i

 




1
!

1exp
2

 das Grenzverhalten   


x
x

explim  vorliegt. 

Damit ist    ba exp1exp   und    bya expexp  . Aus der Stetigkeit der Exponential-

funktion folgt mit Satz 5.2-3 (ii) die Existenz von  bax  ,  mit   yx exp .  

Ist 10  y , so ist 11 y . Dann gibt es Rx  mit   yx 1exp   und 

     yxx  1expexp .    

 

Die letzte Gleichung in Teil (ii) ergibt sich aus 1)0exp()exp()exp()exp(  yyyy , al-

so   1)exp()exp(  yy :     1)exp()exp()exp()exp(  yxyxyx . 

 
 
Aufgrund von Satz 2.2-1 gibt es zur Exponentialfunktion eine eindeutig bestimmte Umkehr-
funktion, die stetig, bijektiv und streng monoton steigend ist (Satz 2.2-1 und Satz 5.2-1 (vii)). 
Diese Funktion heißt natürlicher Logarithmus und wird mit ln bezeichnet: 
 

 







)ln(

  ,0 
:ln

xx

R
 

 

Es ist )ln(xy   genau dann, wenn yeyx  )exp(  ist. Weiter gilt: 

 

Mit )ln(xz   und )ln(yz   ist yxzzzz  )exp()exp()exp( , also 

 

   yxyxzzzz  ln)ln()ln()exp(ln . 

 
 
Die Ergebnisse und weitere Eigenschaften des natürlichen Logarithmus sind im folgenden 
Satz zusammengefasst. 
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Satz 5.5-2: 
 
 (i) Die natürliche Logarithmusfunktion 

 

  
 







)ln(

  ,0 
:ln

xx

R
 

 
  ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfüllt die Funktionalglei-

chung 
 

    )ln()ln(ln yxyx  . 

 

 (ii) Es seien 0Rx  und 0Ry . Dann gilt 

 

  0)1ln(  , 

  1)ln( e , 

  0)ln( x  für 1x , 0)ln( x  für 1x ,  

    )ln()ln(ln yxyx  , 

    )ln(ln xnxn   für jedes Zn , 

    xex ln  und    xx lnexp  bzw. xe x )ln( . 

 
 
Es sei Ra  mit 0a . Dann heißt die Funktion 

 

 
 







xaa exax )ln()ln(exp

  ,0 
:exp

R
 

 

Exponentialfunktion zur Basis a. Statt )(exp xa  schreibt man xa . 
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Satz 5.5-3: 
 

 Es sei Ra  mit 0a . 

 
 (i) Die Exponentialfunktion zur Basis a 
 

  
 

 






xaa exax )ln()ln(exp

  ,0 
:exp

R
 

   

  ist stetig. Für 1a  ist sie streng monoton steigend, für 1a  ist sie streng monoton 

fallend, für 1a  ist sie konstant 1. 

 

  Für 1a  ist die Exponentialfunktion zur Basis a bijektiv. 

 

 (ii) Es seien x R  und y R . Dann gilt 

 

  1)0(exp a   bzw.  10 a , 

  aa )1(exp   bzw.  aa 1 , 

  yxyx
aaa aaayxyx    bzw.  )(exp)(exp)(exp , 

   
y

x
yx

aaa a

a
ayxyx     bzw.  )(exp)(exp)(exp 1 , 

       yxyx
a

y
a aayxx    bzw.  )(expexp . 

 
Die Stetigkeit in Teil (i) folgt aus Satz 5.2-2 (vi). 

Zum Nachweis der Monotonie sei zunächst 1a . Dann ist   0ln a . Für 21 xx   ist 

    21 lnln xaxa   und wegen der strengen Monotonie der Exponentialfunktion 

       2211 exp)ln(exp)ln(expexp xxaxax aa  . Ist 1a , dann ist   0ln a  und 21 xx   

impliziert     21 lnln xaxa   und daher 

       2211 exp)ln(exp)ln(expexp xxaxax aa  .  

 
Die letzte Gleichung in Teil (ii) soll verifiziert werden: 
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      
       

  

  ). Basiszur lfunktion Exponentiader  Definition(nach                         exp

sind) invers zueinander                                           

lfunktionExponentia die und sLogarithmu natürlicheder  (da                lnexp

)lnexp Basiszur lfunktion Exponentiader  Definition(nach   lnexplnexp

) Basiszur lfunktion Exponentiader  Definition(nach                 lnexpexp y

ayx

yxa

xayxa

axax

a

y
a








 
 

Für x R  und y R  mit 0y  lässt sich nun auch der Ausdruck xy  sinnvoll definieren: 

 

   xyx exyy  )ln(lnexp . 

 

Beispielsweise ist 11 0)1ln(   xxx ee , und Werte wie 2  oder e2  machen einen Sinn. 

 
 

Für Ra  mit 0a  und 1a  heißt die zur Exponentialfunktion exp a  existierende Um-

kehrfunktion exp a

1

, die Logarithmusfunktion zur Basis a und wird mit log a  bezeichnet: 

 

 







)(log

  ,0 
:log

xx a
a

R
. 

 
 

Satz 5.5-4: 
 

Es sei Ra  mit 0a  und 1a . 

 
 (i) Die Logarithmusfunktion zur Basis a 

 

  
 







)(log

  ,0 
:log

xx a
a

R
 

 
  ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig und erfüllt die Funktionalglei-

chung 
 

    )(log)(loglog yxyx aaa  . 

../.. 
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 (ii) Es seien 0Rx  und 0Ry . Dann gilt 

 

  0)1(log a , 

  1)(log aa , 

  0)(log xa  für 1x , 0)(log xa  für 1x , 

    )(log)(loglog yxyx aaa  , 

    )(loglog xmx a
m

a   für jedes Zm , 

    xax
a log  und xa xa )(log . 

 
 
Die folgenden Abbildungen zeigen die Verläufe einiger Exponential- und 
Logarithmusfunktionen. 
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190 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

0,1 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7
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Die Exponential- und Logarithmusfunktionen zu unterschiedlichen Basen Ra  mit 0a  

und 1a  und Rb  mit 0b  und 1b  lassen sich ineinander umrechnen. 
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Satz 5.5-5: 
 

 Es seien Ra  und Rb  mit 0a , 1a , 0b  und 1b . 

 
 (i) Den Zusammenhang zwischen verschiedenen Exponentialfunktionen stellt die 

Gleichung 
   

     exp ( ) exp ( )
log ( ) log ( )

a b

a x x a
x x a bb b   bzw.    

   
  her. Verschiedene Exponentialfunktionen unterscheiden sich also durch potenzier-

te Werte. 
 
 (ii) Der Zusammenhang zwischen verschiedenen Logarithmusfunktionen wird durch 

die Gleichung 
   

  
)ln(

)ln(
)(log

)(log

1
)(log

a

x
x

a
x b

b
a   

   
  beschrieben. Verschiedene Logarithmusfunktionen unterscheiden sich also durch 

konstante Faktoren. 
 

 (iii)   )(loglog bxb a
x

a  . 

 
Die Herleitung dieser Gleichungen kann als gute Übung zum Umgang mit Exponential- und 
Logarithmusausdrücken angesehen werden: 
 
Zunächst wird der zweite Teil der Gleichung in (ii) gezeigt. Diese beschreibt, wie sich 

)(log xz a  mit Hilfe des natürlichen Logarithmus ausdrücken lässt. Aus )(log xz a  folgt 

nacheinander 
 

  xza exp  

  xza )ln(exp      (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a), 

)ln()ln( xza         (Übergang zur Umkehrfunktion, dem natürlichen Logarithmus), 

)ln(

)ln(
)(log

a

x
xz a  . 

 
Daraus folgt direkt der erste Teil der Gleichung in (ii): 
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)(log

1
)(log

)ln(

)ln(

)ln(

)ln(

)ln()ln(

)ln()ln(

)ln(

)ln(
)(log

a
x

a

b

b

x

ba

bx

a

x
x

b
ba 




 . 

 

Die letzte Gleichung entsteht durch Setzen von ax   und ba   in der Formel 

)ln(

)ln(
)(log

a

x
xa  . 

 
Gleichung (i) beschreibt, wie sich die Exponentialfunktion zur Basis a durch die Exponential-
funktion zur Basis b ausdrücken lässt. Dazu wird die Gleichung 
 

  yx
ba bayx    bzw. )(exp)(exp  

 
zunächst auf die ursprüngliche Definition zurückgeführt, dann nach y aufgelöst und die Glei-
chung in (ii) verwendet: 
 

    )exp(ln)exp(ln ybxa                           (Definition der Exponentialfunktion zur Basis a 

bzw. zur Basis b), 

ybxa  )ln()ln(                                            (Übergang zur inversen Funktion, dem natürli-

chen Logarithmus), 

xax
b

a
y b  )(log

)ln(

)ln(
                               (aus (ii)) 

       a
bbba

bxxax logexp)(logexp)(exp   (Satz 5.5-3 (ii)). 

 
Gleichung (iii) ist eine Verallgemeinerung der Gleichung in 5.5-4 (ii) auf alle reellen Zahlen. 
Mit der Gleichung aus (ii) ergibt sich: 
 

      
)(log

)ln(

)ln(

)ln(

)ln(expln

)ln(

ln
log bx

a

xb

a

xb

a

b
b a

x
x

a 





 . 

 

Im folgenden sei a  1. Die Exponentialfunktion zur Basis a steigt bei wachsendem x schnell 

an. Es gilt nämlich exp ( ) exp ( )a a
x xx a x a a a    1 1  bzw.   , d.h. bei Vergrößerung des 

Argumentwerts um 1 vergrößert sich der Funktionswert um den Faktor a. 
 
Hingegen wachsen die entsprechenden Logarithmusfunktionen sehr langsam. Es gilt nämlich 

 lim log ( ) log ( )
x

a ax x


  1 0 , d.h. obwohl die Logarithmusfunktion bei wachsendem Argu-

mentwert gegen   strebt, nehmen die Funktionswerte letztlich nur noch geringfügig zu: 
 
Es gilt nämlich wegen der Stetigkeit der Logarithmusfunktion (mit Satz 5.2-2): 
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  0)1(log
1

limlog
1

loglim)(log)1(loglim 













 















 


 a

n
aa

n
aa

n n

n

n

n
nn . 

 
 
Das Wachstumsverhalten der Exponential- und Logarithmusfunktionen im Vergleich mit 
Polynomen und Wurzelfunktionen zeigt der folgende Satz, dessen Beweis sich aus Überle-
gungen ergibt, die in Kapitel 5.7 angestellt werden. 
 
 

Satz 5.5-6: 
 

 Es sei 1 aa  R, . 

 

 (i) Es sei )(xp  ein Polynom. Dann gilt: 

   

  0
)(

lim 
 xx a

xp
,   

   
  d.h. die Exponentialfunktionen wachsen schneller als alle Polynome. 
 

 (ii) Für jedes Nm  ist 

   

  
 

0
)(log

lim 
 x

x m
a

x
. 

   
  Man sieht, dass selbst Potenzen von Logarithmusfunktionen im Verhältnis zu 

Polynomen (sogar zu Polynomen 1. Grades) langsamer wachsen. 
  

 (iii) Für jedes Nm  ist 

   

  0
)(log

lim 
 m

a

x x

x
. 

   
  Man sieht, dass Logarithmusfunktionen im Verhältnis zu Wurzelfunktionen lang-

samer wachsen. 
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Die folgende Tabelle zeigt fünf Funktionen h ii :R R  0 1 5,  ,  . . . ,   und einige ausgewählte 

(gerundete) Funktionswerte. 
 

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5 

i h xi ( )  hi ( )10  hi ( )100  hi ( )1000  

1 log ( )2 x  3,3219 6,6439 9,9658 

2 x  3,1623 10 31,6228 

3 x 10 100 1000 

4 x 2  100 10.000 1.000.000 

5 2 x  1024 1 1030,2676506   10 693  

 
 

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die fünf Funktionen h ii :R R  0 1 5,  ,  . . . ,  . Es sei 

y0 0  ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt für jede der fünf Funktionen x-Werte xi  mit 

h x yi i( )  0 . In der vierten Spalte sind diejenigen x-Werte xi  aufgeführt, für die 

 h x yi i  10 0  gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man xi  vergrößern muss, da-

mit der Funktionswert auf den 10-fachen Wert wächst. Wie man sieht, muss bei der 
Logartihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums der x-Wert stark vergrößert werden, 
während bei der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Stei-
gerung um ca. 3,3 erforderlich ist. 
 

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 

i h xi ( )  xi  mit h x yi i( )  0  xi  mit  h x yi i  10 0  

1 log ( )2 x  x1   x1

10
 

2 x  x2  100 2 x  

3 x x3  10 3 x  

4 x 2  x4   3162 4, x  

5 2 x  x5   x5 3 322,  

 
 
Die Logarithmusfunktion zu einer Basis B 1 gibt u.a. näherungsweise an, wieviele Ziffern 
benötigt werden, um eine natürliche Zahl im Zahlensystem zur Basis B darzustellen: 
 

Gegeben sei die Zahl n N  mit n  0 . Sie benötige m m n B ( , ) signifikante Stellen zur Dar-

stellung im Zahlensystem zur Basis B, d.h. 
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 n a B a B ai
i

i

m

i m    





0

1

10 1 0 mit  1,  ...,   und , . 

 

Es ist B n Bm m  1  und folglich m n mB  1 log ( ) . Daraus ergibt sich für die Anzahl der 

benötigten Stellen, um eine Zahl n im Zahlensystem zur Basis B darzustellen, 
 

   )1(log1)(log),(  nnBnm BB . 

 

Die Anzahl an Dezimalziffern zur Darstellung einer Zahl n beträgt demnach  log ( )10 1n  , 

an Binärziffern  log ( )2 1n   und an Sedezimalziffern  log ( )16 1n  . 

 
 
Die folgende Tabelle zeigt die Zusammenhänge an benötigten Stellen zur Darstellung einer 
Zahl n in den in der Informatik üblichen Zahlensystemen. 
 

 Stellenzahl im  
Dezimalsystem 

10B  
Binärsystem 

2B  

Sedezimalsystem 
16B  

m zwischen 

 c m10 2 3,    und  c m10 2,   

mit 

c10 2
10

1
2 3 3219281, log ( ) , 

 

Zwischen 

 c m10 16 1,    und  c m10 16, 

mit 

c10 16
10

1
16 0 830482, log ( ) , 

 
Zwischen 

 c m2 10 1,    und  c m2 10,   

mit c2 10 10 2 0 30103, log ( ) ,   

m m

4






 

zwischen 

 c m16 10 1,    und  c m16 10,   

mit 
c16 10 10 16 1, log ( ) ,20412   

4m m 

 

Hierbei ist  x  der nach oben auf die nächstgrößere ganze Zahl aufgerundete Wert von x und 

 x  der auf die nächstkleinere ganze Zahl abgerundete Wert von x. 

 
 

Werden zwei Zahlen N1n  und N2n  mit 21 nn   addiert, vergrößert sich u.U. die Stellen-

zahl der Summe im Vergleich zur Stellenzahl von 1n . Ohne die Logarithmusfunktion bemü-
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hen zu müssen, kann man die Stellenzahl der Summe 21 nn   im Verhältnis zur Stellenzahl 

von 1n  abschätzen: 

 

Die Zahl 1n  besitze m signifikante Stellen, d.h. 

 

  0 und 1 ..., 1, ,0mit  1

1

0
1  




 mi

m

i

i
i aBaBan . 

 

Der ungünstigste Fall liegt vor, wenn 1n  und 2n  möglichst groß sind, wenn also in 1n  alle Zif-

fern den Wert 1B  haben und 21 nn   ist. Dann ist 

 

1
1

1
)1()1()1(

1

0

1

0
1 




 








m
mm

i

i
m

i

i B
B

B
BBBBBn  und 

 

   211221  mmm BBBnn . 

 

Diese Zahl belegt (in der Darstellung im Zahlensystem zur Basis B) 1m  Stellen: 

 

B)(m-

BBBnn











 )2( )1( ... )1( 1

mal-1

21   
. 

 
Bei der Addition zweier natürlicher Zahlen nimmt also die Stellenzahl der Summe um höchs-
tens eine Stelle (bezüglich der Stellenzahl der größeren Zahl) zu. 
 
Bei der Multiplikation kann man eine ähnliche Betrachtung durchführen. Wieder liegt der un-

günstigste Fall vor, wenn 121  mBnn  ist. Dann ist 

 

    12121 22

21   mmmmm BBBBBnn . 

 
Diese Zahl hat folgende Darstellung im Zahlensystem zur Basis B: 
 


B

)(m-)(m-

BBBnn











 1  0 ... 0 )2( )1( ... )1(

mal-1mal-1

21   
, 

 

belegt also m2  viele Stellen. Bei der Multiplikation zweier natürlicher Zahlen verdoppelt 

sich die Stellenzahl also höchstens (bezogen auf die Stellenzahl der größeren Zahl). 
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5.6 Einführung in die Differentialrechnung 

 
Bei der Untersuchung des Kurvenverlaufs einer Funktion f ist es häufig notwendig zu wissen, 

wie sich der Wert von f x( )  ändert, wenn man sich von einem festen Wert x0  „um einen 

kleinen Betrag“ bis zum Wert x x 0  entfernt. Man vergleicht dabei die Änderung von 

 
y f x f x ( ) ( )0  

 
mit der Änderung von 
 
x x x  0  

 
und bildet den Differenzenquotienten 
 







y

x

f x f x

x x

f x x f x

x






 ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0 0 . 

 

Geht man „nahe genug“ an x0  heran, so wird bei vielen Funktionen der Differenzenquotient 

unabhängig von x  und beschreibt dann eine charakteristische quantitative Eigenschaft der 

Funktion f im Punkt x0 : die Steigung der Funktion f im Punkt x0  . 

 
 

f(x0+x)-f(x0) 

x

x0 x0+x

f(x0) 

f(x0+x) 

Sekante

Tangente in (x0, f(x0)) 

f(x) 
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Im folgenden sei wieder X  R  und f X:  R  eine Funktion. 

 

Die Funktion f X:  R  heißt an der Stelle x X0   differenzierbar, wenn der Grenzwert 

 

x

xfxxf
x 




)()(
lim 00

0
 

 

existiert. Dieser Grenzwert heißt Ableitung von f an der Stelle x0 . 

 
 

Übliche Schreibweisen für die Ableitung von f an der Stelle x0  sind: 

 

x

xfxxf
x 




)()(
lim 00

0
, 

 

lim
( ) ( )

x x

f x f x

x x


0

0

0

, 

 

df x

dx x x

( )

 0

, 

 

f x( )0 . 

 
 

Existiert dieser Grenzwert für jedes x X0  , so heißt f (nach x) differenzierbar. f x( )  ist ei-

ne Funktion von x. 
 
 
Der Differenzenquotient 
 

f x x f x

x

( ) ( )0 0 


 

 

gibt die durchschnittliche Veränderung im Intervall  x x x0 0,     an und ist von x0  und x  

abhängig. Er ist gleich der Steigung der Sekante zwischen den Punkten  x f x0 0, ( )  und 

 x x f x x0 0  , ( )  des Graphen von f. Nach dem Grenzübergang x  0 ist der Quoti-

ent gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt  x f x0 0, ( )  und ist nur 

von x0  abhängig. 
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Die Tangente an den Graphen von f im Punkt  x f x0 0, ( )  hat die Geradengleichung 

 

y x f x x x f xT ( ) ( ) ( ) ( )    0 0 0 . 

 

Im Punkt x x0    hat die Tangente also den Wert 

 

y x x f x x f xT ( ) ( ) ( )0 0 0      . 

 

Der Wert  f x x( )0   gibt also eine gute Näherung für die Veränderung von f von f x( )0  

bis zu f x x( )0   , wenn sich x0  um einen kleinen Wert x  ändert; diese Änderung ist pro-

portional zu x  (mit dem Proportionalitätsfaktor f x( )0 ). 

 

x

x0 x0+x

f(x0)

f(x0+x)

f’(x0)
. x

Tangente in
(x0, f(x0))

f(x)
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Satz 5.6-1: 
 
 Ist f X:  R  in x X0   differenzierbar, so ist f in x0  stetig. 

 
 Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, d.h. aus der Stetigkeit einer Funktion in ei-

nem Punkt x0  folgt i.a. nicht die Differenzierbarkeit in x0 . 

 

Hierzu ist nach Satz 5.2-1 zu zeigen, dass für jede Folge  xn nN
 mit lim

n
nx x


 0  auch 

lim ( ) ( )
n

nf x f x


 0  gilt. Es sei 0  und N0n , so dass für jedes Nn  mit 0nn   die Un-

gleichung  0xxn  gilt. Da f in x0  differenzierbar ist, existiert der Grenzwert 

lim
( ) ( )

x x

f x f x

x x


0

0

0

. Für Folgenglieder nx  mit 0nn   ist daher  
0

0 )()(

xx

xfxf

n

n




 beschränkt, 

etwa durch 0C . Es gibt N1n , so dass für jedes Nn  mit 1nn   die Ungleichung 

Cxxn  0  gilt. Für    , max 10 nnn   ist  00)()( xxCxfxf nn . Also gilt 

lim ( ) ( )
n

nf x f x


 0 .   

 
 
Ein Beispiel für eine Funktion, die überall stetig, aber nicht überall differenzierbar ist, ist die 
Betragsfunktion 
 

f
x x

:
R R






  . 

 
Es gilt 
 

lim
( ) ( )

lim
( )

lim
h

x
h h

f x h f x

h

f h

h

h

h

h

h


 

 
  

 
 


0

0
0 0

1 0

1 0

für 

für 
 

 

Der Grenzwert existiert also nicht, d.h. f ist in x0 0  nicht differenzierbar (aber stetig). 
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Satz 5.6-2: 
 
 Die Funktionen f X:  R  und g X:  R  seien differenzierbar. Dann gilt: 

 

 (i)  
dx

xdg
b

dx

xdf
axgbxfa

dx

d )()(
)()(  , 

    )()()()( xgbxfaxgbxfa  . 

  Hierbei sind a und b Konstanten, die insbesondere nicht von x abhängig sind. 
  

 (ii)  
dx

xdg
xfxg

dx

xdf
xgxf

dx

d )(
)()(

)(
)()(  , 

   f x g x f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )         

  (Produktregel) 
  

 (iii) Für g x( )  0 gilt: 

   
 

d

dx

f x

g x

df x

dx
g x f x

dg x

dx
g x

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )







 

  
2

, 

  
 

f x

g x

f x g x f x g x

g x

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )











    
2

 

  (Quotientenregel) 
 

 (iv)  d

dx
f g x

df y

dy

dg x

dx
y g x

( ( ))
( ) ( )

( )

 


, 

   f g x f g x g x( ( )) ( ( )) ( )
      

  (Kettenregel) 
 

 (v) Hat f die Umkehrfunktion f
1

 und ist  f x( )0 0  für x X0  , so ist für 

y f x0 0 ( ): 

  

  

0

0
)(

1
)(

1

xx

yy

dx

xdf
yf

dy

d







  , 

   f f x
f x












1

0
0

1
( )

( )
  . 
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Teil (i) lässt sich direkt aus der Definition der Differenzierbarkeit ableiten. 
 
Für Teil (ii) wird berechnet: 

   

.  
)()(

)()(
)()(

)()()()()()(

00
00

00

000000

x

xgxxg
xfxxg

x

xfxxf
x

xgxfxxgxxf

x

xgfxxgf


















 

Daher ist      
)()()()(

)()(
lim)( 0000

00

0
0 xgxfxgxf

x

xgfxxgf
xgf

x








. 

 
Der Nachweis für (iii) erfolgt in zwei Schritten: 

Mit  
)(

11

xg
x

g









 ist 

.  
)()(

)()(

1

)(

1

)(

1
)(

1
)(

1

00

00

00

00

x

xgxxg

xgxxg

x

xgxxg

x

x
g

xx
g



































 

Daher ist 
 

)(
)(

1
)(

1
)(

1

lim)(
1

02
0

00

0
0 xg

xgx

x
g

xx
g

x
g x



































. 

Im zweiten Schritt wird (ii) auf das Ergebnis des ersten Schritts angewandt: 

22

111

g

gfgf

g

gf

g

f

g
f

g
f

g
f

g

f 









































. 

 
Zum Nachweis von (iv) wird definiert: 

)( 00 xgy   und 

 

 












.   für 

für 
)(

)(

00

0
0

0
*

yyyf

yy
yy

yfyf
yf  

 

Es ist        yfyyyfyf *
00   bzw.        yfyyyfyf *

00  . 

       
       

    .  )()()(

)()()(

)()()()(

0
*

00

00
*

000

0000

xxgfxgxxg

xgfxxgfyxxgyf

xgfxxgfxgfxxgf





 

 

Damit ist 
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       

   
     .   

)()()(
lim

)()(
lim

00

0
*

0

0
*

00

0

00

0

xgxgf

yfxg

x

xxgfxgxxg

x

xgfxxgf
xx















 

 

Für (v) wird )( 0

1

1 yyfx 


 gesetzt. Dann ist gilt für 0y : 01 xx  .  

            . 
11

lim
1

limlim
)()(

lim
0

01

01

01

010
00

01

0

0

1

0

1

0 01 xf
xx

xfxf

xx

xfxfyyy

xx

y

yfyyf
xxyyy 


























 
 

Für einige grundlegende Beispiele soll die jeweilige Ableitung in einem Punkt 0x  des Defini-

tionsbereichs berechnet werden. Dazu wird entweder der Quotient 
x

xfxxf


 )()( 00  und 

dann der Grenzübergang 0x  vollzogen oder es werden die Regeln des Satzes 5.5-2 mit 

bereits bekannten Ableitungen verwendet. 
 
 
Beispiel: 
 

Für die durch nxxf )(  mit Nn  definierte Funktion ist 

 

 

also   ,

)()(

2

2
0

1

1
0

1

1
0

0
1

1
00

0
0

0

0000




















































































n

i

iin

i

n

n

i

iin

n
n

i

iinn

n
n

i

iin

nn

xx
i

n
xxn

xx
i

n
x

xxx
i

n
xx

x

xxx
i

n
x

xxx

x

xfxxf



 

 

1
0

00

0

)()(
lim 





 n

x
xn

x

xfxxf
 bzw. 
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  1
 nn xnx . 

 
 
Beispiel: 
 

Für die durch nn xxxf 1
1

)( 


 mit Nn  definierte Funktion ist nach Satz 5.6-2 (v) (da 

)(
1

xf


  die Umkehrfunktion zu der Funktion nxxf )(  des vorherigen Beispiels ist) mit 

 00 xfy  , d.h.   n yyfx 00

1

0 


, 

 

     
11

011
0

11
0

11
0

1

0

1
0

1 111111
)(
1

)(

0

0

























 n
nnnnn

n
n

xx

yy

y
nynynynynxn

dx

xdf
yf

dy

d

bzw. 
 

  1
1

1 1 



nn x

n
x . 

 
 
Beispiel: 
 

Für die durch qxxg )(  mit Qq  und 0q , etwa 
m

n
q   mit Nn  und 0Nm , defi-

nierte Funktion ist gemäß Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)): 
  

    1
11

11 1 





















m

n
nmnmnm

n

m

n

x
m

n
xnx

m
x

dx

d
x

dx

d
x  . 

 
 
Beispiel: 
 

Die Berechnung der Ableitung der Exponentialfunktion xex )exp(  erfolgt wieder direkt 

über die Definition der Ableitung. Dazu zunächst eine Vorbemerkung: Gemäß Satz 5.1-12 ist 

für einen kleinen Wert x : 

 

)(1)(
!

)exp( 22

1

0

xRxxR
i

x
x

i

i




 


 mit 
2

2

2 !2

2
)( x

x
xR 


 . 
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Damit ist 
 

             
x

x
x

x

xxx

x

xxx











 1exp

exp
expexpexpexpexp

0
0000 ,  

 
und der Grenzübergang ergibt 
 

       

   

   

  .
)(

lim1exp

)(
limexp

1exp
limexp

1exp
explim

expexp
lim

2

0
0

2

0
0

0
0

0
0

00

0








































x

xR
x

x

xRx
x

x

x
x

x

x
x

x

xxx

x

x

x

xx

 

Wegen x
x

xR



 )(2  folgt damit 

 

    )exp()exp( xeex xx 


 . 

 

Wegen   xaax  lnexp  ist mit der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)): 

 

         x
a aaaxaxax  )ln()ln(lnexplnexp)(exp . 

 
 
Beispiel: 
 
Die Ableitung des natürlichen Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wird 
wieder mit Hilfe von Satz 5.6-2 (v) berechnet: 
 

Es sei  00 exp xy  , d.h.  00 ln yx  . 

 

  00

1 1

exp

1
)exp(

1
)(exp

0

0
yx

dx

xd
y

dy

d

xx

yy









, also 

 

 
x

x
1

)ln(  . 

 

Die Ableitung der Logarithmusfunktion zu einer Basis 1a  lautet nun 
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 
xaa

x
xa 














)ln(

1

)ln(

)ln(
)(log . 

 
 
Beispiel: 
 

Es kann nun auch die Ableitung der durch rxxh )(  mit Rr  bestimmten Funktion ermittelt 

mit Hilfe der Kettenregel (Satz 5.6-2 (iv)) werden: 
 

    1)ln()ln( 11  



 rrrxrxr xr

x
xr

x
reex . 

 
 
Beispiel: 
 

Die durch  xxxk 1)( 2   gegebene Funktion hat die Eigenschaft, dass x sowohl in der „Ba-

sis“ als auch im Exponenten vorkommt. In diesem Fall wendet man den Trick des Logarith-
mierens mit Satz 5.5-5 (iii) an: 
 

   1ln)(ln 2  xxxk ; 

 
die Ableitung der linken Seite lautet: 
 

    
)(

)(
)(ln

xk

xk
xk


 , 

 
die Ableitung der rechten Seite lautet: 
 

    
1

2
1ln11ln

2
22








x

x
xxxx ; 

 

beide Seiten werden gleichgesetzt und die entstandene Gleichung nach  )(xk  aufgelöst: 

 

   
1

2
1ln

)(

)(
2

2
2







x

x
x

xk

xk
, 

      











1

2
1ln1)(

2

2
22

x

x
xxxk

x
. 
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Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse der Beispiele zusammen. 
 
 

f x( )  f x( )  

Rrxr  ,  1 rxr  

c = const. 0 





n

i

i
i xa

0

 



n

i

i
i xai

0

1  

1
x n   

n
x n 1  

h x( )  h x

h x

( )

( )2
 

ln( ) log ( )x xe  1
x  

ln( ( ))h x  h x

h x

( )

( )
 

log ( )a x  

)ln(

1

ax 
 

ex  ex  

a x , a > 0, a = const. a ax  ln( )  

eh x( )   h x eh x( ) ( )  

a h x( ) , a > 0, a = const.   h x a ah x( ) ln( )( )  

 
 

Die Funktion f X:  R  sei differenzierbar (und damit auch stetig). Dann ist  f X: R  

ebenfalls eine Funktion, die aber nicht unbedingt differenzierbar oder stetig sein muss. Ist sie 
jedoch differenzierbar, so kann man 
 

df x

dx

( )
 

 
bilden und nennt dieses die 2. Ableitung von f. 
 
Allgemein werden Ableitungen höherer Ordnung wie folgt definiert:  
 
Es ist 
 

f x f x( ) ( ) ( )0  ; 



208 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

 

ist die )1( n -te Ableitung der Funktion f X:  R  im Intervall I X  differenzierbar, so ist 

die n-te Ableitung von f gegeben durch 
 

f x
d

dx
f xn n( ) (( ) ( ) 1) . 

 
Existieren für f alle Ableitungen bis zur n-ten Ableitung, so heißt f n-mal differenzierbar. 
 
 
Beispiel: 
 

Für die durch xexxf )(  definierte Funktion lauten die ersten beiden Ableitungen: 

 

  xxx exexexf  11)( , 

    xxx exexexf  211)( . 

 

Zu vermuten ist, dass die n-te Ableitung   xn exnxf )()(  lautet. Für ,2 1 ,0n  stimmt 

dieses, und die Vermutung gelte für 2n . Die  1n -te Ableitung ist dann 

 

       xxxxn exnexneexnxf 


 11)()1( , d.h. 

 

die Vermutung gilt für jedes Nn . 

 
 
Beispiel: 
 

Für das Polynom mxxp )(  lauten alle Ableitungen: 

 

     










. für 0

für 1 ... 1
)(

mn

mnxnmmm
xp

nm
n  

 
 
Ableitungen höherer Ordnung werden insbesondere zur Untersuchung des Kurvenverlaufs 
von Graphen zu reellen Funktionen (Kurvendiskussion) eingesetzt. Diesem Thema ist der 
Rest des Kapitels gewidmet. 
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Die Funktion f X:  R  hat an der Stelle x X0   ein (lokales) Maximum, wenn es eine  -

Umgebung               , 0000   xxxxxxxxU  von x0  gibt, so dass für alle  

  ,0xUx  mit x x 0  gilt: f x f x( ) ( ) 0 . 

 
 

Die Funktion f X:  R  hat an der Stelle x X0   ein (lokales) Minimum, wenn es eine  -

Umgebung               , 0000   xxxxxxxxU  von x0  gibt, so dass für alle  

  ,0xUx  mit x x 0  gilt: f x f x( ) ( ) 0 . 

 
 
Unter einem (lokalen) Extremwert versteht man ein lokales Maximum oder ein lokales Mi-
nimum. 
 
 

Satz 5.6-3: 
 
 Die Funktion f X:  R  sei in einer  -Umgebung 

                , 0000   xxxxxxxxU  von x X0   differenzierbar. Hat f 

in 0x  einen lokalen Extremwert, so ist 0)( 0  xf . 

 
Diese Aussage lässt sich wie folgt beweisen: 

Der Extremwert sei ein Maximum. Dann gilt für Xx  mit 00 xxx  : 00  xx  und 

0)()( 0  xfxf , also 0
)()(

0

0 



xx

xfxf
. Für Xx  mit  00 xxx  ist 00  xx  und 

0)()( 0  xfxf , also 0
)()(

0

0 



xx

xfxf
. Da f  bei 0x  differenzierbar ist, existiert der Grenz-

wert 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




 und ist gleich )( 0xf  . Es ist   0
)()(

lim
0

0
0

0

0







 xx

xfxf
xf

xx
xx

 und 

  0
)()(

lim
0

0
0

0

0







 xx

xfxf
xf

xx
xx

, also 0)( 0  xf . 

 
 
Ist X ein Intervall, dann gilt die Aussage des Satzes 5.6-3 nur für innere Punkte von X, bei de-
nen die Funktion differenzierbar ist. Kandidaten für Extremwerte sind daher: 
 

 die Randpunkte von X 

 die inneren Punkte von X; hier ist die erste Ableitung gleich 0 
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 die Punkte von X, in denen die Funktion nicht differenzierbar ist. 
 
 

Satz 5.6-4: 
 

 Die Funktion   Rbaf  ,:  sei stetig und in  ba  ,  differenzierbar. Weiterhin gelte 

0)()(  bfaf . Dann gibt es ein  bax  ,0   mit 0)( 0  xf . 

 

Für konstantes f ist die Aussage klar. Ansonsten besitzt f in  ba  ,  einen lokalen Extremwert 

bei  bax  ,0  , für den nach Satz 5.6-3 0)( 0  xf  gilt.  

 
 

Satz 5.6-5: (Mittelwertsätze der Differentialrechnung) 
 

 (i) Die Funktion   Rbaf  ,:  mit ba   sei stetig und in  ba  ,  differenzierbar. 

Dann gibt es ein  bax  ,0   mit 

  
ab

afbf
xf




 )()(
)( 0 . 

 

 (ii) Die Funktionen   Rbaf  ,:  und   Rbag  ,:  mit ba   seien stetig und in 

 ba  ,  differenzierbar, und es gelte 0)(  xg  für  bax  , . Dann gibt es ein 

 bax  ,0   mit 

     agbg

afbf

xg

xf






 )()(

)(

)(

0

0 . 

 

Teil (i) ist ein Spezialfall von Teil (ii), nämlich mit   xxg  . 

 
Teil (ii) folgt aus Satz 5.6-4: 

Zunächst ist     0 agbg ; denn sonst gäbe es nach Satz 5.6-4 ein  bax  ,0   mit 0)( 0  xg .  

Für die Funktion   Rbah  ,:  mit         agbg

afbf
agxgxfxh





)()(

)()(  gilt )()( afah   

und             ahaf
agbg

afbf
agbgbfbh 





)()(

)()( . Daher gibt es  bax  ,0   mit 

0)( 0  xh . Es ist      agbg

afbf
xgxfxh




 )()(
)()( , also    agbg

afbf

xg

xf






 )()(

)(

)(

0

0 .  
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Bemerkung: Den Wert  bax  ,0   kann man in der Form  abax  0  mit 10    

schreiben. Dann lautet die Formel in Satz 5.6-5 (i): 

  
ab

afbf
abaf




 )()(  mit 10   , und äquivalent 

    
ba

bfaf
babf




 )()(
1   mit 110   . Die Voraussetzung ba   

kann entfallen: Man setzt abh   und erhält für einen Wert   mit 10   : 

   hafhafhaf  )(  mit 0h  (positiv oder negativ). Damit lässt 

sich die Aussage in Satz 5.6-5 (i) folgendermaßen formulieren: 
 

Es sei   R10  ,: xxf  mit 10 xx   stetig und in  10  , xx  differenzierbar. Es gelte 

 10  , xxa  und  10  , xxha   mit 0h . Dann gibt es einen Wert   mit 

10    und    hafhafhaf  )( . 

 
Die Formel in Satz 5.6-5 (ii) lautet entsprechend: 

     
   haf

hag

aghag
afhaf 




 


)(  mit 10   . 

 
 

Satz 5.6-6: 
 
 Ist die Funktion f X:  R  im Intervall I X  differenzierbar, so sind folgende Aussa-

gen (a) und (b) gleichbedeutend: 
 
 (a) f ist in I monoton fallend (bzw. steigend).  
 und 

 (b) Für jedes x I  gilt  f x( ) 0  (bzw.  f x( ) 0 ). 

 
Für „monoton fallend“ kann man wie folgt argumentieren: 

Für x I  und Ixx   ist  








0für 0

0für 0
)(

x

x
xfxxf . Daher ist 

 
 

0
)(

lim)(
0







 x

xfxxf
xf

x
. 

  

Es gelte umgekehrt  f x( ) 0  für jedes x I . Es seien Ix 1  und Ix 2  mit 21 xx  . Dann 

gibt es gemäß Satz 5.6-5(i) ein Ix 0  mit 201 xxx   und 0
)()(

)(
12

12
0 





xx

xfxf
xf . Daher 

ist 0)()( 12  xfxf  bzw. )()( 12 xfxf  , d.h. f ist monoton fallend.  
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Satz 5.6-7: 
 

 Es seien f X:  R  und  RXg :  im Intervall I X  differenzierbare Funktionen. 

 

 (i) Gilt 0)(  xf  für jedes x I , dann ist f auf I konstant. 

  

 (ii) Es gelte )()( xgxf   für jedes x I . Dann gibt es eine Konstante RC  mit 

Cxgxf  )()(  für jedes x I . 

 
Für (i) argumentiert man wieder mit Satz 5.6-5: 

Angenommen f ist auf I nicht konstant. Dann gibt es Ix 1  und Ix 2  mit 21 xx   und 

   21 xfxf  . Gemäß Satz 5.6-5(i) gibt es ein Ix 0  mit 201 xxx   und 

12

12
0

)()(
)(

xx

xfxf
xf




 . Da nach Voraussetzung 0)( 0  xf  gilt, folgt aber    21 xfxf  .  

 

Teil (ii) folgt aus (i); denn die Funktion gf   hat die Ableitung 0. 

 
 
Zu Beginn des Kapitels 5.2 wird der Begriff Konvexität bzw. Konkavität einer Funktion auf 
einem Intervall I eingeführt. Anschaulich bedeutet Konvexität einer Funktion f, dass der 
Graph der Funktion mit wachsenden x-Werten linksgekrümmt ist. Das besagt, dass die Stei-

gung der Tangente an den Graphen in jedem Punkt  )( , xfx , d.h. die Ableitung )(xf  , mo-

noton wächst. Entsprechend bedeutet Konkavität, dass die Ableitung )(xf   monoton fällt. 

Ähnlich wie bei Satz 5.6-6 kann man die Aussagen des folgenden Satzes begründen. 
 
 

Satz 5.6-8: 
 
 Ist die Funktion f X:  R  im Intervall I X  zweimal differenzierbar, so sind folgen-

de Aussagen (a) bis (c) gleichbedeutend: 
 
 (a) f ist in I konvex (bzw. konkav).  
 und 

 (b) Die Ableitung f x( )  ist in I monoton steigend (bzw. monoton fallend). 

 und 

 (c) Für jedes x I  ist  f x( ) 0  (bzw.  f x( ) 0 ). 
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Beispiel: 
 
Zu untersuchen ist das Krümmungsverhalten des durch  
 

35

10

1
)( xxxp   

 
definierten Polynoms. Seine zweite Ableitung lautet  
 

 3262)( 23  xxxxxp . 

 
Es ist 
 

0)(  xp  genau dann wenn    030 2  xx  oder    030 2  xx  gilt. Im ersten 

Fall gilt       330  xxx , also 3x . Im zweiten Fall ist 

    330  xx , also 03  x . Für 3x  oder für 03  x  ist also p 

konkav, für alle übrigen Bereiche konvex. 
 
 

Die Funktion f X:  R  hat an der Stelle xW  einen Wendepunkt, wenn es  -Umgebung 

              ,   WWWW xxxxxxxxU  von xW  gibt, so dass f für jedes 

  ,WxUx  mit x x xW W    streng konvex und für jedes   ,WxUx  mit 

x x xW W     streng konkav ist bzw. für jedes   ,WxUx  mit x x xW W    streng 

konkav und für jedes   ,WxUx  mit x x xW W     streng konvex ist. 

 
 
Aus der Definition und Satz 5.6-8 folgt unmittelbar: 
 

Satz 5.6-9: 
 
 Die Funktion f X:  R  sei in einer  -Umgebung 

                , 0000   xxxxxxxxU  von x X0   zweimal differenzier-

bar. Hat f in 0x  einen Wendepunkt, so ist 0)( 0  xf . 

 
 

Bei der Untersuchung des Funktionsverlaufs einer Funktion f X:  R  einem Intervall I 

(Kurvendiskussion) sind meist folgende Werte von Interesse: 
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 der Definitonsbereich (ist f für alle Ix  definiert?) 

 die Nullstellen von f in I 

 die Unstetigkeitsstellen von f in I 

 die Stellen, an denen f differenzierbar ist 

 die Extremwerte von f in I 

 die Wendepunkte von f in I 

 das Krümmungsverhalten (konvex/konkav) von f in I 
 
Zur Untersuchung der Extremwerte reicht es nicht aus, allein diejenigen Werte x zu bestim-

men, für die 0)(  xf  gilt. Gemäß Satz 5.6-3 hat wohl bei einem Extremwert die erste Ablei-

tung den Wert 0, aber nicht jedes x mit 0)(  xf  ist ein Extremwert, wie folgendes Beispiel 

zeigt: 
 

Für die Funktion f mit 3)( xxf   gilt 0)0( f , aber bei 0 liegt kein Extremwert, sondern ein 

Wendpunkt (mit waagerechter Tangente) vor. 
 
Entsprechend reicht es zur Untersuchung der Wendepunkte nicht aus, allein diejenigen Werte 

x zu bestimmen, für die 0)(  xf  gilt. Gemäß Satz 5.6-9 bei einem Wendepunkt die zweite 

Ableitung den Wert 0, aber nicht jedes x mit 0)(  xf  ist ein Wendpunkt, wie folgendes Bei-

spiel zeigt:  
 

Für die Funktion f mit 4)( xxf   gilt 0)0( f , aber bei 0 liegt kein Wendepunkt, sondern 

Extremwert vor. 
 
Der folgende Satz, der hier ohne Beweis angeführt wird, gibt Auskunft über die Bestimmung 
von Extremwerten und Wendepunkte. 
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Satz 5.6-10: 
 
 Die Funktion f X:  R  sei an der Stelle x X0   mindestens n-mal differenzierbar. 

 
 Ist 
 

 f x k nk( ) ( )0 0 1 1    für  ,  . . . ,   und 

 f xn( ) ( )0 0 , 

 und ist n gerade, 
 

 so hat f an der Stelle 0x  einen Extremwert, und zwar ein (lokales) Maximum, wenn 

f xn( ) ( )0 0  ist bzw. ein (lokales) Minimum, wenn f xn( ) ( )0 0  ist. 

 
 Ist 
 

 f x k nk( ) ( )0 0 2 1    für  ,  ... ,   und 

 f xn( ) ( )0 0  

 und ist n ungerade, 
 
 so hat f an der Stelle  einen Wendepunkt; die Krümmung wechselt von konvex nach 

konkav, wenn f xn( ) ( )0 0  ist; sie wechselt von konkav nach konvex, wenn 

f xn( ) ( )0 0  ist. Gilt zusätzlich  f x( )0 0 , so liegt ein Wendepunkt mit waagerechter 

Tangente (Sattelpunkt) vor. 

 
 
Das folgende Beispiel untersucht den Kurvenverlauf des Graphen zum Polynom, das durch 
 

12,0)( 35  xxxp  

 
definiert wird. Die Ableitungen lauten: 
 

24 3)( xxxp  , 

xxxp  64)( 3 , 

612)( 2  xxp , 
  xxp  24)(4 , 
  24)(5 xp , 
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  0)(6 xp . 

 

Die erste Ableitung )(xp  hat die Nullstellen 01,0 x , 32,0 x , 33,0 x . Diese Werte 

werden in die höheren Ableitungen eingesetzt: 
 

    001,0  pxp ,     601,0  pxp , also liegt hier ein Wendeüunkt mit waagerechter 

Tangente (Sattelpunkt) vor. 
 

    03632,0  pxp , also liegt hier ein lokales Minimum vor. 

 

    03633,0  pxp , also liegt hier ein lokales Maximum vor. 

 

Die Nullstellen der zweiten Ableitung lauten 01,04,0  xx , 235,0 x , 236,0 x . Die 

Werte 5,0x  und 6,0x  in die dritte Ableitung eingesetzt ergeben     126,05,0  xpxp . Es lie-

gen also an diesen Werten Wendepunkte vor. 
 

 

5.7 Die Regeln von de l’Hospital 

 
Häufig sind Grenzwerte der Form 
 
lim ( )
x x

f x
 0

 

 
zu berechnen, wobei 
 

f x
g x

h x
( )

( )

( )
  und lim ( ) lim ( )

x x x x
g x h x

 
 

0 0

0  

 

gelten. Hierbei muss 0x  nicht im Definitionsbereich von f liegen bzw. es wird auch   anstel-

le von 0x  zugelassen. In diesen Fällen sind die folgenden Sätze von Bedeutung (Regeln von 

de l'Hospital, 1661-1704): 
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Satz 5.7-1: 
 

 Gegeben seien die Funktionen g X:  R  und h X:  R , X  R . Für R0x  und 

0  bezeichne U
~

 die Menge   00   xxx  ( -Umgebung von 0x  mit Aus-

nahme von 0x ) bzw. das Intervall  0   xxax   bzw. das Intervall  bxxx 0   , 

wobei für a oder b die reelle Zahl   oder auch   stehen können. Die Funktionen g und 

h seien in U
~

 definiert und (n + 1)-mal differenzierbar. Ferner gelte 

 

 (*) 0)(lim ... )(lim)(lim 0
)(

~
0

~
0

~ 000











xgxgxg n

Ux
xx

Ux
xx

Ux
xx



, 

  0)(  und  0)(lim ... )(lim)(lim )1(
0

)(

~
0

~
0

~ 000

 










xhxhxhxh nn

Ux
xx

Ux
xx

Ux
xx



 für Ux
~ . 

 
 Dann gilt: 
 

 Existiert 
)(

)(
lim

)1(

)1(

~ 0 xh

xg
n

n

Ux
xx 








, dann ist  

 
)(

)(
lim

)(

)(
lim ... 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)1(

)1(

~
)(

)(

~~~ 0000 xh

xg

xh

xg

xh

xg

xh

xg
n

n

Ux
xxn

n

Ux
xx

Ux
xx

Ux
xx 






















  . 

 

 Es werden also Zähler- und Nennerfunktion getrennt abgeleitet. 

 

Die Gültigkeit des Satzes soll hier für 0n  gezeigt werden. Durch wiederholte Anwendung 

folgt dann die im Satz formulierte allgemeine Aussage. 
 

Setzt man    







0

0

für 

für 0

xxxg

xx
xG  und    








0

0

für 

für 0

xxxh

xx
xH , dann folgt mit Satz 5.6-

5(ii) (und den anschließenden Bemerkungen): 

 
 

   
   

  
  00

00

0

0

xxxH

xxxG

xHxH

xGxG

xH

xG












 für einen Wert   mit 10   . Mit 0xx   geht 

  000 xxxx   . Daher ist 

 
   

 

  
   )(

)(
limlimlim

)(

)(
lim

~00

00

~~~ 0

00

00000 xh

xg

xxxH

xxxG

xH

xG

xh

xg

Ux
xx

Uxxx
xxxx

Ux
xx

Ux
xx 



























. 
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Beispiele: 
 

n
xn

x

x n

x

n

x






 

 1
lim

1

1
lim

1

11
. 

Dieses Ergebnis erhält man natürlich auch aus der Gleichung aus Satz 5.3-1: 

  





1

0

11
n

i

in xxx , also nx
x

x n

i

i

x

n

x



 






1

0
11

lim
1

1
lim . 

 

1
1

lim
1

lim
00






x

x

x

x

e

x

e
. 

Auch dieses Ergebnis lässt sich anders erzielen: 

  













1

1

10 !
1

!
1

!
exp

i

i

i

i

i

i
x

i

x
x

i

x

i

x
xe  und 

   
 
























10

1

1

!1
1

!1
!1

i

i

i

i
i

i

x

i

x

i

x

x
i

x
x

x

e
, also   1

!1
1lim

1
lim

1
00












 






i

i

x

x

x i

x

x

e
. 

 
 

Satz 5.7-1 gilt auch für Grenzwerte der Form 
)(

)(
lim

xh

xg
x 

 und 
)(

)(
lim

xh

xg
x 

 (hier nur für den ersten 

Fall formuliert): 
 

Satz 5.7-2: 
 
 Gegeben seien die Funktionen g X:  R  und h X:  R , X  R . Sie seien im Intervall 

  xaxI     für eine reelle Zahl a definiert und (n + 1)-mal differenzierbar. Fer-

ner gelte 
 

 (*) 0)(lim ... )(lim)(lim 0
)(

00 


xgxgxg n

xxx
, 

  0)(  und  0)(lim ... )(lim)(lim )1(
0

)(
00  


xhxhxhxh nn

xxx
 für Ix . 

 
 Dann gilt: 
 

 Existiert 
)(

)(
lim

)1(

)1(

xh

xg
n

n

x 




, dann ist  

 
)(

)(
lim

)(

)(
lim ... 

)(

)(
lim

)(

)(
lim

)1(

)1(

)(

)(

xh

xg

xh

xg

xh

xg

xh

xg
n

n

xn

n

xxx 









   . 
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Die Aussage des Satzes (hier nur wieder für 0n  ausgeführt) erhält man, indem man die Va-

riablentransformation xt 1  durchführt. Ein Grenzübergang x  entspricht dann einem 

Grenzübergang 0t  mit 0t : 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
  .   lim

1

1
lim

1

1
lim

1)-5.7 Satz (gemäß           
1

1
lim

1

1
lim

)(

)(
lim

0
02

2

0
0

0
0

0
0

xh

xg

th

tg

tth

ttg

th
dt

d

tg
dt

d

th

tg

xh

xg

x
t
t

t
t

t
t

t
tx

































 

 
 

Die hier zitierten Sätze stehen für den „Fall 0/0“. Sie gelten auch, wenn die Bedingung (*) 

durch 
 

 (**) 









)(lim ... )(lim)(lim 0
)(

~
0

~
0

~ 000

xgxgxg n

Ux
xx

Ux
xx

Ux
xx



, 

  0)(  und  )(lim ... )(lim)(lim )1(
0

)(

~
0

~
0

~ 000

 










xhxhxhxh nn

Ux
xx

Ux
xx

Ux
xx



 für Ux
~ . 

 
ersetzt wird („Fall  / “). 
 
 
Die Regeln von de l'Hospital ermöglicht auch die Berechnung unbestimmter Ausdrücke der 

Art   , , , ,    0 1 00 0 . Diese werden zunächst so umgeformt, dass der „Fall 0/0“ oder 

der „Fall  / “ entsteht. Die folgende Tabelle gibt die Umformungen auf den „Fall 0/0“ an: 
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Typ Funktion Umformung „Fall 0/0“ 

  g x h x( ) ( )  - 1 1

1 1

h x g x

h x g x

( ) ( )

( ) ( )




 

  g x h x( ) ( )  Exponentieren 1

1

e

e

h x

g x

( )

( )
 

0    g x h x( ) ( )  - g x

h x

( )

( )1
 

1  )()( xhxg  Logarithmieren ln( ( ))

( )

g x

h x1
 

 0  g x h x( ) ( )  Logarithmieren h x

g x

( )

ln( ( ))1
 

00  g x h x( ) ( )  Logarithmieren h x

g x

( )

ln( ( ))1
 

 
 
Beispiel: 
 

Es soll   x
x

x
1

0
1lim 


 bestimmt werden. Dieser Grenzwert ist vom Typ „1 “ mit den Funktio-

nen xxg  1)(  und xxh 1)(  .  Logarithmieren der gesamten Funktion ergibt  

 

   
x

x

xh

xg
xgxhxg xh )1ln(

)(1

))(ln(
)(ln)()(ln )( 

 . 

 
Jetzt liegt der „Fall 0/0“ vor: 

 
1

1
1

1
lim

)1ln(
lim

00





x
x

x
xx

; 

 
die Logarithmierung wird durch Exponentiation wieder rückgängig gemacht, also 
 

  eex x
x




11

0
1lim . 
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Beispiel: 
 

In Satz 5.5-6 (ii) wird formuliert, dass für jedes a R  mit 1a  und jedes Polynom )(xp  

 

0
)(

lim 
 xx a

xp
 

 
gilt. Mit Hilfe der Regeln von de l’Hospital für den „Fall  / “ lässt sich dieses verifizieren: 
 

Es sei )(xp  ein Polynom vom Grade n, d.h. 



n

i

i
i xaxp

0

)(  mit 0na . Es erfolgt eine Be-

schränkung auf den Fall 0)( xp , so dass in der Limesbetrachtung auf die Betragsstriche 

verzichtet werden kann. Dann ist 
 

  

    
0

)ln(

!
lim

)(
lim

)(
lim 





 nx

n

xnx

n

xxx aa

an

a

xp

a

xp
. 

 
 
Beispiel: 
 

In Satz 5.5-6 (ii) wird formuliert, dass für jedes a R  mit 1a  und Nm   

 

 
0

)(log
lim 

 x

x m
a

x
 

 
gilt. Dieser Grenzwert ist ebenfalls ein Beispiel für den „Fall  / “; er wird verifiziert durch  
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5.8 Das Newton-Verfahren 

 
Bei der Lösung von Gleichungen kommt es häufig vor, dass eine explizite Auflösung nach 
der unbekannten Größe nicht möglich ist. Man ist dann an einer numerischen Lösung interes-
siert. Ähnliche Probleme ergeben sich bei der numerischen Bestimmung von Nullstellen von 
Funktionen. 
 
 

Gegeben sei eine Funktion f X:  R , die auf einem Intervall  I a b I X , ,   mindestens 

zweimal differenzierbar mit stetiger 2. Ableitung ist. Außerdem seien folgende Bedingungen 
1. bis 4. erfüllt: 
 

1. f a f b( ) ( )  0, d.h. f hat im Intervall I eine Nullstelle (das ergibt sich aus der Stetigkeit 

von f und der Tatsache, dass f im Intervall I das Vorzeichen wechselt, sie Satz 5.2-3(i)). 
   

2.  f x( ) 0  für jedes x I , d.h. die Nullstelle ist eindeutig (da in I kein Extremwert von f 

existiert). 
 

3.    f x f x( ) ( )0 0 oder für jedes x I , d.h. f ist entweder konkav oder konvex auf I. 

 

4. Bezeichnet c denjenigen Endpunkt von  a b, , für den f x( )  kleiner ist als am anderen 

Endpunkt, so gilt 
 

 
f c

f c
b a

( )

( )
  . 

 
Die Bedingung sichert die Konvergenz des Verfahrens. 

 
 
Gesucht wird eine Lösung der Gleichung 
 

f x x I( )  0  mit . 

 
Bei diesen Voraussetzungen über f approximiert das folgende Verfahren die gesucht Lösung 

x I0   (für die dann f x( )0 0  gilt): 

 

Man wählt einen beliebigen Punkt a I0  . 

Man berechnet für n = 0, 1, 2, ... 
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a a
f a

f an n
n

n
  

1

( )

( )
, 

 

bis sich aufeinanderfolgende Werte von an1  und an  nur noch „wenig“ unterscheiden (weni-

ger als eine vorgegebene Genauigkeitsschranke). 
 

Die so definierte Folge  an nN
 approximiert die gesuchte Lösung x I0   der Gleichung 

f x( )  0 . 

 

Anschaulich lässt sich das Verfahren wie folgt darstellen. Nach Wahl von 0a  konstruiert man 

die Tangente im Punkt   00  , afa  an den Graphen von f. Die Tangenten besitzt die Gleichung 

       000 afaxafxyT  . Der Wert 1a   ist der Schnittpunkt dieser Tangente mit der x-

Achse. Mit diesem Wert (anstelle von 0a ) iteriert man das Verfahren. 

 
 
Beispiele: 
 

Zur Bestimmung der Quadratwurzel c  einer reellen Zahl c > 0 wählt man 

 

f x x c( )  2 . 

 

Die Folge  an nN
 lautet hierbei: 

 

.  , 
2

1

,2

1

0

N











 n
a

c
aa

ca

n
nn

 

 

Zur Bestimmung der beliebigen Wurzel c ck k
1

 mit k  N 0  einer reellen Zahl c > 0 wählt 

man 
 

f x x ck( )   . 

 

Die Folge  an nN
 lautet hierbei: 

 

.  , 
1

+
1

1

,beliebig  0

k-1
1

0

N





 



 nac
k

a
k

a

a

nnn
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Zur Berechnung des inversen Werts 1
c  einer reellen Zahl c > 0 sind keine Divisionen erfor-

derlich: Man wählt  
 

f x
x

c( )  
1

. 

 

Die Folge  an nN
 lautet hierbei: 

 

.  , )2(

),(Schätzung 20mit  beliebig 

1+

1
00

N
 

nacaa

caa

nnn

 

 
Das Newton-Verfahren ist robust gegen Rundungsfehler. Ein Iterationsschritt im Verfahren, 

d.h. die Berechnung eines weiteren Werts an1 , verwendet nur den Wert an  und nicht vorhe-

rige Werte, etwa an1 , an2 , ..., a0 . Der Wert  an1  hängt also nur von an  ab. Derartige „ein-

stellige“ Iterationsverfahren haben den Vorteil, dass sich Rundungsfehler nicht akkumulieren. 
 
Außerdem zeigt das Newton-Verfahren ein gutes Konvergenzverhalten („quadratische Kon-
vergenz“), d.h. nach wenigen Iterationsschritten bekommt man bereits eine gute Näherung an 
die gesuchte Lösung. 
 
 
Beispiel: 
 

Es wird eine Nullstelle der durch 52)( 23  xxxxf  gegebenen Funktion gesucht. Es ist 

223)( 2  xxxf  und 26)(  xxf . Als „Suchintervall“ für eine Nullstelle kann 

 I   2 1,   genommen werden. Hierfür sind alle obigen Bedingungen 1. bis 4. erfüllt. Als 

Startwert der Iteration wird a0 15  ,  gewählt. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis nach 

dem Newton-Verfahren nach 6 Iterationsschritten (ermittelt mit einem Tabellenkalkulations-
programm). Zusätzlich ist das Ergebnis angegeben, das das Tabellenkalkulationsprogramm 
mit der eingebauten „Berechne-für“-Funktion bei 100 Iterationen liefert. Offensichtlich ist 
hier das Newton-Verfahren bei weitem überlegen. 
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n an  f an( )  f an( ) 

 0 − 1,5 − 3,625 11,75 

 1 − 1,1914893617021 − 0,49411980004431 8,6419194205523 

 2 − 1,1343122722156 − 0,014768016090808 8,1286175371279 

 3 − 1,1324954791357 − 1,4526940122457 .  10-05 8,1126289890596 

 4 − 1,1324936884782 − 1,4100025400726 .  10-11 8,1126132402848 

 5 − 1,1324936884764 − 7,6501305290577 .  10-16 8,1126132402696 

 6 − 1,1324936884764 − 7,6501305290577 .  10-16 8,1126132402696 

 Ergebnis der eingebauten „Berechne-für“-Funktion bei 100 Iterationen: 

x0  − 1,1324940415747         f x( )0 − 2,8645504939842 .  10-06 

 

5.9 Taylorpolynome 

 

Im folgenden sei f X:  R  mit X  R  eine „genügend oft“ differenzierbare Funktion. Der 

Wert x X0   sei ein festgewählter Punkt. Der Funktionsverlauf von f soll durch eine Folge 

   Nnn fxxT  ; ; 0  „einfacherer“ Funktionen angenähert werden, die mit f im Punkt  x f x0 0, ( )  

übereinstimmen und folgenden Bedingungen genügen: 
 

 fxxTn  ; ; 0  für n  0  ist dasjenige Polynom n-ten Grades, das mit f an der Stelle x0  überein-

stimmt und dessen sämtliche Ableitungen bis zur n-ten Ableitung mit den entsprechenden Ab-

leitungen von f bei x0  übereinstimmen. Zur Vereinfachung der Rechnung wird dabei nicht der 

Ansatz   



n

i

i
in xbfxxT

0
0  ; ;  gewählt, sondern 

 

        mit   ...  ; ; 001
1

0100 axxaxxaxxafxxT n
n

n
nn  

  

  ),( ; ; 000 xffxxTn   

  ),( ; ; 000 xffxxTn   

... 

  )( ; ; 0
)(

00
)( xffxxT nn

n  . 

 

Zur Berechnung der Koeffizienten 0a , ..., na  wird  fxxTn  ; ; 0  nacheinander nach x abgeleitet 

und 0x  eingesetzt: 

     00000
)0(  ; ; ; ;

0

xfafxxTfxxT nxxn 


, 

         011
2

01
1

00
00

 ... 1 ; ; xfaaxxanxxanfxxT
xx

n
n

n
nxxn 









, 
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           

   ,
2

1
 also  ,2

2 ... 211 ; ;

0202

2
3

01
2

00
00

xfaxfa

axxannxxannfxxT
xx

n
n

n
nxxn













 

... 
          

    
  ,

!1

1
 also   ,

!1!12 ... 1 ; ;

0
1

10
1

1100
1

00

xf
n

axf

ananxxannfxxT

n
n

n

nxxnnxx

n
n
















 

    

     .
!

1
 also   ,

!12 ... 1 ; ;

00

0
00

xf
n

axf

anannfxxT

n
n

n

nxxnxx

n
n






 

 
Insgesamt ergibt sich also  
 

   



n

i

i
i

n xx
i

xf
fxxT

0
0

0
)(

0 !

)(
 ; ; . 

 

Die Polynome ) ; ;( 0 fxxTn  für 0n  und 1n  lauten: 

 

0n :   )( ; ; 000 xffxxT  , ist also die konstante Funktion mit Wert )( 0xf . 

 

1n :    00001 )()( ; ; xxxfxffxxT  , d.h. T1  ist die Tangente an den Graphen von f 

im Punkt  x f x0 0, ( ) .  

 
 

Selbstverständlich ist  xf  in der Regel nicht gleich  fxxTn  ; ; 0 , sondern es gilt 

 

   fxxRfxxTxf nn  ; ; ; ;)( 00   

 

mit einer als Restglied bezeichneten Funktion  fxxRn  ; ; 0 . 
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Satz 5.9-1: 
 

 Die Funktion f X:  R  sei in einer  -Umgebung     XxxxxU       , 00   von 

Xx 0  (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt für alle   ,0xUx : 

  

    



n

i
n

i
i

fxxRxx
i

xf
xf

0
00

0
)(

 ; ;+
!

)(
)( . 

 
 Die Summe 
  

    



n

i

i
i

n xx
i

xf
fxxT

0
0

0
)(

0 !

)(
 ; ;  

  

 heißt Taylorpolynom n-ter Ordnung von f an der Stelle x0 ;  fxxRn  ; ; 0  heißt Rest-

glied des Taylorpolynoms n-ter Ordnung von f an der Stelle x0 . Die Darstellung 

von )(xf  in der Form    fxxRfxxTxf nn  ; ; ; ;)( 00   nennt man Taylorentwicklung 

von f an der Stelle x0 . 

 
 Für das Restglied gilt: 
  

     1
0

)1(
0 )(

)!1(

1
 ; ;  


 nn

n xxzf
n

fxxR . 

  

 Dabei ist z ein Wert mit x z x0   , falls x x0  ist, bzw. mit x z x  0 , falls x x 0  ist. 

Für x x 0  ist R xn ( )  0 . 

 
 Das Restglied lässt sich auch in der Form 
 

        1
000

)1(
0 )!1(

1
 ; ;  


 nn

n xxxxxf
n

fxxR   mit 10    

 
 schreiben. 
 
 Eine alternative Restglieddarstellung lautet 
 

          1
000

)1(
0 1

!

1
 ; ;   nnn

n xxxxxf
n

fxxR   mit 10   . 
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Es bleibt zunächst zu zeigen, dass     1
0

)1(
0 )(

)!1(

1
 ; ;  


 nn

n xxzf
n

fxxR  für einen Wert z 

zwischen x und 0x  ist. 

Es sei 0xx  . Zur Abkürzung wird  fxxRxR n  ; ;)( 0 und  fxxTxT n  ; ;)( 0  gesetzt. Dann 

ist    xRxTxf )( . Mit 
  1

0

)(
)( 
 nxx

xR
xr  ist     1

0)()(  nxxxrxTxf . Durch 

    1
0)()()(  nxyxryTyfyh  

wird eine zwischen x und 0x   1n -mal differenzierbare Funktion definiert, für die   00 xh  

und   0xh  gilt. Nach Konstruktion von T gilt    0
)(

0
)( xTxf ii   für ni  ..., ,0 . Daher ist 

  00
)( xh i  für ni  ..., ,0 . 

Nach Satz 5.6-4 gibt es zwischen x und 0x  einen Wert 1z  mit   01  zh . Nochmalige Anwen-

dung des Satzes 5.6-4 liefert einen Wert 2z  zwischen 1z  und 0x  mit   02  zh . Die Anwen-

dung des Satzes 5.6-4 lässt sich fortsetzen, und es entsteht eine Folge 1z , 2z , …, nz  und 1nz , 

der zwischen nz  und 0x  liegt, mit   01
)1( 


n

n zh . Da T ein Polynom n-ten Grades ist, gilt 
       )(!1)( 11 xrnyfyh nn   , also mit 1 nzz :      )(!11 xrnzf n   bzw. 

      1
0

)1(.
!1

1
)(  


 nn xxzf

n
xR . 

 
Die Entwicklung der alternativen Restglieddarstellung 

         1
000

)1(
0 1

!

1
 ; ;   nnn

n xxxxxf
n

fxxR   mit 10    ergibt sich aus fol-

gender Überlegung: 

Setzt man      



n

i

i
i

tx
i

tf
xftF

0

)(

!

)(
 und    txtG  , dann gibt es nach Satz 5.6-5(ii) 

einen Wert z zwischen x  und 0x , etwa  00 xxxz    mit 10   , mit 

 
 

   
   xGxG

xFxF

tGdtd

tFdtd

zt




 0

0 . Es ist 

       

     

     

  und   
!

)(

!

)(

!

)(

!

)(

!

)(

!

)(

)1(

1

1

0

)1()1(

1

1
)()1(

1

)(

n
n

n

i

n

i

i
i

i
i

n

i

i
i

i
i

n

i

i
i

tx
n

tf

tx
i

tf
tx

i

tf
tf

txi
i

tf
tx

i

tf
tf

tx
i

tf
tfxfdtdtFdtd




























































 




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  1tGdtd . Weiter ist   0xF ,   0xG ,      fxxRxFxF n  ; ; 00   und 

    00 xxxGxG  . Damit ergibt sich 

   
   

   

        ,   1
!

!

)( ; ;

0
00

)1(

)1(

0

0

0

0

n
n

n
n

n

xx
n

xxxf

zx
n

zf

xx

fxxR

xGxG

xFxF


















 

         1
000

)1(
0 1

!

1
 ; ;   nnn

n xxxxxf
n

fxxR  . 

 
 
Beispiel: 
 
Es soll die Taylorentwicklung für die Funktion 
 

xexf )(    

 

an der Stelle 00 x  berechnet werden. Dabei sollen nur die Ableitungen von )(xf  verwendet 

werden. Da für alle Ableitungen   xi exf )(  gilt und 10 e  ist, ergibt sich für das n-te Tay-

lorpolynom von xexf )(  an der Stelle 00 x : 

 

 
!

 ... 
62

1
!

1
 ;0 ;

32

0 n

xxx
xx

i
exT

nn

i

ix
n  



. 

 
Mit Satz 5.7-2 ist 
 

   
1

00 !1

1

!

1
 ;0 ;

!

1 






  nz
n

i

ix
n

n

i

ix xe
n

x
i

exRx
i

e  mit 0für   0  xxz  und  

                                                                                             0für   0  xzx . 

 
Nun gilt:  
 

    0
!1

1
lim ;0 ;lim 1 


 



nz

n

x
n

n
xe

n
exR ; denn 

für 0x  ist   x
n exR  ;0 ;0  

1

!1

1 


nx xe
n

, da xz 0  ist, und damit 

 


x
n

n
exR  ;0 ;lim0   0

!1

1
lim 1 















nx

n
xe

n
  (siehe Satz 5.1-5 (iii)). 
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Für 0x  wird        !1!1

1

!1

1
 ;0 ;

1

11













n

x
xe

n
xe

n
exR

n

nznzx
n  betrachtet (die letzte 

Ungleichung ergibt sich aus 10  eez ): hier ergibt sich mit demselben Argument 

  0 ;0 ;lim 


x
n

n
exR , und mit Satz 5.1-2 (v) folgt   0 ;0 ;lim 



x
n

n
exR . 

 
Insgesamt ist 
 







0 !

1

i

ix x
i

e   für Rx . 

 
Dieses ist ein Ergebnis, das nicht überrascht; denn so wurde die Exponentialfunktion ja defi-
niert. Zu beachten ist aber, dass bei der Taylorentwicklung allein von der Tatsache Gebrauch 

gemacht wurde, dass   xi exfxf  )()(  und 10 e  ist. Die folgende Abbildung zeigt den 

Verlauf der Exponentialfunktion und ihrer Taylorpolynome an der Stelle 00 x  für 

50  n : 

 
 

-5 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

Taylorpolynome
e-Funktion

e
x

T1(x)

T2(x)

T3(x)

T4(x)

T5(x)

 
 
 
Um auch ein „numerisches Gefühl“ für die Qualität der Approximation der Exponentialfunk-
tion durch ihr n-tes Taylorpolynom zu bekommen, werden in folgender Tabelle Werte des 

dritten Taylorpolynoms zur Exponentialfunktion an der Stelle 00 x  dicht an der Entwick-

lungsstelle und weit entfernt von der Entwicklungsstelle mit numerisch ermittelten Werten 
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von xe  verglichen. Man sieht dabei, dass für Werte, die dicht bei 00 x  liegen, bereits x1  

häufig eine befriedigende Annäherung an xe  liefert. Für große Werte von x ist ein n-tes Tay-

lorpolynom mit einem großen Wert von n zu nehmen. 
 

x  
62

1 ;0 ;
32

3

xx
xexT x 

xe   
(letzte Stelle gerundet) 

1 ...6,2  2,7182818284590452353602874713527 

21  ...31,6458  1,6487212707001281468486507878142 

101  ...61,1051  1,1051709180756476248117078264902 

1001  ...61,0100501  1,0100501670841680575421654569029 

20 ...31554,  485 165 195,40979027796910683054154 

 
Insbesondere gilt 
 

e
i n ii i n

      




 



 1
1 1

1

2

1

6

1

24

1 1

0 1! ! !
+

1

120
+  ...  + . 

 
 

Wegen xax ea  )ln(  ist 

 

 
a

x a

i
xx

i

i










ln( )

!0

  für R . 

 
 
Beispiel: 
 

Es soll nun die Taylorentwicklung der natürlichen Logarithmusfunktion  xln  hergeleitet 

werden. Die Wahl 00 x  der Entwicklungsstelle ist hierbei nicht möglich, da  
0

ln
xx

x


 nicht 

definiert ist. Andererseits ist eine Taylorentwicklung an der Entwicklungsstelle 00 x  beson-

ders einfach. Es wird daher zunächst die durch 
 

 






 

xx
xf

1ln
)( 1 RR

 

 

definierte Funktion in eine Taylorreihe an der Stelle 00 x  entwickelt: 

 
Es ist 
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  11
1

1
)( 


 x

x
xf ,    21)(  xxf ,    312)(  xxf ,  

      iii xixf   1!11)( 1)(  und damit 
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Mit Satz 5.7-2 ist 
 

          
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                                       mit 0für   0  xxz  und  

                                             01für   0  xzx . 

 
Das Restglied 
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1
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n

n xz
n
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lässt sich betragsmäßig abschätzen:  
 

Für xz 0  gilt (wegen 11  z  bzw. 1
1

1


 z
)   

1
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




n

x
xxR

n

n . Für 10  x  

folgt daher    01ln ;0 ;lim 
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xxRn
n

. 

 

Für 021  zx  ist (wegen   111110  zxxx  bzw. 
xz 





1

1

1

1
0 )  

        
1

1
1

11

1
1

1
1ln ;0 ;


























n

n
n

n x

x

n
z

n

x
xxR . Wegen 21x  ist 1

1


 x

x
, so 

dass auch in diesem Fall    01ln ;0 ;lim 


xxRn
n

 gilt. 

 

Für 211  x  verwendet man die alternative Restgliedabschätzung in Satz 5.9-1: 
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    
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
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

 n

nn x
x

xxR . Daraus folgt auch hier    01ln ;0 ;lim 

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. 

 
Insgesamt ist 
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+
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Die Taylorentwicklung für )ln()( xxf   für 0x  erhält man aus der Substitution 1 xz , 

1 zx : 
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         für 20mit   xx R . 

 
Daraus ergibt sich das Ergebnis aus Satz 5.1-9 (iii) 
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Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf der natürlichen Logarithmusfunktion und ihrer 

Taylorpolynome an der Stelle 10 x  für 50  n ; man sieht sehr schön die Approximation 

der Taylorpolynome für 20mit   xx R .  

 



234 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

-8 

-6 

-4 

-2 

0 

2 

4 

6 

-0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

Taylorpolynome
ln-Funktion

ln(x)

T4(x)
T2(x)

T3(x)

T5(x)

 
 
 

Es soll nun die Größe von n berechnet werden, die ausreicht, damit   xxTn 1ln ;0 ;  eine Ap-

proximation an  x1ln  liefert, die einer vorgegebenen Genauigkeit genügt. Hierbei sei 

10  x . Soll also   xxTn 1ln ;0 ;  in der Dezimalentwicklung bis zur m-ten Nachkomma-

stelle genau sein, so kann man folgendermaßen vorgehen: Die Dezimalentwicklung von 

 x1ln  bzw. von   xxTn 1ln ;0 ; , die bis zur m-ten Nachkommastelle identisch sind, seien 

 

   102121011 ...  ... , ... 1ln  mmmkk dddddddddx   bzw. 

 

    102121011 ...  ... , ... 1ln ;0 ;  mmmkkn ccdddddddxxT . 

 
Dann ist  
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   m
n

m xxR   101ln ;0 ;10   bzw.     m
n xxR  101ln ;0 ;0 .  

 

Im angenommenen Fall 10  x  ist   
1

1ln ;0 ;0
1






n

x
xxR

n

n . Die Anforderung an n lau-

tet also 
 

m
n

n

x 





10
1

1

. 

 

Soll beispielsweise  5,1ln  auf 7 Nachkommastellen genau durch das n-te Taylorpolynom an-

gegeben werden, so wird n so bestimmt, dass 7
1

10
1

21 



n

n

, d.h.   71 1021  nn  ist; 

  121  nn  muss also mindestens 8 Dezimalstellen aufweisen. Die folgende Tabelle listet ei-

nige Werte für   121  nn  auf: 

 

n   121  nn    
 

In diesem Beispiel ist also 19n  zu wäh-

len. 
 
Bemerkung: 
 
ln(1,5) =  
0,40546510810816438197801311546435 
(letzte Stelle gerundet) 

1 8 

2 24 

... ... 

10 22.528 

11 49.152 

... ... 

17 4.718.592 

18 9.961.472 

19 10.971.520 

 
 

Zur Berechnung von ln(x) für 20mit   xx R  kann man also ein n-tes Taylorpolynom mit 

genügend großem n als Approximation an ln(x) nehmen. Im allgemeinen (auch für 2x ) 

funktioniert dieser Ansatz nicht, da das Restglied nicht gegen 0 konvergiert. Nun gilt aber für 

1h : 
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Beispiel: 
 

Für mN  ist 
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Diese Formel ist ein Spezialfall der allgemeineren Formel 
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                                                                                  für x R  mit   1 1x . 

 
 
Beispiel: 
 

Zur Berechnung eines Wertes der Form 
2999999,0

000001,1
 mit großer Genauigkeit kann die Taylor-

entwicklung einer „geeigneten“ Funktion herangezogen werden. Mit 
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ist  6
2

10
999999,0

000001,1  f . Das n-te Taylorpolynom der Funktion f wird ermittelt; dazu werden 

einige Ableitungen ermittelt, um daraus auf die Form der i-ten Ableitung zu schließen: 
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die i-te Ableitung lautet also (das kann man durch vollständige Induktion beweisen): 
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Damit gilt für das n-te Taylorpolynom an der Stelle 00 x : 
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Für 11  x  konvergiert das Restglied     132)( ;0 ;  n
n xznxfxR  gegen 0, so dass 
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Beispiel: 
 
Aus der Schule sind die trigonometrischen Funktionen Sinus-, Kosinus-, Tangens-, 
Kotangensfunktion und weitere daraus abgeleitete Funktionen bekannt. Grundlagen bilden die 
Sinus- und Kosinusfunktion, die über Längenverhältnisse in einem rechtwinkligen Dreieck 
definiert werden: 
 
 
 
 
 
 
 

Der Sinus eines Winkels   in einem rechtwinkligen Dreieck (siehe Abbildung) ist definiert 

als das Verhältnis der Länge der Seite BC zur Länge der Seite AC. Bezeichnet man die Länge 

einer Seite XY mit XY , dann ist  
AC

BC
sin  . 

 

Der Kosinus eines Winkels   in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Verhält-

nis der Länge der Seite AB zur Länge der Seite AC:  
AC

AB
cos  . 

 

Der Tangens eines Winkels   in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Verhält-

nis der Länge der Seite BC zur Länge der Seite AB:    
 aAB

BC

cos

sin
tan

   . 

 

Der Kotangens eines Winkels   in einem rechtwinkligen Dreieck ist definiert als das Ver-

hältnis der Länge der Seite AB zur Länge der Seite BC:    aBC

AB

tan

1
cot   . 

 

Normiert man die Strecke AC  zur Länge 1, so findet man die einzelnen Werte geometrisch 

aus folgender Abbildung, in der das definierende Dreieck in den Einheitskreis (Kreis mit Ra-
dius 1 um den Nullpunkt) eingezeichnet ist. 
 

Dabei folgt aus dem Strahlensatz     cos

1

sin


AC
, also 

 
   



tan
cos

sin
AC . 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 0DC und BA0 folgt  tan

1

1


DC
, also  cotDC . 

 

  
A B 

C 
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Die Winkelfunktionen lassen sich auch in Abhängigkeit der Länge x des Bogenstücks ausdrü-
cken, das durch den Winkel auf dem Einheitskreis bestimmt wird. Die Umrechnung zwischen 
Winkel und Bogenstücklänge erfolgt über einen festen Faktor, der hier nicht weiter detailliert 

werden soll. Es ist dann    xsinsin  ; entsprechend für die anderen Funktionen. 

 
Offensichtlich gelten folgende Beziehungen (hier werden die Argumente der Funktionen in 
Abhängigkeit der Bogenlänge angegeben): 
 

  00sin  ,   10cos  , 

      1cossin 22  xx , 

   xxx tansin  . 

 

Aus der letzten Gleichung ergibt sich wegen      xxx cossintan   bei 0x : 

    xxxx  sincos  und    
1

sin
cos 

x

x
x . Diese Ungleichung führt auf die später verwen-

dete Limesbeziehung 
 

 
1

sin
lim

0


 x

x
x

. 

 
Eine ähnliche später verwendete Limesbeziehung lässt sich für die Kosinusfunktion herleiten: 
 

  

1 

1 

1 

 sin  

 cos  

 tan  

x

 

  

 cot  

A 

B 

C D 

0 
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       
  

  
  
  
  

   
  , 

1cos

sinsin

1cos

sin

1cos

1cos

1cos

1cos1cos1cos

2

2


















x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

xx

x

x

 

 

 
0

1cos
lim

0



 x

x
x

. 

  
Schließlich sollen noch die Additionstheoreme für die Sinus- und Kosinusfunktion  (geomet-
risch) hergeleitet werden. Hierbei werden wieder Beziehungen im Dreieck betrachtet.  
 
Es gilt 
 

          cossincossinsin  , 

          sinsincoscoscos  . 

 
Zur Herleitung wird folgende Abbildung betrachtet: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die eingezeichneten Größen ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Sinus- und 
Kosinusfunktion. Betrachtet man das Dreieck ADE, so erkennt man, dass der linke Winkel bei 

A die Größe       9090180  besitzt. Aus der Winkelsumme 180 im Drei-

eck ADC ergibt sich die Größe       9090180  für den anderen Winkel bei 

  
  

  

1   sin  

A 

B C 

  cos  

 sin  

D E 

  90  

F 
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A. Aus     sinsin BC  folgt     sinsin BC ; aus     sincos AB  folgt 

    sincos AB ; aus     cossin CF  folgt     cossin CF ; 

aus     coscos DF  folgt     coscos DF . 

Insgesamt ergibt sich 

          cossincossinsin  ABCF  und 

          sinsincoscoscos  BCDF .  

 
Auch in diesen Gleichungen können wieder die Winkel durch entsprechende Bogenlängen im 
Einheitskreis ersetzt werden. Damit lassen sich nun die Ableitung der Sinus- und der 
Kosinusfunktion bestimmen, wobei die oben hergeleiteten Limesbeziehungen eingesetzt wer-
den: 
 

     

         

        

       

  .   cos

sin
limcos

1cos
limsin

cossin
lim

1cossin
lim

sincossincossin
lim

sinsin
limsin

0

0
0

0
0

0

0

0

0

000

0

00

0
0

x
x

x
x

x

x
x

x

xx

x

xx
x

xxxxx

x

xxx
x

dx

d

xx

xx

x

x
xx







































 

 

     

         

        

       

  .   sin

sin
limsin

1cos
limcos

sinsin
lim

1coscos
lim

cossinsincoscos
lim

coscos
limcos

0

0
0

0
0

0

0

0

0

000

0

00

0
0

x
x

x
x

x

x
x

x

xx

x

xx
x

xxxxx

x

xxx
x

dx

d

xx

xx

x

x
xx







































 

 
 
 Die Sinus- und die Kosinusfunktion bilden also ein Paar von (g, h) von Funktionen, die auf  
ganz R definiert und differenzierbar sind und die folgende Eigenschaften besitzen: 
 

0)0( g , 1)0( h , 

)()( xhxg  , )()( xgxh  . 
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Mit dieser Betrachtungsweise erhält man einen analytischen Zugang zu den Winkelfunktio-
nen, ohne ihre geometrische Herleitung zu bemühen. Im Folgenden wird gezeigt, dass diese 
wenigen Annahmen ausreichen, um g und h eindeutig festzulegen, und dass beide Funktionen 
genau denselben Gesetzmäßigkeiten folgen wie die Sinus- und Kosinusfunktion. Darüber hin-

aus ermöglicht dieser Ansatz einen nicht-geometrischen Weg, um   zu definieren. 

 
Aus den obigen Annahmen folgt 
 

0)0( g , 

1)0()0(  hg , 

0)0()0()0(  ghg , 

1)0()0()0(  hgg , 
  0)0()0()0(4  ghg , d.h. 

 

 
 
 
 













34 mod  für 1

14 mod  für 1

02 mod  für 0

)0(

i

i

i

g i  

 

Das   te12 n  Taylorpolynom von g an der Stelle 00 x  lautet: 

 

   
 




 





n

i

i
i

n x
i

xgxT
0

12
12 ! 12

1
)( ;0 ; . 

 

Das Restglied konvergiert für jedes Rx  gegen 0 (die Begründung erfolgt wie bei der Ex-

ponentialfunktion), so dass 
 

 
 











0

12

! 12

1
)(

i

i
i

x
i

xg   

 
gilt. Im vorliegenden Fall darf man die Bildung der unendlichen Reihe und die Ableitungs-
operation miteinander vertauschen, so dass 
 

     
 

 
 










 









0

2

0

2

! 2

1

! 12

121
)(

i

i
i

i

i
i

x
i

x
i

i
xgxh  

 
Gilt (man hätte die Taylorentwicklung auch direkt herleiten können). 
 

Die Ausgangsbedingungen 0)0( g , 1)0( h , )()( xhxg   und )()( xgxh   legen die 

Funktionen g und h eindeutig fest. Dieser Ansatz bildet die Grundlage einer analytischen De-
finition der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion:  
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 
 

 
 

 
 










 














1

1212
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0
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1

! 12

1
 ... 

!7!5!3! 12

1
)sin(

ni

i
i

n
n

i

i
i

x
i

x
n

xxx
xx

i
x  

                                                                                           für Rx . 

 

 
 

 
 

 
 










 












1

22
642

0

2

! 2

1

! 2

1
 ... 

!6!42
1

! 2

1
)cos(

ni

i
i

n
n

i

i
i

x
i

x
n

xxx
x

i
x  

                                                                                          für Rx . 

 
Es zeigt sich, dass diese Funktionen dieselben Eigenschaften besitzen wie die über geometri-
sche Betrachtungen am rechtwinkligen Dreieck eingeführten Sinus- und Kosinusfunktionen. 
Einige wichtige Formeln werden hier zusammengestellt: 
 
Aus der Definition folgt unmittelbar 
 

 xx sin)sin(  , 

 xx cos)cos(  , 

 xx
dx

d
cos)sin(  , 

 xx
dx

d
sin)cos(  . 

 

Definiert man für festes Ry  die Funktion f durch    yxxf  cos  und entwickelt diese 

bei 00 x  in eine Taylorreihe, d.h.    





0

)(

!

0

k

k
k

x
k

f
xf , so erhält man mit 

        xfyxyx
dx

d
xf  cossin : 

Für Nk  ist       xfxf kk  12  und       xfxf kk  112 , also 

       
     

 
        ,  sin0cos0

!12

1
0

!2

1
0cos

0

12

0

2

xfxf

x
k

fx
k

fyxxf
k

k
k

k

k
k












 











 

also 
 

         yxyxyx sinsincoscoscos  . 

 

Durch Ableiten von          xfxfxf sin0cos0   erhält man 

         xfxfyx cos0sin0sin   und 

 

         yxyxyx sincoscossinsin  . 
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Damit ergibt sich 
 

         yxyxyx sinsincoscoscos   und 

         yxyxyx sincoscossinsin  . 

 

Mit yx   und   10cos   folgt der Satz des Pythagoras: 

 

      1cossin 22  xx . 

 

Weiterhin ist mit yx      xxx  2coscos , also 

 

       22 sincos2cos xxx   und 

     xxx cossin22sin  . 

 

Die Taylorentwicklung des Kosinus 
 
 










0

2

! 2

1
)cos(

i

i
i

x
i

x  ist eine unendliche Reihe mit al-

ternierenden Folgengliedern, und es gilt für 1i  und 30  x  wie man leicht nachrechnet: 

 
 

  ! 12! 2

122








i

x

i

x ii

. Damit ergibt sich mit Satz 5-1.13 

242
1)cos(

2
1

422 xx
x

x
  für 30  x . 

Das Polynom  
2

1
2x

xp   hat die Nullstellen 21, px  und 22, px . Die Nullstellen des 

Polynoms  
242

1
42 xx

xq   erhält man mit der Substitution 2xz  : 3261, qz  und 

3262, qz  sind Nullstellen von 
242

1
2zz

 , und damit sind 3261, qx ,  

3262, qx , 3263, qx  und 3264, qx  die Nullstellen von q (nach auf-

steigender Größe sortiert). Das bedeutet )2cos(0   und 0326cos 




  . Nach Satz 

5.2-3 gibt es (mindestens) eine Nullstelle 0x  der Kosinusfunktion im Intervall 





  326 ,2 . 

 

Die kleinste Nullstelle der Kosinusfunktion  xcos  für 0x  definiert den Wert 2 . 

 

Insgesamt   02cos   und 3,18493262  . 
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Mit dem Satz des Pythagoras folgt         222 2sin2cos2sin1   , also 

  12sin  . Für Rx  mit 20  x  ist   0cos x  und wegen  xx
dx

d
cos)sin(   ist die 

Sinusfunktion für diese Werte x streng monoton steigend. Die Stetigkeit der Sinusfunktion 

lässt daher nur den Wert   12sin   zu.  

 
 

Aus          yxyxyx sincoscossinsin   folgt: 

 

           xxxx cos2sincos2cossin2sin    

       xxxx  2sincoscos2sin  . 

   

Ersetzt man in der letzten Formel x durch 2x , so erhält man 

 

     xxx sinsinsin  . 

 

Hier wird x durch x  ersetzt, und man erhält 

 

     xxx sinsin2sin   . 

 

Die Nullstellen der Sinusfunktion sind die Werte  kx  mit Zk . 

 
Entsprechend ergibt sich die Herleitung von 
 

   xx cos2cos   . 

 

Die Nullstellen der Kosinusfunktion sind die Werte 
 kx

2
 mit Zk . 

 
 
Über die Sinus- und Kosinusfunktion definiert man wieder die übrigen trigonometrischen 
Funktionen: 
 

Tangensfunktion  
)cos(

)sin(
tan

x

x
x   für Rx  mit 

 kx
2

 für Zk , 

Kotangensfunktion  
)sin(

)cos(
cot

x

x
x   für Rx  mit  kx  für Zk . 

Auf weitere Details wird hier mit Verweis auf die angegebene Literatur verzichtet. 
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Vergleicht man die Taylorreihenentwicklung der Kosinus- und der Sinusfunktion mit derjeni-
gen der Exponentialfunktion, so fällt die große Ähnlichkeit auf. Es gelten folgende Zusam-
menhänge zwischen der Exponential-, der Sinus- und der Kosinusfunktion: 
 
Erweitert man die Definition der Exponentialfunktion von den reellen Zahlen auf die komple-
xen Zahlen (siehe Kapitel 1.4), so erhält man die komplexwertige Exponentialfunktion 
 

.   
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Die unendliche Reihe in dieser Definition wird wieder über endliche Partialsummen definiert, 
wobei hierbei alle Operationen in den komplexen Zahlen ausgeführt werden. Die bei den 

Konvergenzbetrachtungen auftretenden Betragswerte sind dann wegen 22 babiaz   

reelle Zahlen, so dass Konvergenzbetrachtungen von den komplexen Zahlen auf die reellen 
Zahlen übertragen werden und in R stattfinden. Es lässt sich zeigen, dass auch hier wieder 
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Nun gilt für die imaginäre Zahl i: 12 i . Für Rx  ergibt sich: 
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Damit folgt 
 

)sin()cos(
22
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e
xixixixi

xi 








 . 

 

Für Rx  ist also )cos(x  der Realteil und )sin(x  der Imaginärteil von xie  . 

 

Insbesondere ist     11)sin()cos()sin()cos( 22  xxxixe xi . 

 
Die in Satz 5.5-1 für reelle Zahlen x und y definierte Funktionalgleichung 

)exp()exp()exp( yxyx   lässt sich auch für die komplexwertige Exponentialfunktion 

nachweisen, so dass insgesamt für Cz , etwa ibaz   mit Ra  und Rb , gilt: 

 

     )sin()cos()exp(exp)exp(exp)exp( bibabiabiaz  . 

 
Auch die komplexe Exponentialfunktion ist wie die Sinus- und Kosinusfunktion periodisch: 
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5.10 Fibonacci-Zahlen 

 
In Kapitel 2.1 werden die Fibonacci-Zahlen als Funktion definiert: 
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Die Fibonacci-Zahlen spielen in vielen Teilen der Mathematik und der Informatik (z.B. bei 
der Laufzeitberechnung des Zugriffs auf Daten, die in Form höhenbalancierter Bäume gespei-
chert sind) eine wichtige Rolle.  
 

Zur Vereinfachung der Darstellung wird )(nfibFn   gesetzt, d.h.   NnnF  ist die Folge der 

Fibonacci-Zahlen. Die ersten elf Fibonacci-Zahlen lauten: 
 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 

 
Gemäß obiger Definition ist 
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nnn
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Zur Berechnung der n-ten Fibonacci-Zahlen kann man z.B. folgende Pascal-Funktion einset-
zen, die wohl elegant ist, aber schlechtes Laufzeitverhalten zeigt: 
 
FUNCTION fib_1 (n : INTEGER) : INTEGER; 
 
BEGIN { fib_1 } 
  IF n < 0 THEN Exit; 
  CASE OF n 
  0    : fib_1 := 0; 
  1    : fib_1 := 1; 
  ELSE fib_1 := fib_1(n-2) + fib_1(n-1); 
  END; 
END   { fib_1 }; 

 
Optimales Laufzeitverhalten zeigt folgende Pascal-Funktion, die zur Berechnung der n-ten 

Fibonacci-Zahl Fn nacheinander alle Fibonacci-Zahlen Fi mit ni 0  nach dem Prinzip der 

Dynamischen Programmierung berechnet: 
 
FUNCTION fib_2 (n : INTEGER) : INTEGER; 
 
VAR f_n1, f_n2, f_n : INTEGER; 
    idx             : INTEGER; 
 
BEGIN { fib_2 } 
   IF n < 0 THEN Exit; 
   CASE OF n 
   0    : fib_2 := 0; 
   1    : fib_2 := 1; 
   ELSE BEGIN 
          f_n2 := 0; 
          f_n1 := 1; 
          FOR idx := n DOWNTO 2 DO 
            BEGIN 
              f_n  := f_n2 + f_n1; 
              f_n2 := f_n1; 
              f_n1 := f_n; 
            END; 
          fib_2 := f_n; 
        END; 
   END { CASE }; 
END   { fib_2 }; 
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Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert, und es ist wünschenswert, den Wert der n-ten 
Fibonacci-Zahl direkt in Abhängigkeit von n zu erhalten. Hier hilft eine spezielle mathemati-
sche Methode, die Methode der erzeugenden Funktionen, weiter, die hier nur auf das vorlie-
gende Beispiel angewandt werden soll. 
 
Zunächst fasst man die beiden Fälle der definierenden Gleichung der Fibonacci-Zahlen zu ei-
ner Gleichung zusammen. Dazu definiert man 
 

021   FF  

 
und erhält 
 

nnnn aFFF   21  für jedes Nn ; hierbei ist 11 a  und 0na für 1n . 

 

Beide Seiten werden mit nx  multipliziert und alle Werte aufaddiert; hier ist nicht gesagt, wel-

chen Wert x annimmt, und auch Fragen der Konvergenz spielen zunächst keine Rolle. Man 
erhält: 
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Setzt man 





0

)(
n

n
n xFxF , so erhält man die Gleichung 

 

xxFxxFxxF  )()()( 2 , 

 
die man nach F(x) auflöst: 
 

21
)(

xx

x
xF


 . 

 

Diese Funktion erfüllt für 00 x  die Voraussetzungen von Satz 5.7-2, so dass man versuchen 

könnte, die Taylorentwicklung an der Stelle 00 x  herzuleiten. Wieder unter der Annahme, 

dass Konvergenz vorliegt, ergäbe sich dann: 
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Ein Koeffizientenvergleich lieferte 
  

!
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F
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n

n  . Dieser Weg ist jedoch mühsam, da die 

Ableiungen   )(xF i  schwierig zu bestimmen sind. Daher wird ein anderer Weg beschritten: 

 

Es werden Zahlen A, B,   und   mit Hilfe der Partialbruchzerlegung bestimmt, für die gilt: 
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Der Koeffizientenvergleich ergibt: 
 

  xxBABA    und 

    2111 xxxx   . 

 

Mit 0x  folgt aus der ersten Gleichung 

 

BABA   bzw.  0 . 

 

Zur Bestimmung von   und   werden die Nullstellen von 21 xx   bestimmt. Diese lauten 

(siehe Kapitel 5.3): 
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Damit ist 
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und folglich 
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Diese Werte für   und   werden in die Gleichung   xxBABA    eingesetzt, 

wobei BABA   bzw.  0  bereits bekannt ist, und der Wert 1x  genommen wird. Man 

erhält 
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Nun ist nach Satz 5.1-9 (i) für 1 x  bzw. 1 x :  
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und insgesamt 
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Bemerkung: Diese Gleichung gilt wegen der Konvergenzanforderungen 1 x  und 

1 x  für jedes Rx  mit   0,6180341 1 ,1  min  x , eine 

Tatsache, die hier nicht von Belang ist.
  

Der Koeffizientenvergleich liefert: 
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definierten Fibonacci-Zahlen erfüllen die Gleichung 
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5.11 Erzeugende Funktionen 

 
Im vorliegenden Kapitel wird die in Kapitel 5.10 erwähnte Methode der erzeugenden Funkti-
onen beschrieben und im Kapitel 5.12 auf weitere interessante Fragestellungen der Informatik 
angewendet. 
 

Es sei   Nnng  eine Folge reeller Zahlen. Die erzeugende Funktion G der Folge   Nnng  wird 

durch 
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n
n zgzG  definiert. Hierbei ist z eine „formale“ (komplexe oder reelle) Variab-

le. 
 

Die erzeugende Funktion fasst die gesamte Information über die Folge   Nnng  in einem ein-

zigen arithmetischen Ausdruck zusammen. Die z-Potenzen separieren dabei die einzelnen 
Folgenglieder. Natürlich kann man nach Konvergenzbedingungen in Abhängigkeit von z fra-
gen. Im vorliegenden Zusammenhang spielen diese aber eine untergeordnete Rolle. 
 

Aus der erzeugenden Funktion 





0

)(
n

n
n zgzG  lassen sich die einzelnen Folgenglieder zu-
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Daher sind zwei Folgen mit derselben erzeugenden Funktion identisch. 
 

In Kapitel 5.10 wird die erzeugende Funktion der Fibonacci-Folge   NnnF  berechnet zu 
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Satz 5.11-1: 
 

 Es seien   Nnnf  bzw.   Nnng  zwei Folgen mit den erzeugenden Funktionen )(zF  bzw. 

)(zG  und    und   Konstanten. 

 

 (i) Die erzeugende Funktion der Folge   N nnn gf   lautet 
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 (ii) Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhält, indem man   Nnng  um m 
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 (iii) Die erzeugende Funktion der Folge, die man erhält, indem man   Nnng  um m 

Plätze nach links verschiebt, also der Folge  ... , , , 21  mmm ggg , lautet 
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 (iv) Die erzeugende Funktion der Folge   N nn
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 (v) Die erzeugende Funktion der Folge     ... ,3 ,2 ,1 3211 ggggn nn   N   lautet 

    )(1
0

1 zGzgn
n

n
n 




 . 

 

 (vi) Die erzeugende Funktion der Folge    ... ,3 ,2 , ,0 321 ggggn nn  N   lautet 

  )(
0

zGzzgn
n

n
n 





. 

 

 (vii) Die erzeugende Funktion der Folge 





 






 


 ... ,

3

1
 ,

2

1
 , ,0

1
2101 gggg

n n
n

N

, wobei 

das 0-te Folgenglied den Wert 0 hat,  lautet  





z

n

n
n dttGzg

n 0
1

1 )(
1

. 

 

 (viii) Die Faltung der Folgen   Nnnf  und   Nnng , d.h. die Folge 
N

 









n

n

k
knk gf

0

, hat 

die erzeugende Funktion )()(
0 0

zGzFzgf
n

n
n

k
knk 







 



 
 . 

 

 (ix) Die Folge, deren Glieder die n-ten Partialsummen der Folge   Nnng  bilden, d.h. 

die Folge  
N









 

n

n

k
kggggggg

0
210100 ... , , ,  hat die erzeugende Funktion 

  )(
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1

0 0

zG
z
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n

n
n

k
k 










 


 

. 

 

 (x) Die erzeugende Funktion der Folge, die aus   Nnng  entsteht, indem man die Fol-

genglieder mit ungeradem Index durch 0 ersetzt, d.h. der Folge 

 ... 0, , 0, , 0, , 420 ggg , lautet 
2

)()(

0

2
2

zGzG
zg

n

n
n









 . 

  Die erzeugende Funktion der Folge, die aus   Nnng  entsteht, indem man die Fol-

genglieder mit geradem Index durch 0 ersetzt, d.h. der Folge 

 ... 0, , 0, , 0, , ,0 531 ggg , lautet 
2

)()(

0

12
12

zGzG
zg

n

n
n









 . 

 
Die Aussagen (i) – (iv) sind unmittelbar einsichtig.  
 
Aussage (v) ergibt sich aus 
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  .   1

... 32)(

0
1

2
321

0



























n

n
n

n

n
n

zgn

zgzggzgzG
  

 
Aussage (vi) folgt aus (ii), indem man die Folge aus (v) um einen Platz nach rechts ver-
schiebt. 
 
Aussage (vii) ergibt sich wie folgt (hier wird benutzt, dass unter der Voraussetzung der Kon-
vergenz die Operationen der Integral- und Summenbildung vertauschbar sind; hinzu kommt 
ein wenig elementares Schulwissen): 

0
1

10

1

0
0

0 0
0

0
1

1
)( zzg

nn

z
gdttgdttgdttG n

n
nn

n

n
n

z n
n
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n
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n
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









 
















   . Dazu gehört 

die Folge 





  ... ,

3

1
 ,

2

1
 , ,0 210 ggg . 

 
Für Aussage (viii) ist 

   

 





 















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
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
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k
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zu beachten. 
 

Die erzeugende Funktion der konstanten Folge     N n1... 1, 1, ,1  lautet 
z

zzF
n

n






 1

1
)(

0

. 

Daher ist mit (viii) )(
1

1
zG

z



 die erzeugende Funktion der Faltung von     N n1... 1, 1, ,1  

und   Nnng . Das n-te Folgenglied der Faltung lautet 


 
n

k
k

n

k
kn gg

00

1 . Das zeigt die Aussa-

ge (ix). 
 
Aussage (x) rechnet man direkt nach: 
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Die folgende Zusammenstellung zeigt einige wichtige Beispiele von Folgen mit ihren erzeu-
genden Funktionen. Auch hier sollen Fragen des Konvergenzverhaltens bezüglich der forma-
len Variablen z unberücksichtigt bleiben. 
 

Folge   Nnng  erzeugende Funktion geschlossene Form 

(i)     10 g , 0ng  für 1n : 

 ... 0, 0, 0, ,1  

01 z  1)( zG  

(ii)    1mg , 0ng  für mn  , Nm  fest: 

 







... 0, 0, 0, , 1 0, ..., ,0

Position m

 

mz1  mzzG )(  

(iii)   1ng  für Nn : 

 ... 1, 1, 1, ,1  



0n

nz  
z

zG



1

1
)(  

(iv)   12 ig , 112 ig  für Ni : 

 ... 1, 1, 1, ,1   
 






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1
n

nn z  
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
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(v)    12 ig , 012 ig  für Ni : 

 ... 1, ,0 1, 0, ,1  






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nz  21

1
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z
zG


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(vi)   1nmg  für Nn , 0ig  sonst: 

 ... 0, 1, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, ,1   






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nmz  mz
zG



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(vii)  1 ngn  für Nn : 

 ... 4, 3, 2, ,1  
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(viii) n
n cg   für Nn , Rc  fest: 
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(ix)   









n

m
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(x)    
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(xi)   






 


n

nm
gn  für Nn , Nm  fest: 
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(xii)  00 g , ngn 1  für 1n : 

 ...41 ,31 ,21 1, ,0  


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
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1
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








z

zG
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ln)(  

(xiii) 00 g ,   ng n
n 11 1    für 1n : 

 ...41 ,31 ,21 1, ,0   
 





 
1

1 11
n

nn zn  
 zzG  1ln)(  

(xiv) 00 g ,  !1 ngn   für 1n : 

 ... ,1201 ,241 ,61 ,21 1, ,1  
 






0

!1
n

nzn  
zezG )(  

 
Die Berechnung der geschlossenen Form der erzeugenden Funktion in den Beispielen (i) – 
(vi) und (viii) ist klar bzw. ergibt sich aus Satz 5.1-9. Beispiel (vii) kann ebenfalls mit Satz 

5.1-9 oder auch mit Satz 5.11-1 (v) begründet werden: Setzt man dort 1ng , so folgt mit 

Beispiel (iii): 

   
 200 1
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1
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Beispiel (ix) ist die binomische Formel. 
 
Beispiel (x) lässt sich durch Induktion über m zeigen: 

Für 1m  ist    1
00

1111
11

zzzz
n

n

n

n

n

n 
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
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. Die Behauptung gelte für 1m . 

Dann ist 















 








 

00

11

n

n

n

n z
n

nm
z

n

nm
. Nach Satz 4.1-3 (v) (dort für i den Wert n und 
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1
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duktionsvoraussetzung lautet die erzeugende Funktion der Folge   Nnng : 
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Beispiel (xi) ergibt sich aus (x) wie im Induktionsschritt zu (x). 



5.11   Erzeugende Funktionen 259

 

 

Die Folge  ...41 ,31 ,21 1, ,0  in Beispiel (xii) hat die erzeugende Funktion 


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n zgnznzn  mit der konstanten Folge     NN   nnng 1 . Die Folge 

  Nnng  hat nach (iii) die erzeugende Funktion 
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Die Folge  ...41 ,31 ,21 1, ,0   in Beispiel (xiii) hat die erzeugende Funktion 
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Beispiel (xiv) ist die Taylorentwicklung der Exponentialfunktion ze . 

 
 
Erzeugende Funktionen stellen ein sehr gutes Werkzeug bei der Auflösung von rekursiv de-
finierten Folgen zur Verfügung. 
 
Dabei geht man wie folgt vor: 
 

Gegeben sei die Folge   Nnng  über ein rekursives Gleichungssystem. Gesucht ist eine ge-

schlossene Darstellung von ng  in Abhängigkeit von n. 

 

1. Schritt: Man schreibt eine einzige Gleichung auf, die ng  mit Hilfe anderer Folgenglieder 

definiert. Diese Gleichung sollte für alle n gelten; eventuell muss man Folgenglie-

der mit negativen Indizes formal anfügen,  für die dann 0 ... 21   gg  gesetzt 

wird. 
 

2. Schritt: Beide Seiten der Gleichung aus dem 1. Schritt werden nacheinander mit nz  mul-
tipliziert und jeweils aufsummiert, so dass auf der linken Seite der Gleichung die 

erzeugende Funktion 





0

)(
n

n
n zgzG  entsteht. Die rechte Seite der Gleichung 

wird so umgeformt, dass sie ebenfalls einen arithmetischen Ausdruck in )(zG  

darstellt. 
 

3. Schritt: Die Gleichung aus dem 2. Schritt wird nach )(zG  aufgelöst. 

 

4. Schritt: )(zG  wird in eine formale Potenzreihe entwickelt. Der Koeffizient von nz  ist ng  

in geschlossener Form. 
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Bemerkung: Der komplexeste Schritt ist im allgemeinen der 4. Schritt. 
 
 
Zur Illustration wird das Verfahren an der Darstellung der Fibonacci-Zahlen in geschlossener 
Form gezeigt. Die Einzelheiten sind in Kapitel 5.10 bereits ausgeführt. 
 

Die Folge   NnnF  der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch 




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Die Ergebnisse der einzelnen Schritte lauten: 
 

1. Schritt: Mit 021   FF  ist nnnn aFFF   21  für jedes Nn ; hierbei ist 11 a  

und 0na für 1n . 
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5.12 Anzahlbetrachtungen in Binärbäumen 

 
Eine der wichtigsten Datenstrukturen, die in der Informatik vorkommen, sind Binärbäume. 
Dazu einige einführende Definitionen: 
 

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge  V v vn 1 , , . . .   von 

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge  E e e V Vk  1 , , . . .   von Kanten (edges). 

 

Die Kante e v vi j ( , )  läuft von vi  nach v j  (verbindet vi  mit v j ). Der Knoten vi  heißt An-

fangsknoten der Kante e v vi j ( , ) , der Knoten v j  Endknoten von e v vi j ( , ) . Zu einem 

Knoten v V  heißt  pred v v v v E( ) ( , )    |   die Menge der direkten Vorgänger von v, 

 succ v v v v E( ) ( , )    |   die Menge der direkten Nachfolger von v. 

 
Ein Binärbaum Bn = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften 1. – 4. charakte-
risiert: 
 

1. Entweder ist n  1 und V n E n   1 1 und , 

oder es ist n  0  und V E    (leerer Baum) 

 

2. Bei n  1 gibt es genau einen Knoten r V , dessen Menge direkter Vorgänger leer ist; 

dieser Knoten heißt Wurzel von Bn. 
 

3. Bei n  1 besteht die Menge der direkten Vorgänger eines jeden Knotens, der nicht die 

Wurzel ist, aus genau einem Element. 
 

4. Bei n  1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem 

Element oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten 
Nachfolger leer ist,  heißt Blatt. 

 



262 5   Ausgewählte Themen der Analysis 

 

 
Beispiele: 
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In einem Binärbaum B = (V, E) gibt es für jeden Knoten v V  genau einen Pfad von der 

Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge       a a a a a am m0 1 1 2 1, , , ,,  . . . ,    mit r a 0 , v am  

und  a a Ei i 1 ,  für i = 1, ..., m. Der Wert m gibt die Länge des Pfads an. Um den Knoten v 

von der Wurzel aus über die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen. 
Diese Länge wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet. 
 
Der Rang eines Knotens lässt sich auch folgendermaßen definieren: 
 
1. Die Wurzel hat den Rang 0. 
2. Ist v ein Knoten im Baum mit Rang 1r  und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w 

den Rang r. 
 
Unter der Höhe eines Binärbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines 
Blattes + 1. 
 
Der zweite Binärbaum zeichnet sich dadurch aus, dass sich die Höhen der Teilbäume, die von 
einem Knoten ausgehen, höchstens um 1 unterscheiden. Bäume mit dieser Eigenschaft heißen 
AVL-Bäume.  
 
In einem Binärbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Binärbaums enthält genau einen Knoten, nämlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hält mindestens 1 und höchstens 2 Knoten. Das Niveau j enthält höchstens doppelt so viele 

Knoten wie das Niveau 1j . Daher gilt: 

 

Satz 5.12-1: 
 

 (i) Das Niveau j  0  eines Binärbaums enthält mindestens einen und höchstens 2 j  

Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau 0 bis zum Niveau j (einschließlich) 

beträgt mindestens j 1 Knoten und höchstens 2 2 1
0

1j

i

j
j



    Knoten. 

 
 (ii) Ein Binärbaum hat maximale Höhe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-

hält. Er hat minimale Höhe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Kno-

ten enthält. Also gilt für die Höhe h Bn( )  eines Binärbaums mit n Knoten: 

 

      nBhnn n  )()1(log1)(log 22 . 

 

 (iii) Für die Höhe h Bn( )  eines AVL-Baums mit n Knoten gilt 

 

     2log4404201,1)()1(log 22  nBhn n . 
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Aussage (i) ergibt sich durch vollständige Induktion. 
 

Aussage (ii) ergibt sich aus folgenden Überlegungen: Die obere Abschätzung nBh n )(  ist 

offensichtlich. Für die untere Abschätzung betrachtet man einen Binärbaum mit n Knoten und 
minimaler Höhe h. Jedes Niveau, bis eventuell das höchste Niveau m, ist vollständig gefüllt. 

Es ist 1 mh . Bis zum Niveau 1m  enthält der Binärbaum gemäß (i) insgesamt 

1212 11  mm  viele Knoten, auf Niveau m sind es mindestens einer und höchstens m2 . 

Daraus folgt: mmm n 212112  , also 122 1  mm n  und damit 

  11log2  mnm , d.h.   hmn  1)1(log2 . Für einen beliebigen Binärbaum mit n 

Knoten gilt daher   )()1(log2 nBhn  . 

 
Aussage (iii) zeigt, dass die Höhe eines AVL-Baums durch eine logarithmischen Größenord-
nung, gemessen in der Anzahl der Knoten bewegt. Aussage (iii) lässt sich mit Hilfe der Me-
thode der erzeugenden Funktion (siehe Ende des Kapitels 5.11) nachweisen. Dazu werden die 
dort beschriebenen 4 Schritte durchgeführt. 
 
Da ein Binärbaum, dessen Niveaus, bis eventuell das höchste Niveau m, vollständig gefüllt 

sind, ein AVL-Baum ist, folgt die untere Abschätzung   )()1(log2 nBhn  . 

 

Es sei ein AVL-Baum mit Höhe 1h  gegeben, der eine minimale Knotenanzahl enthält. 

Dann sind unter der Wurzel zwei Binärbäume mit Höhen h und 1h  mit jeweils minimaler 

Knotenanzahl. Es sei hK  die minimale Knotenanzahl eines AVL-Baums bei Höhe h. Dann 

gilt: 
 

00 K , 11 K , 121   hhh KKK  für 2h . Die erzeugende Funktion der Folge   NhhK  

sei )(zK . 

 

1. Schritt: hhhh aKKK   121  für 0h  mit 10 a , 0ia für 1i . 

 
2. Schritt:  
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3. Schritt:     z
zF

zzz

z
zK







1

1
)(

11
)(

2
; hierbei ist )(zF  die erzeugende Funktion 

der Folge der Fibonacci-Zahlen. Die Folge   NhhK  ist also nach Satz 5.11-1 (viii) 

die Faltung der Folge der Fibonacci-Zahlen   NnnF  mit der konstanten Folge 

 ... 1, 1, 1, . 

 
4. Schritt: Dieser erübrigt sich, da die Lösung im 3. Schritt bereits ermittelt wurde: 

11 2
00

 

 n

n

k
k

n

k
kh FFFK . Die letzte Gleichung zeigt man beispielsweise 

durch vollständige Induktion (Übungsaufgabe 5.30 (b)).   
 
Für einen AVL-Baum mit Höhe h und n Knoten ist 

1 Höhe bei hlKnotenanza minimale 2  hFhn  bzw. 12  nFh . In Kapitel 5.10 wird 
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 für jedes Nn  ermittelt. Da nF  eine natürliche Zahl ist, 
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nF . Eingesetzt in die obige Ungleichung ergibt sich 
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. Löst man diese Un-

gleichung nach h auf, folgt unter Verwendung von Satz 5.5-5: 

   2log4404201,1327724,02log4404201,1 22  nnh . 

 

Satz 5.12-2: 
 

 (i) Die Anzahl strukturell verschiedener Binärbäume mit n Knoten mit 0n beträgt 
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42

1

1
  mit einer reellen Konstanten C  0 . 

 
 (ii) Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines 

beliebigen Knotens eines Binärbaums mit n Knoten (gemittelt über alle n Knoten) 
besucht werden, d.h. der mittlere „Abstand“ eines Knotens von der Wurzel in ei-

nem Binärbaum mit n Knoten, ist CnC    mit reellen Konstanten 0C  

und 0C . Im günstigsten Fall (wenn also alle Niveaus voll besetzt sind) ist der 

größte Abstand eines Knotens von der Wurzel in einem Binärbaum mit n Knoten 

gleich     )(log)1(log1)(log 222 nnn  , im ungünstigsten Fall ist dieser Ab-

stand gleich n. 
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Beide Aussagen mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens bewiesen 
werden. 
 

Es sei nb  für Nn  die Anzahl strukturell verschiedener Binärbäume mit n Knoten. )(zB  sei 

die erzeugende Funktion der Folge   Nnnb . Für kleine Werte von n kann man nb  direkt ange-

ben: 
 

10 b : der einzige Binärbaum ohne Knoten ist der leere Baum; 

 

11 b : der einzige Binärbaum mit genau 1 Knoten ist der Baum, der nur aus der Wurzel be-

steht; 
 

22 b : die beiden Binärbäume mit genau 2 Knoten sind: 

 
 
                         und 
  
    
 

Für 1n  besteht ein Binärbaum mit n Knoten aus der Wurzel und zwei Binärbäumen mit zu-

sammen 1n  Knoten, die an den beiden Nachfolgerpositionen der Wurzel beginnen. An der 

linken Nachfolgerposition befindet sich ein Binärbaum mit k vielen Knoten, an der rechten 

Nachfolgerposition ein Binärbaum mit kn 1  vielen Knoten. Daher gilt 

 







1

0
1

n

k
knkn bbb  für 1n . 

 
1. Schritt: Alle Gleichungen werden in einer einzigen Gleichung zusammengefasst: 

n

n

k
knkn abbb  






1

0
1  für Nn ; hierbei ist 10 a  und 0na für 1n . 

 

2. Schritt:  Beide Seiten werden mit nz  multipliziert und alle Werte aufaddiert. Man erhält: 
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3. Schritt: Es gilt   0
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4. Schritt: Mit der Regel von de l’Hospital gilt 
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 Aus der in Kapitel 5.10 hergeleiten Formel 
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 wobei 21m  und anstelle von  x der Wert z 4  gesetzt wird, ergibt sich 
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 Damit ist 
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 Um diese etwas „unangenehm“ aussehende unendliche Reihe zu vereinfachen, 
wird folgende Nebenrechnung durchgeführt: 
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 Damit ist 
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Damit ist der erste Teil der Formel in Satz 5.12-2 (i) bewiesen. Für den zweiten Teil wird die 
Stirling’sche Formel (siehe angegebene Literatur) 
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zusammen mit Satz 4.1-2 eingesetzt. Die Stirling’sche Formel ist eine sehr gute Approximati-

on; der relative Fehler ist etwa  n121 . Damit ergibt sich: 
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Für einen Knoten v in einem Baum G mit n Knoten bezeichne )(vr  den Rang des Knotens v, 

d.h. die Anzahl der Kanten, die von der Wurzel aus durchlaufen werden, um v zu erreichen. 

Um v von der Wurzel aus zu erreichen, werden 1)( vr  Knoten durchlaufen. Es sei 

  
v

vrGI 1)()( , d.h. die Summe aller in G möglichen Pfadlängen, gemessen in der An-

zahl besuchter Knoten. 
 

Der linke Teilbaum unterhalb der Wurzel des Baum G sei lG ; der rechte Teilbaum unterhalb 

der Wurzel sei rG . lG  oder rG  können auch leer sein. Für  einen Knoten v in lG  sei )(vrl  der 

Rang von v bezogen auf lG . Entsprechend bezeichne )(vrr  für  einen Knoten v in rG  den 

Rang von v bezogen auf rG . Dann ist für einen Knoten v in lG  1)()(  vrvrl . Es gilt daher: 
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Es sei 

Knoten mit 
Binärbaumein ist  

)(

n
G

n GII , d.h. die Summe aller möglichen Pfadlängen in Binärbäumen mit n 

Knoten, gemessen in der Anzahl besuchter Knoten. 
 
Mit Hilfe des am Ende von Kapitel 5.11 beschriebenen Vefahrens wird eine geschlossene 

Formel für nI  hergeleitet. Es bezeichne )(zI  die erzeugende Funktion der Folge   NnnI .  
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 Hierbei bezeichnet nb  für Nn  wieder die Anzahl strukturell verschiedener Bi-

närbäume mit n Knoten. 
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4. Schritt:  
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 Insgesamt ist damit 
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5.13 Einführung in die Integralrechnung 

 
Die grundlegende Aufgabe der Integralrechnung ist die Berechnung von Flächeninhalten von 
Gebieten im zweidimensionalen Raum  bzw. von Volumina in höherdimensionalen Berei-
chen, die durch Graphen entsprechender Funktionen begrenzt werden. Weitere Anwendungen 
finden sich in der Bestimmung von Längen von Kurven, in der Statistik bei der Bestimmung 
von Momenten (Erwartungswert, Varianz usw.) bei stetigen Verteilungen und in zahlreichen 
anderen Gebieten der Mathematik. Ein interessanter Zusammenhang wird durch den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung formuliert: Differenzieren und Integrieren sind zu-
einander inverse Operationen. 
 

Im folgenden soll der Flächeninhalt zwischen dem Graphen einer Funktion RIf :  in ei-

nem Intervall RI , der x-Achse und einer linken und einer rechten jeweils senkrecht auf der 

x-Achse an den Intervallgrenzen stehenden Begrenzungslinie bestimmt werden. Dabei kann 

angenommen werden, dass das Intervall die Form  baI  ,  mit Ra  und Rb  hat und 

dass f auf I zumindest stückweise stetig ist. Das bedeutet, dass es in I höchstens endliche viele 

Unstetigkeitsstellen von f gibt und dass für jede Unstetigkeitsstelle Is  die Grenzwerte 

)(lim xf
sx
sx




 und )(lim xf
sx
sx




 existieren (siehe nachfolgende Abbildung). Die letzte Bedingung be-

deutet, dass f an einer Unstetigkeitsstelle nicht etwa gegen Unendlich strebt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a b Unstetigkeits- 
stelle s 

x 

f(x) 
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Die Lösung dieser Aufgabe führt auf einen speziellen Integralbegriff, das Riemann’sche In-
tegral. Es handelt sich dabei um einen Spezialfall verschiedener Integralbegriffe, die im Falle 
stückweise stetiger Funktionen jedoch zu einem übereinstimmenden Ergebnis kommen.  
 
Die folgende Betrachtung kann für jedes Teilintervall von I, in dem I keine Unstetigkeitsstel-
len besitzt, getrennt erfolgen, so dass gleich angenommen werden kann, dass f im gesamten 
Intervall I stetig ist. 
 

Das Intervall I wird durch 1k  Punkte kxx  ..., ,0  in k Teilintervalle zerlegt; diese Zerlegung 

werde mit Z bezeichnet: 
 

bxxxxxa kk  1210  ... . 

 

Die Länge des i-ten Teilintervalls für ki  ..., ,1  ist 1 iii xxx . 

 

Unter der Feinheit der Zerlegung Z versteht man den Wert    ... ,1   max kixZ i  . 

 

Für ki  ..., ,1  sei  iii xxa  ,1 . Dann heißt  
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eine Riemann’sche Summe von f zu Z. 
 

Eine Zerlegung 2Z  ist eine Verfeinerung der Zerlegung 1Z , wenn jeder Teilungspunkt von 

1Z  auch Teilungspunkte von 2Z  ist. Das bedeutet, dass die Teilungspunkte von 2Z  die Teil-

intervalle von 1Z  in der Regel noch einmal unterteilen. 

 

Es sei   NnnZ  eine Folge von Zerlegungen von  ba  ,  mit der Eigenschaft, dass 1nZ  eine 

Verfeinerung von nZ  ist und dass 0lim 
 n

n
Z  gilt. nS  sei eine Riemann’sche Summe zu nZ . 

Die Anzahl der Teilintervalle der Zerlegung nZ  sei )(nk . Wegen der Stetigkeit besitzt f im 

Intervall  ii xx  ,1  jeweils ein Minimum im  und ein Maximum iM . Mit 

 





)(

1

nk

i
iin xmU  und 




)(

1

nk

i
iin xMO  

 
gilt 
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Anschaulich stellt nU  für eine Funktion   Rbaf  ,:  mit 0)( xf  eine untere Abschätzung 

und nO  eine obere Abschätzung für den gesuchten Flächeninhalt dar.  

 

Die Zerlegung nZ  laute bxxxxxa nknk   )(1)(210  ... , die Zerlegung 1nZ  sei 

byyyyya nknk   )1(1)1(210  ... . Das Teilintervall  ii xx  ,1  werde durch 1nZ  zerlegt 

in itllli xyyyx    ... 11 . Für tj  ..., ,1  sei jlm   das Minimum von f im Intervall 

 jljl yy   ,1 ; entsprechend sei jlM   das Maximum von f im Intervall  jljl yy   ,1 . Dann ist 
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und damit 
 

1 nn UU  und 1 nn OO , 

 

111 OOOUU nnnn    und nnn OOUU   111 . 

 

Das bedeutet, dass die Folge   NnnU  monoton steigt und nach oben beschränkt ist, während 

die Folge   NnnO  monoton fällt und nach unten beschränkt ist. Nach Satz 5.1-3 konvergieren 

diese Folgen daher, d.h. es existieren n
n

UU


 lim  und n
n

OO


 lim , und es gilt OU  . Mit wei-

tergehenden Überlegungen zu stetigen Funktionen lässt sich sogar OU   zeigen. Da für die 

Folge   NnnS  der Riemann’schen Summen nnn OSU   gilt, konvergiert nach Satz 5.1-3 

diese Folge gegen denselben Grenzwert. Weitere Überlegungen zeigen, dass dieser Grenzwert 

unabhängig von der speziellen Zerlegung des Intervalls  ba  ,  ist, solange die oben genannten 

Bedingungen eingehalten werden. 
 
Zusammenfassend gilt, ohne hier im einzelnen auf weitere technische Beweisschritte einzu-
gehen: 
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Satz 5.13-1: 
 

Die Funktion   Rbaf  ,:  sei stückweise stetig. Es sei   NnnZ  eine Folge von Zerlegungen 

von  ba  ,  mit der Eigenschaft 0lim 
 n

n
Z  und nS  eine Riemann’sche Summe zu nZ . Dann 

existiert der Grenzwert  n
n

S


lim  und ist von der speziellen Folge von Zerlegungen unabhängig. 

 
 

Dieser Grenzwert heißt das bestimmte Integral von f über  ba  ,  und wird mit 

 


b

a

dxxf )(  

 
bezeichnet. Die Werte a und b heißen Integrationsgrenzen, die Funktion f heißt Integrand 
und x Integrationsvariable. Hierbei ist die Benennung der Integrationsvariablen beliebig, 
etwa      
 

 
b

a

b

a

dttfdxxf )()( . 

 

Die Funktion f heißt über  baI  ,  integrierbar, wenn 
b

a

dxxf )(  existiert. 

 

Man definiert für ba   die Integrale  
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(  und 0)( 
a

a

dxxf . 
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Satz 5.13-2: 
 

Es seien f und g über einem Intervall I integrierbare Funktionen. Es gelte Ia , Ib , Ic  
und R . Dann gilt: 

 

 (i)  abdx
b

a

  . 

 

 (ii)  
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

  

 (iii)    
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

 

 (iv)  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  . 

 

 (v) Ist )()( xgxf   für alle  bax  , , so gilt  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

 
Die Aussagen ergeben sich aus der Definition des Integralbegriffs und der Rechenregeln für 
Grenzwerte. 
 
 

Der gesuchte Flächeninhalt zwischen dem Graphen einer Funktion RIf :  in einem In-

tervall  baI  , , der x-Achse und einer linken und einer rechten jeweils senkrecht auf der x-

Achse an den Intervallgrenzen stehenden Begrenzungslinie wird durch 
b

a

dxxf )(  bestimmt. 

Es muss der Betrag des bestimmten Integrals genommen werden, da Flächen, die unterhalb 

der x-Achse liegen, wegen 0)( xf  negativ gerechnet werden. 

 
 
Zur konkreten Berechnung von Integralen werden noch einige mathematische Sätze benötigt. 
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Satz 5.13-3: (Mittelwertsatz der Integralrechnung) 
 

Es sei f auf  ba  ,  stetig. Dann gibt es ein Element  bay  ,  mit  

 

  )()( yfabdxxf
b

a

 . 

 
Die Aussage dieses Satzes folgt aus dem Zwischenwertsatz (Satz 5.2-3): 
 

Da f auf  ba  ,  stetig ist, besitzt es dort ein Minimum  1xfm   und ein Maximum 

 2xfM  . Es sei 


b

a

dxxf
ab

)(
1 . Für alle  bax  ,  gilt Mxfm  )(  und damit 

 
b

a

b

a

b

a

Mdxdxxfmdx )(   bzw. mit Satz 5.13-2 

     abMMdxabdxxfmdxabm
b

a

b

a

b

a

  )( , also Mm   . Nach Satz 

5.2-3 (ii) gibt es ein y zwischen 1x  und 2x , also  bay  , , mit )(yf , d.h.  

  )()( yfabdxxf
b

a

 . 

 
 

Es sei I ein Intervall. Eine differenzierbare Funktion RIF :  heißt Stammfunktion von 

RIf : , wenn )()( xfxF   für alle Ix  gilt. 

 
 

Satz 5.13-4: 
 

Es seien F und G Stammfunktionen von f. Dann ist CxGxF  )()(  mit einer Konstanten 

RC  eine Stammfunktion von f. 

 
Alle Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um eine Konstante. 

 

Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass   0)()()()()()(  xfxfxGxFxGxF  für 

alle Ix  gilt und dann durch Anwendung von Satz 5.6-7 (ii). 
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Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den Operationen Differenzieren und 
Integrieren her und liefert das Werkzeug zur Berechnung von Integralen. 
 

Satz 5.13-5: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 
 

Es sei I ein Intervall, Ia  und RIf :  eine stetige Funktion. Dann ist die durch 

 


x

a

a dttfxF )()(  

 

definierte Funktion RIFa :  eine Stammfunktion von f, d.h. 

 

)()()( xfdttf
dx

d
xF

x

a

a   . 

 

Für jede Stammfunktion F von f gilt CxFxF a  )()(  für ein RC  und 

 

).()()( aFbFdxxf
b

a

  

 

Zum Beweis der Aussage ist zunächst zu zeigen, dass 
   

)(lim)(
0

xf
x

xFxxF
xF aa

x
a 







 

gilt. Dazu wird zunächst der Zähler berechnet: 

      xyfdttfdttfdttfxFxxF
xx

x

x

a

xx

a

aa  


)()()(  

mit einem Wert  xxxy   ,  (siehe Satz 5.13-3). Damit gilt 

       yf
x

xyf

x

xFxxF
xF

xx

aa

x
a

000
limlimlim)(











 . 

Mit 0x  geht xy  , also   )(lim)(
0

xfyfxF
x

a 


.  

 

Es sei F eine beliebige Stammfunktion von f. Nach Satz 5.13-4 ist dann CxFxF a  )()(  für 

ein RC . Dann ist CbFbF a  )()( , und wegen 0)()(  
a

a

a dttfaF  ist 

CCaFaF a  )()( .  Insgesamt ergibt sich )()()()()( aFbFCbFbFdttf a

b

a

 . 
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Um ein bestimmtes Integral 
b

a

dxxf )(  zu berechnen, geht man also folgendermaßen vor: 

 

1. Man sucht eine Stammfunktion F von f, also eine Funktion mit )()( xfxF  .

 

2. Man bildet )()( aFbF  . 

 
 

Satz 5.13-6: 
 
 Es seien f und g über einem Intervall I integrierbare Funktionen. Es gelte Ia  und  

Ib . Dann gilt: 

 

 (i)       
b

a

b

a

dxxgxfagafbgbfdxxgxf )()()()()()()()(  

  (Partielle Integration) 
  

 (ii)     
)(

)(

)()()(
bg

ag

b

a

dxxfdxxgxgf  

  (Substitutionsregel) 

 

Es gilt )()()()())()(( xgxfxgxfxgxf  . Also ist )( gf   eine Stammfunktion von 

gfgf  . Nach Satz 5.13-5 ist    )()()()()()()()( agafbgbfdxxgxfxgxf
b

a

 . 

Nach Satz 5.13-2 (iii) ist       
b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgxfdxxgxfxgxf )()()()()()()()( . 

Damit folgt die Aussage von (i). 
 
Es sei F eine Stammfunktion von f.  Es gilt gemäß Satz 5.6-2 (iv) 

  )())(()())(())(( xgxgfxgxgFxgF  , also ist gF   eine Stammfunktion von 

  ggf  . Damit ist mit Satz 5.13-5       )()()()( agFbgFdxxgxgf
b

a

 . 

Nach Satz 5.13-5 ist andererseits      )()(
)(

)(

agFbgFdxxf
bg

ag

 . Damit folgt die Aussage in 

(ii). 
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Zur Vereinfachung wird folgende Schreibweise eingeführt: 
 

Für eine Funktion RXf :  und Ra  und Rb  ist bedeutet bx
axxf 

| )(  die Differenz 

)()( afbf  . Mit dieser Schreibweise lautet beispielsweise die Aussage aus Satz 5.13-6 (i): 

        


b

a

bx
ax

b

a

dxxgxfxgfdxxgxf )()(| )()()( . 

 

Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist bx
ax

b

a

xFdxxf 
 | )()( . 

 

Im folgenden werden eine Reihe von Beispielen behandelt, die auf der Anwendung der vorhe-
rigen Sätze und Definitionen beruhen.  
 
 
Beispiele: 
 

1. Für reelle Zahlen n mit 1n  ist wegen n
n

x
n

x

dx

d






1

1

: 

bx

ax

nb

a

n

n

x
dxx








 1

1

 . 

 
   
 

2. Es ist für 0x   
x

x
dx

d 1
)ln(  . Für 0x  ist    

xx
x

dx

d
x

dx

d 11
lnln 


 . Daher 

gilt bei  ba  ,0  

  bx

ax

b

a

xdx
x




 ln

1
. 

 
 

3. Es sei R  mit 0 . Dann ist x
x

e
e

dx

d 


 



 und damit 

 
bx

ax

x
b

a

x edxe




 





  

 1
. 
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4. Für reelle Zahlen n mit 1n  ist wegen 
   

x

x

n

x

dx

d nn )ln(

1

)ln( 1






:   

 
    bx

ax

nb

a

n

n

x
dx

x

x







 1

)ln()ln( 1

. 

 
 

5. Setzt man in der Regel      


b

a

bx
ax

b

a

dxxgxfxfdxxgxf )()(| )()()(  (partielle Integra-

tion) )ln(xf(x)   und xg(x)  , so erhält man 

        bx

ax

bx

ax

b

a

bx

ax

b

a

xxxxxdx
x

x
xxdxx



















  1)ln()ln()ln()ln( . 

 
 

6. Mit Hilfe der partiellen Integration (dort nxf(x)   und xeg(x)  ) erhält man 

        



b

a

xnbx

ax

xn
b

a

xn dxexnexdxex 1 . 

 Mit dieser Rekursionsformel berechnet man beispielsweise 

 

     

     

    
   .   12

12

12

2

2

2

02

22

bx

ax

x

bx

ax

xbx

ax

x

b

a

xbx

ax

xbx

ax

x

b

a

xbx

ax

x
b

a

x

exx

exex

dxexexex

dxexexdxex













































  

 
    

7. Es seien R  mit 0  und R . Mit Hilfe der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6 

lässt sich   
b

a

dxxx  2  bestimmen: Setzt man xxf )(  und   2)( xxg , 

dann ist     22)()( xxxgxgf , also 

     













 

2

22

1

2

1
)(

)(

212
bx

ax

bg

ag

b

a

xxdxxdxxx . 
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8. Es sei RXh :  eine stetige Funktion. Dann lassen sich mit Hilfe der Substitutionsre-

gel aus Satz 5.13-6 Integrale der Form 
b

a

dx
xh

xh

)(

)(
 berechnen. Setzt man nämlich 

x
xf

1
)(   und )()( xhxg  , dann ist   

)(

)(
)()(

xh

xh
xgxgf


 , also 

 









 





 )(

)(
ln))(ln()ln(

1

)(

)( )(

)(

)(

)( ah

bh
xhxdx

x
dx

xh

xh bx

ax

bhx

ahx

bh

ah

b

a

. 

  
 Beispielsweise ist 

 














 73

73
ln

73

6
2

2

2 a

b
dx

x

xb

a

. 

 
9. Das Beispiel greift die am Ende von Kapitel 9 angeführten und aus der Schulmathema-

tik bekannten Sinus- und Kosinusfunktion auf: 

Es gilt )cos()(nsi xx  , )sin()(sco xx  für Rx  und 

0)sin( i und   0)212cos(  i  für Zi , 1)2sin(  , 1)2sin(  . 

Zeichnet man in einem x-y-Koordinatensystem einen Halbkreis mit Mittelpunkt  0 ,0  

und Radius 1, so werden die Punkte des Halbkreises für 11  x  durch Koordinaten 

 yx  ,  beschrieben, für die 122  yx  gilt. Die y-Koordinate ist also eine Funktion 

)(xf  mit 21)( xxf  . Die Fläche des Halbkreises beträgt daher 



1

1

21 dxx . 

  
    
 
 
 
 
 
  
 

Wählt man in der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6      
)(

)(

)()()(
bg

ag

b

a

dxxfdxxgxgf  

eine umkehrbare Funktion g, so kann man diese Regel auch als 

     













dxxfdxxgxgf
g

g

)()()(
)(

)(

1

1

 lesen. Die Sinusfunktion ist für   2 ,2 x  um-

kehrbar. Damit ist mit )sin()( xxg   und  2)sin(1)cos( xx   

1-1 

1

x
f(x)
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    











2

2

2
)1(sin

)1(sin

2
1

1

1

1

2 )cos()cos()(sin1)(1

1

1





dxxdxxxdxxfdxx . 

 Dieses Integral lässt sich mit partieller Integration lösen: 

 

   

  

 






























2

2

2
2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2

2

.  )cos(1)cos()sin(

)cos(1)cos()sin(

)sin()cos()sin()cos(

































dxxdxxx

dxxxx

dxxxxdxx

x

x

x

x

x

x

  

 Insgesamt ist 

 

   

   

.    2

2)2cos()2sin(
2

1
2)2cos()2sin(

2

1

)cos()sin(
2

1
)cos(

2

2

2

2

2

















 





x

x
xxxdxx

 

 Die Zahl   kann also als Fläche eines Kreises mit Radius 1 definiert werden.  

  
 

In Kapitel 5.3 werden Polynome )(xp  behandelt. Diese sind stetig und integrierbar. Beispiel 

1 und Satz 5.13-2 liefern das Ergebnis für 
b

a

dxxp )( . 

 
In den folgenden Ausführungen wird eine Methode zur Integration gebrochen rationaler 
Funktionen beschrieben. 
 

Eine gebrochen rationale Funktion (siehe Kapitel 5.4) der Form )()()( xqxpxf   mit Poly-

nomen p und q ist an allen Stellen bis auf die Nullstellen von q definiert und stetig, also integ-
rierbar. Ist der Grad von q nicht größer als der Grad von p, kann man f in eindeutiger Weise in 

der Form 
)(

)(
)()(

xq

xr
xsxf   mit Polynomen s und r schreiben, wobei r einen kleineren Grad 

als q besitzt.  Dann ist  









b

a

b

a

b

a

b

a

dx
xq

xr
dxxsdx

xq

xr
xsdxxf

)(

)(
)(

)(

)(
)()( . Die Berechnung 

von 
b

a

dxxs )(  ist oben beschrieben. Sind lxx 001 , ... ,  die reellen Nullstellen von q, wobei mehr-

fache Nullstellen jeweils auch mehrfach aufgeführt sind, kann man q in der Form 

)()( ... )()( 001 xqxxxxxq gl   mit einem Polynom )(xqg  von geradem Grad, das keine 

reellen Nullstellen hat, schreiben. Mit dem algebraisch etwas aufwendigen Verfahren der Par-
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tialbruchzerlegung lässt sich )()( xqxr  in eine Summe von Brüchen zerlegen, die die Form 

  1 kBx

A
 oder   12 2





k

DxCx

BxA
 mit Nk  und DC 2  haben. Jeden dieser Summanden 

kann man getrennt integrieren. Es ist 
 

 

 

 






























b

a

bx

ax

k

bx

ax

k
k

Bxk
A

kBxA

Bx

A

.   0für 
1

0für ln

1  

 

Den Summanden   12 2





k

DxCx

BxA
 kann man noch einmal zerlegen: 

 
 

    121212 22

2

22















kkk

DxCx

CAB

DxCx

CxA

DxCx

BxA
. 

 

Mit der Technik aus Beispiel 8 ist für 0k  mit DxCxxh  2)( 2  und  Cxxh  2)(  

    bx

ax

b

a

DxCxdx
DxCx

Cx 







 2ln
2

2 2
2

. 

 

Für 1k  ist mit )1()(  kxxh  und DxCxxg  2)( 2 ,  Cxxg  2)( : 

 
          

bx

ax

k

bg

ag

b

a

b

a
k

DxCxk
dxxhdxxgxghdx

DxCx

Cx













2

1

2

2
2

)(

)(
12

. 

Daher bleibt nur   


b

a
k dx

DxCx
12 2

1
 zu behandeln. Dazu wird 

2
)(

CD

Cx
xt




  und 

  12 1

1
)( 


 k

x
xh  gesetzt. 

 

Dann ist   212)(


 CDxt  und    
2

2

2

22
2 2

1)(
CD

DxCx

CD

CDCx
xt








 , also 

   
  

   

    .   

)()(

1)(

1

2

1

)(

)(

2112

2112

12

12
12


























bh

ah

k

b

a

k

b

a
k

k
b

a
k

dxxhCD

dxxtxthCD

dx
xt

CDdx
DxCx

 . 
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Es bleibt die Bestimmung des Integrals     







dx
x

dxxh k

bh

ah
12

)(

)( 1

1
 mit )(ah  und 

)(bh . Durch Anwendung der partiellen Integration ist 

     

    .  
1

2
1

1

1

1

1

1

1

1

12

2

2

222





























































































dx
x

x
kx

x

dxx
xdx

d
x

x
dx

x

k

x

x

k

k

x

x

kk

 

Wegen       12212

2

1

1

1

1

1









kkk

xxx

x
 ergibt sich  

        





































dx
x

kx
x

dx
x

k k

x

x

kk
1

1
12

1

1

1

1
2

2212
 

und damit eine Rekursionsformel für   






dx
x

k 12 1

1
. Diese bleibt für 1k  zu bestimmen. 

Aus der Behandlung der trigonometrischen Funktionen, die hier ausgeklammert wurde, kennt 

man deren Ableitungen. Für die Umkehrfunktion arctg  der Tangensfunktion, der 

Arcustangensfunktion, gilt 
21

1
)(

y
yarctg

dy

d


 . Daher ist 















x

x
xarctgdx

x
)(

1

1
2

.  

 
 

Bisher wurden Integrale der Form 
b

a

dxxf )(  behandelt, für die f in  ba  ,  wenigstens stück-

weise stetig ist. Es soll nun der Fall behandelt werden, dass f an einer oder beiden Intervall-
grenzen einen Pol besitzt oder dass die Intervallgrenzen gegen   oder   laufen. Dieser 
Ansatz führt auf den Begriff des uneigentlichen Integrals: 
 

Falls der Grenzwert  




t

a
t

a

dxxfdxxf )(lim)(  existiert, wird er als uneigentliches Integral be-

zeichnet. Entsprechend wird das uneigentliche Integral 









t

t
t

dxxfdxxf )(lim)(  definiert. 
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Besitzt f bei a einen Pol, dann ist das uneigentliche Integral 





b

a

b

a

dxxfdxxf



)(lim)(

0
0

. Für ei-

nen Pol bei b wird das uneigentliche Integral 











b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0
0

 definiert. 

 
 
Beispiele: 
 

1. 11
1

lim
1

lim
1

lim
1

11
2

1
2







 

















 tx
dx

x
dx

x t

tx

x
t

t

t
. 

    

2. Der Grenzwert 


1

1
dx

x
 existiert nicht; denn    )1ln()ln(lim)ln(lim

1
lim

1
1






  txdx
x t

tx

xt

t

t
. 

 
3. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Exponentialverteilung behandelt. Eine ex-

ponentialverteilte Zufallsvariable X hat den Erwartungswert 



0

dxexa xa  mit einem 

Parameter 0a : Mit partieller Integration (hier xxf )( , xaexg  )( , also 

xae
a

xg 
1

)( ) ist 

 

.   
11

1

11

0
0

000







 







 




















 






 


















 

a
e

a
et

e
a

ex

dxe
a

e
a

xadxexa

tata

tx

x

xatx

x

xa

t
xa

tx

x

xa
t

xa

 

Damit folgt 
a

dxexadxexa
t

xa

t

xa 1
lim

00

  




 . 

 

4. Die durch 
x

xf
1

)(   definierte Funktion hat bei 0x  einen Pol. Damit ist dx
x




1

1

1
 

die Summe zweier uneigentlicher Integrale: dx
x

dx
x

dx
x

 


1

0

0

1

1

1

111
. Eine 
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Stammfunktion von 
x

xg
1

)(   ist xxG  2)( ; eine Stammfunktion von 

x
xh




1
)(  ist xxH  2)( . Damit ist 

  22lim
1

lim
11 1

0
0

1

0
0

1

0

1

0






 








 

x

x
xdx

x
dx

x
dx

x 






,  

  22lim
1

lim
1

1
0
0

10
0

0

1






 




























x

x
xdx

x
dx

x
 und 

4
11

1




dx
x

. 
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6 Das Lösen linearer Gleichungssysteme 

 
Das vorliegende Kapitel wählt aus einem Gebiet der Mathematik, der Linearen Algebra, ein 
spezielles Thema aus, nämlich die Behandlung eines effizienten Verfahrens zur Lösung linea-
rer Gleichungssysteme, wie sie in vielen Anwendungen der Mathematik vorkommen. Damit 
verbunden ist das Invertieren von Matrizen (die Begriffe werden im Laufe des Kapitels erläu-
tert). 
 
Die Lineare Algebra als zugrundeliegende Theorie hat sich zu einem der wichtigsten Teilge-
biete der Mathematik entwickelt. Eine auch nur einführende Darstellung dieser Theorie würde 
jedoch den Rahmen dieses Textes sprengen. Daher wird in diesem Kapitel auf die Darstellung 
der Beweise weitgehend verzichtet. 
 
 

6.1 Matrizen und Vektoren 

 
Ein rechteckiges Zahlenschema aus reellen Zahlen mit m Zeilen und n Spalten 
 

 
njmijinm

nmjmmm

nijiii

nj

nj

a

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

,...,1;,...,1,),(

,,2,1,

,,2,1,

,2,22,21,2

,1,12,11,1

......

..........

......

..........

......

......






























 AA  

 
heißt reellwertige Matrix vom Typ (m, n). Im Schnittpunkt der Zeile i und der Spalte j steht 

das Matrixelement Rjia , . Der erste Index gibt die Zeilennummer, der zweite Index die 

Spaltennummer an. Im folgenden werden Matrizen durch fett gedruckte Buchstaben bezeich-
net. 
 

Zwei Matrizen  jinm a ,),( A  und  klsr b ,),( B  sind gleich, wenn sie vom selben Typ sind, 

d.h. rm   und sn  , und sie elementweise gleich sind, d.h. wenn jiji ba ,,   für mi  ..., ,1  

und nj  ..., ,1  gilt. 

 
Eine Matrix vom Typ (n, n) heißt quadratische Matrix. 
 
Eine Matrix, deren sämtliche Elemente 0 sind, heißt Nullmatrix; sie wird mit 0 bezeichnet. 
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Die quadratische Matrix 
 



























10...000...000

..........

00...001...000

..........

00...000...010

00...000...001

),( nnI  

 
vom Typ (n, n), die in der Diagonalen die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthält, heißt Ein-
heitsmatrix vom Typ (n, n). Es ist 
 

 jinn ,),( I  mit 








ji

ji
ji für 0

für 1
,  . 

 
 
Eine Matrix vom Typ (1, n) heißt Zeilenvektor der Länge n. Eine Matrix vom Typ (m, 1) 
heißt Spaltenvektor der Länge m. In beiden Fällen verzichtet man meist auf die doppelte In-
dizierung: 
 
Ein Zeilenvektor wird geschrieben als 
 

 nj aaaaa ......21


. 

 
Ein Spaltenvektor wird geschrieben als 
 





































m

i

b

b

b

b

.

.

.

.

.

.
1


 . 
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Es sollen nun Rechenoperationen auf Matrizen definiert werden: 
 
Es seien A und B zwei Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n). 
 

Die Summe von A und B ist die Matrix   BAC  jic ,  mit jijiji bac ,,,  . 

 

Die Differenz von A und B ist die Matrix   BAC  jic ,  mit jijiji bac ,,,  . 

 
Die Summe (Differenz) zweier Matrizen vom Typ (m, n) ist wieder vom Typ (m, n). Man er-
hält sie also, indem man die Elemente an den sich entsprechenden Positionen addiert (subtra-
hiert). 
 

Es sei Rk . Das Skalarprodukt der Matrix A  mit (dem Skalar) k ist die Matrix 

  kkd ji  AAD ,  mit kaakd jijiji  ,,, . 

 
Das Skalarprodukt einer Matrix A vom Typ (m, n) mit einer reellen Zahl ist wieder eine Mat-
rix vom Typ (m, n). Bei der Bildung des Skalarprodukts einer Matrix mit einer Zahl werden 
also alle Matrixelemente mit dieser Zahl multipliziert. 
 

Es seien A, B und C Matrizen gleichen Typs, Rk  und Rh . Dann gelten folgende Re-

geln: 
 

ABBA  , 

CB)ACBA  ()( , 

AA00A  , 

Mit AA  )1(  ist 0AA  , 

  BABA  kkk , 

AAA  hkhk )( , 

A)A  hkhk ()( , 

AA 1 . 
 
Die Menge der Matrizen vom (gleichen) Typ (m, n) mit der definierten Addition von Matrizen 
und der Multiplikation von reellen Zahlen mit Matrizen bildet einen Vektorraum über R. 
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Erläuterung: 
 

Eine algebraische Struktur    , , , KV  heißt Vektorraum über K, wenn gilt: 

 

(i)      ,V  ist eine kommutative Gruppe 

 
(ii)    K ist ein Körper (Skalarkörper) 

 

(iii)   die Abbildung  







vv kk

VVK

 ,
:  genügt den folgenden Regeln: 

für jedes Kk  , für jedes Kl  , für jedes Vv  und jedes Vw  gilt 

    vv  lklk , 

vv 1 , 

     wvwv  kkk , 

     vvv  lklk . 

 
 

 Das Produkt der beiden Matrizen ),( nmA  und ),( knB  ist nur dann definiert, wenn der erste 

Faktor ),( nmA  genauso viele Spalten wie der zweite Faktor ),( knB  Zeilen hat. Das Produkt ist 

eine Matrix   BAC  srkm c ,),(  vom Typ (m, k) (mit der Zeilenanzahl von A und der Spal-

tenanzahl von B) mit 
 





n

i
siirsr bac

1
,,,  für mr  ..., ,1 , ns  ..., ,1 . 

 
Durch Nachrechnen verifiziert man die Gültigkeit von 
 

CABACBA  )( , 

CBCACBA  )( . 

 
 
Im allgemeinen ist (selbst für quadratische Matrizen) ABBA  . 
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Eine Matrix 
 

 
njmijinm

nmjmmm

nijiii

nj

nj

a

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

,...,1;,...,1,),(

,,2,1,

,,2,1,

,2,22,21,2

,1,12,11,1

......

..........

......

..........

......

......






























 AA  

 

kann man als Menge  mi aaaa


 ..., , ..., , , 21  ihrer Zeilenvektoren mit 

 

 nijiiii aaaaa ,,2,1, ......


 für mi  ..., ,1   

 

bzw. als Menge  nj bbbb


 ..., , ..., , , 21  ihrer Spaltenvektoren mit 

 





































jm

ji

j

j

j

a

a

a

a

b

,

,

,2

,1

.

.

.

.

.


 für nj  ..., ,1  

 
auffassen. 
 
 

Eine Menge  raa


 ..., , 1  von Vektoren heißt linear unabhängig, wenn gilt: 

 
Aus der Gleichung 
 

0 rr akak


 ... 11  mit Rik  für ri  ..., ,1  folgt 0 ... 1  rkk . 

 

Andernfalls heißt  raa


 ..., , 1  linear abhängig. 

 
 
Um zu überprüfen, ob eine Menge von Vektoren linear unabhängig ist, stellt man also die 

„Vektorgleichung“ 0 rr akak


 ... 11  auf, wobei die reellen Zahlen rkk  ..., ,1  zunächst 
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„Unbekannte“ sind, und zeigt dann, dass diese Gleichung nur gültig sein kann, wenn alle Un-

bekannten rkk  ..., ,1  gleich 0 sind. Kann man andererseits die Gleichung 0 rr akak


 ... 11  

aufstellen, wobei mindestens eine der Zahlen rkk  ..., ,1  von 0 verschieden ist, so sind die Vek-

toren linear abhängig. 
 
 

Sind die Vektoren raa


 ..., ,1  jeweils Spaltenvektoren mit m Komponenten, so ist die Vektor-

gleichung 0 rr akak


 ... 11  ein Gleichungssystem mit m Zeilen. 

 
 

Ein Vektor a


 ist eine Linearkombination der Vektoren naa


 ..., ,1 , wenn es Zahlen R1k , 

..., Rnk  gibt mit 

 

nn akaka

  ... 11 . 

 
In diesem Fall gilt die Vektorgleichung 
 

0 aakak nn


1 ... 11 , d.h. 

 

die Menge  aaa r


 , ..., , 1  ist nicht linear unabhängig. Ist umgekehrt die Menge  raa


 ..., , 1  li-

near abhängig, so sind in der Vektorgleichung 
 

0 rr akak


 ... 11  

 

nicht alle Skalare  gleich 0, etwa 0jk . Es ist dann 

 

rrjjjjjj akakakakak

   ...   ... 111111 , also 

 

r
j

r
j

j

j
j

j

j

j
j a

k

k
a

k

k
a

k

k
a

k

k
a













































 




  ...  ... 1
1

1
1

1
1 . 

 
Insgesamt ergibt sich damit 
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Satz 6.1-1: 
 
 Es sei 2n . 

 

 Die Vektoren naa


 ..., ,1  sind genau dann linear abhängig, wenn sich wenigstens ein Vek-

tor dieser Menge als Linearkombination der anderen Vektoren dieser Menge darstellen 
lässt. 

 
 

Unter dem Zeilenrang )(AZr  einer Matrix ),( nmAA   versteht man die Maximalzahl linear 

unabhängiger Zeilen (-vektoren). Unter dem Spaltenrang )(ASr  einer Matrix ),( nmAA   

versteht man die Maximalzahl linear unabhängiger Spalten (-vektoren). 
 

Offensichtlich gilt mrZ )(A  und nrS )(A . 

 
Der Beweis des folgenden Satzes erfordert eine Reihe weiterführender Überlegungen und ei-
nen ziemlich trickreichen Umgang mit den beteiligten Indizes. 
 

Satz 6.1-2: 
 
 Für jede Matrix A gilt: 
  

 )()( AA SZ rr  . 

 
 

Wegen Satz 6.1-2 kann man Rang )(Ar  einer Matrix A durch )()(( AAA) SZ rrr   defi-

nieren. Ist ),( nmAA  , d.h. A besitzt m Zeilen und n Spalten, dann ist  mnr  , min)( A . 

 
 
Der folgende Satz beschreibt Operationen, die auf die Zeilen bzw. Spalten einer Matrix an-
wendbar sind, ohne ihren Rang zu ändern. Diese Operationen sind Grundlage des Verfahrens 
zur Lösung linearer Gleichungssysteme 
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Satz 6.1-3: 
 
 Gegeben sei die Matrix 
 

  n

m

nm bb

a

a







...

.

.

.

1

1

),( 























 AA . 

 

 (Die Vektoren maa


 ..., ,1  sind die Zeilen der Matrix A, die Vektoren nbb


 ..., ,1  sind die 

Spalten von A.) 
 
 Dann gilt: 
 
 Zeilenrang und Spaltenrang von A ändern sich nicht, wenn man die Matrix A einer der 

folgenden elementaren Umformungen unterwirft: 
 
 (z1) Zwei Zeilen von A werden vertauscht. 
 

 (z2) Eine Zeile ia


 von A wird ersetzt durch ji aka

 , wobei Rk , mi 1 , 

mj 1  und ji   gilt. 

  (Auf ia


 wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.) 

 

 (z3) Eine Zeile ia


 von A wird ersetzt durch iak

 , wobei Rk  \ {0} und mi 1  

gilt. 

  ( ia


 wird um ein Vielfaches verändert.) 

 
 (s1) Zwei Spalten von A werden vertauscht. 
 

 (s2) Eine Spalte ib


 von A wird ersetzt durch ji bkb

 , wobei Rk , ni 1 , 

nj 1  und ji   gilt. 

  (Auf ib


 wird ein Vielfaches einer anderen Spalte addiert.) 

 

 (s3) Eine Spalte ib


 von A wird ersetzt durch ibk

 , wobei Rk  \ {0} und ni 1  

gilt. 

  ( ib


 wird um ein Vielfaches verändert.) 
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6.2 Lineare Gleichungssysteme 

 
Eine Menge von m Gleichungen in n Variablen der Form 
 

mnnmjjmmm

innijjiii

nnjj

nnjj

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa








,,22,11,

,,22,11,

2,2,222,211,2

1,1,122,111,1

......

.

.

.

......

.

.

.

......

......

 

 

heißt lineares Gleichungssystem (in den Variablen nxx  ..., ,1 ). Abgekürzt lässt es sich 

schreiben als 
 

)1,()1,(),( mnnm bx


A . 

 

Die Matrix 









































nmjmmm

nijiii

nj

nj

nm

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

,,2,1,

,,2,1,

,2,22,21,2

,1,12,11,1

),(

......

.

.

.

......

.

.

.

......

......

AA  heißt Koeffizientenmatrix. 

 

Die Elemente der Koeffizientenmatrix und des Vektors )1,(mbb


  sind vorgegebene reelle 

Zahlen. 
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Jeder Vektor 





























n

n

y

y

y

yy

.

.

.
2

1

)1,(


 mit )1,()1,(),( mnnm by


A  heißt Lösung des linearen Glei-

chungssystems. 
 
 

Ein lineares Gleichungssystem )1,()1,(),( mnnm bx


A  heißt homogen, wenn 0 ... 21  mbbb  

ist. Andernfalls heißt es inhomogen. 
 
 

Im linearen Gleichungssystem )1,()1,(),( mnnm bx


A  heißt die Matrix 

 

   









































mnmjmmm

inijiii

nj

nj

mnm

baaaa

baaaa

baaaa

baaaa

bb

|......

...

...

...

|......

...

...

...

|......

|......

  

,,2,1,

,,2,1,

2,2,22,21,2

1,1,12,11,1

)1,(),(


AA  

 
die erweiterte Koeffizientenmatrix. 
 
 
Es stellt sich die Frage nach der Lösbarkeit eines linearen Gleichungssystems (existiert 
überhaupt eine Lösung? Ist die Lösung eindeutig bestimmt?) 
 
 

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem )1,()1,(),( mnnm bx


A . Gesucht wird eine Lösung 



298 6   Das Lösen linearer Gleichungssysteme 

 





























n

n

y

y

y

yy

.

.

.
2

1

)1,(


. 

 
 
Im folgenden wird die Typangabe zur Vereinfachung der Schreibweise weggelassen, so dass 

das Gleichungssystem bx


A  lautet. 

 
 
Der folgende Satz gibt an, in welchen Fällen ein lineares Gleichungssystem lösbar ist und 
wieviele Lösungen in diesem Fall existieren. 
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Satz 6.2-1: 

Das lineare Gleichungssystem bx


A  ist genau dann lösbar, wenn der Rang der 

Koeffizientenmatrix gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist, d.h. wenn 

    brr


 AA   gilt. Ist     brr


 AA  , so heißt das Gleichungssystem inkonsistent (und ist 

nicht lösbar). 
 

Für das lineare Gleichungssystem bx


A  mit einer m-zeiligen und n-spaltigen 

Koeffizientenmatrix ),( nmAA   gelte      rbrr 


 AA , so dass das Gleichungssystem lös-

bar ist. Es ist mr   und nr  . 

 

Ist mr   (= Anzahl der Zeilen bzw. Gleichungen), so ist das Gleichungssystem lösbar, aber 

rm   Gleichungen sind „überflüssig“, genauer: redundant, da sie Linearkombinationen der 

übrigen Gleichungen sind. 
 
Die Anzahl der Lösungen des Gleichungssystems hängt davon ab, wie sich der Rang r zu der 
Anzahl n der Variablen verhält: 
  

Ist nr   (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so sind rn   Spaltenvektoren Linearkombi-

nationen der anderen Spaltenvektoren. Das System ist lösbar, jedoch mit rn   freien Variab-

len, denen beliebige reelle Werte zugeordnet werden können. Es gibt also unendlich viele 
Lösungen. Die Werte, die den übrigen r Variablen zugeordnet werden, hängen von den zu-
geordneten Werten der freien Variablen ab. 
 

Ist nr   (= Anzahl der Spalten bzw. Variablen), so ist mn   ( nm   Gleichungen sind re-

dundant). Das System ist eindeutig lösbar, d.h. es gibt genau eine Lösung. 
 

Ist die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems quadratisch, d.h. mn  , d.h. 

es gibt soviele Gleichungen wie Variablen, dann gilt: 

Für      nbrr 


 AA  gibt es keine Lösung; 

für      nbrr 


 AA  gibt es genau eine Lösung; 

für      nbrr 


 AA  gibt es unendlich viele Lösungen.  

 

In einem homogenen linearen Gleichungssystem ist immer     brr


 AA  . Es gibt dann we-

nigstens eine Lösung (nämlich die triviale Lösung 0 ... 21  nyyy ). Ist zudem   nr A , 

dann gibt es nur diese Lösung. Ist   nrr A , dann gibt es weitere Lösungen mit rn   frei-

en Variablen. Ist nm  , d.h. es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte, dann ist auch 

  nr A . Für nm   gibt es nur dann mehr als die triviale Lösung, wenn   nr A  ist. 
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Im folgenden wird eine Methode zur Lösung eines linearen Gleichungssystems (Gauß-
scher Algorithmus) und damit einhergehend eine Methode zur Bestimmung des Rangs ei-
ner Matrix vorgestellt. 
 
 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem 
 

mnnmjjmmm

innijjiii

nnjj

nnjj

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa








,,22,11,

,,22,11,

2,2,222,211,2

1,1,122,111,1

......

.

.

.

......

.

.

.

......

......

 

 
bzw. 
 

bx


A . 

 

Hierbei sei mindestens einer der Werte 1,ia  in der ersten Spalte von 0 verschieden; denn sonst 

käme 1x  im Gleichungssystem gar nicht vor. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sei wieder 

 

   

















































































mm

ii

mnmjmmm

inijiii

nj

nj

mnm

ba

ba

ba

ba

baaaa

baaaa

baaaa

baaaa

bb

|

...

...

...

|

...

...

...

|

|

|......

...

...

...

|......

...

...

...

|......

|......

  

22

11

,,2,1,

,,2,1,

2,2,22,21,2

1,1,12,11,1

)1,(),(










AA   . 

 
Sie wird durch elementare Umformungen in eine „Treppenmatrix“ (siehe unten) umgewan-
delt, aus der man dann die Lösung des Gleichungssystems ablesen kann. Bei diesem Umfor-

mungsvorgang wird schrittweise eine Folge von Matrizen )()1(  , ... , rAA  erzeugt, die alle den-



6.2   Lineare Gleichungssysteme 301

 

selben Rang wie  b


 A  haben. Hierbei ist )(iA  das Ergebnis der Umformung von )1( iA  nach 

dem i-ten Schritt ( ri  ..., ,1 ). 

 

Um die Einträge von )(iA  von den Einträgen der übrigen Matrizen unterscheiden zu können, 
wird 
 

















































































)()(

)()(

)(
2

)(
2

)(
1

)(
1

)()(
,

)(
,

)(
2,

)(
1,

)()(
,

)(
,

)(
2,

)(
1,

)(
2

)(
,2

)(
,2

)(
2,2

)(
1,2

)(
1

)(
,1

)(
,1

)(
2,1

)(
1,1

)(

|

...

...

...

|

...

...

...

|

|

|......

...

...

...

|......

...

...

...

|......

|......

i
m

i
m

i
i

i
i

ii

ii

i
m

i
nm

i
jm

i
m

i
m

i
i

i
ni

i
ji

i
i

i
i

ii
n

i
j

ii

ii
n

i
j

ii

i

ba

ba

ba

ba

baaaa

baaaa

baaaa

baaaa









A  

 
gesetzt. 
 

Zusätzlich wird eine Folge von Spaltennummern rjj  ..., ,1  erzeugt, deren Bedeutung aus dem 

Zusammenhang klar wird. 
 

Die Matrix )(rA , die nach dem r-ten Umformungsvorgang entstanden ist, hat die Form 
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1. Schritt: 
 

In der 1. Spalte von  b


 A  wird von oben nach unten das erste von 0 verschiedene Element, 

d.h. ein Element der Form 01, sa , gesucht. 

 

Es wird 1,: sap   gesetzt. Man nennt p das Pivot-Element (im 1. Schritt). 

 

Ist 1s , so wird die erste Zeile  11  ba


 von  b


 A  mit der s-ten Zeile ausgetauscht; ist bereits 

01,1 a  (d.h. 1s ), so findet kein Austausch statt. Die erste Zeile der durch den eventuellen 

Zeilenaustausch entstandenen Matrix werde wieder mit  11  ba


 bezeichnet; entsprechend er-

hält die ursprünglich erste und nun an der s-ten Position stehende Zeile wieder die Bezeich-

nung  s bas


. Insbesondere ist mit dieser Numerierung 1,1ap  . 

 

Für mk  ..., ,2  wird anschließend die Zeile  kk ba  


 durch 

 

   kkk bapbaa   111,


  

 
ersetzt. 
 

)1(A  ist die so aus  b


 A  entstandene Matrix. Es wird 1:1 j  gesetzt. 

 

Ergebnis: Alle Zeilen von )1(A  ab Zeile 2 enthalten mindestens in der ersten Spalte den 

Wert 0; es gilt außerdem 0)1(
,1 1
ja . Eventuell sind auch in der zweiten und einigen 

folgenden Spalten von Zeile 2 abwärts ausschließlich die Werte 0 entstanden. 
 

Es wird 2i  gesetzt und im i-ten Schritt fortgefahren. 

 
 

i-ter Schritt für mi 1 : 

 

Die Matrix )1( iA  sei bereits bestimmt. Sie hat die Form 
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Es gilt für jede Zeile k mit 11  ik : 

 

 alle Elemente bis zur Spalte 1kj  (einschließlich) sind gleich 0 

 

 01(
, i
jk k

a  

 

 alle Elemente in der Teilmatrix, die durch die Zeilen i und m und die Spalten 1 und 1ij  

(einschließlich) begrenzt wird, sind gleich 0. 
 
In der Teilmatrix 
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(das ist der untere rechte Teil) wird von links nach rechts gehend diejenige Spalte bestimmt, 
die zum ersten Mal Einträge enthält, die nicht sämtlich gleich 0 sind (hierbei wird die Zeilen- 
und Spaltennumerierung aus der Matrix  übernommen): 
 

Es wird also 11  ijj  gesetzt und die Bedingung 
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0 ... )1(
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)1(
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)1(
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
 i
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i

ji
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ji aaa  

 

geprüft. Gilt diese Bedingung und ist nj   (= Anzahl der Spalten von A), so wird j um 1 er-

höht und die Bedingung erneut geprüft; gilt die Bedingung und ist bereits nj  , so ist das 

Verfahren beendet. 
 
Im folgenden sei j der kleinste Wert, für den die Bedingung nicht gilt, d.h. die Teilmatrix 
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enthält in der Spalte j ein Element, das ungleich 0 ist. Die kleinste Zeilennummer, für die das 
zutrifft, laute s, d.h. 
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Es wird )1(
,
 i
jsap  gesetzt. Der Wert p heißt Pivot-Element (im i-ten Schritt). 

 

Die i-te Zeile von )1( iA  wird mit der s-ten Zeile ausgetauscht (und die Numerierungen der 
Zeilen wie im ersten Schritt angepaßt). 
 

Es wird jji   gesetzt. 

 

Für mik  ..., ,1   wird nun Zeile  )1()1(   i
k

i
k ba


 durch 

 

   )1()1()1()1(
,     i

k
i

k
i

i
i

ijk bapbaa
i


 

 
ersetzt. 
 

Die so entstandene Matrix ist )(iA . 
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Es wird i um 1 erhöht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert für i wiederholt. 
 
 

Nach dem r-ten Schritt hat die Matrix )(rA  die oben dargestellte Form 
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mit rjjj   ... 1 21  und 0)(
, r
ji i

a  für ri  ...., ,1 . 

 

Ist 0 ... )()(
1 

r
m

r
r bb , so ist        rrbrr r  )( AAA


, und das Gleichungssystem ist lösbar. 

Andernfalls ist das Gleichungssystem nicht lösbar. 
 
 

Im folgenden sei        rrbrr r  )( AAA


. 

 
Es gilt: 
 

Das ursprüngliche Gleichungssystem bx


A  und das r-zeilige Gleichungssystem 
(r)(r) bx


A  haben dieselbe Lösung, da nur elementare Umformungen durchgeführt wurden. 

In ausgeschriebener Form (ohne die Zeilen, die nur Nullen enthalten) lautet  
 

(r)(r) bx


A : 

 

)()(
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Die Zeilen dieser Matrix (es sind die ersten r Zeilen von (r)A ) werden von unten nach oben 

bearbeitet, und dabei werden den Variablen 11  ..., , , xxx nn   Werte zugeordnet: 
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 (r) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer r: 

 

Den Variablen njj xxx
rr

 ..., , , 21   werden beliebige Werte aus R zugewiesen (freie Va-

riablen): 
 

nnjjjj uxuxux
rrrr

  : ,    ...    ,:    ,: 2211 . 

 

rj
x  wird aus der letzten Gleichung berechnet: 
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. 

 
 (i) Bearbeitung der Zeile mit der Nummer i mit ri 1 : 

 

Die Zeilen ri  ..., ,1  seien bereits bearbeitet. Die Variablen, die bisher entweder als 

freie oder berechnete Variablen ermittelt wurden, seien in aufsteigender Numerierung 

nkk xxx  ..., , , 1 . 

 

Den Variablen 11  ..., ,  kj xx
i

werden wieder beliebige Werte aus R zugewiesen (freie 

Variablen): 
 

1111 : ,    ...     ,   kkjj uxux
ii

. 

 

ij
x  wird berechnet zu: 
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Beispiel:  
 
Das Gleichungssystem 
 

1018201810422

81028101812422

8122041610422

15244293018633

24445644424844

8754321

87654321

87654321

87654321

87654321









xxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx
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hat die erweiterte Koeffizientenmatrix 
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1. Schritt: 
 

041,1  ap ; die k-te Zeile für 5 4, 3, ,2k  wird ersetzt durch 

Zeile) te-(4Zeile) (1.1, kak  . Das ergibt: 

 




























8|16328168000

16|48032160000

16|40328248000

12|36024120000

24|445644424844

 

 
Um die Größen der Zahlen zu reduzieren, werden die einzelnen Zeilen jeweils durch einen 

geeigneten Faktor dividiert, z.B. wird die 1. Zeile durch 4, die 2. Zeile durch 12, die 3. Zeile 

durch 8, die 4. Zeile durch 16 und die 5. Zeile durch 8 dividiert, und es entsteht: 
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11 j  

 
i-ter Schritt für i = 2: 
 

Es ist 42 j , 3s , 1p . Die 2. Zeile von )1(Α  wird mit der 3. Zeile ausgetauscht, und es 

ergibt sich 
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Für 5 4, 3,k  wird die k-te Zeile ersetzt durch 

 

Zeile) te-(1Zeile) (2.4, kak  . 

 
Damit ergibt sich 
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i-ter Schritt für i = 3: 
 

Es ist 53 j , 3s , 1p . 

 
Für 5 4,k  wird die k-te Zeile ersetzt durch 

 

Zeile) te-(1Zeile) (3.5, kak   

 
Damit ergibt sich 
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i-ter Schritt für i = 4: 
 

Für )(   8 ..., 6),(   13 njj   gilt jeweils 0)3(
,5

)3(
,4  jj aa , so dass das Verfahren abbricht. Es 

ist 3r . 

 
Es wird daher gesetzt: 
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Die (unendlich große) Lösungsmenge des Gleichungssystems ist also 
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6.3 Invertieren von Matrizen 

 

Eine quadratische Matrix ),( nnA vom Typ (n, n) heißt regulär, wenn   nr nn ),(A  ist. Sie heißt 

singulär, wenn   nr nn ),(A  gilt. 

 

Es sei ),( nnA  eine quadratische Matrix vom Typ (n, n). Gibt es eine Matrix ),( nnB  vom Typ 

 nn  ,  mit ),(),(),( nnnnnn IBA  , dann heißt ),( nnB  die zu ),( nnA  inverse Matrix und wird mit 

1
),(


nnA  bezeichnet. 
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Zur Erinnerung: Mit ),( nnI  wird die quadratische Matrix bezeichnet, die in der Diagonalen 

die Zahlen 1 und sonst nur Nullen enthält (Einheitsmatrix). 
 
 

Satz 6.3-1: 
  

 A und B seien quadratische Matrizen, zu denen jeweils die inversen Matrizen 1A  und 
1B  existieren. Dann gilt: 

 
 (i) Aus AAB   folgt IB  .  

 

 (ii) AAAAI   11 . 
 

 (iii) 1A  ist eindeutig bestimmt. 
 

 (iv)   AA 
 11 . 

 

 (v)   111   ABBA . 

 

 (vi)   11 1   AA kk  für 0Rk .  

 
Zunächst überzeugt man sich durch Nachrechnen, dass für quadratische Matrizen A, B und C 

die Assoziativität     CBACBA   gilt, d.h. die Klammerung bei einer Folge von Mat-

rixmultiplikationen ist irrelevant. 
 

(i) ergibt sich folgendermaßen: Ist AAB  , dann ist IAAAAB   11  und 

BAAB  1 . 
 

Damit folgt (ii):     11111   AAAAAAA , und mit (i) ist 11   AAIAA . 

 
Die Eindeutigkeit der inversen Matrix in (iii) sieht man wie folgt: Ist B eine zu A inverse 

Matrix, d.h. ist IBA  , dann ist       BBAABAABAAA   1111 . 

 

Nach Definition ist 1 AAI  und AAAA   11 . Also ist 1A  invertierbar, und wegen 

der Eindeutigkeit der inversen Matrix ist   AA 
 11 . 

 

Mit (iii) ergibt sich (v):       IAAABBAABBA   11111 , also 

  111   ABBA . 

 



6.3   Invertieren von Matrizen 311

 

Entsprechend sieht man die Gültigkeit von (v):     IAAAA   111 kk , also 

  11 1   AA kk .  

 
 

Satz 6.3-2: 
  
 Für eine quadratische Matrix A sind folgende Aussagen (a) und (b) äquivalent: 

 
 (a) A ist eine reguläre Matrix. 
 

 (b) Zu A existiert die inverse Matrix 1A . 

 
Den Beweis dieses Satzes, der einen tieferen Einstieg in die Lineare Algebra erfordert, findet 
man in der angegebenen Literatur6. 
 
 

Satz 6.3-3: 
  
 Die Lösung der Matrixgleichung BXA   mit einer regulären Matrix A lautet 

 BAX  1 . 

 
 
Die Berechnung der inversen Matrix zu einer gegebenen quadratischen regulären Matrix A 
heißt Invertieren der Matrix A. 
 
 

Die quadratische Matrix  
),(,),( nnjinn aA  sei regulär. Man kann zeigen, dass man die Zeilen 

einer regulären Matrix so vertauschen kann, dass nach dem Austausch alle Elemente der Dia-

gonalen von 0 verschieden sind. Daher kann man gleich  für 0, iia  für ni  ..., ,1  vorausset-

zen. 
 

Die Matrix  
),(,),( nnjinn xX  sei in Spaltenschreibweise: 

 

 nxx


 ..., ,1X . 

 

Der Vektor ie


 für ni  ..., ,1 sei der Spaltenvektor, der in der i-ten Zeile eine 1 und sonst nur 

Nullen hat. 

                                                 
6  Beutelspacher, A.: Lineare Algebra, 7. Aufl.,Vieweg+Teubner, 2009. 
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Zur Invertierung der Matrix A sind simultan die n linearen Gleichungssysteme 
 

11 ex


A , ..., nn ex


A  

 
zu lösen. Diese Gleichungssysteme kann man zu einem Gleichungssystem 
 

),(),(),( nnnnnn IXA   

 
zusammenfassen und mit einer Variante des Gaußschen Verfahrens lösen (anstelle des Vek-

tors )1,(mb


 steht jetzt die Einheitsmatrix ),( nnI ): 

 
Die zu A gehörende erweiterte Matrix hat die Form 
 

 









































10...000|

........|.

00...010|

00...001|

10...000|...

........|......

00...010|...

00...001|...

 | 

1

1

,2,1,

,22,21,2

,12,11,1

n

nnnn

n

n

a

a

a

aaa

aaa

aaa







IA

 

 
Sie wird schrittweise durch elementare Umformungen in eine „erweiterte Diagonalmatrix“ 

umgewandelt. Dabei wird eine Folge von Matrizen )()1(  ..., , nAA  erzeugt; )(iA  ist das Ergeb-

nis nach dem i-ten Schritt: 
 
 
1. Schritt: 
 

Es ist 01,1 a . Die 1. Zeile der erweiterten Matrix wird durch 1,1a  geteilt. Anschließend wird 

für nk  ..., ,2  die mit 1,ka  multiplizierte 1. Zeile zur k-ten Zeile addiert. Das Ergebnis ist 

)1(A . Das Element in der 1. Spalte und der 1. Zeile ist gleich 1; alle Elemente der 1. Spalte ab 
Zeile 2 sind gleich 0. 
 

Anschließend wird 2i  gesetzt. 

 

i-ter Schritt für ni 1 : 

 

Die Matrix )1( iA  sei bereits ermittelt. Sie hat die Form 
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A

 

 

Man kann 0)1(
, i
iia  annehmen; ansonsten gibt es wegen der Regularität von A ein 

 niis  ..., ,1 ,   mit 0)1(
, i
isa , und die s-te Zeile wird mit der i-ten Zeile ausgetauscht. 

Die i-te Zeile wird durch )1(
,
i

iia  geteilt, so dass sie in der i-ten Spalte (im Diagonalelement) 

den Wert 1 hat. Anschließend wird für niik  , ... ,1 ,1 ..., ,1   die mit )1(
,
 i
ika  multiplizierte i-

te Zeile zur k-ten Zeile addiert. Zu beachten ist, dass hierbei sowohl Zeilen behandelt werden, 

die oberhalb der i-ten Zeile stehen ( 1 ..., ,1  ik ), als auch Zeilen, die unterhalb der i-ten Zei-

le stehen ( nik  , ... ,1 ). 

 
)(iA  ist die so entstandene Matrix. 

 
Es wird i um1 erhöht und der i-te Schritt mit diesem neuen Wert für i wiederholt. 
 

)(nA  hat die Form 
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






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











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















 

 

Es gilt 1
),(

 AU nn . 

 
 
Beispiel: 
 

Bestimmung der zu 


















221

232

321

A  inversen Matrix: 

 
Die folgenden Matrizen sind die Ergebnisse nach den Schritten : 
 




















101|100

012|410

001|321
)1(A  

 























101|100

012|410

023|501
)2(A  

 























101|100

412|010

522|001
)3(A  

 

Es gilt 























101

412

522
1A . 
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7 Ausgewählte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 

 
Das vorliegende Kapitel mit seinen Unterkapiteln gibt eine knappe Einführung in die Anwen-
dungen der Schließenden Statistik und stellt dazu zunächst erforderliche Hilfsmittel aus der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Verfügung. Die einzelnen Sätze werden wieder bis auf we-
nige Ausnahmen, die weiterführende mathematische Betrachtungen erfordern, durch Argu-
mente untermauert7. Die mathematischen Hilfsmittel sind entweder elementar oder ergeben 
sich aus den Ausführungen in Kapitel 5 und seinen Unterkapiteln.   
 
Auf Zahlenbeispiele wird mit Verweis auf die angegebene Literatur weitgehend verzichtet. 
Das Kapitel dient vielmehr als Leitfaden, um sich das Themengebiet (auch selbständig) zu er-
arbeiten.  
 
 

                                                 
7  Die ausgelassenen Beweise findet man in Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und 

mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989. 

7.1 Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie 

 
In diesem Kapitel werden Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung zusammengestellt, wie sie in einer einführenden Veranstaltung behandelt werden. 
 
 Mit   werde eine Menge von Elementareignissen bezeichnet.   wird auch  Ereignis-
raum genannt. Bei der Durchführung eines Zufallsexperiments (z.B. Münzwurf, Würfeln, 
Ziehen eines produzierten Teils aus einem Produktionsvorgang) wird ein Elementarereignis 
ausgewählt. Das Zufallsexperiment wird nach einer bestimmten Vorschrift durchgeführt und 
kann unter den gleichen Rahmenbedingungen beliebig oft wiederholt werden. Welches Ele-
mentarereignis jeweils gewählt wird, ist nicht vorhersagbar. Lediglich die Menge der sich ge-
genseitig ausschließenden Versuchsausgänge ist bekannt. 
 
Ist   endlich oder abzählbar unendlich, so handelt es sich um einen diskreten Ereignis-
raum. 
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Ein Mengensystem     PE  heißt Ereignismenge mit dem Ereignisraum  , wenn 

folgende Bedingungen erfüllt sind: 
 

(i)   E    

 

(ii) Mit  EA  gilt auch   EA  

 

(iii) Mit  EA  und  EB  gilt auch   EBA  

 

(iv) Ist   IiiA   eine Folge von abzählbar vielen Mengen  EiA  für Ii ,  NI , so ist 

auch  


E
Ii

iA . 

 
 

Mit  EA  und  EB  gilt auch   EBA ; diese Aussage folgt aus einer mehrfa-

chen Anwendung der Regeln (i) und (ii) auf



 BABA . 

 
 

Eine Menge  EA , d.h. A , heißt (zufälliges) Ereignis. Das Ereignis A tritt bei ei-

nem Zufallsexperiment ein, wenn das ausgewählte Elementarereignis Element von A ist. Die 

Menge   heißt sicheres Ereignis, die Menge   unmögliches Ereignis. 

 
 

Eine Abbildung P, die jedem Ereignis  EA  eine reelle Zahl zuordnet, heißt Wahr-

scheinlichkeitsmaß auf  , und  AP  heißt Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, wenn 

gilt: 
 

(i)   10  AP  für jedes Ereignis  EA  

   

(ii)   1P  

 

(iii)      BPAPBAP   für disjunkte Ereignisse  EA  und  EB  

 

(iv) Ist   IiiA   eine Folge abzählbar vieler paarweise disjunkter Mengen  EiA  für Ii ,  

NI , so ist  











Ii
i

Ii
i APAP  . 
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Ist die Menge der Elementarereignisse endlich, so kann man in (iv) nur endlich viele paarwei-

se disjunkte Ereignisse iA  bilden. 

 
Beispiele: 
 

1. Für  naa  ..., ,1  und     PE  wird durch    naP i 1  ein Wahrscheinlich-

keitsmaß mit  
n

A
AP   festgelegt (diskrete Gleichverteilung). 

 

2. Für N  und     PE  wird durch   
1

2

1










n

nP  ein Wahrscheinlichkeitsmaß 

festgelegt: Dazu ist lediglich die Bedingung (ii) zu prüfen: 

       1

2
11

1

2

1

2

1
1



















 





 NNN

N
n

n

nn

nPnPP  . 

 
 
Direkt aus den obigen Bedingungen ergibt sich 
 

Satz 7.1-1: 
 

 Es sei   eine Menge von Elementarereignissen mit der Ereignismenge  E  und P ein 

Wahrscheinlichkeitsmaß auf  . Dann gilt: 
 

 (i)    APAP  1  für jedes Ereignis  EA . 

 

 (ii)   0P . 

 

 (iii)      BPAPBAP \  für Ereignisse  EA  und  EB  mit AB  . 

 

 (iv)        BAPBPAPBAP   für Ereignisse  EA  und  EB . 

 

 (v)    BPAP   für Ereignisse  EA  und  EB  mit BA . 

 
 

Es seien  EA  und  EB  Ereignisse eines Ereignisraums  , und es gelte   0BP . 

Dann heißt    
 BP

BAP
BAP


   die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedin-

gung B (bedingte Wahrscheinlichkeit von A, wenn B eingetroffen ist). 
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Bei festem B  wird auf diese Weise ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf   definiert. Dazu 

sind die obigen Bedingungen (i) bis (iv) nachzuweisen: 
 

Es gilt    
  0  



BP

BAP
BAP  und mit Satz 7.1-1 (v) wegen BBA   auch 

 
  1

BP

BAP
. 

Weiter ist    
 

 
  1  




BP

BP

BP

BP
BP . Sind  E1A  und  E2A  disjunkte Ereig-

nisse, so ist 

    
 

    
 

   
 

    .      

  

21

212121
21

BAPBAP

BP

BAPBAP

BP

BABAP

BP

BAAP
BAAP












 

Bedingung (iv) lässt sich auf ähnliche Art nachweisen.  
 
 
Bedingte Wahrscheinlichkeiten lassen sich in vielen Anwendungen häufig einfacher als „ab-
solute“ Wahrscheinlichkeiten berechnen, da dazu vorausgesetzt werden kann, dass die in Fra-
ge kommende Bedingung B bereits eingetroffen ist. Man besitzt also Zusatzinformationen in 
Form des eingetretenen Ereignisses B, um die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A zu be-
werten. 
 
 
Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt unmittelbar: 
 

Satz 7.1-2: 
 

 Es seien  EA  und  EB  Ereignisse eines Ereignisraums  , und es sei 

  0BP . Dann gilt: 

 

      BPBAPBAP    . 

 
 

Die Ereignisse  EA  und  EB  heißen (stochastisch) unabhängig, wenn 

     BPAPBAP    gilt. In diesem Fall gilt    APBAP    und    BPABP   . 

 

Die Ereignisse  E1A , …,  EnA  heißen (stochastisch) unabhängig, wenn für belie-

bige Indizes 1k , …, sk  mit nkk s   ... 1 1  die Beziehung 

     
ss kkkk APAPAAP   ...  ... 

11
 gilt. 
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Die abzählbar vielen Ereignisse  E1A ,  E2A ,  E3A , … heißen (stochastisch) 

unabhängig, wenn für jedes ... 4, 3, ,2n  die Ereignisse 1A , …, nA  (stochastisch) unabhän-

gig sind. 
 
 
Der folgende Satz ist Grundlage vieler Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten und weiteren 
Kenngrößen von Verteilungen (siehe unten).  
 

Satz 7.1-3: 
 

 Die Ereignisse  E1B , …,  EnB  seien eine paarweise disjunkte Zerlegung des 

Ereignisraums  , d.h. 



n

i
iB

1

 und  ji BB   für ji  . Dann gilt für das Ereignis 

 EA : 

      



n

i
ii

BPBAPAP
1

  . 

 
Die Aussage folgt aus Satz 7.1-2 und den Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmaßes P: Es 

ist  
n

i
iBAA

1

  und      ji BABA   für ji  . Daher gilt 

       



n

i
ii

n

i
i BPBAPBAPAP

11

  . 

 
 

Es seien  EA  und  EB  Ereignisse eines Ereignisraums   mit   0AP  und 

  0BP . Dann ist  

   
 

   
 BP

APABP

BP

BAP
BAP







  
  . 

Die bedingte Wahrscheinlichkeit  BAP    lässt sich also mit Hilfe der bedingten Wahrschein-

lichkeit  ABP    ausdrücken. Wendet man auf  BP  Satz 7.1-3 an, so erhält man den folgen-

den Satz. 
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Satz 7.1-4 (Satz von Bayes): 
 

 Die Ereignisse  E1A , …,  EnA  seien eine paarweise disjunkte Zerlegung des 

Ereignisraums  , d.h. 



n

i
iA

1

 und  ji AA   für ji  . Dann gilt für das Ereignis 

 EB  mit   0BP  und jedes  EiA : 

      

   





 n

i
ii

ii
i

APABP

APABP
BAP

1

  

  
  . 

 
 

7.2 Zufallsvariablen 

 

Es sei  E  eine Ereignismenge mit dem Ereignisraum  . Eine Abbildung R:X  heißt 

Zufallsvariable, wenn zu jedem Rr  die Menge  reXeeAr  )( und     in  E  ist. 

 
Ist der Wertebereich einer Zufallsvariablen X endlich oder abzählbar unendlich, so heißt X 
diskrete Zufallsvariable, ansonsten stetige Zufallsvariable. 
 
Unter der Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable 
 

 einen Wert a  mit Ra  annimmt, geschrieben  aXP  , versteht man 

  aeXeeP  )( und       

 den Wert Ra  annimmt, geschrieben  aXP  , versteht man 

  aeXeeP  )( und     

 einen Wert zwischen a und b mit Ra  und Rb  annimmt, geschrieben 

 bXaP  , versteht man   beXaeeP  )( und    . 

 
 

Die Funktion  1 0,: RXF  mit     xeXeePxXPxFX  )( und    )(  heißt Vertei-

lungsfunktion der Zufallsvariablen X. Das Subskript X wird fortgelassen, wenn der Zusam-
menhang klar ist. 
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Satz 7.2-1: 
 
 Für die Verteilungsfunktion einer FX einer Zufallsvariablen X gilt: 
 

 (i) FX ist an jeder Stelle Rx  zumindest rechtsseitig stetig, d.h. 

   xFxxF XX
x


 0

lim . 

 

 (ii) FX ist monoton steigend, d.h. für Ra  und Rb  mit ba   ist    bFaF XX  . 

 

 (iii) FX hat die Grenzwerte   0lim 


xFX
x

 und   1lim 


xFX
x

. 

 
 
Im folgenden werden Definitionen angeführt, die sich in der Darstellung für diskrete und ste-
tige Zufallsvariablen unterscheiden. 
 
 
Die Zufallsvariable X sei diskret, d.h. sie nimmt endlich oder abzählbar unendlich viele Werte 

ix  an. Dann heißt die Funktion 

 1 0,: RXf  mit      


 


sonst0

für ii
X

xxxXP
xXPxf  (Wahrscheinlichkeits-) Mas-

senfunktion von X. 
 
 

Offensichtlich gilt   10  xfX  für jedes Rx  und   1
 alle


i

iX xf . Den Zusammenhang zwi-

schen der Massenfunktion Xf  und der Verteilungsfunktion XF  beschreibt 

     



xx

XX

i

xfxXPxF  und      xxFxFxf X
x

XX 
 0

lim . 

 
 

Die Zufallsvariable X sei stetig mit Verteilungsfunktion XF . Die erste Ableitung Xf  von XF  

heißt  (Wahrscheinlichkeits-) Dichtefunktion von X: 

 xF
dx

d
f XX  . 

 

Aus der Definition und mit Satz 7.2-1 (ii) und (iii) folgt   0xfX  und   1




dxxfX .  
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Zu beachten ist, dass eine Dichtefunktion keine Wahrscheinlichkeit beschreibt und daher im 

Einzelfall Werte x mit   1xfX  besitzen kann. 

 
 

Den Zusammenhang zwischen der Dichtefunktion Xf  und der Verteilungsfunktion XF  be-

schreibt 

     dttfxFxXP
x

XX 


  und        dttfaFbFbXaP
b

a

XXX  . 

Wegen     0  dttfaXP
a

a

X  ist 

           aFbFbXaPbXaPbXaPbXaP XX  . 

 
 

Für eine diskrete Zufallsvariable X  mit den Werten ix  und der Massenfunktion  xf X  defi-

niert man den Erwartungswert von X durch 

      
i

iXi
i

ii xfxxXPxX
 alle alle

E . 

Für eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion  xf X  ist der Erwartungswert defi-

niert durch 

    




 dxxfxX XE . 

 
Natürlich müssen Summe bzw. Integral existieren. 
 
 

Den Erwartungswert einer Funktion  Xg  einer Zufallsvariablen X definiert man ent-

sprechend durch 

           
i

iXi
i

ii xfxgxXPxgXg
 alle alle

E , falls X diskret mit den Werten ix  und der 

Massenfunktion  xf X  ist, 

bzw. durch 

       




 dxxfxgXg XE , falls X stetig mit der Dichtefunktion  xf X  ist. 

 

Unterwirft man eine Zufallsvariable X einer linearen Transformation Xba  , so erhält man: 
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Satz 7.2-2: 
 

 Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert  XE . Es seien Ra  und Rb . 

Dann gilt: 
  

    XbaXba EE  . 

 
Die Herleitung sei hier nur für den stetigen Fall dargestellt: 

      

     

    

  .  E

E

Xba

dxxfxbdxxfa

dxxfxbdxxfa

dxxfxbaXba

XX

XX

X



































 

 
 

Die Varianz einer Zufallsvariablen X wird durch    2EE)(Var XXX   definiert. Auch 

hier müssen natürlich die entsprechenden Summen bzw. Integrale existieren. Die Standard-

abweichung ist )(Var X . 

 
 

Satz 7.2-3: 
 

 Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert  XE  und die Varianz )(Var X . Dann 

gilt: 
  

 (i)     22 EE)(Var XXX  . 

 

 (ii) )(Var)(Var 2 XbXba   mit Ra  und Rb . 

 
(i) rechnet man nach:  

   
     

        
     .  EE

EEE2E

EE2E

EE)(Var

22

22

22

2

XX

XXXX

XXXX

XXX








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(ii) rechnet man in drei Schritten nach: 

                )(VarEEEEEE)(Var 222 XXXXaXaXaXaXa  ,  

             )(VarEEEEEE)(Var 22222 XbXXbXXbXbXbXb   und 

)(Var)(Var)(Var 2 XbXbXba  . 

 
 
Der folgende Satz liefert zwei „nützliche“ Abschätzungen: 
 

Satz 7.2-4: 
 
 (i) Für die Zufallsvariable X gelte 0X(e)  für alle e , und sie habe den Erwar-

tungswert  XE . Dann gilt für Rt  mit 0t  (Markoffsche Ungleichung): 

      tXtXP E . 

 

 (ii) Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert  XE  und die Varianz )(Var X . 

Dann gilt (Tschebyscheffsche Ungleichung): 

       2VarE tXtXXP  . 

 

 (iii) Die Zufallsvariable X habe den Erwartungswert  XE  und die Varianz )(Var X . 

Dann gilt: 

       21VarE ttXXXP   und      211VarE ttXXXP  . 

 

(i)  ergibt sich wie folgt: Die Zufallsvariable R:Y sei auf demselben Ereignisraum   

wie X durch 


 


sonst0

)(für 
)(

teXt
eY  definiert. Dann ist )()( eXeY   für jedes e  und da-

mit    XY EE  . Es ist        XtXPttXPY E0E  . 

 

(ii) wird hier nur für eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion Xf  gezeigt; für eine dis-

krete Zufallsvariable verläuft der Nachweis entsprechend. Es ist 
 

   
  

  
 

  
 

 
  

 

























tX

X

tX

tX

X

tX

X

X

dxxfXxdxxfXxdxxfXx

dxxfXx

XXX

E

2
E

E

2
E

2

2

2

)(E)(E)(E

)(E

EE)(Var

 



7.2   Zufallsvariablen 325

 

  
 

  
 

 

 

      
   .  E

EE

(*) ung  Ungleich                                                  )()(

)(E)(E           

2

2

E

2
E

2

E

2
E

2

tXXPt

tXXPtXXPt

dxxftdxxft

dxxfXxdxxfXx

tX

X

tX

X

tX

X

tX

X




























 

Ungleichung (*) gilt, da im ersten Integral   tXx  E  und damit   tXx  E  und 

   22E tXx   ist; im zweiten Integral gilt    xtXE  und damit   tXx  E  und 

   22E tXx  . 

 
(iii) ist eine Umformulierung der Tschebyscheffschen Ungleichung. 
 
 
In vielen Anwendungsfällen ist eine Zufallsvariable Y als Funktion einer Zufallsvariablen X 

definiert, d.h.  XgY  , wobei die Verteilung (Massenfunktion bzw. Dichtefunktion bzw. 

Verteilungsfunktion) von X bekannt oder vorgegeben ist. Der folgende Satz beschreibt den 
Sachverhalt für zwei wichtige Beispiele. 
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Satz 7.2-5: 
 

 Die Zufallsvariabel X habe die Verteilungsfunktion    xXPxFX  . 

 

 (i) Die Zufallsvariable bXaY   mit Konstanten Ra , 0a , und Rb  hat die 

Verteilungsfunktion 

         
.   0für 1

0für 
















 









 

 

a
a

by
F

a
a

by
F

yFyYPyF

X

X

bXaY  

  Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion  xfX , so besitzt Y die Dichte-

funktion   





 


a

by
f

a
yf XY

1
. 

 

 (ii) Die Zufallsvariable X sei stetig mit Dichtefunktion  xfX . Dann hat die Zufallsva-

riable 2XY   die Verteilungsfunktion 

             
 0für 

0für 0
2









yyFyF

y
yFyYPyF

XX
XY  

  und die Dichtefunktion 

         
 .   0für 

2

0für 0















y

y

yfyf
y

yf XXY  

 

In (i) ist für 0a       





 







 


a

by
F

a

by
XPybXaPyF XY . Für 0a  ist 

     11 





 







 







 


a

by
F

a

by
XP

a

by
XPybXaPyF XY . Die Aussage 

über die Dichtefunktion erhält man durch die Bildung der Ableitung: 

     
11







 







 

a

by
f

aa

by
F

a
yFyf XXYY  für 0a  und 

     
11







 







 

a

by
f

aa

by
F

a
yFyf XXYY  für 0a . Beide Fälle zusammengefasst 

ergeben   





 


a

by
f

a
yf XY

1
. 

Die Aussage in (ii) sieht man wie folgt: 

           
 ,   0für 

0für 02









yyFyFyXyP

y
yXPyF

XX
Y  
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           
 .   0für 

22

0für 0




















y
y

yfyf

y

yFyF
y

yf XXXXY  

 
 

7.3 Mehrdimensionale Zufallsvariablen 

 

Es sei  E  eine Ereignismenge mit dem Ereignisraum  . Eine Abbildung 

  n
nXX R: ..., ,1  mit Zufallsvariablen nXX  ..., ,1  heißt n-dimensionale Zufallsvariable. 

Im vorliegenden Kapitel wird 2n  genommen; alle Ergebnisse lassen sich aber auch auf hö-

here Dimensionen übertragen. Zur Schreibvereinfachung wird für  21  , XX  der Zufallsvektor 

 YX  ,  geschrieben. 

 
 
Sind die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen diskrete Zufallsva-
riablen, so heißt die Funktion 
 

   1 0,: 2
 , RYXf  mit  

    
     )( und     )( und    

 und  , ,

yeYeexeXeeP

yYxXPyxf YX




 

gemeinsame (Wahrscheinlichkeits-) Massenfunktion von X und Y. 
 
 

Nimmt X die (endlich oder abzählbar unendlich vielen) Werte ix  und Y die (endlich oder 

abzählbar unendlich vielen) Werte jy  an, so ist analog zum eindimensionalen Fall 

   1 ,0  ,  yxf YX  für jedes Rx  und jedes Ry  und    1 ,
 alle  alle

 , 
i j

jiYX yxf . 

 
 
Die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen seien stetig. Es seien 

Ra , Rb , Rc  und Rd  mit ba   und dc  . Die Funktion   0
2

 , :  RRYXf  mit 

    

     )( und     )( und    

 und  , ,

deYceebeXaeeP

dYcbXaPdydxyxf
b

a

d

c

YX



   

heißt gemeinsame (Wahrscheinlichkeits-) Dichtefunktion von X und Y. 
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Offensichtlich gilt    1 , ,  








dydxyxf YX .  

 
 
Die gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y wird definiert durch 

    
     .    )( und     )( und    

 und  , ,

yeYeexeXeeP

yYxXPyxF YX




 

 

Im diskreten Fall ist       
 


xx yy

jiYXYX

i j

yxfyxF  , ,  , , . 

Im stetigen Fall ist       
 


x y

YXYX dvduvufyxF  , ,  , , . 

 
 

Der Erwartungswert einer Funktion g der zweidimensionalen Zufallsvariablen  YX  ,  wird  

im diskreten Fall durch          
i jx y

jiYXji yxfyxgYXg
 alle  alle

 ,  , , ,E  

und im stetigen Fall durch         








 dxdyyxfyxgYXg YX  , , ,E  ,  definiert.    

 
 
Die Massenfunktion der  Randverteilung von X bzw. von Y wird im diskreten Fall mit Hil-

fe der gemeinsamen Massenfunktion  YXf  ,  definiert durch 

         
j

jYXX yxfxeXeePxXPxf
 alle

 ,  , )( und     

bzw. 

         
i

iYXY yxfyeYeePyYPyf
 alle

 ,  , )( und    . 

 
Die Dichtefunktion der Randverteilung von X bzw. von Y wird im stetigen Fall ebenfalls 

mit Hilfe der gemeinsamen Dichtefunktion  YXf  ,  definiert durch 

    




 dyyxfxf YXX  , ,  

bzw. 

    




 dxyxfyf YXY  , , . 
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Die Randverteilungen lassen sich aus der gemeinsamen Massen- bzw. Dichtefunktion  YXf  ,  

ermitteln. Umgekehrt legen die Randverteilungen eine gemeinsame Verteilung nicht fest. 
 
 

Satz 7.3-1: 
 

 Für die diskreten Zufallsvariablen X bzw. Y sei   
ix

iXiX xfx
 alle

  bzw. 

  
jy

jYjY yfy
 alle

 .  Dann ist      X
x y

jiYXi

i j

yxfxX   
 alle  alle

 ,  ,E  bzw. 

      Y
y x

jiYXj

j i

yxfyY   
 alle  alle

 ,  ,E . 

 

 Für die stetigen Zufallsvariablen X bzw. Y sei  




 dxxfx XX  bzw. 

 




 dyyfy YY .  Dann ist      XYX dxdyyxfxX   








 ,E  ,  bzw. 

      YYX dxdyyxfyY   








 ,E  , . 

  
 Die Erwartungswerte werden also über die Erwartungswerte der Randverteilungen be-

rechnet. 
 
 Für die Varianzen gelten entsprechende Aussagen. 

 
Für den stetigen Fall sieht man die Aussage wie folgt (im diskreten Fall verläuft die Argu-
mentation genauso): 
 

Mit   XYXg  ,  ist 

 

       

  

 

.    

 ,

 ,E ,E

 ,

 ,

X

X

YX

YX

dxxfx

dxdyyxfx

dxdyyxfxXYXg



















 

 




















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In Kapitel 7.1 wird die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung 

B (bedingte Wahrscheinlichkeit von A, wenn B eingetroffen ist) durch    
 BP

BAP
BAP


   

definiert. Dieses Konzept lässt sich auf bedingte Verteilungen übertragen: 
 

Die Massenfunktion 1f   der bedingten Verteilung von X unter der Bedingung jyY   

(bedingte Verteilung von X, wenn jyY   gilt) wird im diskreten Fall über die gemeinsame 

Dichtefunktion  YXf  ,  und die Randverteilung Yf  von Y definiert durch 

    
 jY

jYX
j yf

yxf
yxf

 ,
   ,

1  . 

 

Entsprechend ist die Massenfunktion 2f   der bedingten Verteilung von Y unter der Be-

dingung ixX   (bedingte Verteilung von Y, wenn ixX   gilt) im diskreten Fall über die 

gemeinsame Dichtefunktion  YXf  ,  und die Randverteilung Xf  von X definiert durch 

    
 iX

iYX
i xf

yxf
xyf

 ,
   ,

2  . 

 
Im stetigen Fall lauten die Definitionen: 
 
Die Dichtefunktion der bedingten Verteilung von X für festes y der Zufallsvariablen Y 
wird durch die Dichtefunktion 

    
 yf

yxf
yxf

Y

YX  ,
   ,

1   

definiert. 
 
Die Dichtefunktion der bedingten Verteilung von Y für festes x der Zufallsvariablen X wird 
durch die Dichtefunktion 

    
 xf

yxf
xyf

X

YX  ,
   ,

2   

definiert. 
 
 
Aus diesen Definitionen lassen sich bedingte Erwartungswerte ableiten: 
 

Im diskreten Fall ist der bedingte Erwartungswert von X für einen festen Wert jyY   

gleich 

      
  

i jY

jiYX
i

i
jiij yf

yxf
xyxfxyYX

 alle

 ,

 alle
1

 ,
    E . 

Entsprechend ist der bedingte Erwartungswert von Y für einen festen Wert ixX   gleich 



7.3   Mehrdimensionale Zufallsvariablen 331

 

      
  

j iX

jiYX
j

j
ijji xf

yxf
yxyfyxXY

 alle

 ,

 alle
2

 ,
    E . 

 
Im stetigen Fall ist der bedingte Erwartungswert von X für einen festen Wert y der Zu-
fallsvariablen Y gleich 

      
 









 dx
yf

yxf
xdxyxfxyYX

Y

YX  ,
    E  ,

1 . 

Entsprechend ist der bedingte Erwartungswert von Y für einen festen Wert x der Zufalls-
variablen X gleich 

      
 









 dy
xf

yxf
ydyxyfyxXY

X

YX  ,
    E  ,

2 . 

 
Zu beachten ist, dass bedingte Erwartungswerte wieder Zufallsvariablen darstellen: 

 yYX   E  ist eine Funktion von y, d.h. der Zufallsvariablen Y;  xXY   E  ist eine Funkti-

on von x, d.h. der Zufallsvariablen X. 
 
 
Der folgende Satz wird in der Informatik häufig verwendet, um mittleres Verhalten von Algo-

rithmen abzuschätzen. So lässt sich die mittlere Laufzeit  TE  eines Algorithmus eventuell 

aus Erwartungswerten bestimmen, die die Laufzeit beschreiben, wenn eine andere Zufallsva-
riable Y, die in dem Algorithmus vorkommt, einen festen Wert y annimmt, d.h. aus 

 yYT   E . 

 
 

Satz 7.3-2: 
 

 Es ist     yYXX    EEE . 

 

 Im diskreten Fall ist       
j

jj yYPyYXX
 alle

  EE . 

 Im stetigen Fall ist     




 dyyfyYXX Y )(  EE . 

 
Für den stetigen Fall soll die Aussage verifiziert werden (der diskrete Fall ergibt sich auf ana-
loge Weise): 
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    

  
 

  

  

  

  

 

  .   E

 ,

 ,

 ,

 ,

)(
 ,

)(  )(  E

 ,

 ,

 ,

 ,

 ,

1

X

dxxfx

dxdyyxfx

dxdyyxfx

dydxyxfx

dydxyxfx

dyyfdx
yf

yxf
x

dyyfdxyxfxdyyfyYX

X

YX

YX

YX

YX

Y
Y

YX

YY



























































































 

 

 

 

 

 

























































 

 
 
Die Zufallsvariablen X und Y heißen (stochastisch) unabhängig, wenn die gemeinsame Mas-

sen- bzw. Dichtefunktion  YXf  ,  das Produkt der Randverteilungen ist: 

      yfxfyxf YXYX  , , . 

 
 
Im Fall der Unabhängigkeit gilt für die gemeinsame Verteilungsfunktion 
 

      yFxFyxF YXYX  , , . 

 
Diese Aussage lässt sich leicht verifizieren (hier nur für den stetigen Fall): 
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     

   

   

   

   

        .  

 , ,  , ,

yFxFxFyF

duufyF

duyFuf

dudvvfuf

dvduvfuf

dvduvufyxF

YXXY

x

XY

x

YX

x y

vX

x y

vX

x y

YXYX



























 

 

 





 

 

 

 

 
Für die bedingten Verteilungen gilt im Fall der Unabhängigkeit: 
 

    
 

   
   xf
yf

yfxf

yf

yxf
yxf X

Y

YX

Y

YX 



 ,

   ,
1  

und 

    
 

   
   yf
xf

yfxf

xf

yxf
xyf Y

X

YX

X

YX 



 ,

   ,
2 . 

 
Die bedingten Verteilungen sind im Fall der Unabhängigkeit also die Randverteilungen. 
 
 
Der folgende Satz lässt sich bei der Erhebung von Stichproben anwenden, wenn die Stichpro-
benanzahl selbst eine Zufallsvariable darstellt. 
 

Satz 7.3-3: 
 
 Die Zufallsvariable N nehme als Werte nur natürliche Zahlen ungleich 0 an. Sie  sei von 

den Zufallsvariablen iX   für 1i  unabhängig und habe den Erwartungswert  NE . 

Dann gilt für die durch 



N

i
iXY

1

 definierte Zufallsvariable:  

 Ist     


1

E
i

iXiNP , dann existiert der Erwartungswert von Y, und es ist 

      





1

EE
i

iXiNPY . 

 Besitzen alle iX  dieselbe Verteilung mit Erwartungswert    XXi EE  , dann ist 

      NXY EEE  . 
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Mit Satz 7.3-2 ist (unter Berücksichtigung der Bedingung     


1

E
i

iXiNP ) 

       

        .  EE

E  EE

11

1 11

 

 














 

















i
i

i in
i

n

n

i
i

n

XiNPnNPX

XnNPnNYnNPY

 

Ist    XXi EE  , dann ist              NXiNPiXiNPXY
ii

EEEEE
11

 








.

 

7.4 Kovarianz und Korrelationskoeffizient 

 

Die Kovarianz einer zweidimensionalen Zufallsvariablen  YX  ,  wird definiert durch 

        YYXXYX EEE ,Kov  . Sie beschreibt eine Maßzahl für den stochastischen 

Zusammenhang zwischen den beiden Komponenten. 
 
Sind die Komponenten X und Y einer zweidimensionalen Zufallsvariablen diskrete Zufallsva-

riablen mit Werten ix  bzw. jy  und gemeinsamer Massenfunktion 

    yYxXPyxf YX   und  , , , so ist 

          

        .    und EE

 ,EE ,Kov

 alle  alle

 alle
 ,

 alle








i
ji

j
ji

i
jiYX

j
ji

yYxXPYyXx

yxfYyXxYX

 

Sind X und Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichtefunktion   yxf YX  , , , so ist 

           








 dxdyyxfYyXxYX YX  ,EE ,Kov  , . 

 

Offensichtlich ist    XXX Var ,Kov  . 

 

Satz 7.4-1: 
 

 Es seien X und Y Zufallsvariablen, für die  XE  und  YE  existieren. Dann gilt: 

 

 (i) Sind X und Y stochastisch unabhängig, so ist   0 ,Kov YX . 

 

 (ii)        YXYXYX  ,KovEEE  . 

 

 (iii)        YXYXYX  ,Kov2VarVarVar  , 

         YXYXYX  ,Kov2VarVarVar  . 
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Die Aussagen sollen hier nur für den stetigen Fall dargestellt werden: Mit Satz 7.2-2 und 7.3-
1 ist 

          

         

         

,   0

EE

ängigkeitchen Unabhstochastisder   wegen EE

 ,EE ,Kov  ,

















 

 

 

























dxdyyfYyxfXx

dxdyyfxfYyXx

dxdyyxfYyXxYX

YX

YX

YX

denn                0EEEE  












YYdyyfYdyyfydyyfYy YYY . 

 
Durch Ausmultiplizieren erhält man  

              YXYXYYXXYX EEEEEE ,Kov  . 

 

       
       
            

      .    ,Kov2VarVar

EEE2EE

EEE

EEVar

22

2

2

YXYX

YYYYXXXX

YYXX

YXYXYX








 

 
 
Existieren die Varianzen der Zufallsvariablen X und Y und sind jeweils von Null verschieden, 
so kann man ein Maß für ihre stochastische Abhängigkeit durch den Korrelationskoeffizien-
ten von X und Y definieren: 
 

 
 

   YX

YX
YX

VarVar

 ,Kov
 , 
 .   

 
 

Satz 7.4-2: 
 
 Es seien X und Y Zufallsvariablen, für die die jeweiligen Varianzen existieren und von 

Null verschieden sind. Dann gilt: 
 

 (i)  
 

   
1

VarVar

 ,Kov
1  , 




YX

YX
YX . 

 

 (ii)   1 , YX  gilt genau dann, wenn   1 bXaYP  mit Ra  und Rb  ist. 
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Die Aussage in (ii) lässt folgende Interpretation zu: Gilt   1 , YX , dann ist die Wahrschein-

lichkeit dafür, dass die Zufallsvariable  YX  ,  Werte in der  yx  , -Ebene annimmt, die auf ei-

ner Geraden liegen, gleich 1. Dieser Fall stellt also den größten Gegensatz zur stochastischen 

Unabhängigkeit der Zufallsvariablen X und Y dar. Ist   1 , YX , dann entsprechen größere 

Werte der einen Zufallsvariablen auch größeren Werten der anderen Zufallsvariablen. Bei 

  1 , YX  entsprechen größeren Werten der einen Zufallsvariablen kleinere Werte der ande-

ren Zufallsvariablen.  
 
Zum Nachweis der beiden Aussagen in Satz 7.4-2 wird die Funktion 

         2EEE , YYtXXstsh  betrachtet. 

Es gilt   0 , tsh  und        YtYXtsXstsh Var ,Kov2Var , 22  . 

Die Nullstellen von h bezüglich s lauten wegen   0Var X : 

 
 

      
  

.   
Var

VarVar ,Kov

Var

 ,Kov
2

222

02,01
X

YXtYXt

X

YX
ts


  

 

h hat bezüglich s bei 0t  nur höchstens eine Nullstelle (bei zwei Nullstellen würde h zwi-

schen den Nullstellen oder jenseits der Nullstellen negative Werte annehmen). Daher ist 

       0VarVar ,Kov 222  YXtYXt  (= 0 bedeutet eine Nullstelle, < 0 bedeutet keine 

Nullstelle). Daraus folgt       YXYX VarVar ,Kov 2   bzw. 

          YXYXYX VarVar ,KovVarVar   und 

 
 

   
1

VarVar

 ,Kov
1  , 




YX

YX
YX . Das ist Aussage (i). 

 

Zum Nachweis von Aussage (ii) wird zunächst   1 , YX , also   12
 , YX  angenommen. 

Daher ist        0VarVar ,Kov 2  YXYX , und die Funktion 

         2EEE , YYtXXstsh   (siehe oben) hat eine Nullstelle  00  , ts  für 00 t , 

d.h.           0EEE , 2
0000  YYtXXstsh . Es gilt 

       
             

      
             

      
             

       .   0EE                      

0EE EEE

0EE                      

0EE EEE       

0EE                      

0EE EEE      

EEE

00

00
2

00

00

00
2

00

00

00
2

00

2
00















YYtXXsP

YYtXXsYYtXXs

YYtXXsP

YYtXXsYYtXXs

YYtXXsP

YYtXXsYYtXXs

YYtXXs

 

Damit dieser Ausdruck den Wert 0 annimmt, muss 
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       00EE 00  YYtXXsP  bzw.        10EE 00  YYtXXsP  gelten. 

Mit 00 t  folgt 
   

1
EE

0

00

0

0 






 


t

sXtY
X

t

s
YP . 

 

Gilt umgekehrt   1 bXaYP  mit Ra  und Rb , dann ist   0 bXaYP . Da-

mit ergibt sich  

         
    ,   EE

 E EE

bXabXa

bXaYPbXaYYbXaYPbXaYYY




 

     
     

     
   

   
 XVar

EE

EE

 EE      

 EE

EEVar

2

22

2

2

2

2













a

XXa

YbXa

bXaYPbXaYYY

bXaYPbXaYYY

YYY

  

und 

        
        

        
      
       

  .   Var

EEE

EEE

  EEE      

  EEE

EEE ,Kov

Xa

bXabXaXX

YbXaXX

bXaYPbXaYYYXX

bXaYPbXaYYYXX

YYXXYX












 

Damit folgt  
  

    1
VarVar

 ,Kov 2
2

 , 



YX

YX
YX  und   1 , YX . 

  
 

7.5 Bemerkungen zu erzeugenden und charakteristischen Funktionen 

 

In Kapitel 5.11 wurde die erzeugende Funktion G einer Folge   Nnng  durch 





0

)(
n

n
n zgzG  

definiert. Die erzeugende Funktion fasst die Informationen über unendlich viele Folgenglieder 

ng  mit Nn  in einem einzigen arithmetischen Ausdruck zusammen. Umgekehrt lassen sich 

aus der erzeugenden Funktion 





0

)(
n

n
n zgzG  die einzelnen Folgenglieder durch die Bezie-

hung (siehe Kapitel 5.11)   )0(
!

1 n
n G

n
g   zurückgewinnen. 
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Die Idee der erzeugenden Funktion lässt sich in folgendem Sinne auf die Wahrscheinlich-
keitsrechnung übertragen: Die Informationen über die möglichen Ausprägungen der Zufalls-
variablen X werden in einer einzigen eindeutig bestimmten Funktion zusammengefasst; diese 
Funktion legt auf eindeutige Weise die Verteilung von X fest. 
 
Es sei X eine diskrete bzw. stetige Zufallsvariable mit Massenfunktion bzw. Dichtefunktion 

Xf .  Dann heißt  Xt
X etmef  E)(  die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen 

X. 
 

Im diskreten Fall ist      

i
i

xt

i
iX

xt
X xXPexfetmef ii

 alle alle

)( ; 

im stetigen Fall ist   




  dxxfetmef X
xt

X )( . 

 
Die momenterzeugende Funktion der Zufallsvariablen muss nicht immer existieren, da Sum-
me bzw. Integral eventuell nicht konvergieren. 
 
 

Satz 7.5-1: 
 
 Es seien X und Y Zufallsvariablen, für die die momenteerzeugenden Funktionen 

)(tmefX  und )(tmefY  in einer Umgebung von 0t  existieren. Dann gilt: 

 

 (i) X und Y besitzen genau dann dieselbe Verteilungsfunktion, wenn YX mefmef   

gilt. 
 

 (ii) Existieren die k-ten Momente  kXE  der Zufallsvariablen X für nk  ..., 1, , dann 

gilt       0E
0

k
X

t

Xk

k
k meftmef

dt

d
X 



. 

  Insbesondere gilt    0E XfmeX   und       200Var XX fmefmeX  . 

 

 (iii) Sind X und Y stochastisch unabhängig, so gilt      tmeftmeftmef YXYX  . 

 

Besitzen in (i) X und Y dieselbe Verteilungsfunktion, dann ist YX mefmef  . Existieren Xmef  

und Ymef  und gilt YX mefmef  , dann lassen sich nach (ii) die Momente beider Zufallsvariab-

len berechnen, und diese stimmen überein. In Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989. wird ge-
zeigt, dass dann die Verteilungen von X und Y identisch sind.     
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Für (ii) wird die k-te Ableitung von Xmef  nach t gebildet (hier nur für den diskreten Fall; der 

stetige Fall ergibt sich entsprechend). Dabei wird vorausgesetzt, dass diese Ableitungen exis-
tiert, d.h. insbesondere dass Summen- und Ableitungsbildung vertauscht werden können. 

    

  
 

    E

 alle

 alle

Xtk

i
i

xtk
i

i
i

xt
k

k

Xk

k
k

X

eX

xXPex

xXPe
dt

d

tmef
dt

d
tmef

i

i

















  

und damit     nn
X Xmef E0  . 

 
(iii) folgt aus der Eigenschaft des Erwartungswertoperators bei stochastischer Unabhängigkeit 
der beteiligten Zufallsvariablen. Dabei ist zu beachten, dass mit der stochastischen Unabhän-

gigkeit von X und Y auch die Zufallsvariablen Xte   und Yte   stochastisch unabhängig sind. 
         )()(EEEE)( tmeftmefeeeeetmef YX

YtXtYtXtYXt
YX  

 .   

 
 
Eine noch bedeutendere Rolle als die momenteerzeugende Funktion spielt die charakteristi-

sche Funktion Xcf  einer Zufallsvariablen X. Diese ist definiert durch8 

   
 

 



























.ist    tion Dichtefunkmit  stetig  falls)(

istdiskret   falls

E
 alle

XX
xti

i
i

xti

Xti
X

fXdxxfe

XxXPe

etcf

i

 

 

Wegen )sin()cos( yiye yi   (vgl. Kapitel 5.9) ist     1)sin()cos( 22  yye yi . Außer-

dem gilt im diskreten Fall   1
 alle


i

ixXP  bzw. im stetigen Fall 1)( 




dxxfX , so dass 

)(tcfX  absolut und gleichmäßig konvergiert9 und eine stetige Funktion von t darstellt, insbe-

sondere immer definiert ist. 
 
 
Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen weist eine Reihe interessanter Eigen-
schaften auf. Einige der wichtigsten Eigenschaften werden im folgenden zitiert. Da zu deren 
Herleitung meist tiefergehende mathematische Kenntnisse aus der Analysis erforderlich sind, 
die hier aus Platzgründen nicht behandelt werden können, wird für Details der Herleitungen 
auf die angegebene Literatur verwiesen. 

                                                 
8    Hierbei ist i die durch 12 i  definierte komplexe Zahl. 
9   Zu den Begriffen vergleiche man in der angegebenen Literatur die entsprechenden weiterführenden 

Kapitel aus der Analysis. 
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Satz 7.5-2: 
 

 Es seien X und Y Zufallsvariablen mit charakteristischer Funktion Xcf  bzw. Ycf . 

 

 (i) Es gilt   10 Xcf  und   1tcfX . 

         XtiXttcfX  sinEcosE ,        XtiXttcfX  sinEcosE . 

 

 (ii) Existiert die ersten n Momente  kXE  der Zufallsvariablen X für nk  ..., ,1 , dann 

gilt    
  

k

k
X

t

Xk

k

k
k

i

cf
tcf

dt

d

i
X

01
E

0




 für nk  ..., ,1 . 

 

 (iii) Die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen bXaY   mit Ra  und 

Rb  lautet      tacfetcftcf X
tbi

bXaY  
 . 

 
 (iv) Sind die Zufallsvariablen X und Y stochastisch unabhängig, so gilt 

     tcftcftcf YXYX  . 

 

(i) folgt aus der Definition der charakteristischen Funktion:     11E0 Xcf  und 

        11EEE   XtiXti
X eetcf . 

              XtiXtXtiXtetcf Xti
X   sinEcosEsincosEE , 

   
    
           .   sinEcosEsincosE

sincosE

E

XtiXtXtiXt

XtiXt

etcf Xti
X




 

 

 
Bei (ii) benötigt man die Vertauschbarkeit von Summenbildung (im diskreten Fall) bzw. In-
tegralbildung (im stetigen Fall) mit dem Ableitungsoperator. Diese wird durch die Annahme 
über die Existenz der ersten n Momente gewährleistet. 
 
Zu bemerken ist, dass die Umkehrung dieser Aussage nicht gilt: Es gibt Zufallsvariablen, de-

ren charakteristische Funktion an der Stelle 0t  differenzierbar ist, aber deren Erwartungs-

wert (erstes Moment) nicht existiert. 
 
Die charakteristische Funktion in (iii) ergibt sich aus  

        tacfeeeetcf X
tbiXatitbibXati

bXa  
 EE . 

 
In (iv) ist zu beachten, dass mit der stochastischen Unabhängigkeit von X und Y auch die Zu-

fallsvariablen Xtie   und Ytie   stochastisch unabhängig sind. Dann ist 
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              tcftcfeeeeetcf YX
YtiXtiYtiXtiYXti

YX  
 EEEE . 

 
  
Die charakteristische Funktion ist aus der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable bere-
chenbar. Der folgende Satz beschreibt die Umkehrung dieses Sachverhalts: Durch die charak-
teristische Funktion ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen eindeutig bestimmt. 
 

Satz 7.5-3: 
 

 Es seien XF  bzw. Xcf  die Verteilungsfunktion bzw. charakteristische Funktion einer 

Zufallsvariablen X. Es seien ha   und ha   für 0h  Stetigkeitsstellen der Vertei-

lungsfunktion XF . Dann gilt: 

 

        











 




T

T

X
ati

T
XX dttcfe

t

th
haFhaF

sin1
lim


. 

 

Es seien 1x  und 2x  Stetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion XF . Dann lässt sich aus der 

Formel in Satz 7.5-3 die Differenz      2112 xXxPxFxF XX   berechnen, indem man 

  221 xxa   und   212 xxh  ) setzt. Hält man xx 2  fest und vollzieht den Grenzüber-

gang 1x , so konvergiert die Folge der Differenzen    1xFxF XX  , die aus der charak-

teristischen Funktion bestimmt werden kann, gegen  xFX . Damit ist  xFX  in jeder Stetig-

keitsstelle und damit überall bestimmt.  
 
 

Ist die charakteristische Funktion Xcf  der Zufallsvariablen X überall absolut integrierbar, d.h. 

existiert das Integral  




dttcfX , dann existiert das in Satz 7.5-3 angegebene Integral. Weiter 

gilt dann 
       





 





 











dttcfe

th

th

h

hxFhxF
X

xtiXX sin

2

1

2 
. Man kann jetzt den 

Grenzübergang 0h  auf der linken Seite vollziehen und erhält die Dichtefunktion der Zu-

fallsvariablen X. Auf der rechten Seite kann man Integralbildung und Grenzübergang vertau-

schen. In Kapitel 5.9 wird   1sinlim
0




thth
h

 gezeigt, und damit folgt 



342 7   Ausgewählte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 

 

 

Satz 7.5-4: 
 

 Es sei Xcf  die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X. Das Integral 

 




dttcfX  existiere. Dann  besitzt X die stetige Dichtefunktion  xfX , die sich in der 

Form 

       




 


 dttcfexfxF X
ati

XX 2

1
 

 darstellen lässt.  

 
 
Der folgende Satz stellt ein zentrales Hilfsmittel bei der Untersuchung von Folgen von Vertei-
lungen und Konvergenz gegen eine Grenzverteilung dar.  
 

Satz 7.5-5: 
 

 (i) Konvergiert die Folge    Nnn xF  von Verteilungsfunktionen gegen die Vertei-

lungsfunktion  xF , so konvergiert die entsprechende Folge    Nnn tcf  von cha-

rakteristischen Funktionen an jeder Stelle t mit  t  gegen die Funktion 

 tcf , wobei  tcf  die charakteristische Funktion der Grenzverteilung  xF  ist. 

 

 (ii) Konvergiert die Folge    Nnn tcf  von charakteristischen Funktionen an jeder Stel-

le t mit  t  gegen die Funktion  tcf , die in einem gewissen Intervall 

   ,  stetig ist, so konvergiert die entsprechende Folge    Nnn xF  von Vertei-

lungsfunktionen gegen die Verteilungsfunktion  xF , die die charakteristische 

Funktion  tcf  besitzt. 

 

In (i) ist es wichtig, dass  xF  eine Verteilungsfunktion ist; andernfalls kann die Konvergenz 

von    Nnn tcf  nicht gesichert werden. 

 

In (ii) ist die Stetigkeit in einem gewissen Intervall    ,  notwendig; die Stetigkeit im Punkt 

0t  genügt nicht, um zu sichern, dass  xF  eine Verteilungsfunktion ist. 
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7.6 Beispiele von Verteilungen 

 
In diesem Kapitel werden Beispiele für wichtige Verteilungen beschrieben. Dabei wird im 
Einzelnen angegeben, welcher Sachverhalt durch eine Zufallsvariable modelliert wird. Für die 
angegebenen Massen- bzw. Dichtefunktionen der Verteilungen wird gezeigt, dass sie den An-
forderungen 

  10  xfX  und   1
 alle


i

iX xf  (bei einer Massenfunktion Xf ) bzw. 

 xfX0  und  




1dxxfX  (bei einer Dichtefunktion Xf ) 

erfüllen. Außerdem werden wichtige Parameter wie Erwartungswert und Varianz und die cha-
rakteristische Funktion berechnet. 
 
Tabellen zu den jeweiligen Verteilungsfunktionen findet man in der angegebenen Literatur.  
 
 

Diskrete Gleichverteilung 
 

Modell: 

Die Zufallsvariable X nimmt endlich viele Werte nxx  ..., ,1  mit nxx   ...  1   jeweils mit glei-

cher Wahrscheinlichkeit np 1  an. 

 

Massenfunktion: 

     


 


sonst0

 ..., ,1 ,für 1 nixxnxXP
xXPxf ii

X  

 

Wegen   10  xfX  und   11
 alle

 nnxf
i

iX  handelt es sich offensichtlich um eine Mas-

senfunktion. 

 
Verteilungsfunktion: 

   












 

n

iiX

xx

nixxxni

xx

xXPxF

für 1

1 ..., ,1 ,für 

für 0

1

1

 

 
Ein häufig auftretender Spezialfall liegt vor, wenn X die Werte 1, …, n annimmt. 
 

Massenfunktion: 

     


 


sonst0

 ..., ,1für 1 niniXP
xXPxfX  
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Verteilungsfunktion: 

   














nx

niixini

x

xXPxFX

für 1

1 ..., ,1 ,1für 

1für 0

 

 

Erwartungswert:  
2

1
E




n
X  Varianz: 

12

1
)(Var

2 


n
X  

 
Diese Werte ergeben sich wie folgt:     

 
2

11
E

1


 



n
i

n
X

n

i

   (mit Satz 1.6-2(i)). 

     

.   
12

1

(iv)) 2(i),-1.6 Satz(mit            
4

1

6

121

3(i))-7.2 Satz(mit                      
11

)(Var

2

2

2

11

2


















 



n

nnn

i
n

i
n

X
n

i

n

i

 

 

charakteristische Funktion: 

  



n

j

jti
X e

n
tcf

1

1
 

 
Momente: 

 
   




n

j

k
k

k
Xk j

ni

cf
X

1

10
E         (mit Satz 7.5-2(ii)) 

 
 

Stetige Gleichverteilung 
 

Modell: 

Die Dichtefunktion Xf  der Zufallsvariablen X nimmt auf dem endlichen Intervall  ba  ,  mit 

ba   einen konstanten Wert 0c  an; außerhalb dieses Intervalls ist sie konstant 0. 

Um  




1dttfX  zu erfüllen, gilt    abccdtdttf
b

a

X  




1  und  abc 1 . 

  

Dichtefunktion: 

   


 


sonst0

für 1 bxaab
xfX  
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Verteilungsfunktion: 

   


















bx

bxa
ab

ax
ax

xXPxFX

für 1

für 

für 0

 

 

Erwartungswert:  
2

E
ba

X


     Varianz: 
 

 
12

)(Var
2ab

X


  

Die Werte ergeben sich wie folgt: 

 
22

11
E

2 bax

ab
dx

ab
xX

bx

ax

b

a



































 . 

 

     

 
 

   
 

 

 
 

 4.1). Kapitel (siehe                                       
12

12

33

12

33

12

3

12

4

43

1

3(i))-7.2 Satz(mit              
2

1
)(Var

2

3223

3223

233

2
33

2
2

ab

ab

ababab

ab

ababab

ab

baab

ab

ab

ba
ab

ab

ba
dx

ab
xX

b

a



































 










 

 

 
charakteristische Funktion: 

   
ht

ht
etcf mti

X 


  sin
 

 

Zur Berechnung wird 
2

ba
m


  gesetzt, d.h. m ist der Mittelpunkt des Intervalls  ba  , . Au-

ßerdem sei 
2

ab
h


  die halbe Länge des Intervalls. Dann ist    hmhmba   , , . Damit 

ergibt sich 
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    

   

 

 
5.9). Kapitel (siehe                   

sin
2

1

2

1

2

1

2

1

1

ht

ht
e

ti

ee
e

h

ti

ee

h

ti

e

h

dxe
h

dxabetcf

mti

htihti
mti

hmtihmti

hmx

hmx

xti

hm

hm

xti

b

a

xti
X




























































 

 
Momente: 

 
1

1
E

11










k

ab

ab
X

kk
k  

 
Das Ergebnis folgt direkt aus der Definition des k-ten Moments: 

    
1

11
1E

11













 k

ab

ab
dxx

ab
dxabxX

kkb

a

k
b

a

kk . 

 
 

Einpunktverteilung: 
 

Modell: 
Die Zufallsvariable X nimmt nur die Werte 0 und 1 an. Der Wert1 wird als Treffer (Erfolg) 
eines Zufallsexperiments bezeichnet. Ein Treffer tritt mit Trefferwahrscheinlichkeit p ein. 
 

Massenfunktion: 

   











sonst0

1für 

0für 1

xp

xp

xXPxfX  

 
Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Massenfunktion. 
 

Verteilungsfunktion: 

   














x

xp

x

xXPxFX

1für 1

10für 1

0für 0
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Erwartungswert:   pX E  Varianz:    ppX  1Var  

 

Denn     pppX  110E  und          ppppppX  1110Var 22 . 

 

charakteristische Funktion:  

   11  ti
X eptcf  

 

Denn      1110   tititi
X eppepetcf . 

 
Momente: 

  pX k E  

 

Denn     pppX kkk  110E . 

 
 

Binomialverteilung: 
 

Modell: 
Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgeführt. Bei jeder Ausführung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). In jedem Experiment ist die Trefferwahrscheinlich-
keit gleich p.  Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experiments hängt nicht von den Aus-
gängen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X zählt die Anzahl der Treffer, 
d.h. X  nimmt die Werte 0, ... n an. 
Eine entsprechende Modellvorstellung wird durch das Urnenmodell mit Zurücklegen be-

schrieben: In einer Urne befinden sich N Kugeln, und zwar w weiße und wN   schwarze 

Kugeln. Der Anteil der weißen Kugeln ist Nwp  . Es werden nacheinander n Kugeln gezo-

gen.  Dabei wird jeweils die Färbung der gezogenen Kugel notiert und anschließend diese so-
fort wieder in die Urne zurückgelegt. Die Zufallsvariable X zählt die Anzahl der gezogenen 

weißen Kugeln, d.h. X nimmt die Werte 0, ... n an.  

  

Massenfunktion: 

     


















sonst0

 ..., ,0für 1 nkpp
k

n
kXPkf

knk

X  

 

Es ist  kfX0  und        111
00

















n
n

k

knk
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348 7   Ausgewählte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 

 

Verteilungsfunktion: 
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Erwartungswert:   pnX E   Varianz:    ppnX  1Var  

 
Zur Berechnung wird mehrmals Satz 4.1-3(vii) verwendet: 
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charakteristische Funktion:  
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Momente: 

 
  

k

k
Xk

i
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X

0
E   (mit Satz 7.5-2(ii)). 

 
Insbesondere 
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Hypergeometrische Verteilung: 
 

Modell: 
Das Urnenmodell ohne Zurücklegen beschreibt folgende Situation: In einer Urne befinden 

sich N Kugeln, und zwar w weiße und wN   schwarze Kugeln. Der Anteil der weißen Ku-

geln ist Nwp  . Es werden nacheinander n Kugeln gezogen. Bei jeder Ziehung wird die 

Färbung der Kugel notiert und anschließend die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne zu-

rückgelegt. Die Zufallsvariable X zählt die Anzahl der gezogenen weißen Kugeln. Ist wn  , 

dann nimmt X maximal den Wert n; ist wn  , dann ist der maximale Wert von X gleich 

pNw  . Daher nimmt X einen Wert k mit    , min pNnk   an. Entsprechend kann für 

wNn   (gleich Anzahl der schwarzen Kugeln) bei jedem Zug eine schwarze Kugel gezo-

gen werden, d.h. die Variable X kann den Wert 0k  annehmen; für wNn   können 

höchstens wN   schwarze Kugeln gezogen werden, also werden mindestens 

   pNnwNn  1  weiße Kugeln gezogen. Daher nimmt X die Werte k mit 

      , min 1 ,0 max pNnkpNn   an. 

 
Die Anzahl der Möglichkeiten, bei den n gezogenen Kugeln genau k weiße Kugeln zu haben, 

beträgt 







k

n
. Daher beträgt die Wahrscheinlichkeit, in den ersten k Zügen ohne Zurücklegen 

jeweils eine weiße und in den nächsten kn   Zügen jeweils eine schwarze Kugel zu ziehen, 
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n
. Dieser Ausdruck ist 

auch die Wahrscheinlichkeit, dass man k weiße und kn   schwarze Kugeln in einer beliebi-

gen Reihenfolge zieht, da die Reihenfolge des Ziehens nur Einfluss auf die Faktorenanord-
nung des Zählers hat. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Ziehungen ohne Zurücklegen k 

weiße und kn   schwarze Kugeln zu ziehen gleich (siehe Kapitel 4.1) 
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Massenfunktion: 
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Hierdurch wird eine Massenfunktion definiert: Es ist   0kfX . Zum Nachweis, dass die 

Summe aller definierten Werte gleich 1 ist, wird die Formel 
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Na , Nb  und Nl  verwendet. Diese Formel erklärt sich wie folgt: Sind A und B dis-

junkte Mengen mit aA   und bB  . Dann steht auf der linken Seite des Gleichheitszei-

chens die Anzahl l-elementiger Teilmengen von BA . Es sei C eine l-elementige Teilmen-

gen von BA . Hat C mit A genau i Elemente gemeinsam, dann hat C mit B genau il   

Elemente gemeinsam. Das bedeutet, dass man jeder l-elementigen Teilmenge von BA , die 

genau i Elemente aus A enthält, alle  il  -elementigen Teilmengen von B zuordnen kann. 
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Verteilungsfunktion: 
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Erwartungswert:   pnX E   Varianz:    
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Obige Formel wird auf den Erwartungswert und die Varianz angewandt: 
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Offensichtlich haben Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung denselben Er-

wartungswert. Die Varianzen unterscheiden sich um den Faktor 
1


N

nN
, der für 1n  kleiner 

als 1 ist, d.h. die Varianz ist bei Ziehen ohne Zurücklegen kleiner. Bei festem Umfang N der 

Gesamtheit und großem Stichprobenumfang, d.h. Nn  , geht die Varianz gegen 0. Bei fes-
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tem n und großem Umfang der Gesamtheit, d.h. N , geht die Varianz gegen die Varianz 

der Binomialverteilung, d.h. Ziehen mit und ohne Zurücklegen zeigen dann dasselbe statisti-
sche Verhalten. Als Faustregel findet sich für diese Situation in der Literatur die Angabe 

nN  20 . 

 
 
Poissonverteilung: 
 

Modell: 
Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgeführt. Bei jeder Ausführung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). Die Trefferwahrscheinlichkeit des  i-ten Experi-
ments hängt nicht von den Ausgängen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X 
zählt die Anzahl der Treffer, d.h. X  nimmt die Werte 0, ... n an. Das Experiment wird sehr oft 

durchgeführt: n . In jedem Experiment ist die Trefferwahrscheinlichkeit p sehr klein: 

0p . 

Die Zufallsvariable X ist also binomialverteilt. Dabei wird der Grenzübergang n  und 

0p  so durchgeführt, dass der Erwartungswert pn   konstant bleibt. Daher ist mit n  

auch 0p  erfüllt. 

 

Es wird pn   gesetzt, d.h. np   (die hier beschriebene Verteilung gilt auch dann, wenn 

  


pn
n
lim  ist). Dann ist für nk  ..., ,1  

 

   
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
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
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

 






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


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



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
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n
X

nnkn
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n
kf


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Der erste Faktor ist gleich 
    










 

 1

1

11
1 ... 1 k

i
k n

i

n

knnn
. Beim Grenzübergang 

n  gilt daher 
   

1
1 ... 1

lim 


 kn n

knnn
,  









 







  e

nn

n

n

n

n
1lim1lim   (siehe 

Kapitel 5.1) und 11lim 





 





k

n n


. Insgesamt ist     e

k
kf

k

X !
. 

 

Massenfunktion: 

    e
k

kf
k

X !
 für Nk   

 

Es ist   0kfX ,   1
!00

 








 

eee
k

kf
k

k

k
X  und   1kfX . 
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Verteilungsfunktion: 

     
 




xk

XX kfxXPxF  

 

Erwartungswert:   XE    Varianz:   XVar  

 

Zur Berechnung wird z

k

k
k

ez
k

zG 




 
0 !

)(  gesetzt. Nach Satz 5.11-1(vi) ist 

  z

k

k
k

ezzGzz
k

k 




 
0 !

, also (mit 1z ) 
e

k
k

k

k




0 !
. Damit ist 

     




 eee
k
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k

k

0 !
E . 
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k
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k
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charakteristische Funktion:  

   1 


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X etcf   

 

 
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
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
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k
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e
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e
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e
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Momente: 

     kk
X

k icfX 0E   
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Geometrische Verteilung: 
 

Modell: 
Es wird ein Experiment durchgeführt, bei dem jeweils ein Treffer oder ein Nichttreffer auftre-
ten kann, und zwar solange, bis zum ersten Male ein Treffer vorliegt. Die Trefferwahrschein-
lichkeit ist gleich p.  Die Trefferwahrscheinlichkeit des  i-ten Experiments hängt nicht von 
den Ausgängen der vorherigen Experimente ab. Die Zufallsvariable X zählt die Anzahl der 
Nichttreffer bis zum ersten Treffer, d.h. X  nimmt als Werte alle natürlichen Zahlen an. 
 

Massenfunktion: 

    ppkf k
X  1  für Nk  

Offensichtlich ist   10  kfX  und     1
11

1
1

0







 p
ppp

k

k . 

 

Verteilungsfunktion: 

       111  x
X pxXPxF  

 
Mit Satz 1.6-2(ii) gilt: 

   
    

     1
1

0

11 
11

11
 1 









 x

xx

k

k
X p

p

p
pppxF . 

 

Erwartungswert:  
p

p
X




1
E  Varianz:    

2

1
Var

p

p
X


  

 
Mit Satz 5.1-9(i) folgt 

   
   p

p

p

p
pppkX

k

k 










1
 

11

1
1E 2

0

. 

 

Zur Berechnung der Varianz       22 EEVar XXX   wird das 2-te Moment mit Hilfe der 

charakteristischen Funktion (siehe unten) berechnet. 

         
2

2

3

2

0

2 11211
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p

p

p
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k

k 





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




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

 
 





. 

 

charakteristische Funktion:  
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0

11
11

1







 

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k
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11111
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
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titi
X  



7.6   Beispiele von Verteilungen 355

 

      
              
   

      ,   
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1 
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

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
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peeipptfc
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X

 

 

Momente: 

     kk
X

k icfX 0E  , insbesondere 

        pppppifcX X   110E 2 , 

         
223

22 2
1

112
10E

p

p
p

pp

p
ppifcX X














 . 

 

 
Exponentialverteilung: 
 

Modell: 
Die Zufallsvariable X beschreibt die Dauer eines Ereignisses, für das kleine Werte „sehr 
wahrscheinlich“ sind und größere Werte nur mit exponentiell abnehmender Wahrscheinlich-
keit auftreten. Dabei können beliebige nichtnegative Werte auftreten. 
 

Dichtefunktion: 

  x
X exf    für Rx  mit 0x ; hierbei ist 0  ein fester Parameter. 

 

Es ist   0xfX  und     1
1

limlim
0
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





 




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








 

ht

t

t

h

h
t

h

t edtedte 


 . 

 

Verteilungsfunktion: 

    txt

t

t
x

t
X eedtexF 



 

  


 1

1
0

0

 

 

Erwartungswert:   1E X   Varianz:    21Var X  

 

Mit Beispiel 3. am Ende von Kapitel 5.13 ergibt sich       1E
0

 


 dtetX t . 

Zur Berechnung der Varianz wird Satz 7.5-2(ii) herangezogen: 

      22 EEVar XXX  , wobei das 2-te Moment mit Hilfe der charakteristischen Funktion 

(siehe unten) berechnet wird. 

     222 112Var  X . 
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charakteristische Funktion:  

 





titi
tcfX 







1

1
 

 
Denn 

       
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e
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


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


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








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
  




 

0
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1
limlim .  

Damit ist    k
k

k
k

X
ti

i
k

tcf







 







1

1!
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Momente: 

    
k

kk
X

k k
icfX


!

0E  , insbesondere 

  1E X , 

  22 2E X . 

 
 

Normalverteilung: 
 
Die Normalverteilung ist die wichtigste Verteilung in der Statistik. Viele empirisch beobacht-
bare Merkmale sind normalverteilt. Die besondere Bedeutung der Normalverteilung zeigt sich 
aber besonders in den Grenzwertsätzen der Statistik. 
  

Dichtefunktion: 

 
2

2

1

2

1 





 





 




x

X exf  für Rx . Hierbei sind 0  und   feste Parameter. 

 

Die durch 




X

Y  definierte Zufallsvariable hat nach Satz 7.2-5(ii) (dort mit 1a  und 

b ) die Dichtefunktion  
 

2
2

2

1

1

2

1

2

1

2

1

1

1 y

y
x

x

Y eeyf











 

















. 

Man nennt Y normiert (0,1)-normalverteilt. 
 

Der Nachweis, dass es sich bei der durch  
2

2

1

2

1 x
exf








 definierten Funktion um eine 

Dichtefunktion handelt, d.h. dass   1




dxxf  gilt, erfordert einige Hilfsmittel aus der Analy-
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sis. Dazu wird zunächst 





 dxeI

x2

2

1

 bestimmt. Dieses Integral ist nicht elementar integrier-

bar. Jedoch führt folgender Ansatz weiter: 

 
  









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
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
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
 dxdyedxdyeedyedxeI

yxyxyx 222222
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1
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1

2

1
2 . 

Die Integration geht über alle Punkte   RRyx  , . Ein derartiger Punkt (mit Ausnahme von 

 0 ,0 ) lässt sich nicht nur eindeutig durch seine Koordinaten x und y darstellen, sondern auch 

eindeutig durch seinen Abstand r zum Punkt  0 ,0  und durch den Winkel  , den die Verbin-

dungslinie von  0 ,0  zu  yx  ,  und die positive x-Achse bildet:    

 
 
 
 
 
 

Es gilt        sin ,cos ,  rryx  mit 0r  und   20 . Als Erweiterung der Substi-

tutionsregel aus Satz 5.13-6(ii) auf mehrdimensionale Integrale (hier auf den zweidimensiona-
len Raum) gilt (siehe [SHSS]):  
 

Es sei   ,1 rgx   und   ,2 rgy  . Dann gilt (unter bestimmten „vernünftigen“ Bedingun-

gen an den Integrationsbereich und die beteiligten Funktionen) 
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Damit ist 
      








 





  212limlim
2

22

2

1
2 n

nA

yx

n
edxdyeI

n

 und 

1
2

1 2

2

1

















dxe

x


. 

Mit der Substitutionsregel aus Satz 5.13-6(ii) ist ebenfalls 
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Die Dichtefunktion  
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x

X exf  ist symmetrisch zum Punkt x  und hat 

folgende Eigenschaften: 
Durch Bildung der ersten und zweiten Ableitung findet man Extremwert und Wendepunkte: 
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Der Extremwert liegt bei x ; wegen   0
2

1
3







Xf  handelt es sich um ein Ma-

ximum. Die Wendepunkte liegen bei  2,1x . 

  

Verteilungsfunktion: 










 




















x t

X dtexF

2

2

1

2

1
)( 




 

 

Erwartungswert:   XE  Varianz:   2Var X  

 

Man bezeichnet X auch als  2 , -normalverteilt. 

 
Der Erwartungswert der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y berechnet sich zu  
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. 

Die Varianz der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y berechnet sich zu 

    1EVar 2  YY . Das zweite Moment wird dabei mit Hilfe der charakteristischen Funktion 

berechnet (siehe unten). Der Erwartungswert von μYσX   lautet daher   XE  und die 

Varianz   2Var X . 

 

charakteristische Funktion:  
Die charakteristische Funktion der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y lautet 
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Mit Satz 7.5-2(iii) gilt dann für μYσX  :  
22

2

1
tti

X eetcf
 

 . 

 

Momente: 
Die Momente der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y lauten 

     kk
Y

k icfY 0E  , insbesondere 

    00E
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Die Verteilung von X ist stark um den Erwartungswert   konzentriert. Dazu wird 

   kXP  mit 0Nk  berechnet: 
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mit der normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable Y. Die Werte  kYP   lassen sich 

den entsprechenden Tabellen entnehmen. Einige der Werte lauten: 
 

k    kXP  

1 0,6826 

2 0,9544 

3 0,9974 

 

Die n Zufallsvariablen iX  für ni  ..., 1,  seien stochastisch unabhängig und  2 , ii  -

normalverteilt. Die Zufallsvariable 


n

i
iX

1

 ist dann 






 


n

i
i

n

i
i

1

2

1

 ,  -normalverteilt. 
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Die Zufallsvariable 
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Die Aussage wird hier für 2n  gezeigt. Die charakteristische Funktion von 1X  lautet 

 
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1
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X eetcf
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 . Die charakteristi-

sche Funktion von 21 XX   lautet gemäß Satz 7.5-2(iv) 
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sche Funktion einer  2
2

2
121  ,   -normalverteilten Zufallsvariablen. Die zweite Aussa-

ge folgt mit den Sätzen 7.2-2 und 7.2-3(ii). 
 
  

Gamma-Verteilung: 
 

Modell: 
Die Gamma-Verteilung spielt in den  Anwendungen der Schätz- und Testtheorie der Statistik 
eine wichtige Rolle. Die Verteilung ist eng verknüpft mit der durch 

   


 
0

1 dxexp xp  für 0Rp  

definierten Gamma-Fuktion. 
 
Bevor die Dichtefunktion der Gamma-Verteilung definiert wird, werden einige Eigenschaften 
der Gamma-Funktion angegeben: 
 

(i)    


 
0

1 dxexp xp  ist für 0Rp  definiert, d.h. das Integral ist endlich. 

 
Die Konvergenz des Integrals sieht man wie folgt: 
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10 dxexdxexdxex xpxpxp . Im ersten Integral auf der rechten Seite ist 

10  xe ; daher ist     pxpdxxdxex
x

x

ppxp 11
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



  . Für den Nachweis der 

Konvergenz des zweiten Integrals auf der rechten Seite sei  1 pn .Nach Satz 5.5.6-(i) zu-

sammen mit den Überlegungen in den Beispielen von Kapitel 5.7 gilt   0lim 2  



xn

x
ex ; da-

her gibt es eine Zahl R0x , so dass für 0xx   die Abschätzung 12   xn ex  und damit 
21 xex xn    gilt. Daher ist 
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(ii)    ppp  1  für 0Rp . 

 

Denn          ppdxexpxedxexp xpx
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(iii)   11   und   !1 nn   für 0Nn . 
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Auch hier erfolgt der Nachweis durch vollständige Induktion: Für 0n  ist mit der Substitu-

tion 22tx  , d.h. tdtdx  , und Satz 5.13.6 (ii) 
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Dichtefunktion einer  1 ,0 -normalverteilten Zufallsvariablen Y gilt (siehe oben) 
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. Damit ist    21 . Der Induktionsschritt erfolgt mit (ii): 
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(v) Es sei 0 . Dann gilt 
   


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

0

1 dxex
p xp
p
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. 

 Diese Gleichung ist auch für ein komplexes 21   i  richtig. 

 
Diese Gleichung erhält man, wenn man in der Definitionsgleichung der Gamma-Funktion 


x

y   substituiert:      
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Dichtefunktion: 
Eine Zufallsvariable X mit Gamma-Verteilung mit Parametern 0  und 0  wird über die 

Dichtefunktion 

   
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X exxf  
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 



 1  für 0x  definiert. 

Die obige Eigenschaft (v) der Gamma-Funktion zeigt, dass es sich um eine Dichtefunktion 
handelt. 
 

Verteilungsfunktion: 
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Erwartungswert:   XE  Varianz:   2XVar  

 

Der Erwartungswert berechnet sich mit der Substitution xy   , d.h. dxdy    zu 
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Die Varianz ergibt sich wieder mit Hilfe der charakteristischen Funktion (siehe unten) und 
des zweiten Moments (siehe Satz 7.5-2(ii)): 
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












ti

ti

dxexdxexe

xxfdxxfetcf

xtixxti

XX
xti

X

 

Die k-te Ableitung lautet       
k

k
k

k
X

ti
i

k
tcf 







 





 






1

11 ... 1
 für Nk . 

 

Momente: 

        
k

kk
X

k k
icfX


 1 ... 1

0E


 . 

 

Mit 1  erhält man als Spezialfall einer Gamma-Verteilung die Exponentialverteilung. 

 

Ist 1X  Gamma-verteilt mit Parametern 1  und   und ist 2X  Gamma-verteilt mit Parametern 

2  und   und sind 1X  und 2X  stochastisch unabhängig, dann ist 21 XXY   Gamma-

verteilt mit Parametern 21    und  : Die charakteristische Funktion von Y lautet nämlich: 

  .    

1

1

1

1

1

1
112121 











 










 










 



tititi

tcf XX  

 
 

Quadrierte Normalverteilung: 
 
Modell: 

Die Zufallsvariable ist definiert durch 2YX   mit einer  1 0, -normalverteilten Zufallsvariab-

len Y. 
 

Dichtefunktion: 

Nach Satz 7.2.5 (ii) lautet die Dichtefunktion von X für 0x       
 

2 x

xfxf
xf YY

X 


 mit 

 
2

2

1

2

1 x

Y exf








, also 
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  x

X e
x

xf





 2

1

2

1


 . Das ist die Dichtefunktion der Gamma-Verteilung mit 21  und 

21 . 

 

Erwartungswert:   1E X  Varianz:   2XVar  

 
charakteristische Funktion: 

 
ti

tcfX 


21

1
 

 

Momente: 

          12 ... 531121 ... 1212120E  kkicfX kkk
X

k  

 
 

2 -Verteilung (chi-Quadrat-Verteilung): 

 

Modell: 

Es seien nXX  ..., ,1  stochastisch unabhängige jeweils  1 ,0 -normalverteilte Zufallsvariablen 

und 



n

i
in XXXY

1

222
1  ... . Dann sind die Zufallsvariablen 22

1  ..., , nXX  jeweils Gamma-

verteilt mit 21  und 21  (siehe oben). Y ist daher Gamma-verteilt mit 2n  und 

21  (siehe Bemerkungen am Ende der Beschreibung der Gamma-Verteilung). 

Die Verteilung von Y, die in der Anwendung der Stichprobentheorie genutzt wird, heißt 2 -

Verteilung (chi-Quadrat-Verteilung) mit n Freiheitsgraden. 
 
Aus der Definition folgt unmittelbar folgende Aussage: 
 

Ist nY  2 -verteilt mit n Freiheitsgraden und mY  2 -verteilt mit m Freiheitsgraden, so ist 

mn YY   2 -verteilt mit mn   Freiheitsgraden. 

 

Dichtefunktion: 

   
2

1
2

2 22

xn

nX ex
n

xf








 für 0x  

 

Erwartungswert:   nX E  Varianz:   nXVar  2  
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charakteristische Funktion:  

 
  221

1
nX

ti
tcf


  

 

Momente: 

           12 ... 420E  knnnnicfX kk
X

k . 

 
 

STUDENT-t-Verteilung: 
 

Modell: 

Die Zufallsvariablen nY  und Z seien stochastisch unabhängig. nY  sei 2 -verteilt mit n Frei-

heitsgraden, Z  1 ,0 -normalverteilt. Dann heißt die Zufallsvariable 

n

n

Y
n

Z
T




1
 

t-verteilt mit n Freiheitsgraden. 
Die t-Verteilung spielt eine wichtige Rolle in der Stichproben- und Schätztheorie. 
 
Die folgenden Angaben werden nur der Vollständigkeit angeführt. Die Herleitung findet man 
beispielsweise in Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, 
11. Aufl., Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1989.. 
 

Dichtefunktion: 

 
2

1
2

1

2

2

1 


























 




n

T n

x
n

n

n

xf
n


 für  x . 

 

Erwartungswert:   0E nT  Varianz:  
2


n

n
TVar n  

 
Die t-Verteilung ist symmetrisch zu 0 und ähnelt der Normalverteilung. Für große Werte von 

n, etwa 30n , wird die Dichtefunktion gut durch die Dichtefunktion der (0, 1)-

Normalverteilung approximiert. Die Werte der Verteilungsfunktion findet man in der Litera-
tur tabelliert. 
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F-Verteilung: 
 

Modell: 

Die Zufallsvariable mX  sei sei 2 -verteilt mit m Freiheitsgraden,  die Zufallsvariable nX  sei 

sei 2 -verteilt mit n Freiheitsgraden. Dann heißt die Zufallsvariable 

n

m
m

n

X
n

X
mF





1

1

 F-verteilt mit m und n Freiheitsgraden. 

Die F-Verteilung spielt eine wichtige Rolle in der Stichprobentheorie. Der Vollständigkeit 
halber werden die folgenden Werte angeführt: 
 

Erwartungswert:  
2

E



n

n
F m

n  bei 2n  

Varianz:    
   42

22
2

2





nnm

nmn
FVar m

n  bei 4n . 

 
 

7.7 Grenzwertsätze 

 
Grenzwertsätze spielen eine wichtige Rolle in der Anwendung der Stichproben- und Testtheo-
rie. Bei den Grenzwertsätzen zeigt sich insbesondere die Bedeutung der Normalverteilung. 
 

Gegeben sei eine n-dimensionale Zufallsvariable  nXX  ..., ,1 , deren einzelne Komponenten 

stochastisch unabhängig und identisch verteilt sind. Jedes iX  für ni  ..., ,1  habe den Erwar-

tungswert   iXE  und die Varianz   2iXVar . In der Praxis entsteht eine derartige Zu-

fallsvariable in unterschiedlichen Situationen: 
 

 Aus einer Grundgesamtheit wird eine Stichprobe vom Umfang n gezogen. Das Stichpro-

benergebnis nxx  ..., ,1  ist dann die Realisierung einer n-dimensionalen Zufallsvariablen 

 nXX  ..., ,1 . Die Grundgesamtheit hat dabei den Erwartungswert   XE  und die Va-

rianz   2XVar . Die stochastische Unabhängigkeit der einzelnen Komponenten wird 

dadurch gegeben, dass die Stichprobe mit Zurücklegen genommen wird, d.h. dass jedes 

gezogene Stichprobenelement ix  in die Gesamtheit zurückgelegt wird, bevor das nächste 

Stichprobenelement 1ix  ermittelt wird. 
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 Ein Zufallsexperiment, das eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert   XE  und Va-

rianz   2XVar  testet, wird n-mal durchgeführt. Das Ergebnis jedes Experiments er-

zeugt die Zufallsvariable iX  für ni  ..., ,1 . 

 

Für die folgenden Betrachtungen werden die Bezeichnungen nS  und nX  definiert: 

 

Die Summe der Zufallsvariablen nXX  ..., ,1  ist die Zufallsvariable 



n

i
in XS

1

. 

 

Das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen nXX  ..., ,1  ist die Zufallsvariable 





n

i
in X

n
X

1

1
. 

 
 
Der folgende Satz besagt, dass der Erwartungswert des arithmetischen Mittels der Stichprobe 
dem Erwartungswert der Grundgesamtheit entspricht und die Varianz des arithmetischen Mit-

tels der Stichprobe mit dem Faktor n1  kleiner ist als die Varianz der Grundgesamtheit. 

 

Satz 7.7-1: 
 

 Die Zufallsvariablen nXX  ..., ,1  seien stochastisch unabhängig und identisch verteilt mit 

Erwartungswert   iXE  und Varianz 2)(Var iX . Dann gilt: 

  

   nXE  und 21
)(Var 

n
X n . 

 
Die Aussagen ergeben sich wie folgt: 

     







 



n
n

X
n

X
n

X
n

i
i

n

i
in

1
E

11
EE

11

 und (mit Satz 7.2-3(ii) und Satz 7.4-1)  

22
2

1

111
Var)(Var  








 

 n
n

n
X

n
X

n

i
in . 

 
 

Im Folgenden werden Folgen   NnnX  von Zufallsvariablen betrachtet und dann die Eigen-

schaften der zugehörigen Folge des arithmetischen Mittels beschrieben. 
 
Der folgende Satz zeigt, dass mit wachsendem Stichprobenumfang das arithmetische Mittel 
der Stichprobe mit „sehr großer“ Wahrscheinlichkeit in ein kleines Intervall um den Erwar-
tungswert des zu untersuchenden Merkmals fällt. 
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Satz 7.7-2: (Schwaches Gesetz der großen Zahlen) 
 

 (i) Die Zufallsvariablen der Folge  
0NnnX  seien paarweise unkorreliert mit existie-

renden Erwartungswerten   iiX E  und Varianzen 2)(Var iiX  . Es gelte wei-

terhin 0lim
2

1

2





 n

n

i
i

n


. Dann gilt für jedes 0 : 

  0
 ... 

lim 1 















n
XP n

n
n

. 

 

 (ii) Die Zufallsvariablen der Folge  
0NnnX  seien stochastisch unabhängig mit iden-

tischem Erwartungswert   iXE  und existierenden Varianzen 2)(Var iX . 

Dann gilt für jedes 0 : 

    0lim 


n
n

XP . 

 

 (iii) Die Zufallsvariablen der Folge  
0NnnX  seien stochastisch unabhängig mit iden-

tischer Verteilung und Erwartungswert   iXE . Dann gilt für jedes 0 : 

    0lim 


n
n

XP . 

 

Bemerkungen: (1) Man beachte, dass Satz 7.7-2 (ii) nicht aussagt, dass nX  mit wachsen-

dem n im Sinne der üblichen Konvergenz gegen   konvergiert. 

 

  (2) Die Zufallsvariablen iX  müssen in (ii) nicht dieselbe Verteilung besit-

zen. Es werden lediglich identische Erwartungswerte und Varianzen vo-
rausgesetzt.   

 

  (3) Teil (iii) ist anwendbar, wenn alle Zufallsvariablen iX  dieselbe Vertei-

lung besitzen. Über die Existenz von Varianzen wird hierbei nichts vo-
rausgesetzt. 

 

Aussage (i) folgt aus Satz 7.2-4 (ii): Es ist    
n

X
n

X
n

X n
n

i
i

n

i
in

 









 



 ... 
E

11
EE 1

11

, 

also 
 

2
1

2
2

2
1

1
Var ... 

0





 


















n

i
i

nn
n

nX

n
XP . Damit ist  
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0
 ... 

lim 1 















n
XP n

n
n

. 

 
Die Aussage (ii) des Satzes ist ein Spezialfall von (i): Die stochastische Unabhängigkeit im-

pliziert die Unkorreliertheit der Zufallsvariablen; die Bedingung 0lim
2

1

2





 n

n

i
i

n


 ist wegen 

22  i  und 
nn

n

n

n

i
i 2

2

2

2
1

2








  erfüllt. 

 
Den Beweis von (iii), der weitere Hilfsmittel aus der Analysis erfordert, findet man in Fisz, 
M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, 11. Aufl., Deutscher Ver-
lag der Wissenschaften, 1989.. 
 
 

Man sagt, eine Folge   NnnZ  von Zufallsvariablen konvergiert stochastisch gegen 0, wenn 

für jedes 0  die Beziehung   0lim 


n
n

ZP  gilt. Gleichbedeutend damit ist 

  1lim 


n
n

ZP . 

 

Eine Folge   NnnZ  von Zufallsvariablen konvergiert fast überall (mit Wahrscheinlichkeit 

1) gegen 0, wenn   10lim 
 n

n
ZP  gilt.  

 
Das schwache Gesetz großer Zahlen in Satz 7.7-2 (i) besagt demnach, dass 

0

 ... 1









 


Nn

n
n n

X


 stochastisch gegen 0 konvergiert. In Satz 7.7-2 (ii) wird ausgesagt, 

dass  
0 NnnX   stochastisch gegen 0 konvergiert. 

 
 
Der folgende Satz wird hier nur zitiert. 
 

Satz 7.7-3:  
 

 Konvergiert eine Folge   NnnZ  von Zufallsvariablen fast überall gegen 0, so konver-

giert sie stochastisch gegen 0, d.h.   10lim 
 n

n
ZP  impliziert   0lim 


n

n
ZP  für je-

des 0 . 
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Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der Folge  
0NnnZ  mit 








n

n
Zn 11it heinlichkemit Wahrsc0

1it heinlichkemit Wahrsc1
 

zeigt: Es sei 0 . Dann ist     nZPZP nn 11   , also   0lim 


n
n

ZP , d.h. 

 
0NnnZ  konvergiert stochastisch gegen 0. Aber mit   1  nn ZA  ist   nAP n 1  und 

  


1i
nAP . Es lässt sich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von unendlich 

vielen Ereignissen nA  gleich 1 ist. Die Wahrscheinlichkeit für die Existenz einer Teilfolge 

von  
0NnnZ , die nicht gegen 0 konvergiert, ist somit gleich 1, im Widerspruch zu 

  10lim 
 n

n
ZP . 

 
 
Auch auf den Beweis des folgenden Satzes wird mit Hinweis auf die angegebene Literatur 
verzichtet. 
 

Satz 7.7-4: (Starkes Gesetz großer Zahlen) 
 

 Die Zufallsvariablen der Folge  
0NnnX  seien unabhängig mit existierenden Erwar-

tungswerten   iiX E  und Varianzen 2)(Var iiX  , und es gelte 


1
2

2

i

i

i


. Dann 

gilt 10
 ... 

lim 1 












 n
XP n

n
n


. 

 
Satz 7.7-4 besagt also, dass unter den gegebenen Voraussetzungen, insbesondere wenn die 

Varianzen „nicht zu schnell“ wachsen (hier 


1
2

2

i

i

i


), die Folge der Zufallsvariablen 

N







 


n

n
n n

X
  ... 1  nicht nur stochastisch gegen 0 (schwaches Gesetz großer Zahlen), 

sondern sogar fast überall gegen 0 (starkes Gesetz großer Zahlen) konvergiert.   
 
 
Ein Experiment wird n-mal hintereinander durchgeführt. Bei jeder Ausführung kann ein Tref-
fer auftreten (Wert 1) oder nicht (Wert 0). Das Ergebnis des i-ten Experiments ist eine Zu-

fallsvariable iX . Die Trefferwahrscheinlichkeit des i-ten Experiments hänge nicht von den 

Ausgängen der vorherigen Experimente ab; in diesem Fall sind die einzelnen Zufallsvariablen 

der Folge  
0NnnX  stochastisch unabhängig. In jedem Experiment sei die Trefferwahrschein-

lichkeit gleich p,   pXi E . Man nennt dieses Experiment auch Bernoullisches Versuchs-
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schema. Dann ist die Zufallsvariable 



n

i
in XS

1

, die die Anzahl der Treffer nach n-maliger 

Versuchsausführung beschreibt, binomialverteilt (siehe Kapitel 7.6) mit Erwartungswert 

  pnSn E  und Varianz    ppnSn  1Var . Die Zufallsvariable 



n

i
in X

n
X

1

1
 be-

schreibt dann die relative Trefferhäufigkeit der Versuchsreihe. Es ist   pX n E  und Varianz 

    nppX n  1Var . 

 
Das schwache Gesetz großer Zahlen (Satz 7.7-2 (ii)) besagt nun, dass die Wahrscheinlichkeit, 
dass mit wachsender Versuchsanzahl die relative Trefferhäufigkeit dicht bei p liegt, gegen 1 

konvergiert, genauer: für jedes 0  ist   1lim 


pXP n
n

. Das starke Gesetz großer 

Zahlen (Satz 7.7-4) besagt, dass die relative Trefferhäufigkeit mit wachsender Versuchsanzahl 

„mit Sicherheit“ gegen p konvergiert:   1lim0lim 





 


pXPpXP

n
nn

n
. 

 
 

Es sei 21p . Wie hoch muss die Versuchsanzahl liegen, damit mit 99%-iger Sicherheit die 

relative Trefferhäufigkeit zwischen 0,45 und 0,55 liegt? Die Antwort liefert Satz 7.7-2 (ii) 

bzw. Satz 7.7-4 (ii):   01,0
05,0

5,05,0
05,021

2






n

XP n  impliziert 000.10n .  

 
 

Die Realisierung einer Zufallsvariablen X mit Verteilungsfunktion XF werde n-mal beobach-

tet, d.h. man nimmt eine Stichprobe nxx  ..., ,1  vom Umfang n, wobei die einzelnen Stichpro-

benwerte unabhängig voneinander ermittelt werden.  Dabei kann es vorkommen, dass manche 
Stichprobenwerte gleich sind. Die Stichprobenwerte werden der Größe nach aufsteigend ge-

ordnet, so dass nxxx  ... 21   angenommen werden kann. Die empirische Verteilungs-

funktion  xHn  wird definiert durch 

 











.   mit Index  größteder  ist  dabei ;für 

für 0

1

1

xxmxx
n

m
xx

xH
m

n  

Dann ist  xHn n  gleich der Anzahl der Werte ix  mit xxi  .  

Die Funktion  xHn  ist eine Treppenfunktion: Sind 
kii xx  , ... ,

1
 mit 11 i  und 

kiii xxxx  ... 
211  die unterschiedlichen Werte in der Stichprobe und 

kii hh  , ... ,
1

 die Häu-

figkeiten der Werte 
kii xx  , ... ,

1
, dann ist 
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 





















.                        für 1

1 ,für 

für 0

1

1

1

1

k

ll

j

i

ii

l

j

i

i

n

xx

klxxx
n

h
xxx

xH  

   

Es wird zusätzlich angenommen, dass XF  eine stetige Verteilungsfunktion ist. Dann ist die 

Wahrscheinlichkeit, dass zwei Stichprobenwerte gleich sind, gleich 0: Der i-te Stichproben-

wert für ni  ..., ,1  werde durch die Zufallsvariable iX  beschrieben. Wegen der Unabhängig-

keit der Erhebung der Stichprobenwerte und der Stetigkeit der zugrundeliegenden Verteilung 

ist        000 und  xXPxXPxXxXP jiji . Es kann also für alle Stichproben-

werte nxxx  ... 21   angenommen werden. Es sei x ein fester Wert. Dann ist 

   xFxXP Xi   für ni  ..., ,1  und 

         mn
X

m
Xn xFxF

m

n
mxHnP 








 1 . 

Hierbei handelt es sich um das oben beschriebene Bernoullische Versuchsschema, in dem 

Treffer („ xX i  “) und Nichttreffer gezählt werden;  die Trefferwahrscheinlichkeit beträgt 

 xFX ; die Zufallsvariable  xHn n  beschreibt die Anzahl der Treffer. Für die relative Tref-

ferhäufigkeit der Versuchsreihe     xHxHnn nn 1  gilt dann mit dem starken Gesetz gro-

ßer Zahlen (siehe oben): 

          1lim0lim 


xFxHPxFxHP Xn
n

Xn
n

. 

 

Der folgende Satz besagt, dass diese Beziehung gleichmäßig für alle Rx  gilt, wenn die An-

zahl der Stichprobenelemente über alle Grenzen wächst. Das bedeutet, dass man bei einer ge-
nügend großen Stichprobe mit Wahrscheinlichkeit 1 aus der empirischen Verteilungsfunktion 

eine ausführliche Information über die gesamte Verteilungsfunktion  xFX  erhält. 

 

Satz 7.7-5: (Hauptsatz der Statistik) 
 

 Es werde eine Stichprobe nxx  ..., ,1  vom Umfang n zu einem Merkmal X erhoben, das 

die Verteilungsfunktion XF  besitzt.  xHn  bezeichne die empirische Verteilungsfunkti-

on zur Stichprobe, d.h.  xHn n  ist gleich der Anzahl der Werte ix  mit xxi  . Es sei 

       sup  xxFxH Xnn . Dann gilt: 

   10lim 
 n

n
P . 

 
Zur Erinnerung: Das Supremum einer Zahlenmenge ist ihre kleinste obere Schranke. 
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In den Gesetzen der großen Zahlen (Satz 7.7-2 und Satz 7.7-4) wird ausgesagt, dass sich der 
Erwartungswert des arithmetischen Mittels von n unabhängigen identisch verteilten Zufalls-

variablen nXX  ..., ,1  in gewisser Weise um den Erwartungswert der gemeinsamen Verteilung 

gruppiert, je größer die Versuchsreihe oder der Stichprobenumfang ist. Über die Verteilungs-
funktion des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsvariablen wird jedoch nichts 

ausgesagt. Es ist auch nicht immer einfach, aus nXX  ..., ,1  die Verteilungsfunktion von 





n

i
in X

n
X

1

1
 und 




n

i
in XS

1

 zu ermitteln. Ist zudem die Verteilung der iX  unbekannt, so 

ist die Berechnung der Verteilung des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsva-
riablen unmöglich. Der folgende Satz schafft hier Abhilfe. Er besagt nämlich, dass die Vertei-
lung des arithmetischen Mittels oder der Summe der Zufallsvariablen gegen die Normalver-
teilung konvergiert. Hier zeigt sich die besondere Rolle, die der Normalverteilung in Theorie 
und Praxis zukommt. 
 
 

Satz 7.7-6: (Zentraler Grenzwertsatz) 
 

 Es seien nXX  ..., ,1  stochastisch unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen 

mit Erwartungswert   iXE  und Varianz 2)(Var iX . Mit  zFn  werde die Vertei-

lungsfunktion der Zufallsvariablen  

 
n

X

n

nS
Z nn

n 



 





  

 bezeichnet. Dann gilt: 

   dtezF
z

t

n
n 











2

2

1

2

1
lim


. 

 
Die Beweisidee für diesen erstaunlichen Sachverhalt soll skizziert werden: 

Es ist  











n

i
i

n
n X

nn

nS
Z

1

1 



. Die durch  ii XY  definierten Zufallsvariab-

len  sind identisch verteilt mit   0E iY  und     22EVar  ii YY ; ihre charakteristische Funk-

tion sei  tcf
iY . Nach Satz 7.5-2 (ii) und (iv) lautet die charakteristische Funktion von nZ : 

 
n

YZ
n

t
cftcf

in 




















. 

Es ist    i

i

Yti
Y etcf  E . Im stetigen Fall (mit Dichtefunktion 

iYf ) ist    




  dxxfetcf
ii Y

xti
Y )( . 

Im diskreten Fall gilt eine entsprechende Formel. Die Reihenentwicklung von xtie   lautet 



374 7   Ausgewählte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 

 

     xtiR
xt

xti
n

xti
e

n

n
xti 












3

2

0 2
1

!
. Damit ist (denn man darf die einzelnen 

Operationen Integral- und Reihenbildung hier vertauschen) 

     

     

  .    
2

1

E
2

E1

)(
2

1

2
2

2
2

3

2

th
t

thY
t

Yti

dxxfxtiR
xt

xtitcf
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YY ii



















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





 







 

Hierbei ist  th  eine Funktion mit der Eigenschaft 
 

0lim
20


 t

th
t

. 

Setzt man diesen Wert in  tcf
nZ  ein, so erhält man: 

 
nn

YZ
n

t
h

n

t

n

t
cftcf

in 







































 2

1
2

 mit 
    0lim

220













 nt

n

t
h

nt 



. 

Für festes t ist daher 0lim 










 n

t
hn

n 
. Setzt man 














n

t
h

n

t
u

2

2

, so ist  

    untcf
nZ  1lnln . Die Reihenentwicklung für  u1ln  (siehe Kapitel 5.9; diese gilt 

auch für komplexe Zahlen) liefert „für genügend kleine Werte“ von  nt  : 

   





















 )(
2

ln
2

tg
n

t
h

n

t
ntcf

nZ 
 mit   0lim 


tgn

n
 (hier argumentiert man ähnlich 

wie mit h). Damit folgt    2lnlim 2ttcf
nZ

n



 bzw.   22

lim t
Z

n
etcf

n




 . Die rechte Seite ist die 

charakteristische Funktion einer normiert (0, 1)-normalverteilten Zufallsvariable (siehe Kapi-
tel 7.6). Mit Satz 7.5-5 (ii) ergibt sich die Aussage des Satzes 7.7-6. 
 
Satz 7.7-6 lässt sich umformulieren zu 
 

Satz 7.7-7: 
 

 Es seien nXX  ..., ,1  stochastisch unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen 

mit Erwartungswert   iXE  und Varianz 2)(Var iX . Für R1s  und R2s  gelte 

21 ss  . Dann gilt: 

   dtesSsP
z

z

t

n
n 









2

1

2

2

1

21
2

1
lim


 mit 

n

ns
z







1
1  und 

n

ns
z







2
2 . 

 

Es ist nämlich   






 



 2121 z

n

nS
zPsSsP n

n 


 und mit Satz 7.7-6 
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     dtezFzFz
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nS
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t

nn
n

n

n 














 





2

1

2

2

1

1221
2

1
limlim




. 

 
 

7.8 Punktschätzungen 

 
In einer Grundgesamtheit soll die Verteilung eines Merkmals X ermittelt werden. Häufig ist 
die Grundgesamtheit sehr groß, oder die vollständige Information über das Merkmal kann nur 
über eine Totalerhebung ermittelt werden. Dann begnügt man sich mit einer Stichprobe von 
kleinerem Umfang, um auf die Charakteristika des Merkmals zu schließen. Es gibt eine Reihe 
von Methoden, die beschreiben, wie Stichproben zu erheben sind, um die gewünschten 
Schlüsse über das Merkmal ziehen zu können. Dazu gehören insbesondere Zufallsstichpro-
ben, die durch das Urnenmodell (Ziehen mit oder ohne Zurücklegen) beschrieben werden. 
 
Im Folgenden werden Methoden beschrieben, um stochastische Parameter wie Erwartungs-
wert und Varianz eines metrischen Merkmals X zu schätzen. 
 
Der Parameter u des Merkmals X sei unbekannt und soll durch eine Zufallsstichprobe ge-
schätzt werden. Es wird dazu eine Zufallsstichprobe vom Umfang n gemäß dem Urnenmo-

dell mit Zurücklegen genommen und aus den beobachteten Werten nxx  ..., ,1  auf den Wert 

des zu untersuchenden Parameters u geschlossen. Hierbei wird jedes einzelne Stichproben-
element nach seiner Entnahme aus der Grundgesamtheit zurückgelegt, so dass es potenziell 
auch bei der nächsten Entnahme von Stichprobenelementen ausgewählt werden kann. Man 

hat es also hier mit einem n-dimensionalen Zufallsvektor  nXX  ..., ,1  zu tun, dessen einzelne 

Komponenten stochastisch unabhängig und identisch verteilt sind. Mit Hilfe des Zufallsvek-

tors  nXX  ..., ,1  bzw. der Beobachtung nxx  ..., ,1  wird die Schätzfunktion  nn XXgU  ..., ,1  

mit einer „geeigneten“ Funktion g zur Schätzung des Parameters definiert. Eine einzelne 
Punktschätzung für den zu untersuchenden Parameter u ist dann der aus der Beobachtung 

gewonnene Wert  nxxg  ..., ,1 . Dieser wird meistens vom wahren Wert u abweichen. Die 

Funktion g muss so gewählt werden, dass trotzdem akzeptable Schätzungen erreicht werden 
können. 
 

Durch Vergrößerung des Stichprobenumfangs n erhält man eine Folge   NnnU  von Schätz-

funktionen für den zu untersuchenden Parameter u. Diese heißt konsistent, wenn 

  0lim 


uUP n
n

 für jedes 0  gilt. Mit wachsendem Stichprobenumfang verringert 

sich die Wahrscheinlichkeit, dass die Schätzung vom wahren Parameterwert abweicht, bzw. 
es steigt die Wahrscheinlichkeit der Genauigkeit der Schätzung. 
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Die Schätzfunktion nU  heißt erwartungstreu, wenn   uUn E  gilt. „Im Mittel“ (genommen 

über alle Stichproben nxx  ..., ,1 ) wird also für eine erwartungstreue Schätzfunktion der wahre 

Wert getroffen. 
 

Die Folge   NnnU  von Schätzfunktionen heißt asymptotisch erwartungstreu, wenn 

  uUn
n




Elim  gilt. 

 

Als Schätzfehler wird der Wert   uXXg n  ..., ,1  definiert. Der Erwartungswert des Schätz-

fehlers heißt Verzerrung (Bias). Eine Schätzfunktion mit Verzerrung 0, z.B. eine erwar-
tungstreue Schätzung, heißt unverzerrt; eine Schätzfunktion mit einer Verzerrung, die un-
gleich 0 ist, heißt verzerrt. 
 
Eine erwartungstreue (unverzerrte) Schätzfunktion U heißt wirksamer als eine erwartungs-

treue (unverzerrte) Schätzfunktion V, wenn    VU VarVar   ist. 

 
 

Punktschätzung für den Erwartungswert   XE : 

 
Der Erwartungswert sei unbekannt und soll durch eine Zufallsstichprobe vom Umfang n ge-
mäß dem Urnenmodell mit Zurücklegen geschätzt werden. Aus den beobachteten Werte 

nxx  ..., ,1  wird als Punktschätzung für den Erwartungswert   



n

i
in x

n
xxg

1
1

1
 ..., ,̂  berech-

net, d.h. die Schätzfunktion für den Erwartungswert lautet 



n

i
inn X

n
XU

1

1
. 

 

Gemäß Satz 7.7-1 ist   nXE , d.h. die Schätzfunktion 



n

i
in X

n
X

1

1
 ist erwartungstreu. 

 

Nach Satz 7.7-2(i) ist die Folge   NnnX  konsistent. Das bedeutet, dass mit steigendem Stich-

probenumfang die Genauigkeit der Schätzung mit hoher Wahrscheinlichkeit zunimmt. 
 

Die Varianz der Schätzfunktion ist   22
2

1

111
VarVar  








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 n
n

n
X

n
X

n

i
in . 
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Punktschätzung für die Varianz   2Var X  bei bekanntem Erwartungswert   XE : 

 

Aus den beobachteten Werte nxx  ..., ,1  der Stichprobe wird als Punktschätzung für die Varianz 

der Wert    



n

i
in x

n
xxg

1

2
1

2 1
 ..., ,ˆ   berechnet, d.h. die Schätzfunktion lautet 

 

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i
in X

n
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1

21  . 

 
Die Schätzfunktion ist erwartungstreu: 

     22

1

2

1

2 1
E
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Weiterhin gilt   0
1

lim 2

1

2 



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


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P  für jedes 0 : 
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
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


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i
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n 1

22 1
E  . Daher gilt mit Satz 7.2-4(ii) und wegen der stochastischen 

Unabhängigkeit der Zufallsvariablen  2iX  mit   2Var  iXv : 
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Die Voraussetzung über die Kenntnis des Erwartungswerts ist jedoch in der Praxis unrealis-
tisch. Daher wird auch dieser geschätzt. 
 
 

Punktschätzung für die Varianz   2Var X  bei unbekanntem Erwartungswert 

  XE : 

 

Aus den beobachteten Werte nxx  ..., ,1  der Stichprobe wird als Punktschätzung für die Varianz 
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Diese Schätzfunktion ist nicht erwartungstreu: 
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Das bedeutet, dass durch die Schätzfunktion  



n

i
ni XX

n 1

21
 die Varianz   2Var X  sys-

tematisch mit Verzerrung 21  n  unterschätzt wird. Die Schätzung ist jedoch asymptotisch 

erwartungstreu. 
 
 
Eine erwartungstreue Schätzung für die Varianz bei unbekanntem Erwartungswert erhält man 

durch die Schätzfunktion    
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Auch hier lässt sich die Konsistenz der Schätzfunktion zeigen. 
 
 

Punktschätzung für den unbekannten Anteilswert p eines Merkmals in der Grundge-
samtheit: 
 
Das Merkmal X trete mit einem unbekannten Anteil p in der Grundgesamtheit auf. In einer 

Stichprobe nxx  ..., ,1  wird gezählt, wie häufig das Merkmal X vorkommt. Als Schätzung für p 
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wird 
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1
 genommen, d.h. die Schätzfunktion lautet 
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
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i
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1
, wobei   pXi E  und 

   ppXi  1Var  gilt. 

 

Diese Schätzung ist erwartungstreu:   pXn
n

X
n i

n

i
i 











E
11

E
1

. Außerdem ist sie konsis-

tent. 
 
 
Die Grundgesamtheit enthalte N Elemente, die Stichprobe enthält n Elemente. Ist N gegen-
über n groß (in einem noch zu präzisierenden Sinn, etwa, wenn N unendlich groß ist), so ist 
das Urnenmodell mit Zurücklegen gerechtfertigt; die Unabhängigkeit der einzelnen Stichpro-
benelemente kann wegen des Zurücklegens angenommen werden. Ist jedoch N gegenüber n 
klein oder auch endlich, so stellt das Urnenmodell mit Zurücklegen nur eine Annäherung an 
eine unabhängige Stichprobenerhebung dar. Es sollen daher die Urnenmodelle mit und ohne 

Zurücklegen zur Schätzung des Erwartungswerts   des Merkmals X verglichen werden. Die 

Grundgesamtheit sei endlich, etwa Naa  ..., , 1 . 

 

Eine Stichprobe nxx  ..., ,1  im Urnenmodell mit Zurücklegen ist die Realisierung des Zufalls-

vektors  nXX  ..., ,1 , dessen Komponenten unabhängig sind. Als Schätzfunktion für   werde 
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Jedes Element der Grundgesamtheit habe die gleiche Wahrscheinlichkeit N1 , um beim Zie-

hen in die Stichprobe zu gelangen. Es gilt 
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Die Varianz von X ist 
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Im Urnenmodell mit Zurücklegen ist die Varianz der Stichprobe gleich 

  21
Var 

n
X n . (Formel (iii))

 
Im Urnenmodell ohne Zurücklegen ist die Varianz der Stichprobe gleich 



380 7   Ausgewählte Themen der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik 

 

          222
EEEEVar nnnnn ZZZZZ  . (Formel (iv))

Diese wird wie folgt ermittelt. 
 

Der Erwartungswert von nZ  ist 
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Hierbei wird die durch vollständige Induktion über die Elementanzahl n zu beweisende Iden-
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Der erste Summand auf der rechten Seite in Formel (vi) ist 
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Aus Formel (i) folgt   0
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Da        2EE   kiki ZZZZ  ist, erhält man für den zweiten Summanden auf der 

rechten Seite in Formel (vi): 
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Aus den Formeln (vi), (vii) und (ix) erhält man   2
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Für 1n  ist 1
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, d.h.  nZVar  nXVar , d.h. das Urnenmodell ohne Zurücklegen gibt 

eine wirksamere Schätzung für den Erwartungswert als das Urnenmodell mit Zurücklegen. 
 
 
Wird die Varianz des Merkmals X im Urnenmodell ohne Zurücklegen aus einer beobachteten 
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Eine erwartungstreue Schätzung für die Varianz bei unbekanntem Erwartungswert im Ur-
nenmodell mit Zurücklegen erhält man durch die Schätzfunktion 
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Abschließend werden exemplarisch zwei Methoden zur „geeigneten“ Festgelegung von 
Schätzfunktionen beschrieben. 
 
 

Methode der kleinsten Quadrate: 
 

Soll etwa ein unbekannter Mittelwert   geschätzt werden, so kann bei gegebener Stichprobe 

nxx  ..., ,1  derjenige Wert ̂  als Schätzwert genommen werden, für den die Summe der qua-
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Das ergibt die obige Schätzfunktion für den Erwartungswert. 
 
 

Maximum-Likelihood-Methode: 
 
Die Verteilung des Merkmals X in der Grundgesamtheit sei bis auf einen zu schätzenden Pa-
rameter u in Form der Massen- bzw. Dichtefunktion bekannt. Diese hängt auch von u ab, d.h. 

sie kann als  uxfX  ,  geschrieben werden. Es wird eine Stichprobe nxx  ..., ,1  nach dem Ur-

nenmodell mit Zurücklegen genommen. Diese entspricht der Realisierung des n-

dimensionalen Zufallsvektors  nXX  ..., ,1 . Dessen Massen- bzw. Dichtefunktion lautet 

 uxxf n  , ..., ,1 . Es wird nun für u derjenige Wert genommen, bei dem die Stichprobenwerte 

nxx  ..., ,1  den größte Massen- bzw. Dichtewert besitzen. Dieser Schätzwert für u ist somit der 

plausibelste Wert für die Stichprobenwerte nxx  ..., ,1 . 

 

Es sei X normalverteilt mit Erwartungswert   und Varianz 2 . Beide seien unbekannt, d.h. 

der gesuchte Parameter ist    ,u . Die Dichtefunktion der Stichprobe lautet 
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Dieser Ausdruck ist bezüglich    ,u  zu maximieren. Da der Berechnungsvorgang kom-

pliziert ist, wird stattdessen der Logarithmus des Ausdrucks maximiert; aufgrund der Mono-
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Partielles Ableiten nach   und  und Nullsetzen beider Gleichungen führt auf die Schätzun-
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Aus der ersten der beiden Gleichungen folgt   0
1




n

i
ix   und 




n

i
ix

n 1

1̂ . 
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Dieser Wert wird in die zweite Gleichung eingesetzt und diese nach   aufgelöst mit dem Er-

gebnis  



n

i
ix

n 1

22 ˆ
1

ˆ  . Diese Schätzfunktion ist asymptotisch erwartungstreu (siehe 

oben). 
 
 

7.9 Intervallschätzungen 

 
Bei der Punktschätzung eines Parameters der Verteilung eines Merkmals X in einer Grundge-
samtheit ist es nicht sicher, dass der geschätzte Wert mit dem tatsächlichen Wert überein-
stimmt. Aufgrund einer Stichprobe möchte man aber sagen, dass der tatsächliche Parameter-
wert „mit hoher Wahrscheinlichkeit“ nahe bei dem Ergebnis liegt, das man aus der Stichprobe 
ermittelt. Man sucht daher ein Intervall, das aufgrund der Stichprobe und nach Vorgabe einer 
Wahrscheinlichkeit den tatsächlichen Parameterwert mit dieser Wahrscheinlichkeit enthält. 
 

Es sei 1  (etwa 95,01   oder 99,01  ) eine vorgegebene Wahrscheinlichkeit. Der 

n-dimensionale Zufallsvektor  nXX  ..., ,1  bestehe aus unabhängigen, identisch verteilten Zu-

fallsvariablen mit einem unbekannten Parameter u. Für die Stichprobenfunktionen 

 nXXgU  ..., ,111   und  nXXgU  ..., ,122   gelte    121 UuUP . Dann heißt das sto-

chastische Intervall  21  ,UU  ein Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) für u mit 

Konfidenzniveau (Vertrauensniveau) 1 . 

 

Mit jeder Stichprobe nxx  ..., ,1 , d.h. jeder Realisierung des Zufallsvektors  nXX  ..., ,1 , erhält 

man Realisierungen  nxxgu  ..., ,111   und  nxxgu  ..., ,122   der Zufallsvariablen 1U  und 2U , 

d.h. jeweils ein Intervall  21  , uu . Man kann davon ausgehen, dass  %1100   aller so be-

rechneten Intervalle den unbekannten Parameter u enthalten.  
 
 
Im folgenden wird die (0, 1)-Normalverteilung eingesetzt, d.h. die Verteilung mit Dichtefunk-

tion  
2

2

1

)1,0(
2

1 x

norm exf


 





 bzw. Verteilungsfunktion 






 












x
t

norm dtexF
2

2

1

)1,0(
2

1
)(


. 

 
 

Das Merkmal X habe den Erwartungswert   XE  und die Varianz 2)(Var X . Für die 

Zufallsstichprobe  nXX  ..., ,1  gilt dann nach Satz 7.7-1 und 7.7-6 mit 



n

i
in X

n
X

1

1
: 
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(1)   nXE  und 21
)(Var 

n
X n  

(2) 
n

X n




 ist für große n annähernd (0, 1)-normalverteilt, d.h.  
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norm

normnorm

normnorm
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
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 bzw.   1)(2 )1,0(   zFnzXnzXP normnn  . 

 
 

Konfidenzintervall für den unbekannten Erwartungswert   bei gegebener Varianz 2  

 

Zur Konstruktion eines Konfidenzintervalls für   bei gegebener Varianz 2  werden folgen-

de Schritte ausgeführt: 
 

1. Schritt: Man wählt ein Vertrauensniveau 1 . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )()1,0( xF norm  der (0, 1)-Normalver-

teilung bestimmt man denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 21)1,0( zF norm  

bzw. 
 

2
1

2

11
)( 21)1,0(


 


 zF norm . 

 Beispielsweise gelten für die üblichen Vertrauensniveaus folgende Werte 21 z : 

 

1  0,90 0,95 0,99 0,999 

21 z  1,65 1,96 2,58 3,29 

 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1 . 

4. Schritt: Das Konfidenzintervall für   lautet  nzxnzx     2121  , . 

 

Das Konfizenzintervall hat die Länge nz    212 ; diese hängt vom Vertrauensniveau, der 

Varianz und dem Stichprobenumfang ab. Ist die vorgegebene Varianz groß, so wird auch das 
Konfidenzintervall groß sein. Möchte man die Länge des Konfidenzintervalls halbieren, kann 
man dieses durch Vervierfachung des Stichprobenumfangs erreichen. Erhöht man das Ver-
trauensniveau, d.h. die Sicherheit, so vergrößert sich entsprechend die Länge des 
Konfidenzintervalls, d.h. die Genauigkeit der Intervallschätzung verringert sich. 
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Im allgemeinen ist die Varianz 2  nicht bekannt. Für große Stichprobenumfänge (Faustregel 

30n ) kann man die erwartungstreue Punktschätzung (siehe Kapitel 7.8) 

 






n

i
i xx

n 1

22

1

1̂  verwenden. Der dadurch entstehende Fehler kann meist vernachlässigt 

werden. Für kleine Stichprobenumfänge kann man keine Schätzung der Varianz verwenden.  
 
 
Für den Fall, dass X selbst normalverteilt ist, kann man folgendermaßen vorgehen: 
 
 

Konfidenzintervall für den unbekannten Erwartungswert   bei unbekannter Varianz 
2  (bei normalverteiltem Merkmal): 

 

Mit 



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i
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 und der erwartungstreuen Schät-
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der Quotient zweier Zufallsvariablen (und nicht etwa eine Normierung der normalverteilten 

Zufallsvariablen nX  auf Erwartungswert 0 und Varianz 1). Es ist 

   
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Im Zähler dieses Bruchs steht eine (0, 1)-normalverteilte Zufallsvariable. Die Zufallsvariable 

2

2


Sn 

 im Nenner des Bruchs ist 2 -verteilt mit 1n  Freiheitsgraden. Dieses wird durch fol-

gende Überlegung plausibel: In Kapitel 7.8 wurde die Identität  

     2
1
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S  gezeigt. Daraus folgt  
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Auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens steht eine 2 -verteilte Zufallsvariable mit n 

Freiheitsgraden; der zweite Summand auf der linken Seite ist eine 2 -verteilte Zufallsvariab-

le mit 1 Freiheitsgrad; also ist 
2

2


Sn 

 2 -verteilt mit 1n  Freiheitsgraden (siehe Kapitel 7.6). 
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Daher ist 

  nXX
n

X
n

i
i








1

2

1
1


 t-verteilt mit 1n  Freiheitsgraden. 

 
Es werden folgende Schritte ausgeführt: 
 

1. Schritt: Man wählt ein Vertrauensniveau 1 . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(1 xTn  der t-Verteilung mit 1n  Frei-

heitsgraden bestimmt man denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 211 zTn  

bzw. 
 

2
1

2

11
)( 211


 


 zTn . 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
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n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1  und 

den Wert  






n

i
i xx

n 1

22

1

1 . 

4. Schritt: Das Konfidenzintervall für   lautet  nzxnzx     2121  , . 

 
 

Konfidenzintervall für die unbekannte Varianz 2 : 

 

Die Zufallsvariable 
2

2


Sn 

 ist 2 -verteilt mit 1n  Freiheitsgraden; hierbei ist 
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ni XX

n
S

1

22 1
 und 




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i
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n
X

1

1
. Ein Konfidenzintervall für die unbekannte Varianz 

2  erhält man aus der Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der 
2

2


Sn 

 in das 

Konfidenzintervall fällt, gleich 1  ist und die restliche Wahrscheinlichkeitsmasse   zu 

gleichen Teilen aufgeteilt wird: 
 

Es sei )(2 xF


 die Verteilungsfunktion der 2 -Verteilung. Für den Wert 2z  gelte 

  222 
zF , für den Wert 21 z  gelte   21212 

zF . Dann lautet die Forderung zur 

Bestimmung des Konfidenzintervalls 
  




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


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  1212
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2 z
Sn
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Offensichtlich müssen hier keine Annahmen über den Mittelwert getroffen werden. 
 
Es werden folgende Schritte ausgeführt: 
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1. Schritt: Man wählt ein Vertrauensniveau 1 . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(2 xF


 der 2 -Verteilung mit 1n  

Freiheitsgraden bestimmt man diejenigen Werte 2z  mit   222 
zF  und 

21 z  mit   21212 
zF . 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
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n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1  und 

den Wert  
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i
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4. Schritt: Das Konfidenzintervall für 2  lautet dann 
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Diese Methode ist anwendbar für Konfidenzintervalle für Varianzen bei kleinen Stichproben 

einer normalverteilten Grundgesamtheit. Der Erwartungswert der mit 1n  Freiheitsgraden 

2 -verteilten Zufallsvariablen 
2
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
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 ist 1E
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. Für große Stichprobenumfänge konvergiert die 2 -Verteilung gegen 

die Normalverteilung, d.h. die auf Erwartungswert 0 und Varianz 1 normierte Zufallsvariable 

 
 12

122




n

nSn 
 ist annähernd (0, 1)-normalverteilt. Ein Konfidenzintervall zum Vertrau-

ensniveau 1  erhält man aus der Forderung 

 
 


 















  1
12

1
21

22

21 z
n

nSn
zP  mit der Stelle 21 z , an der 

2
1)( 21)1,0(


  zF norm  ist. Das Konfidenzintervall für 2  zum Vertrauensniveau 1   lau-

tet dann 

        

















 121
 ,

121 21

2

21

2

nzn

sn

nzn

sn



. 

 
 

7.10 Hypothesentests 

 
Bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls wurde aus den Werten einer Stichprobe auf 
die Lage eines unbekannten Parameters geschlossen, die mit vorgegebener, d.h. in der Regel 
hoher Wahrscheinlichkeit zutrifft. Im vorliegenden Kapitel wird eine Hypothese (Vermu-
tung) über den Wert eines unbekannten Parameters oder über eine unbekannte Verteilung 
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aufgestellt und aufgrund einer Stichprobe, d.h. eines statistischen Tests, entschieden, ob die 
Hypothese beibehalten werden kann oder ob die Hypothese verworfen werden muss. Es 
wird keine Aussage darüber getroffen, ob die Hypothese wahr oder falsch ist. Natürlich wird 
der Schluss aus der Stichprobe auf das Beibehalten bzw. Verwerfen der Hypothese so gezo-
gen, dass die Wahrscheinlichkeiten, eine richtige Hypothese zu verwerfen und eine falsche 
Hypothese anzunehmen, gering sind. 
 
Man unterscheidet eine Reihe statistischer Testverfahren je nach Art der aufgestellten Hypo-
these: 
 

 Ein Parametertest überprüft eine Hypothese über den Wert eines oder mehrerer unbe-
kannter Parameter einer Grundgesamtheit. 

 Ein Verteilungs- oder Anpassungstest überprüft Annahmen über Wahrscheinlichkeits-
verteilungen in einer Grundgesamtheit. 

 Bei einem Unabhängigkeitstest werden Hypothesen über die stochastische Unabhängig-
keit bzw. Abhängigkeit von Zufallsvariablen oder Merkmalen in einer Grundgesamtheit 
getestet. 

 
 
Zunächst werden Parametertests beschrieben. 
 

Es wird eine Hypothese über den Zahlenwert 0u  eines unbekannten Parameters u einer Ver-

teilung aufgestellt. Die Hypothese kann sich aus früheren statistischen Beobachtungen, theo-
retischen Überlegungen, Plausibilitätsüberlegungen oder anderen Betrachtungen ergeben. 

Diese Hypothese über den Wert 0u  von u wird als Nullhypothese (Ausgangshypothese) 0H  

bezeichnet. Die Gegenhypothese (Alternativhypothese) wird mit 1H   bezeichnet. Je nach 

Fragestellung sind verschiedene Formen der Null- und Gegenhypothese üblich: 
 

 0H : 0uu   gegen 1H : 0uu   (zweiseitige Fragestellung) 

 0H : 0uu   gegen 1H : 0uu   (einseitige Fragestellung) 

 0H : 0uu   gegen 1H : 0uu   (einseitige Fragestellung). 

 

Man zieht eine Stichprobe nxx  ..., ,1 , berechnet daraus den Wert einer Stichprobenfunktion 

und trifft die Testentscheidung, 0H  beizubehalten oder 0H  abzulehnen.  Dabei können viele 

Ergebnisse zu Überlegungen aus Kapitel 7.9 verwendet werden. 
 
Die Testentscheidung und die Realität können differieren, so dass fehlerhafte Testentschei-
dungen auftreten: 
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Der Fehler 1. Art ( -Fehler) ist die Wahrscheinlichkeit, 0H  abzulehnen, obwohl 0H  wahr 

ist, d.h.  ist wahr  ablehnen  00 HHP . 

 

Der Fehler 2. Art ( -Fehler) ist die Wahrscheinlichkeit, 0H  beizubehalten, obwohl 0H  

falsch ist, d.h.  falschist   n beibehalte 00 HHP . 

 
 
 

Realität 

 
 
Testentscheidung 
aufgrund einer 
Stichprobe 

 
 0H  ist wahr 0H  ist falsch 

0H  beibehalten korrekt 
Fehler 2. Art, 

 -Fehler 

0H  ablehnen 
Fehler 1. Art, 
 -Fehler 

korrekt 

 
Ziel des Hypothesentests ist es, den Fehler 1. Art möglichst klein zu halten und dabei den 
Fehler 2. Art nicht zu groß werden zu lassen. 
 

Im Extremfall könnte man sich aufgrund der Stichprobe immer für 0H  entscheiden (dann 

macht man keinen Fehler 1. Art, d.h. 0 ); dann ist allerdings 1 . 

 

Üblicherweise wird der Fehler 1. Art vorgegeben, etwa 05,0  oder 01,0 . Der Fehler 2. 

Art müsste dann berechnet werden, was sich im Einzelfall als schwierig erweisen kann.    

 
 

Hypothesentest des Erwartungswerts   bei bekannter Varianz 2  und großem Stich-

probenumfang 
 

Der unbekannte Parameter sei der Erwartungswert   eines metrischen Merkmals X in einer 

Grundgesamtheit. Die Varianz 2  sei bekannt, etwa aus früheren Hypothesentests oder auf-

grund einer numerischen Vorgabe. Die Nullhypothese lautet bei zweiseitiger Fragestellung 
 

0H : 0  . 

 

Der Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
einer genommenen Stichprobe nxx  ..., ,1 , d.h. die Realisierung ei-

ner Zufallsstichprobe  nXX  ..., ,1 , wird vom hypothetischen Wert 0  meist abweichen. Han-
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delt es sich um eine große Stichprobe ( 30n ), so ist der Stichprobenmittelwert 



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n

i
in X

n
X

1

1
 annähernd normalverteilt (siehe Kapitel 7.7): 

 

.   1)(2)()(

    

)1,0()1,0()1,0(

0
0

0
0





























 zFzFzF

z
n

X
zPz

n

X
P

normnormnorm

nn 






 

 
Daher bietet sich folgender Hypothesentest an: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )()1,0( xF norm  der (0, 1)-Normalver-

teilung bestimmt man denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 21)1,0( zF norm  

bzw. 
 

2
1

2

11
)( 21)1,0(


 


 zF norm .  

 Beispielsweise gelten für die üblichen Werte   folgende Werte 21 z : 

  0,1 0,05 0,01 0,001 

21 z  1,65 1,96 2,58 3,29 

 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1 . 

 

4. Schritt: Bei 21
0







z
n

x
 wird 0H  beibehalten, bei 21

0






z

n

x
 wird 0H  abgelehnt. 

 
Man sieht: 

 

 

.   

1
2

121

1)(21

  1

    ngEntscheidu falsche

21)1,0(

021
0

021
0

0






































 







































zF

z
n

X
P

z
n

X
PP

norm

n

n

 

Der Fehler 1. Art wird also eingehalten.  
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Bei einseitiger Fragestellung lautet die Nullhypothese 

 

0H : 0  . 

 

Dann gilt )(  )1,0(0
0 zFz

n

X
P norm

n











 



. Zu beachten ist, dass eigentlich die bedingte 

Wahrscheinlichkeit 










0

0   



z

n

X
P n  genommen werde müsste; dies ist jedoch rechne-

risch komplex, und man begnügt sich mit einer Annäherung an den Fehler 1. Art (Höchstwert 
für den Fehler 1. Art). 
 
 
Der Hypothesentest lautet nun: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )()1,0( xF norm  der (0, 1)-Normalver-

teilung bestimmt man denjenigen Wert 1z  mit   1)( 1)1,0( zF norm .  

 Beispielsweise gelten für die üblichen Werte   folgende Werte 1z : 

  0,1 0,05 0,01 0,001 

1z  1,28 1,64 2,33 3,08 

 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1 . 

 

4. Schritt: Bei 





1
0 z
n

x
 wird 0H  beibehalten, bei 





1

0 z
n

x
 wird 0H  abgelehnt. 

 

Wieder sieht man:     0  ngEntscheidu falscheP . 

 
 
Bei der einseitiger Fragestellung mit Nullhypothese 

 

0H : 0   

 
wird der obige Schritt 4 ersetzt durch 
 

4. Schritt: Bei 





1
0 z
n

x
 wird 0H  beibehalten, bei 





1

0 z
n

x
 wird 0H  abgelehnt. 
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Hypothesentest des Erwartungswerts   bei unbekannter Varianz 2  und großem 

Stichprobenumfang 
 

Ist die Varianz 2  unbekannt, und ist der Stichprobenumfang groß ( 30n ), so kann man für 

2  die erwartungstreue Schätzung (siehe Kapitel 7.8)  





n

i
i xx

n 1

2

1

1
 nehmen. 

 
 

Hypothesentest des Erwartungswerts   bei unbekannter Varianz 2  und kleinem 

Stichprobenumfang und normalverteiltem Merkmal der Grundgesamtheit 
 
In diesem Fall gilt (siehe Kapitel 7.9 bei der Konstruktion des entsprechenden 
Konfidenzintervalls): 

Die Größe 

  nXX
n

X
n

i
i








1

2

0

1
1


  ist t-verteilt mit 1n  Freiheitsgraden. 

 
Der Hypothesentest lautet nun: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(1 xTn  der t-Verteilung mit 1n  Frei-

heitsgraden bestimmt man denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 211 zTn  

bzw. 
 

2
1

2

11
)( 211


 


 zTn .  

 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1 . 

 

4. Schritt: Bei 

 
21

1

2

0

1
1
















z

nxx
n

x
n

i
i

 wird 0H  beibehalten, 

 bei 

 
21

1

2

0

1
1
















z

nxx
n

x
n

i
i

 wird 0H  abgelehnt. 

 

Wieder sieht man:     0  ngEntscheidu falscheP . 

 
Bei einseitiger Fragestellung wird entsprechend vorgegangen. 
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Hypothesentest der unbekannten Varianz 2  

 
Es ist die Nullhypothese zu überprüfen, dass die unbekannte Varianz der Grundgesamtheit ei-
nen definierten Wert annimmt: 
 

0H : 2
0

2   . 

  

Dazu wird die Zufallsvariable 2
0

2


Sn 

 mit  



n

i
ni XX

n
S

1

22 1
 und 




n

i
in X

n
X

1

1
 herange-

zogen. Diese ist 2 -verteilt mit 1n  Freiheitsgraden (siehe Kapitel 7.9). 

 
Der Hypothesentest lautet: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(2 xF
  der 2 -Verteilung mit 1n  

Freiheitsgraden bestimmt man diejenigen Werte 2z  mit   222 
zF  und 

21 z  mit   21212 
zF .  

 

3. Schritt: Man berechnet den Mittelwert 



n

i
ix

n
x

1

1
der Stichprobenwerte nxx  ..., ,1  und 

den Wert  



n

i
i xx

n
s

1

22 1
. 

 

4. Schritt: Bei 
n

z
s

n

z 21
2

022
2

0   



 wird 0H  beibehalten, 

 bei 
n

z
s 21

2
02  

  oder 
n

z
s 2

2
02  

  wird 0H  abgelehnt. 

 
Wieder sieht man: 

 

    
 
.   

2211

1

  1  ngEntscheidu falsche
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2
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
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















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



zFzF

n

z
s

n

z
PP
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Ist die Nullhypothese zu überprüfen, dass die unbekannte Varianz der Grundgesamtheit einen 
definierten Wert nicht überschreitet, d.h. 
 

0H : 2
0

2   , 

 

so wird im 2. Schritt derjenige Wert 2z  mit   
 112 zF  bestimmt; die Entscheidung im 

4. Schritt lautet nun: 

Bei 
n

z
s  
 1

2
02  wird 0H  beibehalten, bei 

n

z
s  
 1

2
02  wird 0H  abgelehnt. 

  
Entsprechend wird verfahren, wenn die Nullhypothese 
 

0H : 2
0

2    

 
lautet. 
 
 

Hypothesentest für den Vergleich von Erwartungswerten 
 

Es werden zwei Stichproben 
1

 ..., ,1 nxx  und 
2

 ..., ,1 nyy  als Realisierung der Zufallsvektoren 

 
1

 ..., ,1 nXX  und  
2

 ..., ,1 nYY  unabhängig voneinander genommen, und man möchte feststellen, 

ob sie derselben Grundgesamtheit entstammen bzw. ob die Grundgesamtheiten wenigstens 

denselben Erwartungswert aufweisen. Hierbei seien die beiden Erwartungswerte 1  bzw. 2 . 

Es sei 



1

1
11

1 n

i
in X

n
X  und 




2

2
12

1 n

i
in Y

n
Y . 

 
Die Nullhypothese lautet 
 

0H : 21   . 

 

Sind die Stichprobenumfänge 1n  und 2n  groß oder sind die Merkmale in den 

Grundgesamtheiten normalverteilt mit den Varianzen 2
1  bzw. 2

2 , so ist die Testgröße 

21 nn YX   (asymptotisch) normalverteilt mit dem Erwartungswert 21    und der Varianz 

2
2
21

2
1 nn   . Kennt man die Varianzen 2

1  bzw. 2
2  nicht, so kann man sie bei großen 

Stichproben durch die erwartungstreuen Schätzwerte  






1

1

2

1

2
1 1

1 n

i
i xx

n
s  und 

 






2

1

2

2

2
2 1

1 n

i
i yy

n
s  mit 




1

11

1 n

i
ix

n
x  und 




2

12

1 n

i
iy

n
y  ersetzen. 
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Der Hypothesentest lautet: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )()1,0( xF norm  der (0, 1)-Normalver-

teilung bestimmt man denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 21)1,0( zF norm  

bzw. 
 

2
1

2

11
)( 21)1,0(


 


 zF norm .  

 

3. Schritt: Man berechnet die Mittelwerte 



1

11

1 n

i
ix

n
x  und 




2

12

1 n

i
iy

n
y  der Stichproben-

werte. 
 

4. Schritt: Bei 21

2
2
21

2
1








z

nn

yx
 wird 0H  beibehalten, bei 21

2
2
21

2
1








z

nn

yx
 

wird 0H  abgelehnt. 

 
Sind die Stichprobenumfänge klein und die Merkmale in den Grundgesamtheiten normal-

verteilt und gilt zusätzlich 22
2

2
1   , so wird die Testgröße 

21

212
2

1
2

ˆˆˆ
2121

nn

nn

YX

nn

YX nnnn














 genommen. Diese ist t-verteilt mit 221  nn  Freiheitsgra-

den. Dabei wird 2̂  aus den Beobachtungen beider Stichproben geschätzt: Mit 

 



1

1

2

1

2
1

1 n

i
i xx

n
t  und  




2

1

2

2

2
2

1 n

i
i yy

n
t  wird 

2
ˆ

21

2
22

2
112





nn

tntn  gesetzt. Im 2. Schritt 

bestimmt man aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(221
xT nn   der t-Verteilung mit 

221  nn  Freiheitsgraden denjenigen Wert 21 z  mit    11)(2 21221
zT nn  bzw. 

 
2

1
2

11
)( 21221


 


 zT nn . Im 4. Schritt wird bei 21

21

21ˆ











z

nn

nn

yx
 0H  beibehal-

ten; bei 21

21

21ˆ











z

nn

nn

yx
 wird 0H  abgelehnt. 
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Hypothesentest für den Vergleich von Varianzen 
 

Es werden zwei Stichproben 
1

 ..., ,1 nxx  und 
2

 ..., ,1 nyy  als Realisierung der Zufallsvektoren 

 
1

 ..., ,1 nXX  und  
2

 ..., ,1 nYY  unabhängig voneinander genommen, und man möchte feststellen, 

ob sie derselben Grundgesamtheit entstammen bzw. ob sie wenigstens Grundgesamtheiten 
mit denselben Varianzen entnommen wurden. 
 
Die Nullhypothese lautet 
 

0H : 22
2

2
1   . 

 

Es sei 



1

1
11

1 n

i
in X

n
X  und 




2

2
12

1 n

i
in Y

n
Y . Die Zufallsvariable 

2

2
11


Sn 

 ist 2 -verteilt mit 

11 n  Freiheitsgraden; hierbei ist  



1

1
1

2

1

2
1

1 n

i
ni XX

n
S . Die Zufallsvariable 

2

2
22


Sn 

 ist 2 -

verteilt mit 12 n  Freiheitsgraden; hierbei ist  



2

2
1

2

2

2
2

1 n

i
ni YY

n
S . Die Zufallsvariable 

2
2

2

2

2
1

1

1

1
1

1

1
1

2

S
n

n

S
n

n

F n
n








  ist F-verteilt mit den Freiheitsgraden 11 n  und 12 n . 

 
Es werden folgende Schritte ausgeführt: 
 

1. Schritt: Man wählt ein Vertrauensniveau 1 . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion 11
12




n
nF

F  der F-Verteilung mit den Frei-

heitsgraden 11 n  und 12 n  bestimmt man diejenigen Werte 2z  mit 

  2211
12

 


zF n
nF

 und 21 z  mit   212111
12

 


zF n
nF

. 

 

3. Schritt: Man berechnet die Werte  



1

1

2

1

2
1

1 n

i
i xx

n
s  und  




2

1

2

2

2
2

1 n

i
i yy

n
s  mit 





1

11

1 n

i
ix

n
x  und 




2

12

1 n

i
iy

n
y . 
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4. Schritt: Bei 21
2
2

2

2

2
1

1

1

2

1

1
 







 z
s

n
n

s
n

n

z  wird 0H  beibehalten; bei 2
2
2

2

2

2
1

1

1

1

1
z

s
n

n

s
n

n









 oder 

21
2
2

2

2

2
1

1

1

1

1








z
s

n
n

s
n

n

wird 0H  abgelehnt.  

 
 

Anpassungstest 
 
Bei einem Anpassungstest prüft man, ob ein Merkmal X in einer Grundgesamtheit einer vor-
gegebenen Verteilung genügt. Das Merkmal besitze die unbekannte Verteilungsfunktion F. 
Man untersucht also nicht einzelne Parameter wie Erwartungswert oder Varianz der Vertei-
lung, sondern stellt eine Hypothese über die gesamte Verteilung auf. Man bezeichnet einen 
derartigen Test auch als nichtparametrischen Test. Ein prominenter Vertreter von Anpas-

sungstests ist der 2 -Anpassungstest. 

 
Die Nullhypothese lautet in diesem Fall: 
 

0H : 0FF  , wobei 0F  eine vollständig bekannte Verteilungsfunktion ist. 

 
Man geht wie folgt vor, um die Nullhypothese zu bestätigen oder zu verwerfen. 
 

Man zerlegt die Menge der reellen Zahlen in r paarweise disjunkte Mengen kS . Es sei k   die 

Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in kS  annimmt. Nimmt man für kS  beispielsweise das 

Intervall  1 , kk aa , dann ist    kkk aFaF 010     für 1 ..., ,1  rk . 

 

Es wird eine unabhängige Stichprobe nxx  ..., ,1  genommen. Die Anzahl der Beobachtungen im 

Intervall  1 , kk aa  sei kn . Für festes k ist kn  binomialverteilt. Die Testgröße 

 
 




r

k k

kk

n

nn

1

2
2


  ist für großes n (Faustregel 10 kn  ) asymptotisch 2 -verteilt mit 

1r  Freiheitsgraden. 
 
Im Einzelnen führt man die folgenden Schritte aus: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 
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2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(2 xF


 der 2 -Verteilung mit 1r  

Freiheitsgraden bestimmt man denjenigen Wert 1z  mit   
 112 zF .  

 

3. Schritt: Man berechnet 
 

 
r

k k

kk

n

nn

1

2




. 

 

4. Schritt: Bei 
 









 1

1

2

z
n

nnr

k k

kk  wird 0H  beibehalten; 

 bei 
 









 1

1

2

z
n

nnr

k k

kk  wird 0H  abgelehnt. 

 

Ist die hypothetische Verteilungsfunktion 0F  nicht vollständig bekannt – man weiß etwa nur, 

dass sie einer Klasse von Verteilungsfunktionen angehört, jedoch fehlt die Kenntnis einiger 
ihrer Parameter – , so kann man eventuell nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip (siehe Ka-

pitel 7.8) verfahren. Weiß man etwa, dass die Verteilungsfunktion 0F  über die Dichtefunktion 

 mf   ..., ,10  definiert ist, wobei m  ..., ,1  unbekannt sind, so nimmt man eine unabhängige 

Stichprobe nxx  ..., ,1  und bildet  mi

n

i
xfL   ..., , , 10

1
 . Die unbekannten Parameterwerte 

m  ..., ,1  werden geschätzt, und zwar durch die Lösungen, die sich aus den Gleichungen 

  0ln 



L
i

 für mi  ..., ,1  ergeben. Anschließend kann man wie im obigen Anpassungstest 

fortfahren. 
 
 

Unabhängigkeitstests 
 
Die Elemente einer Stichprobe werden im Hinblick auf zwei Merkmale X und Y klassifiziert. 
Der Bereich der möglichen Werte von X wird in r Gruppen, der Bereich der möglichen Werte 
von Y wird in s Gruppen eingeteilt. Es wird eine Stichprobe vom Umfang n genommen. 
 

Mit kin ,  für ri  ..., ,1  und sk  ..., ,1  werde die Anzahl der Stichprobenelemente, die zur i-ten 

Gruppe bezüglich des Merkmals X und zur k-ten Gruppe bezüglich des Merkmals Y gehören.  
 
Die Anzahl der Stichprobenelemente in Gruppe i bezüglich des Merkmals X ist dann gleich 




 
s

k
kii nn

1
,, . Die Anzahl der Stichprobenelemente in Gruppe k bezüglich des Merkmals Y ist 

gleich 


 
r

i
kik nn

1
,, . Außerdem gilt 

 


r

i

s

k
kinn

1 1
, . 

 



7.10   Hypothesentests 399

 

Anzahl der Stich-
probenelemente 

Gruppe 1 bzgl. Y Gruppe 2 bzgl. Y .  .  . Gruppe s bzgl. Y zusammen ,in  

Gruppe 1 bzgl. X 1,1n  2,1n  .  .  . sn ,1  ,1n  

Gruppe 2 bzgl. X 1,2n  2,2n  . . . sn ,1  ,2n  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. . . 

. . . 

. . . 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

Gruppe r bzgl. X 1,rn  2,rn  . . . srn ,  ,rn  

zusammen kn ,  1,n  2,n  . . . sn ,  n 

  
Es wird die folgende Nullhypothese aufgestellt: 
 

0H : Die Merkmale X und Y sind stochastisch unabhängig. 

 

Bezeichnet kip ,  für ri  ..., ,1  und sk  ..., ,1  die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig ausge-

wähltes Element bezüglich des Merkmals X zur i-ten Gruppe und bezüglich des Merkmals Y 

zur k-ten Gruppe gehört, und bezeichnen ,ip  und kp ,  die entsprechenden Randwahrschein-

lichkeiten, dann ist die  Hypothese 0H  äquivalent zu kiki ppp ,,,    für ri  ..., ,1  und 

sk  ..., ,1 , wobei 1
1

,
1

, 







s

k
k

r

i
i pp  gilt. 

 

Die Hypothese 0H  sagt nichts über die sr   vielen Werte ,ip  und kp ,  aus. Zwei dieser 

Werte lassen sich aus den beiden Gleichungen 1
1

, 




r

i
ip  und 1

1
, 




s

k
kp  bestimmen, so dass 

2 sr  Werte unbekannt sind. Die unbekannten Parameter ,ip  und kp ,  werden gemäß 

dem Maximum-Likelihood-Prinzip ermittelt: 
 

Bei Gültigkeit von 0H  ist 
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Daraus ergibt sich das Gleichungssystem 
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1
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,
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Setzt man 
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
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Insgesamt ergibt sich  

n

n
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i

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,
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n

n
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k
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,
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Wie im obigen Anpassungstest (dort lautet die Testgröße 
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kiki ppp ,,,   ; die Werte  und ,ip  für ri  ..., ,1  und kp ,  für sk  ..., ,1  wurden nach dem 

Maximum-Likelihood-Prinzip bestimmt. Damit ist 
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2
,,,2 . Da aus 

der Stichprobe 2 sr  Parameter ,ip  für 1 ..., ,1  ri  und kp ,  für 1 ..., ,1  sk  bestimmt 

wurden (die beiden Parameter ,rp  und sp ,  liegen damit fest), besitzt diese Testgröße asymp-

totisch eine 2 -Verteilung mit      1112  srsrsr  Freiheitsgraden. 

 
Der so konstruierte Unabhängigkeitstest lautet: 
 

1. Schritt: Man wählt den Fehler 1. Art   . 

 

2. Schritt: Aus einer Tabelle der Verteilungsfunktion )(2 xF
  der 2 -Verteilung mit 

   11  sr  Freiheitsgraden bestimmt man denjenigen Wert 1z  mit 

  
 112 zF .  
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3. Schritt: Man berechnet 
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