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Zusammenfassung

Das Papier gibt einen einführenden Überblick über wesentliche Konzep-
te der Messung von Einkommens- bzw. Vermögensungleichheit und Armut.
Es werden grundlegende Prinzipien der Ungleichheitsmessung vorgestellt und
analysiert, inwieweit einige gebräuchliche Ungleichheitsmaße diesen Prinzi-
pien genügen. Die Beziehungen zwischen der Ungleichheitsmessung und der
Wohlfahrtstheorie werden ebenfalls diskutiert. Darüber hinaus wird ein kurz-
er Überblick über Konzepte gegeben, die bei der Armutsmessung verwendet
werden. Schließlich werden auch in der formalen Analyse häufig verwendete
parametrische Verteilungen vorgestellt.
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1 Verteilung, Ungleichheit und Gerechtigkeit

Die Frage, wie der Wohlstand einer Nation auf ihre Mitglieder verteilt wird, steht
nicht nur für Ökonomen seit jeher im Zentrum wissenschaftlicher Analysen. Auch
ein Blick auf aktuelle politische Diskussionen zeigt, dass nahezu jede wirtschaftspoli-
tische Maßnahme insbesondere auch im Hinblick auf ihre Verteilungsimplikationen
beurteilt wird. Nun setzt aber gerade die Frage nach den Verteilungsimplikationen
einen Maßstab zur Beurteilung einer Einkommens- und Vermögensverteilung vor-
aus. Diesen aber zu definieren ist, wie im Folgenden gezeigt werden soll, keineswegs
trivial.

Im Rahmen der Wohlfahrtstheorie verwenden Ökonomen zur Beurteilung von
Allokationen — und so beispielsweise bei der Beurteilung wirtschaftspolitischer Ein-
griffe — in aller Regel das Pareto–Kriterium. Dieser Beurteilungsmaßstab ist zwar
recht voraussetzungslos und daher im Allgemeinen konsensfähig, allerdings ist das
Pareto–Kriterium eben nur ein schwaches Kriterium, da es interpersonelle Nutzen-
vergleiche ausschließt. Viele ökonomisch interessante Fragestellungen lassen sich
daher nicht mit diesem Kriterium beurteilen. Dies trifft insbesondere auf Verteilungs-
fragen zu, bei denen es ja gerade darum geht, wie ein gegebenes Ganzes auf eine
bestimmte Anzahl von Individuen aufgeteilt wird. Ohne interpersonelle Nutzenver-
gleiche anzustellen, können solche Fragen wohlfahrtsökonomisch nicht beantwortet
werden.

Im Weiteren soll erläutert werden, welche Konzepte zur Darstellung und Mes-
sung von Ungleichheit unter Ökonomen gebräuchlich sind und wie im Rahmen die-
ser Konzepte mit dem Problem interpersoneller Nutzenvergleiche umgegangen wird.
Dabei ist gleich zu Anfang darauf hinzuweisen, dass bei der Antwort auf die Frage
nach der mit einer gegebenen Einkommens- oder Vermögensverteilung verbundenen
Ungleichheit einige weitergehende Fragen unbeantwortet und einige Aspekte gänz-
lich unberücksichtigt bleiben. So wird zum Beispiel nicht danach gefragt werden,
auf welchem Wege die zu beurteilenden Verteilungen zustande gekommen sind und
welche weiteren ökonomischen Konsequenzen sich aus der ermittelten Ungleichheit
ergeben. Während diese Aspekte für die Beurteilung der mit verschiedenen Vertei-
lungen verbundenen Ungleichheit in der Tat unerheblich sind, sind sie beispielswei-
se für die weitergehende Frage nach der Gerechtigkeit einer Verteilung sehr wohl
von Bedeutung. Wenn beispielsweise ein gegebenes Ganzes so auf eine bestimmte
Anzahl von Individuen aufgeteilt wird, dass ein Individuum alles erhält, wogegen
die Übrigen leer ausgehen, dürfte die Beurteilung dieser Verteilung unter Gerech-
tigkeitserwägungen sehr wohl davon abhängen, ob dieses eine Wirtschaftssubjekt
als Einziges einen Beitrag zur Erstellung des Ganzen geleistet oder aber sich die
Anteile der Übrigen gewaltsam angeeignet hat. Die Ungleichheit — in dem Sinne
wie der Begriff im Weiteren gebraucht wird — der Verteilung wäre jedoch in beiden
Fällen die Gleiche. Es sollte daher immer beachtet werden, dass die im Weiteren
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dargestellten Konzepte zur Messung von Ungleichheit keine Aussagen zur Vertei-
lungsgerechtigkeit treffen. Sicherlich kann nicht jede denkbare Einkommens- oder
Vermögensverteilung unter Gerechtigkeitsaspekten akzeptiert werden, da extreme
Verteilungen beispielsweise schon aufgrund der Unveräußerbarkeit der Menschen-
rechte ausgeschlossen werden. Ebenso lässt sich beobachten, dass Gesellschaften
nicht bereit sind, jedes Ausmaß an Ungleichheit hinzunehmen, ohne dass sich ge-
sellschaftspolitischer Widerstand artikuliert. Das Problem ist jedoch, dass sich hier
keine — über alle Gesellschaftsformen hinweg gültige — Regel aufstellen lässt, die
festlegt, wo die Grenzlinie zu extremen bzw. gesellschaftlich inakzeptablen Vertei-
lungen zu ziehen ist.

Abschließend noch einige Bemerkungen zu der für den Bereich der Ungleich-
heitsmessung relevanten Literatur. Grundlegende und über die im weiteren Verlauf
erfolgende einführende Diskussion zum Teil weit hinausgehende formale Darstel-
lungen finden sich bei bei Lambert (1989) und insbesondere Cowell (2000). Eine
ebenfalls einführende Darstellung, die unter anderem auch einige weitere Ungleich-
heitsmaße eingeht, die hier nicht vorgestellt werden, findet sich bei Jenkins (1991),
während Hauser & Wagner (2002) darüber hinaus auch einen Überblick über wei-
tere Aspekte der Messung der personellen Einkommensverteilung liefern und em-
pirische Befunde für Deutschland vorstellen. Darüber hinaus werden Messkonzepte
und darauf basierende Ungleichheitsmaße in jedem einschlägigen Lehrbuch, bei-
spielsweise bei Champernowne & Cowell (1998) zumindest knapp dargestellt.

2 Begründung von Ungleichheitsmaßen

Aussagen über die Gleichheit der Einkommens- oder Vermögensverteilung setzen zu-
nächst einmal voraus, dass Klarheit darüber besteht, was denn genau unter Gleich-
heit bzw. Ungleichheit verstanden werden soll. Da subjektive Vorstellungen hierüber
durchaus differieren können, soll im Folgenden versucht werden, einige grundle-
gende Prinzipien für den Vergleich von Verteilungen einzuführen. Das Ziel eines
Vergleichs von Verteilungen ist es letztlich, diese Verteilungen in eine Rangordnung
zu bringen, also beispielsweise aufsteigend hinsichtlich der mit ihnen verbundenen
Ungleichheit zu reihen. Die besagten Prinzipien sollen nun festlegen, wann eine Ver-
teilung gegenüber einer anderen als gleicher bzw. ungleicher eingestuft wird. Somit
führen diese Prinzipien also zu einer Konkretisierung des Begriffs der Ungleichheit.

Festzuhalten ist allerdings, dass jede Reihung von Einkommens- oder Vermö-
gensverteilungen eine Wertung impliziert, also normativen Charakter besitzt. Die
angesprochenen Regeln dienen dazu, diese Werturteile transparent zu machen. An-
zumerken ist auch, dass es auf der Basis der nachfolgend zu beschreibenden Prinzi-
pien nicht notwendigerweise möglich sein wird, in jedem Fall eine widerspruchsfreie
Rangfolge von Verteilungen zu erzeugen. Hierzu sind dann möglicherweise weitere
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und strengere Prinzipien heranzuziehen, die jedoch nicht immer und überall kon-
sensfähig sind.

2.1 Grundlegende Prinzipien bei der Messung von Ungleichheit

Im Weiteren bezeichnet Yi , i = 1, . . .N eine Einkommensverteilung aus einer gegebe-
nen Anzahl von N Verteilungen. Jedes der Yi repräsentiert daher einen Vektor, der
beschreibt, welches Einkommen y j einem Individuum j unter dieser Verteilung zu-
fließt. Somit gilt Yi = (y1, . . . ,yn) für den Fall, dass Yi eine Verteilung von Einkommen
über n Individuen darstellt.1

Ein Ungleichheitsmaß oder Ungleichheitsindex ist dann eine Funktion der Ein-
kommensverteilung I(Yi) mit der Eigenschaft, dass ein Anstieg von I eine Zunah-
me der Ungleichheit ausdrückt. Aus I(Yi) > I(Yi′) kann dann gefolgert werden, dass
die Verteilung Yi ungleicher als die Verteilung Yi′ ist. Die im Rahmen der Ungleich-
heitsmessung verwendeten Ungleichheitsmaße, wie etwa der Gini–Koeffizient, tun
genau dies: Für verschiedene Einkommensverteilungen lässt sich jeweils ein Gini–
Koeffizient berechnen, der als Ungleichheitsmaß Verwendung findet. Auf gebräuch-
liche Ungleichheitsmaße wird unten noch genauer eingegangen. Hier soll zunächst
eher allgemein geklärt werden, was diese Maße eigentlich messen sollen, um tat-
sächlich als Ungleichheitsmaß verwendet werden zu können.

Die eingangs erwähnten Prinzipien dienen nun dazu, einige Minimalanforderun-
gen zu formulieren, denen ein Ungleichheitsmaße genügen soll. Diese Minimalan-
forderungen umfassen in der Regel die folgenden vier Prinzipien:2

P.1 Prinzip der Skaleninvarianz:

Das Prinzip der Skaleninvarianz besagt, dass das Ungleichheitsmaß invariant
gegenüber einer proportionalen Variation aller Einkommen einer Verteilung Yi

sein soll. Von daher muss gelten:

I(Yi) ≡ I(y1, . . . ,yn) = I(αYi) ≡ I(αy1, . . . ,αyn) , α > 0

Werden also sämtliche Einkommen einer gegebenen Einkommensverteilung
mit der gleichen Konstanten α > 0 multipliziert, so ändert sich die Ungleich-
heit nicht.

Eigentlich sollte dieses Prinzip kaum auf Widerspruch stoßen, impliziert es
doch, dass es für Aussagen über die Ungleichheit keine Rolle spielt, in welchen
Einheiten die zugrundeliegenden Einkommen gemessen werden. Gleichwohl

1 Mitunter kann eine Einkommensverteilung durch eine diskrete oder stetige Verteilungsfunktion
F(y) bzw. Dichtefunktion f (y) der Einkommen beschrieben werden. Auf den Fall stetiger Verteilungen
wird unten, bei der Betrachtung von Ungleichheitsmaßen eingegangen werden.

2Eine ausführliche Diskussion dieser Prinzipien bzw. Axiome findet sich bei Cowell (2000).
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beinhaltet dieses Prinzip aber ein Werturteil: Betrachten wir zwei Einkom-
mensbezieher A und B mit den Einkommen yA = 10 und yB = 100 so führt ein
Einkommensanstieg um 10% bei beiden Einkommensbeziehern gemäß dem
Prinzip der Skaleninvarianz nicht zu einer Änderung der Ungleichheit, ob-
wohl der Einkommenszuwachs des B absolut gesehen zehnmal höher ist als
der des A. Ungleichheitsmaße, die dem Prinzip der Skaleninvarianz genügen.
gehören zur Klasse der Maße relativer Einkommensungleichheit. Alternativ
könnten auch Maße absoluter Einkommensungleichheit betrachtet werden.
Diese sind dann invariant gegenüber gleichen absoluten Einkommenszuwäch-
sen aller Einkommensbezieher.

P.2 Prinzip der Anonymität bzw. Symmetrie:

Das Prinzip der Anonymität bzw. Symmetrie besagt, dass das Ungleichheits-
maß unabhängig davon sein soll, welchen Individuen die Einkommen zuflie-
ßen. Werden also die gegebenen Einkommenswerte den Individuen anders
zugeordnet, so ändert sich die Einkommensungleichheit nicht:

I(y1,y2 . . . ,yn−1,yn) = I(yn,yn−1, . . . ,y2,y1)

Dieses Prinzip dürfte kaum Anlass zu kontroversen Diskussionen bieten.

P.3 Prinzip der Populationsinvarianz (Dalton (1920)):

Das Prinzip der Populationsinvarianz ähnelt in gewisser Weise dem der Ska-
leninvarianz. Es besagt, dass die Ungleichheit unverändert bleibt, wenn die
Einkommensverteilung mitsamt ihrer Einkommensbezieher repliziert wird:

I(Yi) ≡ I(y1,y2, . . . ,yn)

= I(k×Yi) ≡ I(y1, . . . ,y1
︸ ︷︷ ︸

k×

,y2, . . . ,y2
︸ ︷︷ ︸

k×

, . . . ,yn, . . . ,yn
︸ ︷︷ ︸

k×

) , k > 0

Auch dieses Prinzip dürfte, insbesondere dann, wenn das Prinzip der Skale-
ninvarianz akzeptiert wird, kaum kontrovers beurteilt werden.

P.4 Transferprinzip (Pigou (1912), Dalton (1920)):

Dieses ist das zentrale Prinzip, das zu Aussagen über die Ungleichheit erlaubt.
Es besagt, dass die Ungleichheit dann abnimmt, wenn bei einer gegebenen
Einkommensverteilung ein Einkommenstransfer von einem reichen zu einem
armen Einkommensbezieher stattfindet, ohne dass hierdurch die ursprüngli-
che Rangfolge der Einkommen verändert wird. Unter der Annahme, dass die
Einkommensverteilung Yi geordnet ist (d.h. y1 ≤ . . . ≤ yn) gilt dann:
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I(y1,y2, . . . ,yn−1,yn,i)

> I(y1 + τ,y2, . . . ,yn− τ) , τ ≤ min[y2−y1, yn−yn−1]

Das Transferprinzip drückt somit in milder Form eine grundsätzliche Einstellung
darüber aus, wann Ungleichheit zunimmt bzw. abnimmt: Transfers von reichen zu
relativ ärmeren Einkommensbeziehern vermindern generell die Ungleichheit. Da
sowohl die Höhe der Transfers als auch die Positionen der am Transfer beteiligen
Einkommensbezieher in der Einkommensverteilung nicht exakt spezifiziert werden,
ist das Transferprinzip wenig restriktiv und daher höchstwahrscheinlich auch kon-
sensfähig. Gleichwohl ist es dieses Prinzip, mit dem letztlich interpersonelle Verglei-
che Eingang in die Ungleichheitsmessung finden und das — im Gegensatz zu den
vorgenannten Prinzipien, die lediglich beschreiben was unter Ungleichheit nicht zu
verstehen ist — explizit macht, was unter Ungleichheit verstanden werden soll.

Mit Hilfe der vier Prinzipien P.1–P.4 lassen sich nunmehr tatsächlich Vergleiche
von Verteilungen anstellen, wenngleich — wie bereits oben erwähnt wurde — nicht
immer eine vollständige Reihung von Einkommensverteilungen vorgenommen wer-
den kann. Das Problem einer nicht vollständigen Reihung von Einkommensvertei-
lungen ist letztlich der Preis, der gezahlt werden muss, wenn die wenig restriktiven
Prinzipien P.1–P.4 zur Ungleichheitsmessung herangezogen werden. Weitergehende
Aussagen erfordern die Formulierung weitergehender und damit auch restriktiver-
er Prinzipien. Auf derartige Probleme und deren Lösungsmöglichkeiten wird später
noch genauer eingegangen werden.

2.2 Reihung von Verteilungen

Um zu zeigen, wie die vier oben genannten Prinzipien P.1–P.4 zur Reihung von
Verteilungen verwendet werden können, sollen die vier in Tabelle 1 dargestellten

Tabelle 1: Vier Einkommensverteilungen

Einkommensbezieher
1 2 3 4 5 Σ

Y1 20 30 50 80 120 300

Y2 15 20 30 35 50 150

Y3 30 60 90

Y4 10 35 35 35 35 150
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Einkommensverteilungen betrachtet und einem Vergleich hinsichtlich der mit ihnen
assoziierten Einkommensungleichheit unterzogen werden.

Beginnen wir mit einem Vergleich der Verteilungen Y1 und Y2. Beide Vertei-
lungen weisen ein unterschiedliches Gesamteinkommen auf. Gemäß dem Prin-
zip der Skaleninvarianz, bleibt die Ungleichheit allerdings unverändert, wenn al-
le Einkommen der Verteilung Y1 halbiert werden und eine modifizierte Verteilung
Y′

1 = (10,15,25,40,60) zum Vergleich mit Y2 herangezogen wird. Für den Vergleich
stehen somit nun die folgenden beiden Verteilungen zur Verfügung:

Einkommensbezieher
1 2 3 4 5 Σ

Y′
1 10 15 25 40 60 150

Y2 15 20 30 35 50 150

Mit Hilfe dieser beiden Verteilungen kann nun gezeigt werden, dass sich Y2 durch
eine Folge von Transfers aus Verteilung Y′

1 generieren lässt: Ausgehend von Y′
1 wird

das Einkommen der Einkommensbezieher 5 und 4 hierbei um 10 bzw. 5 Einheiten
vermindert; der Gesamtbetrag von 15 Einheiten wird sodann gleichmäßig auf die
Einkommensbezieher 1, 2 und 3 verteilt. Somit ist dem Transferprinzip folgend die
Verteilung Y2 gleicher als Verteilung Y′

1, so dass I(Y′
1) > I(Y2). Und da I(Y1) = I(Y′

1)

gilt, folgt daraus, dass I(Y1) > I(Y2). Die Verteilung Y1 ist mithin ungleicher als die
Verteilung Y2.

Etwas weniger offensichtlich liegt der Fall beim Vergleich der Verteilungen Y2

und Y3, da die Verteilung Y3 lediglich zwei Einkommensbezieher umfasst. Hier kann
zunächst das Prinzip der Populationsinvarianz verwendet werden, um Verteilungen
Y′

2 und Y′
3 zu generieren, die jeweils eine identische Anzahl von Einkommensbe-

ziehern beinhalten: Y′
2 geht aus Y2 hervor, indem die Anzahl eines jeden Einkom-

mensbeziehers verdoppelt wird. Entsprechend entsteht Y′
3 durch die Multiplikation

eines jeden Einkommensbeziehers aus Y3 mit fünf. Da Y′
3 daraufhin ein Gesamtein-

kommen von 450 aufweist (= 5× (30+ 60)) kann schließlich noch eine zu Y′
3 unter

Ungleichheitsaspekten äquivalente Verteilung Y′′
3 generiert werden, indem sämtliche

Einkommenswerte mit 2/3 multipliziert werden. Damit stehen die folgenden beiden
Verteilungen für einen Vergleich zur Verfügung:

Einkommensbezieher
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Σ

Y′
2 10 10 15 15 25 25 40 40 60 60 300

Y′′
3 20 20 20 20 20 40 40 40 40 40 300

Es kann nun gezeigt werden, dass Y′′
3 aus Y′

2 durch eine Folge von Transfers gene-
riert werden kann: Ausgehend von Y′

2 vermindert sich das Einkommen der Einkom-
mensbezieher 9 und 10 um jeweils 20 Einheiten und das von 5 um 5 Einheiten. Der
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Gesamtbetrag an Transfers in Höhe von 45 Einheiten wird verwendet, um die Ein-
kommensbezieher 1 und 2 mit jeweils 10 Einheiten, 2 und 3 mit jeweils 5 Einheiten
und schließlich 6 mit 15 Einheiten auszustatten. Somit gilt I(Y′

2) > I(Y′′
3 ) und daher

auch I(Y2) > I(Y3); die Verteilung Y2 ist daher ungleicher als die Verteilung Y3.
Es wurde bereits erwähnt, dass die Prinzipien P.1–P.4 zwar in gewissen Situatio-

nen eine Reihung von Verteilungen erlauben, es aber durchaus Fälle geben kann, in
denen diese Prinzipien nicht ausreichen, eindeutige Aussagen abzuleiten. Ein Bei-
spiel für einen solchen Fall stellt der Vergleich der Verteilungen Y2 mit Y4 dar. Beide
Verteilungen lassen sich nicht durch eine Folge von Transfers, die dem Transfer-
prinzip genügen, ineinander überführen. Durch einen Transfer von 15 Einheiten des
Einkommensbeziehers 5 unter Verteilung Y2 an die Einkommensbezieher 2 (+15)
und 3 (+5) ließe sich die relativ zu Y2 gleichere Verteilung Y′

2 generieren:

Einkommensbezieher
1 2 3 4 5 Σ

Y′
2 15 30 35 35 35 150

Y4 10 35 35 35 35 150

Was nun die Verteilungen Y′
2 und Y4 betrifft, ist Y4 eindeutig ungleicher als Y′

2,
da ein Transfer von 5 Einheiten von Einkommensbezieher 2 zu Einkommensbezie-
her 1 die Verteilung Y4 in die Verteilung Y′

2 überführen würde. Damit jedoch las-
sen sich keine Aussagen über Ungleichheit von Y2 relativ zu Y4 ableiten: Zwar gilt
I(Y′

2) < I(Y4), jedoch ebenfalls I(Y′
2) < I(Y2). Um Aussagen darüber, welche der beiden

Verteilungen ungleicher ist abzuleiten, wären demnach über die Prinzipien P.1–P.4
hinausgehende Werturteile erforderlich. Auf derartige weitergehende Werturteile —
die dann durch eine soziale Wohlfahrtfunktion ausgedrückt werden — wird weiter
unten noch genauer eingegangen. Zunächst sollen im Weiteren einige häufig ver-
wendete Ungleichheitsmaße vorgestellt und hinsichtlich ihrer Vereinbarkeit mit den
oben diskutierten Prinzipien P.1–P.4 untersucht werden.

3 Einige Ungleichheitsmaße

Der Vorteil eines Ungleichheitsmaßes besteht im Wesentlichen darin, die in einer
Einkommensverteilung enthaltenen Informationen zu verdichten und in einem In-
dex zu komprimieren. Damit sind dann Aussagen über die Ungleichheit relativ leicht
ableitbar, ohne dass eher umständliche Überlegungen über Transfers, wie oben bei
der Betrachtung der Verteilungen aus Tabelle 1, angestellt werden müssen. Wün-
schenswert wäre natürlich ein Ungleichheitsmaß, dass den oben diskutierten vier
Prinzipien P.1–P.4 exakt genügt. Die im Weiteren zu diskutierenden gebräuchlichen
Ungleichheitsmaße genügen diesen Prinzipien zwar sämtlichst, treffen aber teilwei-
se auch dann Aussagen, wenn eine eindeutige Reihung nach den Prinzipien P.1–
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P.4 nicht möglich ist. Erkauft wird der Vorteil der leichten Handhabbarkeit dieser
Ungleichheitsmaße demnach unter Umständen dadurch, dass diese Maße implizit
weitergehende Werturteile treffen, die es im Folgenden herauszuarbeiten gilt.

3.1 Der Variationskoeffizient

Der Variationskoeffizient ν(Y) einer Verteilung Y setzt die Standardabweichung der

Einkommensverteilung σy =
√

σ2
y ins Verhältnis zum Erwartungswert bzw. Mittel-

wert der Einkommen µy:

ν(Y) =

√

σ2
y

µy
(1)

Die mit einer Einkommensverteilung assoziierte Ungleichheit ist bei der Verwen-
dung dieses Maßes um so geringer, je kleiner ν(Y) ist. Im Extremfall einer egalitären
Verteilung gilt σ2

y = 0 und mithin ebenfalls ν(Y) = 0.
Der Variationskoeffizient genügt, wie sich leicht zeigen lässt, dem Prinzip der

Skaleninvarianz, dem Populationsprinzip und dem Prinzip der Anonymität und Sym-
metrie. Dass der Variationskoeffizient auch dem Transferprinzip genügt, lässt sich
zeigen, wenn der Zählerterm von (1) auftretende Ausdruck für die Varianz ausfor-
muliert wird. Im Fall einer endlichen Anzahl n von Einkommensbeziehern folgt:

σ2
y =

1
n

n

∑
i=1

(yi −µy)
2

Findet nun ein Transfer τ von einem Einkommensbezieher m zu einem Einkom-
mensbezieher l mit ym > yl statt, so ändert sich die Varianz um den Betrag:

∆σ2
y =

1
n

[
(yl −µy)

2 +(ym−µy)
2]− 1

n

[
(yl + τ−µy)

2 +(ym− τ−µy)
2]

= −2τ2 +2τ(ym−yl ) (2)

Da ym > yl und τ < ym− yl (der Transfer ändert die Rangfolge der Einkommen
nicht) gilt, ist die rechte Seite von (2) grundsätzlich negativ, so dass dieser Transfer
zu einer Verringerung der Varianz und damit — wie vom Transferprinzip gefordert
— zu einer Verringerung des Variationskoeffizienten führt.

Allerdings trifft der Variationskoeffizient auch in den Fällen Aussagen, in de-
nen auf der Grundlage der Prinzipien P.1–P.4 allein eigentlich keine eindeutige
Reihung von Einkommensverteilungen vorgenommen werden kann. Beispielsweise
weist die oben in Tabelle 1 aufgeführte Verteilung Y2 einen Variationskoeffizienten
von ν(Y2) = 0.456435(= 1/2

√

5/6) auf, wogegen sich für Y4 der Variationskoeffizient
ν(Y4) = 0.372678(= 1/6

√
5) ergibt. Bei der Verwendung des Variationskoeffizienten

würde demnach geschlussfolgert werden, dass die Verteilung Y2 ungleicher als die
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Verteilung Y4 ist. Was führt nun dazu, dass der Variationskoeffizient auch in diesem
uneindeutigen Fall eine Reihung der Einkommensverteilungen vornimmt? Betrach-
ten wir dazu nochmals den Ausdruck für die Varianz, diesmal jedoch für einen Fall,
in dem ein Transfer von 2τ vom Einkommensbezieher m, der zu gleichen Teilen
jeweils einem reicheren Einkommensbezieher k und einem ärmeren Einkommens-
bezieher l mit yk > ym > yl zufließt.

Dem Transferprinzip folgend, kann die damit einhergehende Änderung der Un-
gleichheit nicht eindeutig beurteilt werden. Betrachten wird aber abermals die Än-
derung der Varianz, so ergibt sich in diesem Fall analog zu (2):

∆σ2
y =

1
n

[
(yl −µy)

2 +(ym−µy)
2 +(yk−µy)

2]

− 1
n

[
(yl + τ−µy)

2 +(ym−2τ−µy)
2 +(yk + τ−µy)

2]

= −6τ2 +2τ [(ym−yl )+ (ym−yk)] (3)

Das Vorzeichen der rechten Seite von (3) ist im Allgemeinen unbestimmt. Der
Variationskoeffizient kann demnach infolge solcher Transfers sowohl sinken als auch
steigen. Letztlich sind neben der Höhe des Transfers τ auch die Einkommensdifferen-
zen der Beteiligten ausschlaggebend dafür, ob der Variationskoeffizient steigt oder
fällt.

Sofern die Einkommensdifferenzen zwischen den beteiligten Einkommensbezie-
hern identisch sind, ist der in (3) in eckigen Klammern stehende Term gleich Null,
die Änderung der Varianz folglich negativ und der Variationskoeffizient sinkt. Eben-
solches ergibt sich für den Fall yk− ym > ym− yl . Hier ist der Klammerterm negativ
und der Variationskoeffizient sinkt. Nur dann, wenn für die Einkommensdifferenzen
yk− ym < ym− yl gilt, kann der Variationskoeffizient ansteigen. Letztlich nimmt der
Variationskoeffizient implizit eine Wertung der betrachteten Transfers vor, von de-
nen einer — der vom reicheren zum ärmeren Einkommensbezieher — die Ungleich-
heit tendenziell vermindert und der andere — der vom reichen zum noch reicheren
Einkommensbezieher — die Ungleichheit tendenziell erhöht.

3.2 Der Gini–Koeffizient

Der Gini–Koeffizient ist ein häufig verwendetes Ungleichheitsmaß, das sich in meh-
reren alternativen Darstellungen formulieren lässt. Betrachten wir zunächst eine
diskrete Einkommensverteilung Y = (y1, . . . ,yn) mit y1 ≤ . . . ≤ yn, so ergibt sich der
Gini–Koeffizient G(Y) als Hälfte der durch den Mittelwert der Einkommen dividier-
ten Summe der mittleren absoluten Einkommensdifferenzen:

G(Y) =
1

2n2 µy

n

∑
i=1

n

∑
j=1

|yi −y j | (4)
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Für den Gini–Koeffizienten gilt grundsätzlich 0 ≤ G(Y) ≤ n−1
n < 1, wobei der

Wert 0 nur dann angenommen wird, wenn alle Einkommen identisch sind — die
Ungleichheit folglich minimal ist. Der Gini–Koeffizient wird maximal, wenn ein Ein-
kommensbezieher das Gesamteinkommen (yn = nµy) bezieht und der Rest ein Ein-
kommen von 0 aufweist. In diesem Fall ergibt sich aus (4), dass G(Y) = n−1

n .
Eine alternative Möglichkeit, den Gini–Koeffizienten zu berechnen besteht dar-

in, die individuellen Einkommen zu addieren und dabei so zu gewichten, dass das
Gewicht um so größer ausfällt, je niedriger der jeweilige Rang in der Einkommens-
verteilung ist:

G(Y) = 1+
1
n
−2

ny1 +(n−1)y2 + . . .+2yn−1 +yn

n2 µy
(5)

Mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5) lässt sich recht einfach zeigen, dass der
Gini–Koeffizient den Prinzipien P.1 und P.3 der Skalen- und Populationsinvarianz
genügt. Die Gültigkeit des Transferprinzips lässt sich zeigen, wenn die sich erge-
bende Änderung ∆G des Gini–Koeffizienten bei einem Transfer τ von einem rei-
chen Einkommensbezieher m zu einem ärmeren Einkommensbezieher l — wobei
l < m≤ n gleichzeitig den Rang in der Einkommensverteilung widerspiegelt — be-
rechnet wird. Aus (5) ergibt sich dann:

∆G = 2
(n− l +1)yl +(n−m+1)ym

n2µy

−2
(n− l +1)(yl + τ)+ (n−m+1)(ym− τ)

n2 µy

= − τ(m− l)
n2 µy

(6)

Wegen m > l ist die Änderung des Gini–Koeffizienten negativ. Der Gini–
Koeffizient sinkt demnach infolge eines solchen Transfers, womit gezeigt ist, dass
der Gini–Koeffizient dem Transferprinzip genügt.

Werden stetige Einkommensverteilungen betrachtet, so dass f (y) die Dichte und
entsprechend F(y) die Verteilungsfunktion der Einkommen bezeichnet, folgt:

G(Y) =
2
µy

Z ∞

0
yF(y) f (y)dy (7)

Eine zu (5) äquivalente Darstellung des Gini–Koeffizienten im stetigen Fall ist:

G(Y) =
2
µy

Cov(y,F(y)) (8)

Der Gini–Koeffizient ergibt sich demzufolge aus der Kovarianz zwischen den
Einkommen und deren jeweiligen Rängen in der Einkommensverteilung.
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Ebenso wie der Variationskoeffizient, nimmt der Gini–Koeffizient auch dann ei-
ne Reihung von Einkommensverteilungen vor, wenn diese allein auf der Grundlage
der Prinzipien P.1–P.4 nicht eindeutig möglich ist. Für die oben in Tabelle 1 dar-
gestellte Verteilung Y2 resultiert G(Y2) = 0.2667 (= 170/750), wogegen sich für die
Verteilung Y2 ein Gini–Koeffizient G(Y4) = 0.13333(= 2/15) ergibt. Ebenso wie der
Variationskoeffizient führt demnach auch der Gini–Koeffizient zu der Einschätzung,
dass die Verteilung Y2 ungleicher als die Verteilung Y4 ist. Der Grund hierfür ist, dass
— wie (5) zeigt — ein Einkommenstransfer τ von einem reichen zu einem relativ är-
meren Einkommensbezieher die Ungleichheit umso stärker sinken lässt, je geringer
der Rang des empfangenden Einkommensbeziehers in der Einkommensverteilung
ist. Selbst wenn also neben den üblichen Transfers von reichen zu relativ armen
Einkommensbeziehern auch Transfers von armen zu relativ reicheren Einkommens-
beziehern erfolgen, kann die durch den Gini–Koeffizienten gemessene Ungleichheit
sinken, sofern die armen Transferbezieher recht weit unten in der Einkommenshier-
archie angesiedelt sind.

3.3 Die Lorenzkurve

Eines der grundlegenden Ungleichheitsmaße ist die Lorenzkurve. Zwar handelt es
sich hierbei letztlich um eine Kurve — also ein grafisches Konstrukt und keine Maß-
zahl —, dennoch lassen sich mit Hilfe dieser Kurve recht weitreichende Aussagen
über die Ungleichheit ableiten.

Gehen wir zunächst wieder von einer diskreten Einkommensverteilung Y =

(y1, . . . ,yn) mit y1 ≤ . . . ≤ yn aus. Die Lorenzkurve beschreibt den Zusammenhang
zwischen dem Anteil am Gesamteinkommen, den die n j ≤ n ärmsten Einkommens-
bezieher auf sich vereinigen (∑ j

i=1 yi/(nµy)) und dem Anteil dieser Einkommensbe-
zieher an deren Gesamtzahl n j/n:

LY

(n j

n

)

=
∑ j

i=1 yi

nµy
, j = 1, . . . ,n (9)

Generell wird hierbei noch der Punkt L(0) = 0 hinzugefügt, so dass die Lorenz-
kurve für alle 0≤ n j/n≤ 1 streng monoton steigend zwischen L(0) = 0 und L(1) = 1
verläuft.

Für die oben in Tabelle 1 betrachtete Einkommensverteilung Y2 ergibt sich:

n j/n 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

LY2(n j/n) 0 0.1 0.233 0.433 0.667 1.0

Die resultierende Kurve ist in Abbildung 1 dargestellt. Die dargestellte Lorenz-
kurve verläuft unterhalb der ebenfalls eingezeichneten Winkelhalbierenden, was
letztlich eine nichtegalitäre Verteilung der Einkommen anzeigt. Der Grund hierfür
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Abbildung 1: Lorenzkurve für die Einkommensverteilung Y2
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ist, dass sich im Fall einer egalitären Einkommensverteilung eine Lorenzkurve er-
gibt, die identisch mit der Winkelhalbierenden ist. Von daher kann der Abstand der
Lorenzkurve von der Winkelhalbierenden — genauer, die Fläche zwischen der Win-
kelhalbierenden und der Lorenzkurve — als Maß für die Ungleichheit herangezogen
werden: Je kleiner diese Fläche ist, um so geringer ist die Ungleichheit. Sie ist gleich
Null im Fall einer egalitären Verteilung und maximal, wenn ein einziges Individuum
sämtliche Einkommen bezieht und alle übrigen leer ausgehen.

Im Fall einer stetigen Einkommensverteilung Y mit der Dichtefunktion f (y) und
der Verteilungsfunktion F(y), ist die Lorenzkurve folgendermaßen definiert:

L(p) =
1
µy

Z F−1(p)

0
y f(y)dy, 0≤ p≤ 1 (10)

p bezeichnet hierbei den Prozentpunkt der Einkommensverteilung und aus der
Inversen der Verteilungsfunktion an der Stelle p, F−1(p), ergibt sich das Einkommen
yp an der oberen Grenze des Integrals, für das gilt F(yp) = p.

Die Lorenzkurve einer stetigen Einkommensverteilung ist eine stetige und zwi-
schen L(0) = 0 und L(1) = 1 streng monoton wachsende Funktion. Es lässt sich
zeigen, dass die Steigung der Lorenzkurve an der Stelle pµ = F(µy) — dem Prozent-
punkt der Verteilung, der dem Durchschnittseinkommen µy entspricht — den Wert
1 annimmt. Es gilt also L′(pµ) = 1, so dass der Abstand zwischen der Lorenzkurve
und der Winkehalbierenden für diesen Prozentpunkt maximal wird.

Interessanterweise besteht zwischen dem auf der Lorenzkurve basierenden Un-
gleichheitsmaß und dem oben beschriebenen Gini–Koeffizienten eine enge Bezie-
hung. Der Gini–Koeffizient ist nichts anderes als das Zweifache der Fläche zwischen
der Winkelhalbierenden und der Lorenzkurve:
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Abbildung 2: Lorenzkurven für die Einkommensverteilungen Y1 und Y2
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G(Y) = 1−2
Z 1

0
L(p)dp (11)

Basierend auf dem Konzept der Lorenzkurve ist eine Verteilung Y′ dann unglei-
cher als eine Verteilung Y, wenn die Lorenzkurve LY(p) oberhalb von LY′(p) verläuft,
so dass LY(p)≥ LY′(p) für alle 0< p< 1 mit strenger Ungleichheit für einige p. Ist die-
ses der Fall, spricht man von Lorenz–Dominanz. Die Verteilung Y Lorenz–dominiert
dann die Verteilung Y′. Abbildung 2 zeigt die Lorenzkurven für die oben in Tabelle
1 dargestellten Verteilungen Y1 und Y2. Es wird deutlich, dass die Verteilung Y2 die
Verteilung Y1 Lorenz–dominiert.

Es lässt sich zeigen, dass Lorenz–Dominanz dann und nur dann gegeben ist,
wenn sich Verteilungen mit Hilfe der Prinzipien P.1–P.4 in eine eindeutige Rangfolge
bringen lassen. Dieses grundlegende und im weiteren Verlauf wichtige Resultat wird
im folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 3.1 (Lorenz–Dominanz und Ungleichheit) Zwei beliebige Verteilungen Y und

Y′ lassen sich dann und nur dann mit Hilfe der Prinzipien P.1–P.4 hinsichtlich der

Ungleichheit in eine eindeutige, widerspruchsfreie Rangfolge bringen, wenn eine dieser

Verteilungen die jeweils andere Lorenz–dominiert.

Da die Lorenzkurve offensichtlich den Prinzipien P.1–P.3 genügt, also beispiels-
weise invariant gegenüber einer proportionalen Variation der Einkommen ist, ergibt
sich aus Satz 3.1 Folgendes: Eine Verteilung Y′ lässt sich dann und nur dann aus
einer Verteilung Y mit gleichem Mittelwert durch eine Folge von Transfers von rei-
chen zu ärmeren Individuen generieren, wenn die Verteilung Y′ die Verteilung Y
Lorenz–dominiert.
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Abbildung 3: Lorenzkurven für die Einkommensverteilungen Y2 und Y4
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Satz 3.1 und dessen Implikation verdeutlichen, dass die Lorenzkurve als ein
grundlegendes Konzept verstanden werden kann, mit dessen Hilfe Ungleichheit be-
urteilt werden kann. Sofern keine Lorenz–Dominanz einer Verteilung gegenüber ei-
ner anderen gegeben ist, müssen sich die betreffenden Lorenzkurven mindestens
einmal schneiden, was somit gleichbedeutend damit ist, dass sich mit Hilfe der
Prinzipien P.1–P.4 keine eindeutige Reihung der fraglichen Verteilungen vorneh-
men lässt. Abbildung 3 zeigt zur Illustration dieses Sachverhalts die Lorenzkurven
für die oben in Tabelle 1 dargestellten Verteilungen Y2 und Y4 von denen ja bereits
bekannt ist, dass sie sich nicht eindeutig ordnen lassen. Es wird deutlich, dass sich
die Lorenzkurven einmal schneiden, mithin keine Lorenz–Dominanz vorliegt.

Abbildung 3 verdeutlicht auch, warum eine Ordnung der beiden zugrundelie-
genden Verteilungen ohne weitergehende Wertungen nicht möglich ist. Im Vergleich
zu Y2 ist sind die höheren Einkommen bei der Verteilung Y4 zwar gleicher verteilt
(genauer gesagt — wie die transformierte Verteilung Y′

4 zeigt — sogar identisch),
dafür ist der Anteil armer Einkommensbezieher jedoch größer. Ohne ein Werturteil
darüber zu treffen, wie diese beiden Effekte hinsichtlich einer insgesamt resultieren-
den Ungleichheit zu bewerten sind, lassen sich die beiden Verteilungen nicht in eine
eindeutige Rangfolge bringen. Die oben betrachten Ungleichheitsmaße Variations-
koeffizient und Gini–Koeffizient haben implizit eine solche Wertung vorgenommen.
Sie haben letztlich die egalitäre Verteilung der höheren Einkommen stärker gewich-
tet als den höheren Anteil ärmerer Einkommensbezieher und führen daher zu der
Schlussfolgerung, dass die Verteilung Y2 ungleicher ist als die Verteilung Y4.

Zum Abschluss dieser Diskussion grundlegender Konzepte der Ungleichheitsmes-
sung und gebräuchlicher Ungleichheitsmaße muss auf eine wesentliche Eigenschaft
der so vorgenommenen Ungleichheitsmessung hingewiesen werden. Auf der Ba-
sis der hier diskutierten Ungleichheitsmaße erfolgt eine ordinale Messung von Un-
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gleichheit. Einkommensverteilungen werden mit Hilfe der Prinzipien P.1–P.4 ledig-
lich in eine — im besten Fall widerspruchsfreie — Rangfolge gebracht. Dies bedeutet
aber, dass — ebenso wie bei der ordinalen Nutzenmessung — eine weitergehende
Interpretation von Unterschieden in der gemessenen Ungleichheit nicht möglich ist.
Wird beispielsweise beim Vergleich von Einkommensverteilungen im Zeitablauf ein
Anstieg des Gini–Koeffizienten festgestellt, so deutet dies — im besten Fall, in dem
Lorenz–Dominanz gegeben ist — lediglich auf eine Zunahme der Ungleichheit hin.
Es ist dabei völlig unbedeutend, in welchem Ausmaß der Gini–Koeffizient angestie-
gen ist. Ein Ausweis von prozentualen Änderungen des Gini–Koeffizienten, wie er
in manchen empirischen Arbeiten zu finden ist, verbietet sich daher von selbst, da
er Interpretationen Vorschub leistet, die durch die hier diskutierten Prinzipien nicht
gedeckt sind.

3.4 Ein kurzer Blick auf empirische Befunde

In diesem Abschnitt soll kurz demonstriert werden, dass die bisher beschriebenen
Konzepte zur Messung von Ungleichheit und der oben als Ungleichheitsmaß dis-
kutierte Gini–Koeffizient tatsächlich auch bei empirischen Untersuchungen Anwen-
dung finden.

Tabelle 2 zeigt empirische Befunde zur Einkommensungleichheit in Deutsch-
land, die von Hauser & Becker (2000) aus der Einkommens- und Verbrauchsstich-
probe (EVS) ermittelt wurden. Es wurde hierbei die Einkommensungleichheit auf
der Haushaltsebene ermittelt, wobei die Anmerkungen unter der Tabelle genau-
er erläutern, welche Abgrenzungen des Einkommensbegriffs dort verwendet wur-
den. Ausgewiesen werden hier als Ungleichheitsmaße sowohl der bereits diskutierte
Gini–Koeffizient als auch der später noch genauer beschriebene Theil–Index. Wird
zunächst lediglich der Gini–Koeffizient betrachtet, so fällt auf, dass die hierdurch
gemessene Ungleichheit der Marktäquivalenzeinkommen — dies ist die so genann-
te Primärverteilung vor staatlichen Steuern und Transfers — im alten Bundesgebiet
zwischen 1973 und 1988 zugenommen hat, wogegen von 1988 auf 1993 ein Rück-
gang der Ungleichheit festzustellen ist. Der Gini–Koeffizient der Markteinkommen
liegt in diesen Jahren um einen Wert von 0.4, was ein für europäische Volkswirtschaf-
ten durchaus üblicher Wert ist. Der Blick auf den entsprechenden Gini–Koeffizienten
der Nettoäquivalenzeinkommen — dies ist dann die so genannte Sekundärvertei-
lung nach staatlichen Steuern und Transfers — zeigt nun, dass die Ungleichheit
der Primärverteilung durch das redistributiv wirkende Steuer- und Transfersystem
vermindert wird. Auch hier zeigt sich allerdings erst ab 1978 ein Anstieg der Un-
gleichheit.
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Tabelle 2: Empirische Befunde zur Einkommensungleichheit in Deutschland (entnom-

men aus: Hauser & Becker (2000))

Tabelle 3: Gini–Koeffizienten der Verteilung des Nettogesamtvermögens für Deutsch-

land (entnommen aus: 2. Armuts- und Reichtumsbericht der Bundesregierung (2002))

 Gesamt 
 

Früheres 
Bundesgebiet 

Neue Länder 
 

1993 0,665 0,625 0,718 
1998 0,665 0,641 0,682 
2003 0,675 0,657 0,671 

Berücksichtigung von negativen Werten als Nullwerte.  

Nochmals sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die in Tabelle 2 aufge-
führten Änderungen des Gini–Koeffizienten quantitativ nicht interpretiert werden
können. Aus der Tatsache, dass beispielsweise die Differenz der Gini–Koeffizienten
zwischen 1973 und 1978 noch 0.04 ist, wogegen diese Differenz zwischen 1978
und 1983 nur noch 0.003beträgt kann keinesfalls geschlossen werden, dass die Un-
gleichheit im letztgenannten Zeitraum weniger stark als im erstgenannten Zeitraum
zugenommen hat.3

3Zusätzlich muss beachtet werden, dass es sich bei den in der Tabelle ausgewiesenen Gini–
Koeffizienten um Stichprobenfunktionen handelt. Standardabeichungen, anhand derer sich beurteilen
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Tabelle 3 zeigt schließlich empirische Befunde zur Vermögensverteilung in
Deutschland, die dem 2. Armuts- und Reichtumsbericht der Bundesregierung aus
dem Jahr 2002 entnommen sind. Abermals wird die Ungleichheit durch den Gini–
Koeffizienten gemessen und es zeigt sich, dass die so gemessene Vermögensungleich-
heit zwischen 1993 und 2003 im alten Bundesgebiet zugenommen hat, wogegen sie
im gleichen Zeitraum in den neuen Ländern abnahm. Im 2. Armuts- und Reich-
tumsbericht wird diese Entwicklung darauf zurückgeführt, dass die konjunkturelle
Schwäche aufgrund ihrer Konsequenzen für die verfügbaren Erwerbseinkommen
und die Ersparnis zwar allgemein eine zunehmende Konzentration der Vermögen
begünstigt hat, diese Entwicklung in den neuen Ländern aber durch den dort statt-
findenden wirtschaftlichen Aufholprozess überdeckt wurde.

Wird nun der Gini–Koeffizient für das gesamte Bundesgebiet betrachtet, ergibt
sich aufgrund der oben beschriebenen unterschiedlichen Entwicklung in Ost- und
Westdeutschland kein eindeutiges Bild. Dies verdeutlicht, dass es unter Umständen
sinnvoll sein kann, Ungleichheitsmaße zu verwenden, die sich beispielsweise hin-
sichtlich des Beitrags von Subregionen zur gesamten Ungleichheit additiv zerlegen
lassen. Für den Gini–Koeffizienten ist eine solche Zerlegung nicht möglich. Es ist al-
so nicht möglich aus den Gini–Koeffizienten der Nettovermögensverteilung für Ost-
und Westdeutschland in einfacher Weise auf den entsprechenden Gini–Koeffizienten
für Gesamtdeutschland zu schließen. Ungleichheitsmaße, die additiv zerlegbar sind
und dies leisten werden weiter unten diskutiert.

Abschließend soll an dieser Stelle noch auf die Tatsache hingewiesen werden,
dass die Gini–Koeffizienten für die Vermögensverteilung generell größer ausfallen
als die in Tabelle 2 ausgewiesenen entsprechenden Koeffizienten für die Einkom-
mensverteilung. Dies ist ein für empirischer Befund, der durchaus Allgemeingültig-
keit besitzt, lässt sich doch für alle entwickelten Volkswirtschaften beobachten, dass
die Vermögensverteilung ungleicher ist als die Einkommensverteilung.

4 Soziale Wohlfahrtsfunktionen

In Abschnitt 2 wurde verdeutlicht, dass die vier Prinzipien der Skaleninvarianz,
der Populationsinvarianz, der Anonymität bzw. Symmetrie und das Transferprinzip
nicht ausreichen, um alle denkbaren Einkommensverteilungen in eine eindeutige
Ordnung zu bringen. Dies ist nur möglich, wenn sich die mit den fraglichen Vertei-
lungen assoziierten Lorenzkurven nicht schneiden, was a priori aber nicht ausge-
schlossen werden kann. Um auch im Fall sich schneidender Lorenzkurven Aussagen
über die Ungleichheit ableiten zu können, sind daher über die vier Prinzipien P.1–P.4
hinausgehende Werturteile erforderlich.

ließe, ob beispielsweise zwischen den Gini–Koeffizienten für die Jahre 1978 und 1983 ein signifikanter
Unterschied besteht, werden hier nicht ausgewiesen.
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Eine Strategie könnte darin bestehen, weitere Prinzipien für die Ungleichheits-
messung zu formulieren, bis auch für diese Zweifelsfälle eindeutige Aussagen ge-
troffen werden können. Das Prinzip der Transfersensitivität ist ein Beispiel für eine
solche Erweiterung. Dieses Prinzip stellt eine Erweiterung des oben beschriebenen
Transferprinzips dar und verlangt, dass die Ungleichheit bei einem Transfer von
einem reichen zu einem armen Individuum vergleichsweise um so stärker sinkt,
je ärmer das den Transfer empfangende Individuum ist. Eine solche Strategie lie-
fe letztlich auf eine axiomatische Begründung von Ungleichheitsmaßen hinaus, die
zwar nicht unüblich ist (vgl. hierzu Cowell (2000)), hier jedoch nicht weiter darge-
stellt werden soll. Stattdessen wird im Weiteren ein auf dem Konzept der sozialen
Wohlfahrtsfunktion basierender Ansatz gewählt. Durch das Unterstellen einer so-
zialen Wohlfahrtsfunktion werden implizit Werturteile getroffen, die interpersonelle
Nutzenvergleiche ermöglichen. Die Idee ist nun, genau diese Werturteile auch her-
anzuziehen, um Aussagen über die Einkommensungleichheit abzuleiten. Demnach
steht zunächst nicht die Ungleichheit per se im Fokus der Analyse, sondern die mit
einer gegebenen Verteilung von Einkommens verbundene soziale Wohlfahrt. Wie
sich allerdings herausstellen wird, besteht aber unter bestimmten Voraussetzungen
eine enge Beziehung zwischen der Einkommensungleichheit, wie sie in Abschnitt 2
operationalisiert wurde, und der sozialen Wohlfahrt.

4.1 Eigenschaften sozialer Wohlfahrtsfunktionen

Eine soziale Wohlfahrtsfunktion aggregiert individuelle Nutzen in ein soziales Wohl-
fahrtsmaß. Werden die individuellen Nutzen mit ui für i = 1, . . . ,n bezeichnet und
zunächst einmal offen gelassen, was den individuellen Nutzen bestimmt, so ergibt
sich die soziale Wohlfahrt W aus einer sozialen Wohlfahrtsfunktion W(· · · ) als:

W = W (u1, . . . ,un) (12)

Offensichtlich werden durch den Gebrauch einer soziale Wohlfahrtsfunktion wie
(12) implizit Werturteile getroffen, da unterstellt wird, dass individueller Nutzen
interpersonell vergleichbar ist.

Bei wohlfahrtsökonomischen Fragestellungen liegt neben einer sozialen Wohl-
fahrtsfunktion zudem üblicherweise eine Restriktion vor — die Nutzenmöglichkei-
tenmenge. Diese Menge beschreibt, welche individuellen Nutzenniveaus aufgrund
gegebener Ressourcenbeschränkungen überhaupt erreichbar sind. Wird diese Men-
ge mit U bezeichnet, ergibt sich das Wohlfahrtsoptimum als Lösung eines einfachen
Optimierungsproblems:
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max
ui

W(u1, . . . ,un)

u. Nb. (u1, . . . ,un) ∈U

Hinsichtlich der sozialen Wohlfahrtsfunktion werden von Ökonomen üblicher-
weise die folgenden — mehr oder weniger restriktiven — Annahmen formuliert:

• Nonpaternalismus: Für die soziale Wohlfahrt sind lediglich die individuellen
Nutzen — und nicht etwa die eines zentralen Planers o.ä. — ausschlaggebend.

• Pareto–Prinzip: Die soziale Wohlfahrt nimmt zu, wann immer — bei Konstanz
der übrigen Nutzenniveaus — der Nutzen mindestens eines Individuums an-
steigt. Die soziale Wohlfahrtsfunktion W(u1, . . . ,un) ist dann eine in allen Ar-
gumenten ansteigende Funktion.

• Symmetrie: Für die soziale Wohlfahrt ist nur die Höhe der individuellen Nut-
zen relevant, nicht jedoch welchen Individuen dieser Nutzen entsteht. Es gilt
dann z.B. W(u1, . . . ,un) = W(un, . . . ,u1).

• Konkavität: Die soziale Wohlfahrtsfunktion ist konkav, das heißt ausgewo-
genen Nutzenverteilungen werden gegenüber extremen Nutzenverteilungen
bevorzugt:

W(u1, . . . ,un) = W(u′1, . . . ,u
′
n) ⇒

W(θu1 +(1−θ)u′1, . . . ,θun +(1−θ)u′n) ≥W(u1, . . . ,un) , θ ∈ [0,1]

In der Konkavität der sozialen Wohlfahrtsfunktion drückt sich letztlich implizit
eine Aversion gegen Ungleichheit aus, die uns noch beschäftigen wird.

Eine spezielle soziale Wohlfahrtsfunktion ist die klassische utilitaristische soziale
Wohlfahrtsfunktion, bei der additive Separabilität der Funktion W unterstellt wird:

W = W (u1, . . . ,un) =
n

∑
i=1

ui (13)

Der utilitaristischen sozialen Wohlfahrtsfunktion (13) nach ist die soziale Wohl-
fahrt immer dann maximal, wenn die Summe der Individualnutzen maximiert wird,
daher spricht man auch vom „größten Glück der größten Zahl“. Im Fall zweier Indi-
viduen sind die Indifferenzkurven einer utilitaristischen soziale Wohlfahrtsfunktion
Geraden mit der Steigung −1. Abbildung 4 veranschaulicht dies. In der — hier nicht
vorhandenen — Krümmung der Indifferenzkurven schlägt sich die Konkavität der
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sozialen Wohlfahrtsfunktion und damit die zugrundeliegende Ungleichheitsaversi-
on nieder. Die utilitaristische soziale Wohlfahrtsfunktion ist zwar konkav aber nicht
streng konkav, drückt daher also Neutralität gegenüber einer Ungleichverteilung der
Nutzen aus. Wie eine gegebene Nutzensumme auf die Individuen verteilt wird, ist
daher völlig unbedeutend für die soziale Wohlfahrt.

Auch wenn die Formulierung einer sozialen Wohlfahrtsfunktion wie (13) ad–hoc
Charakter besitzt, so ist doch zumindest eine ökonomische Motivation für die utilita-
ristische soziale Wohlfahrtsfunktion möglich. Die utilitaristische soziale Wohlfahrts-
funktion lässt sich nämlich mit Hilfe des aus der Entscheidungstheorie bei Risiko
bekannten Konzepts des Erwartungsnutzens motivieren:4

Harsanyi (1955) und der Schleier des Nichtwissens: Zu diesem Zweck betrach-
ten wir die modifizierte soziale Wohlfahrtsfunktion:

W = W (u1, . . . ,un) =
1
n

n

∑
i=1

ui (14)

(14) ist äquivalent zu (13), da die soziale Wohlfahrtsfunktion invariant ge-
genüber monotonen Transformationen ist.

Betrachten wir nun eine Gesellschaft, in der die möglichen Nutzenwerte
u1 . . . ,un gegeben sind und nehmen wir an, dass ein Individuum von außer-
halb in diese Gesellschaft einwandert, ohne a priori zu wissen, welchen dieser
Nutzen es ex post erzielen wird. Es sei ihm lediglich bekannt, dass für jedes
der n Nutzenniveaus die gleiche Eintrittswahrscheinlichkeit 1/n vorliegt. Vor
dem Schleier dieses Nichtwissens („veil of ignorance“) weiß das Individuum
also lediglich, dass es mit der Wahrscheinlichkeit 1/n jeweils eines der Nut-
zenniveaus u1, . . . ,un realisieren wird und sein Erwartungsnutzen ergibt sich
als:

E[U ] =
1
n

n

∑
i=1

ui (15)

Eine weitere spezielle soziale Wohlfahrtsfunktion ist die so genannte Maximin–
Funktion oder Rawls’sche soziale Wohlfahrtsfunktion (nach Rawls (1971)). Diese
hat die Form:

W = W (u1, . . . ,un) = min{u1, . . . ,un} (16)

4Das Konzept des Erwartungsnutzen bzw. der von Neumann–Morgenstern Nutzenfunktion wird
in weiterführenden Lehrbücher zur mikroökonomischen Theorie, beispielsweise bei Gravelle & Rees
(2004), erläutert.
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Abbildung 4: Indifferenzkurven einer utilitaristischen sozialen Wohlfahrtsfunktion

u1

u2

45◦

Abbildung 5: Indifferenzkurven einer Rawls’schen sozialen Wohlfahrtsfunktion

u1

u2

45◦

Die Rawls’sche soziale Wohlfahrtsfunktion impliziert, dass der Nutzen des am
schlechtesten gestellten Individuums die soziale Wohlfahrt determiniert. Wie Ab-
bildung 5 zeigt, haben die Indifferenzkurven einer sozialen Wohlfahrtfunktion von
Rawls–Typ im Fall zweier Individuen eine L–förmige Gestalt. Diese Indifferenzkur-
ven sind extrem gekrümmt, was letztlich eine extreme Ungleichheitsaversion und
damit eine außerordentliche gesellschaftliche Präferenz für eine egalitäre Verteilung
zum Ausdruck bringt.

21



Abbildung 6: Indifferenzkurven einer verallgemeinerten utilitaristischen sozialen

Wohlfahrtsfunktion

u1

u2

45◦

ρ = 0
0 < ρ < ∞

ρ → ∞

Eine weitere Klasse sozialer Wohlfahrtsfunktionen, die die beiden zuvor be-
schriebenen als Spezialfälle enthält, ist die Klasse der verallgemeinerten utilitari-
stischen sozialen Wohlfahrtsfunktionen. Diese sozialen Wohlfahrtsfunktionen haben
die Form:

W = W (u1, . . . ,un) =
n

∑
i=1

g(ui) (17)

Hierbei ist g(ui) eine wachsende konkave Funktion. Von besonderem Interesse
sind verallgemeinerte utilitaristische Wohlfahrtsfunktionen, bei denen die Funktion
g(ui) eine konstante Elastizität aufweist. Die Funktion g(ui) hat in diesem Fall die
Form:

g(ui) =

{
1

1−ρ u1−ρ
i für ρ 6= 1

ln ui für ρ = 1
(18)

Für die soziale Wohlfahrtsfunktion ergibt sich daher:

W(u1, . . . ,un) =

{
1

1−ρ ∑n
i=1 u1−ρ

i für ρ 6= 1

∑n
i=1 ln ui für ρ = 1

(19)

Der Parameter ρ ist in diesem Fall ein Maß für die Ungleichheitsaversion bzw. die
Krümmung der Indifferenzkurven. Für den Fall ρ = 0 ergibt sich aus (19) offen-
sichtlich die utilitaristische Wohlfahrtsfunktion (13). Weniger offensichtlich ist, dass
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sich für ρ → ∞ aus (19) die Rawls’sche Wohlfahrtsfunktion (16) ergibt. Für alle
0< ρ < ∞ verlaufen die Indifferenzkurven der verallgemeinerten utilitaristischen so-
zialen Wohlfahrtsfunktion zwischen den beiden Extremen der utilitaristischen und
Rawls’schen sozialen Wohlfahrtsfunktion. Abbildung 6 veranschaulicht dies.

Werden soziale Wohlfahrtsfunktionen zur Beurteilung von Verteilungen heran-
gezogen, so werden implizit interpersonelle Nutzenvergleiche angestellt. Die vor-
angegangenen Ausführungen haben gezeigt, dass sich die Art und Weise wie diese
Nutzenvergleiche vorgenommen werden, bei der verallgemeinerten utilitaristischen
Wohlfahrtsfunktion in der Krümmung der Indifferenzkurven der sozialen Wohl-
fahrtsfunktion bzw. der unterstellten Ungleichheitsaversion ausdrücken. Dies könn-
te nun die Vermutung nähren, dass sich durch die willkürliche Wahl einer sozialen
Wohlfahrtsfunktion eine beliebige Ordnung von Verteilungen erzeugen ließe. Der
nachfolgende Abschnitt wird indes zeigen, dass dem unter Umständen nicht so ist.

4.2 Ungleichheit und Wohlfahrt

Nach den eher allgemeinen Ausführungen über soziale Wohlfahrtsfunktionen im
vorangegangenen Abschnitt, soll nun der Frage nachgegangen werden, inwieweit
soziale Wohlfahrtsfunktionen herangezogen werden können, um Einkommensver-
teilungen zu beurteilen. Im Zentrum des Interesses steht hierbei nicht das nur
schwer zu konkretisierende Konzept der Ungleichheit sondern die mit einer Einkom-
mensverteilung verbundene soziale Wohlfahrt. Eine Verteilung wird demnach dann
gegenüber einer anderen bevorzugt, wenn die mit ihr verbundene soziale Wohlfahrt
größer ist. Eine hierbei besonders interessierende Frage ist, ob eine Reihung von
Verteilungen, die sich an der sozialen Wohlfahrt orientiert, irgendetwas mit der Un-
gleichheit zu tun hat, wie sie oben durch die Prinzipien P.1–P.4 operationalisiert
wurde und durch die vorgestellten Ungleichheitsmaße — insbesondere die Lorenz-
kurve — abgebildet wird.

Im Weiteren soll davon ausgegangen werden, dass stetige Einkommensvertei-
lungen betrachtet werden. Die mit einer gegebenen Verteilung F(y) von Einkommen
verbundene soziale Wohlfahrt wird folgendermaßen ausgedrückt:

W =
Z

u(y) f (y)dy (20)

Hierbei ist f (y) die Dichtefunktion der Einkommen und u(y) ist der mit dem Ein-
kommen y verbundene Nutzen, wobei u′(y) > 0 unterstellt wird. Die Nutzenfunktion
(20) besitzt — wenn beachtet wird das durch das Integral in (20) letztlich einzelne
Nutzen aufsummiert werden — Ähnlichkeit mit der oben betrachteten verallgemei-
nerten utilitaristischen Wohlfahrtsfunktion. In der Tat lässt sich die Wohlfahrtsfunk-
tion (20) ebenso wie die utilitaristische Wohlfahrtsfunktion aus der Perspektive der
Entscheidungstheorie bei Unsicherheit rechtfertigen: Es ist E[U ] =

R

u(y) f (y)dy der

23



Erwartungsnutzen eines Individuums mit der Nutzenfunktion u(y) über eine Ein-
kommenslotterie mit der Dichte f (y) ist. Ungleichheitsaversion ist in diesem Fall
gleichbedeutend mit Risikoaversion und schlägt sich in der strengen Konkavität der
Funktion u(y) nieder, so dass u′′(y) < 0 gilt.

Nun könnte die Frage auftreten, ob nicht die Wahl einer spezifischen konkaven
Nutzenfunktion u(y) die resultierende Reihung alternativer Verteilungen nach der
mit ihnen assoziierten Wohlfahrt beeinflusst. Zwei bedeutsame theoretische Resul-
tate, die im Weiteren dargestellt werden, zeigen, wann dies nicht der Fall ist. Das
erste Resultat geht auf Atkinson (1970) zurück:

Theorem 4.1 (Atkinson–Theorem) Es seien F1(y) und F2(y) zwei Einkommensver-

teilungen, mit den Dichten f1(y) und f2(y) sowie den assoziierten Lorenzkurven L1(p)

und L2(p). Sofern µy,1 = µy,2, gilt:

L1(p) ≥ L2(p) für alle 0≤ p≤ 1 ⇔
Z

u(y) f1(y)dy≥
Z

u(y) f2(y)dy

für alle Funktionen u(y) mit u′(y) > 0 und u′′(y) < 0.

Sofern also Verteilungen mit identischem Mittelwert verglichen werden, führt
eine Beurteilung mittels sozialer Wohlfahrtsfunktionen unabhängig von deren exak-
ter Gestalt zu denselben Schlussfolgerungen wie das Konzept der Lorenz–Dominanz.
Dies bedeutet aber gleichzeitig, dass eine eindeutige Reihung von solchen Verteilun-
gen unabhängig von der exakten Gestalt der Nutzenfunktion u(y) nur dann mög-
lich ist, wenn Lorenz–Dominanz vorliegt. Die mit der Wahl einer konkreten sozialen
Wohlfahrtsfunktion implizit getroffenen Werturteile über interpersonelle Nutzenver-
gleiche sind in einem solchen Fall unbedeutend für die Reihung von Verteilungen.
Im Fall sich schneidender Lorenzkurven jedoch ist eine solche von der konkreten
Wohlfahrtsfunktion unabhängige Reihung nicht möglich.

Eine bedeutsame Einschränkung des Atkinson–Theorems ist, dass lediglich Aus-
sagen über Verteilungen mit identischem Mittelwert getroffen werden. Jedoch lässt
sich diese Einschränkung zumindest teilweise beseitigen. Zum einen gilt die Aussage
des Atkinson–Theorems auch für den Fall, in dem die Lorenz–dominierende Vertei-
lung einen größeren Mittelwert aufweist, also µy,1 > µy,2 gilt. Die Begründung hierfür
wird ebenso wie eine intuitive Begründung für das Atkinson–Theorem weiter unten,
bei der Diskussion der Konzepte stochastischer Dominanz, geliefert. Zum anderen
lässt sich die Aussage des Atkinson–Theorems erweitern, wenn anstelle der Lorenz-
kurven von Verteilungen deren verallgemeinerte Lorenzkurven betrachtet werden.
Eine verallgemeinerte Lorenzkurve GL(p) ergibt sich aus der Lorenzkurve L(p) einer
Verteilung durch Multiplikation mit dem Mittelwert µy der Einkommensverteilung:

GL(p) =

Z F−1(p)

0
y f(y)dy= µy L(p) , 0≤ p≤ 1 (21)
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Ebenso wie die ursprüngliche Lorenzkurve ist die verallgemeinerte Lorenzkur-
ve eine streng monoton wachsende Funktion. Darüber hinaus gilt GL(0) = 0 und
GL(1) = µy.

Es können nun auch dann Vergleiche angestellt werden, wenn die Mittelwertbe-
dingung des Atkinson–Theorems nicht erfüllt ist und auch in einigen Fällen, in de-
nen sich die Lorenzkurven zweier Verteilungen schneiden. Das entsprechende wei-
tere Resultat, das auf dem Konzept der verallgemeinerten Lorenzkurve basiert, geht
auf Shorrocks (1983) zurück:

Theorem 4.2 (Shorrocks–Theorem) Es seien F1(y) und F2(y) zwei Einkommensver-

teilungen, mit den Dichten f1(y) und f2(y) sowie den assoziierten verallgemeinerten

Lorenzkurven GL1(p) und GL2(p). Dann gilt:

GL1(p) ≥ GL2(p) für alle 0≤ p≤ 1 ⇔
Z

u(y) f1(y)dy≥
Z

u(y) f2(y)dy

für alle Funktionen u(y) mit u′(y) > 0 und u′′(y) < 0.

Wann immer sich die verallgemeinerten Lorenzkurven zweier Verteilungen nicht
schneiden, führt eine Reihung dieser Verteilungen mit Hilfe sozialer Wohlfahrtsfunk-
tionen vom Typ (20) unabhängig von der exakten Gestalt der Wohlfahrtsfunktion
zum identischen Resultat, wonach die (im Sinne der verallgemeinerten Lorenzkur-
ve) Lorenz–dominierende Verteilung eine höhere soziale Wohlfahrt aufweist. Die
einzige Restriktion ist, dass die in der sozialen Wohlfahrtsfunktion auftretende Nut-
zenfunktion u(y) streng konkav ist.

Auf eine wesentliche Implikation des Theorems von Shorrocks soll hier noch ein-
gegangen werden. Wenn zwei Einkommensverteilungen Y und Y′ verglichen wer-
den, von denen die eine (Y′) aus der anderen (Y) durch eine proportionale Er-
höhung sämtlicher Einkommen hervorgegangen ist, so gilt für die beiden Vertei-
lungen LY(p) = LY′(p) und GLY(p) < GLY′(p) für alle p ∈ [0,1). Auf der Grundla-
ge der eingangs vorgestellten Prinzipien P.1–P.4 — insbesondere der Skaleninva-
rianz — würde nicht geschlussfolgert werden, dass sich die beiden Verteilungen
hinsichtlich der Ungleichheit unterscheiden. Die Lorenzkurven beider Verteilungen
sind identisch, Lorenz–Dominanz lässt sich nicht feststellen. Allerdings ergäbe sich
in diesem Fall bezüglich der verallgemeinerten Lorenkurven eine (verallgemeiner-
te) Lorenz–Dominanz von Verteilung Y′ gegenüber Y. Vor dem Hintergrund einer
sozialen Wohlfahrtsfunktion (20) und dem Theorem von Shorrocks würde demnach
gefolgert werden, dass Y′ eine größere soziale Wohlfahrt bedingt als Y. Dies bedeu-
tet nichts anderes, als dass bei einer Beurteilung von Verteilungen auf der Grund-
lage sozialer Wohlfahrtsfunktionen im Allgemeinen dem oben formulierten Prinzip
P.1 der Skaleninvarianz nicht genügt wird. Letzteres ist nicht überraschend, da eine
streng konkave Funktion u(y) als Element der sozialen Wohlfahrtsfunktion bedingt,
dass der Nutzen wächst, wenn das Einkommen steigt. Aufgrund der unterstellten
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Abbildung 7: Verallgemeinerte Lorenzkurven für die Einkommensverteilungen Y2 und

Y4
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Ungleichheitsaversion folgt letztlich, dass ein proportionaler Anstieg der Einkom-
men nur dann zu einer Verminderung der Wohlfahrt führen kann, wenn er mit einer
Zunahme der Ungleichverteilung der Einkommen einhergeht. Bei der Beurteilung
von Einkommensverteilungen mit Hilfe soziale Wohlfahrtsfunktionen ist demnach
neben den Einkommensanteilen, die den Einkommensbeziehern zufließen, auch die
Höhe des gesamten zur Verteilung anstehenden Einkommens relevant. Insofern wird
implizit ein Trade off zwischen der Größe des zur Verteilung anstehenden Kuchens
(„efficiency“) und der Größe der einzelnen Kuchenstücke („equity“) unterstellt.

Hinsichtlich der oben in Tabelle 1 dargestellten Einkommensverteilungen Y2 und
Y4 führt auch das Konzept der verallgemeinerten Lorenzkurve zu keiner eindeutigen
Reihung dieser Verteilungen. Da die Durchschnittseinkommen beider Verteilungen
identisch sind, schneiden sich — wie Abbildung 7 zeigt — auch die verallgemeiner-
ten Lorenzkurven.

Wenn sich verallgemeinerte Lorenzkurven schneiden, können eindeutige Rei-
hungen von Verteilungen mit Hilfe sozialer Wohlfahrtfunktionen nur unter weiter-
gehenden Annahmen vorgenommen werden. Mitunter kann eine Einschränkung auf
die Klasse sozialer Wohlfahrtsfunktionen, für die u′′′ > 0 gilt, eindeutige Reihungen
ermöglichen. Derartige soziale Wohlfahrtsfunktionen genügen nicht nur dem Trans-
ferprinzip, sondern auch dem Prinzip der sinkenden Transfers (Transfersensitivität).
Diesem Prinzip nach erhöht ein Transfer gegebener Größenordnung von einem rei-
chen zu einem ärmeren Einkommensbezieher bei gegebener Einkommensdifferenz
der Beteiligten die soziale Wohlfahrt um so mehr, je ärmer die am Transfer beteilig-
ten Einkommensbezieher sind.

Auf das Prinzip der sinkenden Transfers soll an dieser Stelle nicht weiter einge-
gangen werden. Stattdessen soll hier abschließend nochmals veranschaulicht wer-
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Abbildung 8: Verallgemeinerte Lorenzkurven
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b) 2Y2 vs. Y4
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den, dass Beurteilungen von Ungleichheit mittels sozialer Wohlfahrtsfunktionen im-
plizit einen Trade off zwischen der Höhe des gesamten zur Verteilung anstehen-
den Einkommens und den, den einzelnen Einkommensbeziehern zufließenden Ein-
kommensanteilen unterstellt, da soziale Wohlfahrtsfunktionen nicht skaleninvariant
sind.

Abbildung 8.a zeigt die verallgemeinerten Lorenzkurven der Verteilungen Y2 und
einer Verteilung, die sich aus Y4 ergibt, wenn sämtliche Einkommen verdoppelt wer-
den. Während dies aufgrund der Skaleninvarianz nichts an der Konfiguration der
ursprünglichen Lorenzkurven ändert, ergibt sich nun bezüglich der verallgemeiner-
ten Lorenzkurven eine Dominanz der modifizierten Verteilung 2Y4 gegenüber der
Verteilung Y2, so dass eine eindeutige Reihung dieser Verteilungen hinsichtlich der
sozialen Wohlfahrt möglich ist. Demgegenüber zeigt 8.b die verallgemeinerten Lo-
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renzkurven der Verteilungen Y4 und der Verteilung, die sich ergibt, wenn sämtliche
Einkommen der Verteilung Y2 verdoppelt werden. Bezüglich der verallgemeinerten
Lorenzkurve dominiert hier nun die Verteilung 2Y2 die Verteilung Y4.

4.3 Der Atkinson–Index und das Atkinson–Maß

Der soeben beschriebene Trade off zwischen der Größe des zur Verteilung anstehen-
den Ganzen und dem Ausmaß der Ungleichverteilung auf die Individuen lässt sich
gut mit Hilfe eines weiteren gebräuchlichen Ungleichheitsmaßes — dem Atkinson–
Index — veranschaulichen.

Ausgangspunkt dieses Ungleichheitsmaßes ist wiederum die soziale Wohlfahrts-
funktion (20). Bei einer gegebenen, wieder als stetig unterstellten, Einkommensver-
teilung F(y) — mit zugehöriger Dichte f (y) — lässt sich mit Hilfe der Nutzenfunk-
tion u(y) das Einkommen yG bestimmen, das bei einer egalitären Verteilung eine
identische soziale Wohlfahrt generiert. Das Einkommen yG ist daher folgenderma-
ßen definiert:5

u(yG) =

Z

u(y) f (y)dy

Strenge Konkavität der Funktion u(y) unterstellend gilt yG < µy =
R

y f(y)dy. Der
Atkinson–Index IA verwendet den Abstand des Einkommens yG vom Mittelwert µy

der Einkommen als Ungleichheitsmaß:

IA = 1− yG

µy
≤ 1 (22)

Bei einer egalitären Verteilung gilt yG = µy und der Atkinson–Index nimmt den
Wert Null an. Ein Atkinson–Index, der kleiner als Eins ist, zeugt von einer Ungleich-
verteilung der Einkommen.

Wird eine diskrete Verteilung Y = (y1, . . . ,yn) über n Individuen betrachtet und
für diese Individuen eine jeweils identische CRRA–Nutzenfunktion u(yi) der Form

u(yi) =

{
1

1−ρ y1−ρ
i für ρ 6= 1

ln yi für ρ = 1
(23)

unterstellt, so ergibt sich das Einkommen yG als:

yG =







(
1
n ∑n

i=1 y1−ρ
i

)1/(1−ρ)
für ρ 6= 1

exp
(

1
n ln yi

)
für ρ = 1

(24)

5Es handelt sich bei yG um das aus der Entscheidungstheorie bei Unsicherheit bekannte Sicher-
heitsäquivalent.

28



Abbildung 9: Der Atkinson–Index im Fall zweier Individuen
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Der in diesem speziellen Fall resultierenden Atkinson–Index wird auch als
Atkinson–Maß (IM) bezeichnet:

IM(Y) = 1−

(
1
n ∑n

i=1 y1−ρ
i

)1/(1−ρ)

µy
, ρ 6= 1 (25)

Auf die für diese spezifische Nutzenfunktion ermittelte Darstellung des Atkinson–
Index in Gleichung (25) wird bei der späteren Diskussion der verallgemeinerten
Entropiemaße nochmals eingegangen werden.

5 Stochastische Dominanz und Ungleichheitsmessung

5.1 Stochastische Dominanz 1. und 2. Grades

Die Konzepte der stochastischen Dominanz definieren Rangordnungen von Vertei-
lungen. Das besondere an diesen Konzepten ist, dass eine enge Beziehung die-
ser Rangordnungen zu Präferenzordnungen von Individuen mit von Neumann–
Morgenstern Nutzenfunktionen (Erwartungsnutzen) über diese Verteilungen be-
steht.

Zur Konkretisierung werden im Weiteren zwei Einkommensverteilungen F1(y)
und F2(y) betrachtet. ỹ ist ein beliebiges Einkommensniveau, das größer ist als das
höchste in den beiden Verteilungen jeweils auftretende Einkommen.

Zunächst zum Konzept der stochastischen Dominanz 1. Ordnung, wonach eine
Verteilung F1(y) eine anderen Verteilung F2(y) dominiert, wenn F1(y) tendenziell
höhere Realisationen (im vorliegenden Fall des Einkommens) verspricht.
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Definition 5.1 (Stochastische Dominanz 1. Grades) Die Verteilung F1(y) domi-

niert die Verteilung F2(y) im Sinne stochastischer Dominanz 1. Grades, wenn gilt:

F1(y) ≤ F2(y) für alle y∈ [0, ỹ]

Stochastische Dominanz 1. Grades von F1(y) gegenüber F2(y) liegt demnach vor,
wenn die Verteilungsfunktion F1(y) generell unterhalb der Funktion F2(y) verläuft.
Ein solcher Fall ist in Abbildung 10.a dargestellt.

Es lässt sich zeigen, dass der Erwartungsnutzen einer Verteilung, die eine andere
Verteilung im Sinne stochastischer Dominanz 1. Grades dominiert, für alle nicht
fallenden Nutzenfunktionen u(y) größer ist. Konkret gilt:

Theorem 5.1 Es sei u(y) eine beliebige Nutzenfunktion mit u′(y) ≥ 0. Dann gilt:

F1(y) ≤ F2(y) ∀y∈ [0, ỹ] ⇔
Z

u(y) f1(y)dy≥ u(y) f2(y)dy

Stochastische Dominanz 1. Grades von F1(y) gegenüber F2(y) ist demnach äqui-
valent dazu, dass der mit F1(y) verbundene Erwartungsnutzen eines Individuums
mit einer Nutzenfunktion, deren Grenznutzen strikt positiv ist, größer als der mit
F2(y) verbundene Erwartungsnutzen ist. Zum Beweis dieser Aussage wenden wir die
Produktregel der Integration auf den Erwartungsnutzen an. Es ergibt sich dann:

Z ỹ

0
u(y) f1(y)dy= [u(ỹ)F1(ỹ)−u(0)F1(0)]−

Z ỹ

0
u′(y)F1(y)dy

Z ỹ

0
u(y) f2(y)dy= [u(ỹ)F2(ỹ)−u(0)F2(0)]−

Z ỹ

0
u′(y)F2(y)dy

Wegen F1(ỹ) = F2(ỹ) = 1 und F1(0) = F2(0) = 0 ergibt sich daher:

Z ỹ

0
u(y) f1(y)dy−

Z ỹ

0
u(y) f2(y)dy=

Z ỹ

0
u′(y) [F2(y)−F1(y)] dy (26)

Stochastische Dominanz 1. Grades impliziert, dass der in (26) in eckigen Klam-
mern stehende Term nicht negativ ist. Zusammen mit der Annahme u′(y) ≥ 0 ergibt
sich dann Theorem 5.1.

Das auf dem Konzept der stochastischen Dominanz 1. Grades basierende Theo-
rem 5.1 berücksichtigt lediglich, dass die zugrundeliegende Nutzenfunktion einen
grundsätzlich nicht negativen Grenznutzen aufweist. Wird Risikoaversion, also die
Konkavität der Nutzenfunktion berücksichtigt, sind Aussagen über den Risikogehalt
von Verteilungen erforderlich, um eine Präferenzordnung zu erstellen. Die Grund-
lage für den Vergleich des Risikogehalts zweier Verteilungen liefert das Konzept der
stochastischen Dominanz zweiten Grades:
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Abbildung 10: Stochastische Dominanz

a) Stochastische Dominanz 1. Grades
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Definition 5.2 (Stochastische Dominanz 2. Grades) Die Verteilung F1(y) domi-

niert die Verteilung F2(y) im Sinne stochastischer Dominanz 2. Grades, wenn gilt:

Z x

0
F1(y)dy≤

Z x

0
F2(y)dy für alle x∈ [0, ỹ]

Stochastische Dominanz 2. Ordnung von F1(y) gegenüber F2(y) liegt demnach
beispielsweise dann vor, wenn stochastische Dominanz 1. Grades gegeben ist, ist
aber allgemeiner. Abbildung 10.b veranschaulicht stochastische Dominanz 2. Grades
einer Verteilung F1(y) gegenüber einer Verteilung F2(y) für den Fall, dass sich diese
Verteilungsfunktionen einmal schneiden. Grafisch zeigt sich stochastische Dominanz
2. Grades von F1(y) gegenüber F2(y) in diesem Fall daran, dass die Fläche zwischen
den beiden Verteilungen links vom Schnittpunkt P größer ist, als die entsprechende
Fläche rechts von P.
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In Analogie zu Theorem 5.1 lässt sich nun zeigen, dass der Erwartungsnutzen ei-
ner Verteilung, die eine andere Verteilung im Sinne stochastischer Dominanz 2. Gra-
des dominiert, für alle nicht fallenden, konkaven Nutzenfunktionen u(y) größer ist:

Theorem 5.2 Es sei u(y) eine beliebige Nutzenfunktion mit u′(y) ≥ 0 und u′′(y) ≤ 0.

Dann gilt:
Z x

0
F1(y)dy≤

Z x

0
F2(y)dy ∀y∈ [0, ỹ] ⇔

Z

u(y) f1(y)dy≥ u(y) f2(y)dy

Zeigen lässt sich dies, indem die zunächst die folgende Funktion Si(x) für i = 1,2
definiert wird:

Si(x) =

Z x̃

0
Fi(y)dy für i = 1,2

Es gilt dann Si(ỹ) = ỹ−µi sowie Si(0) = 0. Wird nun nochmals die Produktregel der
Integration auf (26) angewendet, resultiert:

Z ỹ

0
u(y) f1(y)dy−

Z ỹ

0
u(y) f2(y)dy=

Z ỹ

0
u′(y) [F2(y)−F1(y)] dy

= u′(ỹ) [S2(ỹ)−S1(ỹ)]−u′(0) [S2(0)−S1(0)]

−
Z ỹ

0
u′′(y) [S2(y)−S1(y)] dy

= u′(ỹ) [S2(ỹ)−S1(ỹ)]

−
Z ỹ

0
u′′(y) [S2(y)−S1(y)] dy (27)

Der erste Term in (27) ist wegen u′(y) ≥ 0 und S2(ỹ)−S1(ỹ) ≥ 0 nicht negativ.
Stochastische Dominanz 2. Grades impliziert zudem, dass der in (27) unter dem
Integral in Klammern stehende Term nicht negativ ist. Zusammen mit u′′(y) ≤ 0
ergibt sich daraus, dass das Integral selbst nicht positiv ist, so dass die gesamte
rechte Seite von (27) nicht negativ ist.

5.2 Stochastische Dominanz und Lorenz–Dominanz

Das Konzept der stochastischen Dominanz kann nun genutzt werden, um die oben
beschriebenen Theoreme von Atkinson und Shorrocks zu beweisen. Der hierzu er-
forderliche letzte Schritt besteht lediglich darin, eine Äquivalenz zwischen stochasti-
scher Dominanz 2. Grades und der Lorenz–Dominanz bezüglich verallgemeinerter
Lorenzkurven zu etablieren.

Theorem 5.3 (Lorenz–Dominanz und stochastische Dominanz 2. Grades) Es

seien F1(y) und F2(y) zwei Verteilungen, deren verallgemeinerte Lorenzkurven durch

GL1(p) und GL2(p) für p∈ (0,1) gegeben sind. Dann gilt:
Z x

0
F1(y)dy≤

Z x

0
F2(y)dy ∀x∈ [0, ỹ] ⇔ GL1(p) ≥ GL2(p) ∀p∈ (0,1)
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Das Theorem von Shorrocks ergibt sich nun unmittelbar aus den Theoremen
5.2 und 5.3. Wird berücksichtigt, dass das Theorem von Atkinson in diesem als
Spezialfall zweier Verteilungen mit gleichem Mittelwert enthalten ist, ist damit auch
dieses Theorem bewiesen.

6 Weitere Aspekte der Ungleichheitsmessung

6.1 Zerlegung von Ungleichheitsmaßen

Bei der bisherigen Betrachtung von Ungleichheitsmaßen stand die Frage im Vorder-
grund, inwieweit die jeweiligen Maße tatsächlich das messen, was unter Ungleich-
heit verstanden werden soll bzw. welche impliziten Werturteile bei der Ungleich-
heitsmessung getroffen werden. Rein praktische Erwägungen können aber auch her-
angezogen werden, um wünschenswerte Eigenschaften von Ungleichheitsmaßen zu
formulieren. Eine mitunter wichtige Eigenschaft eines Ungleichheitsmaßes ist seine
Zerlegbarkeit. Zur Charakterisierung der Zerlegbarkeit sei eine Einkommensvertei-
lung über Einkommensbezieher betrachtet, die sich hinsichtlich bestimmter anderer
Merkmale (z.B. Geschlecht, Alter, Region) unterscheiden. Ein Ungleichheitsmaß ist
dann zerlegbar, wenn sich die gemessene Ungleichheit allein aus der Anzahl der
Mitglieder der Subpopulationen, den jeweiligen Durchschnitteinkommen und den
jeweiligen Ungleichheitsmaßen für die Subpopulationen errechnen lässt. Ein Maß
ist additiv zerlegbar, wenn es als gewichtete Summe der Ungleichheitsmaße für die
Subpopulationen und additiven Termen, die die Ungleichheit zwischen den Sub-
populationen messen und dabei lediglich von den jeweiligen Durchschnittseinkom-
men und der Anzahl der Mitglieder der Subpopulationen abhängen, darstellbar ist.
Keines der bisher vorgestellten Ungleichheitsmaße ist additiv zerlegbar. Einzig der
Atkinson–Index ist zumindest zerlegbar.

Wie sich zeigen lässt, müssen Ungleichheitsmaße, die neben den Prinzipien P.1–
P.4 auch additiv zerlegbar sein sollen, zur Familie der verallgemeinerten Entropie-
maße gehören. Zerlegbarkeit ergibt sich für die Klasse von Ungleichheitsmaßen, die
monotone Transformationen verallgemeinerter Entropiemaße sind. Letztgenannter
Klasse gehört — das wird unten noch gezeigt werden — das Atkinson–Maß an
(vgl. hierzu Lambert (1989)).

6.2 Der Theil–Index und andere Entropiemaße

Entropiemaße sind allgemeine Maße für den Grad der Ordnung bzw. Unordnung
von physikalischen oder auch ökonomischen Systemen. Ein spezielles, im Zusam-
menhang mit Ungleichheitsmessung relevantes Entropiemaß ist der Theil–Index.
Im Fall einer diskreten Einkommensverteilung Y = (y1, . . . ,yn) ergibt sich der Theil–
Index als:
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T(Y) =
1
n

n

∑
i=1

yi

µy
ln(yi/µy) (28)

Im Fall einer egalitären Verteilung nimmt der Theil–Index den Wert 0 an. Fließt
das gesamte Einkommen einem einzigen Einkommensbezieher zu, ergibt sich für
den Theil–Index ein Wert von ln(n). Empirische Befunde zum Theil–Index finden sich
in Tabelle 2 auf Seite 16. Hinsichtlich der Entwicklung der Einkommensungleichheit
gibt der Theil–Index das wieder, was bereits anhand des Gini–Koeffizienten festge-
stellt und diskutiert wurde.

Wird angenommen, dass sich die Einkommensbezieher dieser Einkommensver-
teilung in m Subpopulationen mit jeweils n j Einkommensbeziehern und den jeweili-
gen Durchschnittseinkommen µj für j = 1, . . . ,munterteilen lassen, so ergibt sich der
Theil–Index für die gesamte Verteilung aus den Theil–Indizes Tj für die j = 1, . . . ,m
Subpopulationen wie folgt:

T(Y) =
m

∑
j=1

n j µj

nµy
Tj +

n

∑
j=1

n j µj

nµy
ln

(
µj

µy

)

(29)

Die Klasse der verallgemeinerten Entropiemaße Eβ schließlich wird durch einen
Parameter β charakterisiert:

Eβ(Y) =
1

β2−β

[

1
n

n

∑
i=1

(
yi

µy

)β
−1

]

, β > 0 (30)

Für β = 1 ergibt sich aus (30) dann der Theil–Index, so dass E1(Y) = T(Y). Wie
der folgende Satz zeigt, bilden die verallgemeinerte Entropiemaße eine besondere
Klasse von Ungleichheitsmaßen.

Satz 6.1 (Zerlegbare Ungleichheitsmaße) Alle Ungleichheitsmaße, die den Prinzi-

pien P.1–P.4 genügen und darüber hinaus zerlegbar sind, sind ordinal äquivalent zu

verallgemeinerten Entropiemaßen gemäß (30).

Ordinale Äquivalenz meint hierbei, dass diese Maße jeweils eine identische Rei-
hung von Verteilung hinsichtlich ihrer Ungleichheit vornehmen. Jedes zerlegbare
Maß muss sich demnach als monotone Transformation von Eβ für irgendein β dar-
stellen lassen.

Für das oben dargestellte Atkinson–Maß ist dies möglich, denn für β = 1−ρ folgt
aus (30):

E1−ρ(Y) =
1

−ρ(1−ρ)

[

1
n

n

∑
i=1

(
yi

µy

)1−ρ
−1

]

Ein Vergleich mit (25) zeigt dann, dass das oben definierte Atkinson–Maß IM(Y)

ordinal äquivalent zum verallgemeinerten Entropiemaß mit β = 1−ρ ist
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1−
[
ρ(ρ−1)E1−ρ(Y)+1

] 1
1−ρ = 1−

1
n ∑n

i=1 y1−ρ
i

µy
= IM(Y) (31)

7 Armutsmessung

Neben der Messung der Ungleichheit bei der die gesamte Einkommens- und Ver-
mögensverteilung betrachtet wird, kann auch die Erfassung und Beschreibung von
Armut im Zentrum des Interesses stehen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn
beispielsweise sozialpolitische Maßnahmen beurteilt werden sollen, deren Ziel die
Bekämpfung oder Beseitigung von Armut ist.

Ebenso wie bei der Ungleichheitsmessung ist auch bei der Armutsmessung das
Treffen von Werturteilen unvermeidbar, denn es muss ja zunächst einmal festgelegt
werden, anhand welcher Kriterien ein bestimmter Anteil von Einkommensbeziehern
oder Vermögensbesitzern als arm zu klassifizieren ist.

7.1 Definition von Armut

Das zentrale Konzept der Armutsmessung ist die so genannte Armutsschwelle. Be-
zeichnet S beispielsweise die für das Einkommen festgelegte Armutsschwelle gilt
jeder Haushalt i als einkommensarm, für dessen Einkommen yi ≤ S gilt. Der Be-
griff der Armut wird somit durch die Vorgabe der Armutsschwelle Sdefiniert, wobei
grundsätzlich sowohl eine absolute Armutsschwelle (z.B. ein festgelegter Betrag, der
als Existenzminimum angesehen wird) als auch eine relative Armutsschwelle (fest-
gelegt, z.B. in Relation zum Durchschnitts- oder Medianeinkommen) vorgegeben
werden kann. Absolute Armutsschwellen sind im Zusammenhang mit der Armuts-
messung in Entwicklungsländern gebräuchlich. So ist nach der offiziellen Definition
der Weltbank ein Individuum dann arm, wenn es weniger als einen PPP-Dollar pro
Tag zur Verfügung hat.6 Untersuchungen zur Armut in Deutschland gehen häufig
von einer relativen Armutsschwelle aus und klassifizieren als arm, wer weniger als
60% des Medianeinkommens bezieht.7 Generell lässt sich festhalten, dass sowohl
die Vorgabe einer absoluten als auch die einer relativen Armutsschwelle letztlich
nicht frei von Willkür ist.

6Der PPP–Dollar („purchasing power parity“) wird verwendet, um pro Kopf Einkommen verschie-
dener Länder vergleichbar zu machen. Eine bloße Umrechnung mit dem Wechselkurs würde Unter-
schiede in der Kaufkraft verschiedener Länder ignorieren.

7Dies ist die mittlerweile in Europa gängige Definition von Armut.
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Tabelle 4: Armutsrisiko und Armutslücke in Deutschland (entnommen aus: 2. Armuts-

und Reichtumsbericht der Bundesregierung (2002))

 
Armutsrisik oquoten und Armutslü cke 1) 

 

Deutschland Alte Länder Neue Länder 
Statistische Maßzahl 

1998 2003 1998 2003 1998 2003 

40% des Medianeinkommens 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9 (2,0) 

60% des Medianeinkommens  12,1 13,5 11,0 12,2 17,1 19,3 

Fiktive Quote vor öffentlichen Transfers2) 38,5 41,3 34,9 38,2 54,1 55,1 

Armutslücke3) 15,5 16,0 16,2 16,4 14,6 14,6 
 
1) Werte beziehen sich auf Berechnungen mit der neuen OECD-Skala und für die Gebietsteile jeweils auf den ge-

samtdeutschen Mittelwert. 
2) Alle öffentlichen Transfers einschließlich gesetzlicher Renten und Pensionen. 
3) Die ausgewiesenen Werte beziehen sich auf die 60%-Mediangrenze. 
 

7.2 Einige gebräuchliche Armutsmaße

Ebenso wie Ungleichheitsmaße hinsichtlich der Ungleichheit haben Armutsmaße die
Aufgabe, das Ausmaß der Armut in einem möglichst einfachen Index zu komprimie-
ren.

Ein einfaches Armutsmaß besteht darin, schlicht die relative Anzahl der Einkom-
mensbezieher zu zählen, die die Armutschwelle unterschreiten. Bei einer vorgege-
benen Armutsschwelle S und einer stetigen Einkommensverteilung F(y) führt dies
zum relativen Headcount–Index bzw. zur Armutsrisikoquote RS:

RS = F(S)

Ein solcher Index berücksichtigt nicht, wie weit die als arm klassifizierten Ein-
kommensbezieher jeweils von der Armutsschwelle Sentfernt sind. Diese ist beim Ar-
mutslückenindex AS der Fall, der diese Information berücksichtigt und die Summe
der relativen Abstände der armen Einkommen zur Armutsschwelle misst:

AS =
Z S

0

(

1− y
S

)

f (y)dy

Der Armutslückenindex gehört zur Klasse der Foster’schen Armutsmaße
(Foster et al. (1984)). Diese Maße werden durch einen Parameter α charakte-
risiert und sind folgendermaßen definiert:

FS,α =

Z S

0

(

1− y
S

)α
f (y)dy, α > 0

Es ist offensichtlich, dass FS,1 = AS gilt.
Was die Klasse der Foster’schen Armutsmaße interessant macht, ist dass sie

unter gewissen Umständen Aussagen erlauben, die unabhängig von einer spezifi-
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Tabelle 5: Armutsrisiko differenziert nach sozioökonomischen Charakteristika (ent-

nommen aus: 2. Armuts- und Reichtumsbericht der Bundesregierung (2002))

Gruppensp ezifische Armutsrisikoquoten 1) in % in Deuts chland nach 
Geschlecht, Alter, Erw erbsstatus und Haushaltsty pen 

Bevölkerungsgruppe Neue OECD-Skala Alte OECD-Skala 

  1998 2003 1998 2003 

Differenzierung nach Geschlecht 

Männer  10,7 12,6 11,6 12,9 

Frauen 13,3 14,4 12,6 13,3 

Differenzierung nach Alter 

bis 15 Jahre 13,8      15,0      18,6      18,6      

16 bis 24 Jahre 14,9      19,1      14,6      19,0      

25 bis 49 Jahre 11,5      13,5      12,3      13,5      

50 bis 64 Jahre 9,7      11,5      7,7      9,8      

65 und mehr Jahre 13,3      11,4      9,3      7,5      

Differenzierung nach Erwerbsstatus2) 

Selbstständige(r) 11,2      9,3      11,2      9,6      

Arbeitnehmer(in) 5,7      7,1      5,9      6,8     

Arbeitslose(r) 33,1      40,9      31,2      37,4      

Rentner(in)/Pensionär(in) 12,2      11,8      8,4      7,8      

Personen in Einpersonenhaushalten 

Insgesamt 22,4      22,8      13,7      14,1      

Männer 20,3      22,5      13,8      15,0      

Frauen 23,5      23,0      13,7      13,6      

Personen in Haushalten mit Kind(ern)3) 

Allein Erziehende 35,4      35,4      37,0      36,4      

2 Erwachsene mit Kind(ern) 10,8      11,6      14,6      14,6      

Armutsrisikoquote insgesamt 12,1      13,5      12,1      13,1      

1) Armutsrisikogrenze 60% des Medians der laufend verfügbaren Äquivalenzeinkommen. 
2) Nur Personen im Alter ab 16 Jahren. 
3) Kinder: Personen unter 16 Jahren sowie Personen von 16 bis 24 Jahren, sofern sie nichter-

werbstätig sind und mindestens ein Elternteil im Haushalt lebt. 
 

schen Armutsschwelle sind. So lässt sich für α = 2 folgendes zeigen: Für jede so-
ziale Wohlfahrtsfunktion der Form (20) mit u′ > 0,u′′ < 0 und u′′′ > 0 (die also dem
Prinzip der Transfersensitivität genügt) und zwei Verteilungen F1(y) und F2(y) gilt
(vgl. Foster et al. (1984)):

µ1 ≥ µ2 und
Z S

0

(

1− y
S

)2
f1(y)dy<

Z S

0

(

1− y
S

)2
f2(y)dy für alle S≥ 0

⇔
Z

u(y) f1(y)dy>

Z

u(y) f2(y)dy (32)

Für den Fall, dass der Mittelwert der Verteilung F1 größer ist als derjenige der
Verteilung F2, impliziert demnach ein geringerer Armutslückenindex immer eine

37



größere soziale Wohlfahrt, sofern das Maß FS,2 für den Armutslückenindex verwen-
det wird und die Klasse der sozialen Wohlfahrtsfunktionen auf solche eingeschränkt
wird, die dem Prinzip der Transfersensitivität genügen. Es besteht also ein — wenn
auch nicht ganz offensichtlicher — Zusammenhang zwischen den hier dargestell-
ten Konzepten zur Armutsmessung und dem klassischen ökonomischen Konzept der
sozialen Wohlfahrt.

Tabelle 4 zeigt die Entwicklung der Armutsrisikoquote und der Armutslücke in
Deutschland. Je nachdem, welcher Wert (40 oder 60% des Medianeinkommens) als
relative Armutsschwelle unterstellt wird, zeigt sich entweder keine Änderung der
Armut oder aber deren Zunahme. Besonders hervorzuheben ist die vierte Zeile der
Tabelle. Sie zeigt die Armutsrisikoquote, die sich ohne öffentliche Transfers, also
ohne sozialstaatliche Umverteilungsmaßnahmen ergeben hätte. Staatliche Umver-
teilung senkt demnach das Armutsrisiko in nicht unbeträchtlichem Ausmaß und ist
auch für die im Zeitablauf relative Konstanz der Armutsquote verantwortlich. Tabelle
5 zeigt Armutsrisikoquoten differenziert nach sozioökonomischen Charakteristika.
Hier zeigt sich — vielleicht nicht ganz überraschend —, dass insbesondere Arbeitslo-
sigkeit ein hohes Armutsrisiko bedingt. Ebensolches lässt sich für allein Erziehende
feststellen.

8 Ungleichheit bei parametrisch spezifizierten Verteilungsfunktionen

8.1 Nützlichkeit parametrisch spezifizierte Verteilungen

Insbesondere bei modelltheoretischen Arbeiten, die sich mit Verteilungsaspekten be-
fassen, aber auch bei der formal analytischen Betrachtung von Ungleichheitsmaßen
ist es mitunter notwendig oder zumindest sinnvoll die zugrundeliegende Verteilung
parametrisch zu spezifizieren.

Vor dem Hintergrund entsprechender empirischer Befunde kommen für Untersu-
chungen, die sich mit Einkommens- oder Vermögensungleichheit befassen, von den
aus der mathematischen Statistik bekannten Verteilungen hierfür zwei Verteilun-
gen in Frage. Zum einen die Lognormalverteilung, deren einfache Handhabbarkeit
formale Analyse mitunter überhaupt erst möglich macht. In der Tat sind empirisch
ermittelte Verteilungen von Einkommen oder Vermögen in der Regel linkssteil, was
sich durch eine Lognormalverteilung häufig gut approximieren lässt. Zum anderen
die Pareto–Verteilung, die ebenfalls leicht handhabbar ist und die insbesondere den
oberen Rand empirischer Verteilungen gut approximiert. Beide Verteilungen sollen
im Weiteren mit ihren Implikationen für die bisher diskutierten Ungleichheitsmaße
kurz dargestellt werden.
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8.2 Die Lognormalverteilung

Eine Zufallsvariable y folgt einer Lognormalverteilung, y∼ LN(µ,σ2), wenn der Loga-
rithmus von y der Normalverteilung folgt, so dass lny∼N (µ, σ2). Die Dichtefunktion
einer lognormalverteilten Zufallsvariablen y lautet:

f (y) =
1√

2πσ2y
exp

(

−(lny−µ)2

2σ2

)

, y > 0 (33)

Abbildung 11 zeigt am Beispiel der Dichtefunktion einer Lognormalverteilung
mit µ = 2 und σ2

2 = 0.5, dass es sich bei dieser Verteilung um eine linkssteile Vertei-
lung handelt. Abgesehen davon, dass sich die Lognormalverteilung aufgrund dieser
Eigenschaft gut zur Approximation empirisch beobachtbarer Einkommens- bzw. Ver-
mögensverteilungen eignet, lässt sich auch eine einfache ökonomische Begründung
für eine Lognormalverteilung von Einkommen bzw. Vermögen geben. Diese Begrün-
dung basiert auf dem Gibrat’schen Gesetz bzw. dem Gesetz vom proportionalen Ef-
fekt, wonach beispielsweise im Hinblick auf Einkommensungleichheit relative Ein-
kommensunterschiede auf stochastisch unabhängige Zufallseinflüsse zurückzufüh-
ren sind. Für das Einkommen y(i) eines Individuums i gilt dann, dass

y(i) = ȳ (ε1× ε2 · · ·× εm) = ȳ Πm
j=1ε j (34)

wobei ε j für j = 1, . . . ,m jeweils stochastisch unabhängige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen sind, deren Realisationen letztlich das Individualeinkommen bestim-
men und ȳ eine für alle Individuen identische Einkommenskomponente darstellt.
Wird (34) logarithmiert, ergibt sich:

ln y(i) = ln ȳ+
m

∑
j=1

ln ε j (35)

Wird nun unterstellt, dass die logarithmierten Zufallsvariablen ln ε j jeweils
den Erwartungswert µε, j und die Varianz σ2

ε, j aufweisen, dann ist der Ausdruck

∑m
j=1 ln ε j dem zentralen Grenzwertsatz folgend approximativ normalverteilt, so dass

∑m
j=1 ε j ∼N (µε, σ2

ε). Folglich ist ln y(i) ebenfalls approximativ normalverteilt bzw. die
Einkommen sind approximativ lognormalverteilt:

y(i) ∼ LN(µ, σ2) ,

wobei µ= ȳ+µε und σ2 = σ2
ε gilt.

Der Erwartungswert einer gemäß (33) lognormalverteilten Zufallsvariablen er-
gibt sich als:

E[y] = exp
(
µ+ σ2/2

)
(36)
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Abbildung 11: Dichtefunktion der Lognormalverteilung LN(2,0.5)
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Für den Logarithmus des Erwartungswertes ln E[y] gilt demnach lnE[y] = µ+

σ2/2. Für die Varianz Var[y] gilt:

Var[y] = E[y]2
(
exp(σ2)−1

)
(37)

Im Fall einer Lognormalverteilung können einige der bisher diskutieren Un-
gleichheitsmaße recht einfach berechnet werden. Zwar werden die Normalvertei-
lung bzw. die Lognormalverteilung durch zwei Parameter — µ und σ2 — vollständig
charakterisiert, jedoch zeigt sich, dass nur der Parameter σ2 für die Ungleichheits-
messung relevant ist. Zur einfacheren Darstellung wird zunächst die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung N (0,1) definiert:

Φ(z) =

Z z

−∞

1√
2π

exp
(
y2) dy

Sofern lny∼ LN(µ, σ2) gilt, ergibt sich die Lorenzkurve gemäß (10) als:

L(p) = Φ
(
Φ−1(p)−σ2) , p∈ (0,1) (38)

Aus (38) folgt dann unmittelbar, dass ausschließlich der Parameter σ2 der lognor-
malverteilung ausschlaggebend für die Gestalt der Lorenzkurve ist. Lorenzkurven
von Lognormalverteilungen können sich daher niemals schneiden und Lorenzdo-
minanz einer Lognormalverteilung LN(µ1,σ2

1) gegenüber der Lognormalverteilung
LN(µ2,σ2

2) liegt dann und nur dann vor, wenn σ2
1 < σ2

2 gilt.
Für den Gini–Koeffizienten einer Lognormalverteilung LN(µ,σ2) gilt:

G(LN(µ,σ2)) = 2Φ
(

σ/
√

2
)

−1 (39)

Der Gini–Koeffizient ist daher eine monoton wachsende Funktion der Varianz
σ2. Aus (39) folgt zudem, dass sich der Gini–Koeffizient einer Lognormalverteilung
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Abbildung 12: Gini–Koeffizient der Lognormalverteilung
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LN(µ,σ) grafisch als das Zweifache der Fläche unter der Dichtefunktion einer Stan-
dardnormalverteilung zwischen 0 und σ/

√
2 ergibt. Abbildung 12 veranschaulicht

dies für den Fall von Lognormalverteilungen LN(µ, σ2) mit σ2 = 4.
Da sich empirische Einkommens- und Vermögensverteilungen gut durch Lognor-

malverteilungen approximieren lassen und, wie sich herausgestellt hat, lediglich der
Parameter σ2 dieser Verteilung für die Ungleichheitsmessung relevant ist, wäre da-
mit letztlich sogar noch ein weiteres Ungleichheitsmaß gefunden. Die Varianz der
logarithmierten Einkommen Var[lny] kann als Schätzwert für σ2 und damit auch als
Ungleichheitsmaß verwendet werden. Unter der Annahme der Lognormalverteilung
handelt sich bei diesem Maß dann wie (39) zeigt, um eine monotone Transformation
des Gini–Koeffizienten.

8.3 Die Pareto–Verteilung

Die Pareto–Verteilung wurde von dem italienischen Ökonomen Vilfredo Pareto zur
Beschreibung von Vermögensverteilungen verwendet. Insbesondere der obere Rand
von Einkommens- oder Vermögensverteilungen lässt sich mit Hilfe dieser Verteilung
gut abbilden. Die Dichtefunktion einer Pareto–Verteilung mit den Parametern y0 > 0
und α > 1, P(y0,α) lautet:

f (y) =

{

0 y < y0

αyα
0 y−(α+1) y≥ y0

(40)

Abbildung 13 zeigt die Dichtefunktion einer Pareto–Verteilung P(1,2.5). Als Ver-
teilungsfunktion der Pareto–Verteilung P(y0,α) resultiert:
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Abbildung 13: Dichtefunktion einer Pareto-Verteilung mit α = 2.5, y0 = 1
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Da 1−F(y) den Anteil der Einkommensbezieher in der Pareto–Verteilung be-
zeichnet, deren Einkommen größer als y ist, gilt folglich ln(1−F(y)) = α ln y0+α ln y.
Wird der Anteil der Individuen an der Gesamtpopulation, deren Einkommen größer
als y ist, mit n(y) bezeichnet, ergibt sich demnach bei einer Pareto–Verteilung, dass:

ln n(y) = α ln y0 + α ln y (42)

Die in Logarithmen lineare Beziehung (42) kann nun zur Schätzung von α aus
Einkommens- oder Vermögensdaten verwendet werden. Hierbei zeigt sich dann üb-
licherweise, dass dieser lineare Zusammenhang für hohe Einkommens- bzw. Vermö-
genswerte eine gute Approximation darstellt, nicht jedoch für den gesamten Bereich
empirischer Verteilungen.

Tabelle 6 zeigt entsprechende Werte für den oberen Rand der Verteilung der
Markteinkommen in Deutschland im Jahr 2001. Abbildung 14 zeigt die aus diesen
Daten konstruierte Beziehung zwischen dem Logarithmus der Einkommen und dem
Logarithmus der Einkommensperzentile. Ein annähernd linearer Zusammenhang,
wie er in Gleichung (42) zum Ausdruck kommt, ist deutlich ersichtlich. Wird das
Steigungsmaß der Pareto–Geraden mittels der Methode der kleinsten Quadrate ge-
schätzt, ergibt sich in diesem Fall ein Schätzwert für den Parameter α von 1.76261.
Die in Abbildung 14 ebenfalls dargestellte geschätzte Gerade zeigt, dass der obere
Rand der Einkommensverteilung in der Tat gut durch die so genannte Pareto–Gerade
approximiert wird.

Für den Erwartungswert und die Varianz der Pareto–Verteilung P(y0,α) ergibt
sich:
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Tabelle 6: Markteinkommen y (in 1000 ¤), die von n(y)% der Einkommensbezieher

überschritten werden, in Deutschland 2001 (entnommen aus: Bach & Steiner (2007))

y 83 240 914 3811 14981 48152
n(y) 10 1 0.1 0.01 0.001 0.0001

Abbildung 14: Pareto–Gerade für die Einkommensverteilung in Deutschland
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Wie schon bei der Lognormalverteilung können auch bei der Pareto–Verteilung
die Lorenzkurve und der Gini–Koeffizient direkt aus der Verteilungsfunktion berech-
net werden. Für die Lorenzkurve folgt:

L(p) = 1− (1− p)1−1/α , 0≤ p≤ 1 (44)

Aus (44) folgt dann unmittelbar, dass sich Lorenzkurven der Pareto–Verteilung
für unterschiedliche α niemals schneiden können. Lorenzdominanz einer Pareto–
Verteilung P(y0,1,α1) gegenüber einer anderen Pareto–Verteilung P(y0,2,α2) ergibt
sich dann und nur dann, wenn α1 > α2 gilt.

Für den Gini–Koeffizienten einer Pareto–Verteilung P(y0 ,α) ergibt sich:

G(P(y0,α)) =
1

2α−1
(45)

Der Gini–Koeffizient hängt ebenfalls nicht vom Parameter y0 sondern nur vom
Parameter α ab und sinkt monoton mit steigendem α.
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9 Ausblick

Wie bereits eingangs erwähnt wurde, war es die Absicht der vorausgegangenen
Ausführungen, eine einführende Darstellung der grundlegenden Probleme, die im
Zusammenhang mit der Ungleichheitsmessung auftreten, zu geben und einige ge-
bräuchliche Methoden der Ungleichheitsmessung vorzustellen. Insgesamt ist hier
somit selbstverständlich kein umfassender Überblick über den Bereich der Ungleich-
heitsmessung gegeben worden. Insbesondere der Bereich der empirischen Ungleich-
heitsmessung mit den bei der empirischen Umsetzung der hier diskutierten Verfah-
ren auftretenden Probleme der Verfügbarkeit von Daten und der Abgrenzung des
Einkommens- und Vermögensbegriffs wurde hier nur nicht oder nur ansatzweise
erörtert. Von daher sei an dieser Stelle nochmals ausdrücklich auf die eingangs er-
wähnte Literatur verwiesen, in der unter anderem auch diese Aspekte dargestellt
werden.

Empirische Befunde zur Einkommens- und Vermögensverteilung in Deutschland
finden sich im bereits zitierten 2. Armuts- und Reichtumsbericht der Bundesregie-
rung aus dem Jahr 2002. Der aktuelle 3. Armuts- und Reichtumsbericht mit neueren
Befunden liegt inzwischen ebenfalls vor. Beide Berichte können von den Internetsei-
ten des Bundesministeriums für Arbeit und Soziales heruntergeladen werden. Dar-
über hinaus veröffentlicht beispielsweise auch das Deutsche Institut für Wirtschafts-
forschung regelmäßig Studien zur Einkommens- und Vermögensungleichheit und
zur Armutsentwicklung in Deutschland (vgl. z.B. Frick & Grabka (2008)).
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