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I EINLEITUNG 

1 Mikroökonometrie – Ökonometrie individuellen Verhaltens 

Ökonometrie

ökonomische
Theorie

Daten Methoden

 

Mikroökonometrie: 

� Mikroökonomische Theorie: 

z. B. Theorie des Haushalts, Theorie der Unternehmung, Individuelle Entscheidungen 

� Mikrodaten: 

Umfragen, Statistische Erhebungen: Mikrozensus, Einkommens- und Verbrauchsstich-

probe EVS, Sozio-ökonomisches Panel etc. 

� 'Mikro'-Makro-Methoden: 

Zwar vieles gleich aber seit den 70er Jahren liegen besondere Schwerpunkte auf: 'Discrete 

Choice'; 80er/90er-Jahre: Panelanalysen 

� Mikrosimulation: 

Für die Wirkungsanalyse wirtschafts- und sozialpolitischer und betrieblicher alternativer 

Politiken 

Econometrics 

In the first issue of Econometrica, the Econometric Society stated that 

� Its main object shall be to promote studies that aim at a unification of the theoretical-

quantitative and the empirical-quantitative approach to economic problems and that are 

penetrated by constructive and rigorous thinking similar to that which has come to domi-

nate the natural sciences. But there are several aspects of the quantitative approach to 

economics, and no single one of these aspects, taken by itself, should be confounded with 

econometrics. Thus, econometrics is by no means the same as economic statistics. Nor is 

it identical with what we call general economic theory, although a considerable portion of 

this theory has a definitely quantitative character. Nor should economics be taken as syn-

onymous [sic] with the application of mathematics to economics. Experience has shown 
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that each of these three view-points [sic], that of statistics, economic theory, and mathe-

matics, is a necessary, but not by itself a sufficient, condition for a real understanding of 

the quantitative relations in modern economic life. It is the unification of all three that is 

powerful. And it is this unification that constitutes econometrics. (Frisch 1933) 

� …econometrics may be defined as the quantitative analysis of actual economic phenom-

ena based on the concurrent development of the theory and observation, related by ap-

propriate methods of inference (Samuelson/Koopmans/Stone 1954, S. 141). 

� Econometrics may be defined as the social science in which the tools of economic theo-

ry, mathematics, and statistical inference are applied to the analysis of economic phenom-

ena (Goldberger 1964, S. 1). 

� Econometrics consists of an application of statistical methods to economic date (Maddala 

1977, S. 3). 

� Models play a major role in all econometric studies, whether theoretical or applied. In-

deed, defining econometrics as the branch of economics concerned with the empirical es-

timation of economic relationships, models, together with data, represent the basic ingre-

dients of any economic study. Typically, the theory of phenomena under investigation is 

developed into a model which is further refined into an econometric model (Intrilligator 

1983, S. 182). 

Mikroökonometrie 

Ökonometrie individuellen Verhaltens (Mikroeinheiten; Personen, Haushalte, Familien, Betriebe, 

Organisationen...)  

Die besondere Bedeutung der Mikroökonometrie innerhalb der empirischen Wirtschaftsfor-

schung wird unterstrichen durch die Verleihung des Nobelpreises 2000 an Daniel McFadden 

(‘discrete choice’) und James J. Heckman (‚selected samples’): 

 

 
 

Press Release - The 2000 Sveriges Riksbank (Bank of Sweden) Prize in Eco-
nomic Sciences in Memory of Alfred Nobel  
 
 

KUNGL. VETENSKAPSAKADEMIEN  
THE ROYAL SWEDISH ACADEMY OF SCIENCES 
 
 
October 11, 2000 
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The Royal Swedish Academy of Sciences has decided that the Bank of Sweden Prize in Economic 
Sciences in Memory of Alfred Nobel, 2000, will be shared between 
 
James J. Heckman 
University of Chicago, USA, and 
 
Daniel L. McFadden 
University of California, Berkeley, USA.  
 
In the field of microeconometrics, each of the laureates has developed theory and methods that are 
widely used in the statistical analysis of individual and household behavior, within economics as well as 
other social sciences.  
 
Citation of the Academy:  
"to James Heckman for his development of theory and methods for analyzing selective samples and to 
Daniel McFadden for his development of theory and methods for analyzing discrete choice. " 
 
Microeconometrics - on the boundary between economics and statistics - is a methodology for study-
ing micro data, i.e., economic information about large groups of individuals, households, or firms. 
Greater availability of micro data and increasingly powerful computers have enabled empirical studies 
of many new issues. For example, what determines whether an individual decides to work and, if so, 
how many hours? How do economic incentives affect choices of education, occupation, and place of 
residence? What are the effects of different educational programs on income and employment? James 
Heckman and Daniel McFadden have resolved fundamental problems that arise in the statistical anal-
ysis of micro data. The methods they have developed have solid foundations in economic theory, but 
have evolved in close interplay with applied research on important social problems. They are now 
standard tools, not only among economists but also among other social scientists.  
 
Available micro data often entail selective samples. Data on wages, for instance, cannot be sampled 
randomly if only individuals with certain characteristics - unobservable to the researcher - choose to 
work or engage in education. If such selection is not taken into account, statistical estimation of eco-
nomic relationships yields biased results. Heckman has developed statistical methods of handling se-
lective samples in an appropriate way. He has also proposed tools for solving closely related problems 
with individual differences unobserved by the researcher; such problems are common, e.g. when eval-
uating social programs or estimating how the duration of unemployment affects chances of getting a 
job. Heckman is also a leader of applied research in these areas. 
 
Micro data often reflect discrete choice. For instance, data regarding individuals' occupation or place 
of residence reflect choices they have made among a limited number of alternatives. Prior to McFad-
den's contributions, empirical studies of such choices lacked a foundation in economic theory. Evolving 
from a new theory of discrete choice, the statistical methods developed by McFadden have trans-
formed empirical research. His methods are readily applicable. For example, they prevail in models of 
transports and are used to evaluate changes in communication systems. Examples of McFadden's 
extensive applications of his own methods include the design of the San Francisco BART system, as 
well as investments in phone service and housing for the elderly.  
 

*** 
James J. Heckman (US citizen), 56, was born in Chicago, IL in 1944. Since 1995 he is the Henry 
Schultz Distinguished Service Professor of Economics at the University of Chicago.  
 
Daniel L. McFadden (US citizen), 63, was born in Raleigh, NC in 1937. Since 1990 he holds the E. 
Morris Cox Chair in Economics at the University of California, Berkeley. 
 
The Prize amount, SEK 9 million, will be shared equally between the Laureates. 
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Nobelpreis 2000 an James J. Heckman und Daniel McFadden (Mikroökonometrie: discrete choice, selec-

ted samples) 
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Beispiel Mikroökonometrie:  

Die Ausgaben privater Haushalte – Ein mikroökonometrisches Modell für die Bundesrepublik 

Deutschland (Merz 1980) 

Mikrotheorie: Theorie des Haushalts, Individuelle Konsumausgaben 

Nutzenmaximierung unter Budgetbeschränkung 

( )1,..., ( ) max! . .i im i i i iu x x u x s t p x y= = ⋅ =  

Ergebnis: optimale Allokation der Ausgaben auf den Kauf der optimalen Gütermengen 

( )sypfxpv iijijij ,,==  

ijv  = Ausgaben,    ip  = Preisvektor, 

ijp  = Preise, y = Einkommen,   ijx  = Mengen,  

s = Sozioökonomische Charakteristika,  j = (1,...,m) Gütergruppen, 

i = (1,...,n) Individuen (Haushalte) 

Komplette Nachfragesysteme: LES, ELES, FELES1, FELES2 

LES: Linear Expenditure System (Stone 1954) 

( ) ( ) tionNutzenfunkGeary  Stone      max!log,...,
1

1 =−=∑
=

jj

m

j
jimi xxxu γβ  

s.t. iii yxp =  

Die Nutzenoptimierung unter der Budgetrestriktion führt zu den optimalen Allokationsgleichun-

gen 

� �

supernumerary income
                m

k=1
Mindestverbrauch marginale Budgetanteile
'basic consumption'

' e income'

ij ij ij j j j i k k

Mindestausgaben
subsistenc

v p x p y pγ β γ

 
 
 
 = = + −
 
 
 
 

∑
���������

 

LES-Erweiterungen: Extended Linear Expenditure System (ELES, Lluch 1973) und Functional-

ized Extended Linear Expenditure System (FELES, Merz 1983) 

FELES 1, 2: Functionalized Extended Linear Expenditure System (Merz 1983) 

FELES 1: funktionalisierte Minimalausgaben: 

( )., etcsfij =∗γ  
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FELES2: funktionalisierte partielle marginale Konsumquoten: 

( )., etcsfij =∗β  

Mikrodaten: 

EVS '69 mit 47.000 Haushalten (Mikrodatensätzen) 

Mikroökonometrie: 

Wie Ausgaben modellieren, die 

� nicht von jedem Individuum (Haushalt) getätigt werden in einer Periode (Querschnitt) 

z. B. Kauf dauerhafter Konsumgüter: Auto, Kühlschrank etc. 

� bzw. nicht in jedem Jahr eines individuellen Längsschnittes getätigt werden. 

Antwort: 

Diskrete Entscheidungsmodelle: LOGIT, PROBIT, TOBIT, MULTINOMIALES LOGIT etc. 

Zweistufiges Ausgabenmodell (Merz 1980) 

1. Stufe: Ausgaben dauerhafter Konsumgüter (LOGIT, TOBIT) 

2. Stufe: Ausgaben für Verbrauchsgüter (FELES, Systemschätzung) 
 

Neben demographischen und rein ökonomischen Erklärungsfaktoren wurden sozioökonomische 

Größen zur Erklärung individuellen Verhaltens herangezogen 

Insgesamt interessante Ergebnisse: z. T. Sozioökonomische Variablen bedeutender als Preise und 

Einkommen. 

 

2 Modelle mit diskreten abhängigen Variablen: 
'Discrete Choice' und 'Limited Dependent Variables (LDV)' 

Diskrete abhängige Variable, qualitativ abhängige Variable 

linke Seite einer Gleichung (LHS=left hand side) xbay ⋅+=  

� ...ist dichotom: 0,1 

� ...ist polytom: 0,1,2,3 ('Zähldaten') 

Binäre Entscheidungsmodelle (Kapitel II)   LOGIT, PROBIT etc. 

Multiple Entscheidungsmodelle (Kapitel III)  MNL, Nested, 'ordered response', Poisson, 

        simultane Modelle) 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 7/204 

Begrenzt abhängige Variable (Limited Dependent Variables, LDV, Kapitel IV) 

linke Seite einer Gleichung xbay ⋅+=  ist nur größer (kleiner) als ein Schwellenwert (z.B. 

0>y ). Modelle mit begrenzt abhängigen Variablen (LDV): TOBIT, zweistufiges Heckman-

Modell, Modell von Lee (⇒ erst Selektion, dann Ausprägung). 

Qualitative Response Models (QRM): Discrete Choice- und LDV-Modelle 

Zurückgehend auf Ansätze der Biologie, Medizin gefolgt von der Psychologie und der Soziologie 

(z.B. Berkson 1944). Anwendungen in der Ökonomie seit den 70er Jahren mit zunehmender Ver-

fügbarkeit von Mikrodaten. 

Zentrale neuere Lehrbuch-Literatur: Greene 2008a,b, Long 1997, Long und Freese 2006, 

Wooldridge 2006 Chapter 17, Agresti 2007, Winkelmann und Boes 2009, Cameron und 

Trivedi 2005, Cameron and Trivedi 2010 (with Stata), Gourieroux 2000, Hagenaars 1990 

Literatur in deutsch: Tutz 2000, Ronning 1991 

Originaltexte: McFadden 1974, 1976, 1985, Mansky und McFadden 1981, Amemiya 1981, Mad-

dala 1983 

3 Anwendungsfälle und Beispiele 

Charakteristika: Es gibt eine endliche Anzahl von Alternativen, die zu erklärenden Entschei-

dungen sind diskreter Natur 

� Kauf oder Nichtkauf: 0,1 (Konsumtheorie) 

� Studieren oder nicht 

� Arbeitsangebot/Erwerbstätigkeit: Arbeit anbieten oder nicht (0,1) 

� Arbeitszeit: 'hours' ≥ 0 

� Arbeitslosigkeit: ja/nein, Dauer: positiv stetig (LDV) 

� Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter: positiv stetig 

� Entscheidungen für mehrere Alternativen: polytom (nominal) 

� Produktwerbung: polytom, geordnet (ordinal) 

� Zeitallokation: Markt- und nichtmarktmäßige Aktivitäten: simultane Entscheidungen und 
simultane Ausprägung (multiple jobs + multiple hours) 

� Wohnungsmarkt, Hausbau (ja/nein) 

� Transport: Öffentliche Verkehrsmittel oder nicht 

� Renteneintritt: ja/nein 

� Gewerkschaftsmitgliedschaft ja/nein 

� Aktienkauf/-verkauf 

� Portfolioentscheidungen 

Dummy dependent variables: 

� How do high school students decide whether to go to college? 

� What distinguishes PEPSI drinkers from COKE drinkers? 
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� How can we convince people to commute using public transportation instead of driving?’ 

 

Ungeordnete Alternativen: Transportmodi (Auto; y=1; Bus: y=2; Bahn: y=3 …) 

Geordnete Alternativen: Einkommensklassen, Marketing Präferenzen 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 9/204 

II BINÄRE ENTSCHEIDUNGSMODELLE 

1 Struktur binärer Entscheidungsmodelle 

y ist eine binäre Variable, die den Wert 1 bei der Wahl einer bestimmten Option oder Eintritt 

eines Ereignisses oder, wenn nicht, den Wert 0 annimmt. Binäre Entscheidungsmodelle können 

durch drei Ansätze erklärt werden: als binäres Regresionsmodell, als latentes Regressions-Index 

Funktionsmodell, oder als stochastisches Nutzenmaximierungsmodell (Random Utility Maxi-

mization, RUM). Alle drei Ansätze haben einen gemeinsamen Kern: die Bestimmung der Wahr-

scheinlichkeit für einen Ereigniseintritt.   

1.1 Binärer Regressionsansatz  

Analog der Vorgehensweise im klassischen linearen Regressionsmodell wird im binären Regressi-

onsansatz ein ökonometrisches, stochastisches Modell für binäre Entscheidungsmodelle formu-

liert:  

[ ] [ ]( )
[ ]

i i i i

i i i

y E y y E y

y E y ε

= + −

= +
 

Der Erwartungswert der binären iy  ist 

[ ] ( )
[ ] ( ) [ ] ( )
[ ]
( ) ( )

1 1 0 0

1 1

i i ii

i i i i

i

i i

E y y f x

P y y P y y

P y

P x F xβ β

=

= = ⋅ = + = ⋅ =

= = ⋅

= =

∑

 

wobei 1 1 ...i i K iKx x xβ β β= + + . Damit lautet der allgemeine binäre Regressionsansatz für das 

binäre Entscheidungsmodell 

( ) ( )( ) .β β ε= = +i i i i iE y F x bzw y F x  

wobei ( )βiF x eine Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion ist (cdf). Je nach konkretem Funk-

tionstyp ( )βiF x werden wir alternative binäre Entscheidungsmodelle haben. 

1.2 Latentes Regressions-Index Funktionsmodell 

In dem Index Funktionsmodell ist der Entscheidungsprozess – das Abwägen der Kosten und 

Nutzen z.B. ein Auto zu kaufen –, der dann schließlich zu einem beobachtbaren Ereignis führt, 

nicht beobachtbar, also latent. Wenn ein bestimmter Schwellenwert (‚threshold’)  – ein An-

spruchsniveau, ein Nutzenniveau etc. –  dann überschritten ist, ist die Entscheidung gefallen und 

der Ereigniseintritt beobachtbar. 
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Latentes Regressions-Index Funktionsmodell 

*y  nicht beobachtbar, latent (z. B. Anspruchsniveau für Arbeitsaufnahme)  

y  beobachtet, eine von zwei Möglichkeiten (gekauft oder nicht, 'work or not')  

)(ix  Einflussgrößen, Vektor 0( ,..., )kx x   

β   Parametervektor 0( ,..., )kβ β  zu schätzen  

( )iε  Störgröße, Residuum 

Die latente Variable *y  wird als Regressionsmodell formuliert, überschreitet sie eine Schwelle, 

können wir das Ereignis 1=y  beobachten: 

εβ +=∗ xy  

*1 falls ( 0) /

0 sonst

y a Anspruchs Nutzenniveau
y

 > = −
= 


 

mit Individualdaten ( )1, ,i n= … : 

i1 falls   y
(a ist Schwellenwert, "threshold")

0 sonst           

i i i

i

y x

a
y

β ε∗

∗

= +

 >
= 


 

 

  

       Latentes Index Funktionsmodell (Long und Freese 1997, S. 41) 
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Wahrscheinlichkeit für einen Ereigniseintritt  

Die Wahrscheinlichkeit für einen Ereigniseintritt aus dem Index Funktionsmodell 

[ ] [ ]

[ ]

*1 0

0

1 ( )

( ) ( ) .

i i

i i i i

i

i i i i

P y P y

P x P x

F x

P x F x falls f x symmetrisch ist

β ε ε β
β

ε β β β

   = = >   

= + > = > −

= − −

= < =

 

[ ]*1 0 ( )i i i i iP y P y P x F xε β β   = = > = < =     ist also die Wahrscheinlichkeit dafür, höchstens 

ix β  zu sein, also eine Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion ( )iF x β  (cdf: cumulative distri-

bution function). 

Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Ereignis nicht eintritt: 

[ ] [ ]0 1 1 1 1 ( ) = = − = = − < = − i i i i iP y P y P x F xε β β  . 

Die 0,1 y-Werte sind Realisationen eines binomialen Prozesses mit der Wahrscheinlichkeit 

1 ( )i iP y F x β = =  , die sich von Zug (‚trial’) um Zug in Abhängigkeit von ix  ändert. 

Beispiel: 

*y  = Anspruchsniveau, Nutzenschätzung eines Arbeitsplatzes, propensity to work 

Wenn *y  größer als ein Schwellenwert a ist (Mindestanforderung an Arbeitsplatz), dann Arbeits-

aufnahme (y = 1). 

 

1.3 RUM: Random Utility Model  

Die nutzentheoretische Fundierung des diskreten Entscheidungsmodells, das RUM-Modell geht 

auf McFadden 1976, 1985 zurück. Anwendungen im Transportwesen (‘urban travel demand’: 

Domencich und McFadden 1975; einen Überblick gibt z.B. Amemiya 1981. 

Im stochastischen Nutzenmodell wird jeder diskreten Alternative ein Nutzenindex zugeordnet. 

Ein rationaler Entscheider wählt nun die Alternative, die ihm den höchsten Nutzen stiftet. Haben 

wir zwei Alternativen, z.B. ein Haus zu mieten oder es zu kaufen, mit als nicht beobachtbaren 

Nutzen der Miete und der des Kaufs. Beobachtet wird die Wahl, die den größten Nutzen er-

bringt, aber nicht die unbeobachtbaren Nutzen. Der entsprechende Indikator (Indexfunktion) ist 

dann 1 wenn 1 2u u> und 0, wenn 1 2u u≤ , wenn also die Wahl bspw. auf die Miete fällt.  

Stochastische Nutzenspezifikation 

1 1 1 2 2 2β ε β ε= + = +i i i i i iu x u x  
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Wird also die Alternative 1 mit 1i 2iu u>  gewählt, beobachten wir yi=1 und yi=0 sonst und wir 

erhalten für das binäre Entscheidungsproblem 

[ ]
[ ]

i 1i 2i

1 1 2 2

1 2 1 2

Prob(y 1| ) Prob(u u )

= Prob( >0 | )

= Prob( ( ) >0 | )

= Prob( >0 | )

1 ( )

( ) ( )

i

i i i i i

i i i i

i i i

i i i

i i i i

x

x x x

x x

x x

P x F x

P x F x falls f x symmetrisch ist

β ε β ε
β β ε ε

β ε

ε β β

ε β β β

= = >
+ − −
− + −

+

= > − = − −

= < =

 

also den bekannten Ansatz einer binären Regression bzw. des Index Funktionsmodells mit Diffe-

renzen in Bezug auf eine Basisalternative (hier Kauf des Hauses). 

Wird für die Fehler 1iε und 2iε und damit auch für 1 2i i iε ε ε= − eine Normalverteilung angenom-

men, dann ergibt sich nach Standardisierung der Varianz auf 1 das PROBIT Modell mit ( )iF x β  

als standardnormale Verteilungsfunktion (cdf). 

Wird für iε  eine Typ I  Extremwertverteilung mit ( ) exp( )iF x e εβ −= −  angenommen, dann 

ergibt sich das LOGIT Model. 

Die Nutzendifferenz ist eine kontinuierliche Zufallsvariable, die auch als latente Größe im Index 

Funktionsmodell interpretiert werden kann, die, wenn sie über einen Schwellenwert hinausgeht, 

über die Indexfunktion den Eintritt eines beobachtbaren Ereignisses j bestimmt. Die dahinter 

liegenden Nutzenkomponenten sind nicht direkt beobachtbar. 

Damit steht in allen drei Erklärungsansätzen die Wahrscheinlichkeit eines Ereigniseintritts 

iProb(y 1) ( )β= = iF x im Zentrum. 

Zusammenfassend kann das binäre Entscheidungsmodell also aus drei Perspektiven entwickelt 

und erklärt werden: dem  

• binären Regressionsmodell,  

• Index Funktionsmodell, 

• stochastischen Nutzenmodell RUM 

mit 
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Binäres Entscheidungsmodell – Alternative Erklärungsansätze 
 

Binares Regressionsmdell 

[ ]
[ ] [ ] ( ) [ ] ( )

[ ]
( )

0,1

1 1 0 0

1 1

( )

( ) 0,1

ε

β β
β ε

= + =

= = ⋅ = + = ⋅ =

= = ⋅

= =

= + =

i i i i

i i i i i

i

i i

i i i i

y E y y

E y P y y P y y

P y

P x F x

y F x y

 

 

Index Funktionsmodell 

[ ]* *
i i

i

 ist Zufallsterm (E 0)

1 falls   y
(a als Anspruchsniveau, "threshold")

0 sonst           

β ε ε ε
∗

= + = =

 >
= 


i i i i

i

y x y latent

a
y

 

 

Wahrscheinlichkeit für den Ereigniseintritt 

[ ] [ ]
[ ]

*1 0

0 1 ( )

( ) ( ) .

β ε ε β β

ε β β β

   = = >   

= + > = > − = − −

= < =

i i

i i i i i

i i i i

P y P y

P x P x F x

P x F x falls f x symmetrisch ist

 

 

RUM: Random Utility Model 

1 1 1 2 2 2β ε β ε= + = +i i i i i iu x u x  

[ ]
[ ]

i 1i 2i

1 1 2 2

1 2 1 2

Prob(y 1| ) Prob(u u )

= Prob( >0 | )

= Prob( ( ) >0 | )

= Prob( >0 | )

1 ( )

( ) ( )

β ε β ε
β β ε ε

β ε

ε β β

ε β β β

= = >
+ − −
− + −

+

= > − = − −

= < =

i

i i i i i

i i i i

i i i

i i i

i i i i

x

x x x

x x

x x

P x F x

P x F x falls f x symmetrischist
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2 Alternative Modelle 

2.1 Das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell: LP 

Die wohl einfachste Annahme ist, für F die Identitätsfunktion I anzunehmen: 

( ) ( )i i iF x I x xβ β β= = . Damit ergibt sich das Lineare Wahrscheinlichkeitsmodell LP mit 

[ ]i i( ) ( ) mit  als Zufallsvariable und E 0i i i i i i iy F x I x xβ ε β ε β ε ε ε= + = + = + =  

Das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell entspricht damit dem bekannten klassischen linearen Re-

gressionsansatz mit iε ∼ ( )20,N σ ; es wäre schön, alle Resultate davon übertragen zu können. 

Aber: 

1. Verteilung von ( iε  ix ) ist nicht 'normal'  

Bei geg. ix  hat iε  keine stetige und normale, sondern eine diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion 

mit nur zwei Ausprägungen; da i i iy x β ε= + nur zwei Werte (0,1) annehmen kann, kann iε auch 

nur zwei Werte annehmen: 

1 (1 )

0 ( )

i i i

i i i

i i i

y x mit

x x oder

x x

β ε
β β
β β

= +
= + −
= + −

 

 

iy  iε  ( )iP ε  

1 βix−1  βii xP =  

0 βix−  βii xP −=− 11  

z.B.: ist für (0,1)i i iy x β ε= +  der deterministische Teil ix β = 13, dann ist für  

( 1) 13 (1 13)y = = + −  der Fehlerterm 1 13iε = −  und für  

( 0) 13 ( 13)y = = + −  der Fehlerterm 13ε = −i , also nur zweiwertig möglich. 

Daraus folgt: Konventionelle Standardfehler, t-Werte, 2
R  etc. sind verzerrt. 
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2. ‚Wahrscheinlichkeit’ kann außerhalb des Intervalls (0 1)P≤ ≤ liegen 

[ ] ( )
( ) ( )( )1 1

0

i
i i i

i i i i

i i i i i i

i i

E f

x P x P

P x P x x P

P x

ε
ε ε ε

β β
β β β
β

=

= − + − −

= − − +
= − =

∑

 

[ ] 0iE ε =  also nur dann, wenn i iP x β= . Wenn also nicht 0 1ix β≤ ≤ , dann wäre eine Wahrschein-

lichkeit kleiner Null oder größer 1 gegeben, was aber offensichtlich der Intention 0 1iP≤ ≤ wider-

spricht. 

iε  ist dichotom: 

1x

1

0 x

*
1y x β=

1 11 xε β= −

ŷ*

ŷ

y

y

 

und nicht stetig wie im klassischen linearen Regressionsmodell (CLR): 

1x

1

0 x

ŷ*

ŷ

y

y

iε




 

3. Vorhersagen ˆ
î iP x β=  können ebenso außerhalb des Intervalls [0,1] liegen. 

Vorhersagen ˆ
î iP x β=  können ebenso außerhalb des Intervalls [0,1] liegen wegen Beschränkung 

auf [0,1] mit 


 >

=
0<ˆ   wenn x0

1ˆ  wenn  x1
ˆ

i

i

β
β

ip  ; führt zu 'Knicken' und Verzerrungen. 

ε1=1-x1β 

ε1=-x1β 
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b b

1

( )βii xx ,  

4. Störterme sind heteroskedastisch. 





−
−

=
                           

ich veränderl      x1 i

β
β

ε
i

i

i x

x
 

Allgemein ist die Varianz von iε  

[ ] [ ]( )
[ ]( ) ( )

( ) ( ) [ ]

2

2

2

                   

            diskret

 0

i

i

i i i

i i i i

i i i

Var E E

E f

f E

ε

ε

ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε

 = −
 

= −

= =

∑

∑

 

Im linearen Wahrscheinlichkeitsmodell LP ist die Varianz von iε  mit den zwei Ausprägungen 

von iε  

[ ]

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

2
2 2 2

1 2
1

2 2

2 2

2

2 2

. ( 0) ( ) (1 )

1 1

1 1

1 1

1 2

1

1       

i ji ji i i i i
j

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i i

i i

i i

spez Var f P P

x P x P

x x x x

x x x x

x x x x x

x x

P P

ε ε ε ε ε

β β

β β β β

β β β β

β β β β β

β β

=

= − = + −

= − ⋅ + − ⋅ −

= − ⋅ + ⋅ −

 = − + ⋅ −
 

 = − + + −
 

= −

= − ⋅

∑

 

damit ist wegen ( )i if xε = mit seiner Abhängigkeit von jeder Beobachtung i die var( )iε  nicht 

gleich bleibend für alle i, homoskedastisch, sondern veränderlich mit ix   

⇒ LP ist heteroskedastisch; damit sind die OLS (MKQ)-Resultate nicht effizient.  

Insgesamt: das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell LP ist also nicht adäquat. 

 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 17/204 

Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell LP  

                  [ ]

[ 1] ( )

0  0

1 ( )  0 1

1  1

i i i i i

i

i i i i

i

i i i

y P y F x

wenn x

P y I x x wenn x

wenn x

y x

ε β ε
β

β β β
β

β ε

= = + = +

≤
= = = < <
 ≥

= +

 

 

Dichte- und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung 

mit gleichverteilter Dichtefunktion und linearer Verteilungsfunktion: 

         ( )if ε       ( ) ββ iii xxFP ==  

−b −bb b0 0

0,5

1

 

 

Schätzung: zweistufiger 'weighted least squares' (WLS) Ansatz (effizienter als OLS) 

1. Stufe ( )ˆ ˆˆ 1i i i iOLS P Schätzung P Pσ→ → = −  

2. Stufe ( ) ( ) ∗+= iiiii xyvonOLS εβσσ ˆ/ˆ/  

Zwar asymptotisch effizient aber: 

� was ist zu tun, wenn îP  außerhalb [0,1]? ( )ˆ 0iσ =  

� sensitiver in der Spezifikation als OLS 

⇒ auch durch modifizierte Schätzung: die Schwächen in der Spezifikation sind nicht behebbar. 

Für eine ausführliche Diskussion und Reinterpretation des linearen Wahrscheinlichkeitsmodells, 

vgl. Aldrich, J. und F. Nelson 1984, Linear Probability, Logit and Probit Models, Beverly Hills, 

Calif.: Sage  
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2.2 Nichtlineare Transformation I: LOGIT 

Allgemeiner Ansatz: 

( ) 0,1i i i iy F x yβ ε= + =  

Im linearen Wahrscheinlichkeitsmodell war ( ) ( )i i iF x I x xβ β β= =  ⇔  iii xy εβ += . 

Frage: wie sieht das Modell bei anderen Verteilungen ( ) [ 1]i iF x P yβ = =  aus? 

Da die Verteilung von ε i  im linearen Wahrscheinlichkeitsmodell zu nicht wünschenswerten Er-

gebnissen führt, werden für iε  und damit auch für ( )iF x β  andere Verteilungen angenommen; 

besonders bedeutend sind die logistische Verteilung und die Normalverteilung: 

� logistisch verteilt  ⇒ LOGIT 

� normalverteilt   ⇒ PROBIT. 
 

LOGIT-Modell: Logistische Verteilung 

Dichtefunktion (pdf)  ( )
( )2

f
1

i

i
i

e

e
µ ε

µ εµε
− ⋅

− ⋅⋅
=

+
 

Verteilungsfunktion (cdf) ( ) 1
F ( )    >0, <

1 1

i

i ii i i

e

e e

µ ε

µ ε µ εε ε µ ε
⋅

− ⋅ ⋅= Λ = = − ∞ < ∞
+ +

 

Logistische Dichte- und Verteilungsfunktion 

Logistische Dichtefunktion (pdf)   Logistische Verteilungsfunktion (cdf) 

( )
( )2

1

i

i

ef
e

ε
ε

ε

−
=

−+
    ( ) ( )1/ 1 ix

iF x e ββ −= +  

1

0,5

00 ix β 

 

Ist nun im allgemeinen Ansatz des 'latenten Modells' 
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i
1 falls y

0 sonst

i

i

x a
y

β ε∗ = + >
=




 

ε logistisch verteilt mit ( ) 0E ε =  und ( ) 2 / 3Var ε π= , dann ist auch die Zufallsvariable i i iy x β ε∗ = +  

logistisch verteilt, und mit 

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

[ ]
( )

( )

i

1 ( 1) 0 ( 0) 1 1   ist

1 [ ]

exp

1 1 exp

1
 = ( )          Normierung allg. mit =1

1

i

i

i

i i i i i i i

i i

x
i

x
i

x

E y P y y P y y P y F x

P y P x

xe

e x

x
e

β

β

β

β

ε β

β
β

β µ− ⋅

= = = + = = = = =

= = <

= =
+ +

= Λ
+

 

Simple Umformungen ergibt die Beziehung zwischen Argument ( )ix β und Funktion ( )ix βΛ  

[ ]

( )
1

1

1

(1 )

1

log             log=logarithmus naturalis (ln)
1

i

i

i i

i i i

i

x

i x

x x
i

x x x
i i i

xi

i

i
i

i

e
P y

e

P e e

P e Pe e P

P
e

P

P
x

P

β

β

β β

β β β

β

β

= =
+

+ =

= − = −

=
−

→ =
−

 

LOGIT Transformation 

 [ ] ( )
( )i

exp
1 (x ) =

1 exp1

i

i

x
i

i x
i

xe
P y

xe

β

β

β
β

β
= = Λ =

++
=

1
 

1 ixe β− ⋅+
 

 1logit( ) ( ) log
1

i
i i i

i

P
P P x

P
β−= Λ = =

−
 

Damit ergibt sich ein Schätzansatz 

( )2log                               z.B.  N 0,
1

i
i i

i

P
x

P
εβ ε ε σ = +  −

, 

der sich im Gegensatz zum linearen Wahrscheinlichkeitsmodell dort mit ( )1  0i iy oder x β ε= = +  

(dortε eben nicht ( )2N 0, εσ ) jetzt adäquater mit OLS schätzen lässt.  

„LOGIT and PROBIT cannot be estimated using the usual least squares and weighted least 

squares techniques… Without grouping the data, we can not possibly form the empirical proba-

bilities as the number of successes divided by the number of trials. Each observation represents 0 
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and 1 outcome of a single (Bernoulli) trial. Nor can we construct the empirical logits and probits 

from the sample data“ (Powers und Xie (2000, S. 61). 

Odds: Das Chancenverhältnis O= P/(1-P) wird auch 'odds' genannt. Odds (O) sind relative 

Risiken und werden zur Darstellung von Häufigkeiten (frequencies) resp. Wahrscheinlichkeiten 

in log-linearen Modellen oft verwendet und sind allgemein das Verhältnis der Häufigkeit einer 

Variablenausprägung zu einer anderen.  

Interpretation: Bei P=0,80% korrespondiert eine Chance von 4 (0,8/0,2), dass das Ereignis y=1 

eintritt; P für y=1 ist viermal höher als für den Nichteintritt. Odds entsprechen Wettquoten. 

Wegen ( 1) /(1 ); (1 ) ; ; (1 )i i i i i i ix x x x x x xP y e e P e e P e Pe P e Pβ β β β β β β= = + + = = − = −  gilt 

 ixP(y=1)
= e

1-P(y=1)
β . 

Der Odds-Faktor einer erklärenden Variablen ist der antilog zu βk , also βke ; d.h. bei einer Ände-

rung von xk um δ Einheiten verändern sich die Odds (der linken Seite) um den Faktor keβ δ .  

Wäre 0,1kβ = , dann wird mit einer Erhöhung von kx  um eine Einheit das ursptüngliche Odds-

Verhältnis ehöht durch die Multiplikation mit 0,1 1,105e ≃ . Das entspricht einer proportionalen 

Erhöhung von 0,105 der ursprünglichen Odds; die relative Wahrscheinlichkeit des 1y =  Ereignis-

ses hat sich um 10,5 % erhöht. 

kβ  ist zugleich eine Semi-Elastizität: für sehr kleine kβ ist 1k

keβ β− ≃ . 

Odds ratio: Die odds ratio misst den Einfluss auf die odds einer Steigerung um eine Einheit in 

nur einer unabhängigen Variablen 

1 0Odds ratio=odds /odds  

Mit 1odds bei gegebener Steigerung, 0odds vor der Steigerung. Die odds ratio gibt also eine pro-

zentuale Änderung der odds bezogen auf die Ausgangssituation an.  

Sei xj eine dummy Variable, dann gilt 

1

1

β=
> =
< =

j jx
odds ratio e

positiver Effekt

negativer Effekt

 

Mehr zur Interpretation der Parameter log-linearer Modelle bspw. in Alba 1988, Long 1997, 79ff, 

Anderson et al. 2010 oder Cameron und Trivedi 2005, 470. 
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Beispiel Odds 

Wenn 100 Personen einen bestimmten Autotyp kaufen und 25 ihn nicht kaufen, dann ist mit 

O=100/25=4 die Anzahl der Käufer viermal so groß wie die der Nichtkäufer.  

Mit P=100/125=0,80 sind von allen 125 hergestellten Autos 80% verkauft. 

Würde eine Schätzgleichung anzeigen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Autokaufs aus 

( )
log 0,693

1 ( )
i

i

P Kauf
SEX

P Kauf

 
= + − 
… …  

vom Geschlecht des Käufers (SEX=1 für Mann, =0 für Frau)  abhängt, dann ist die Kaufwahr-

scheinlichkeit von Männern auf Grund des positiven Vorzeichens des Koeffizienten höher als die 

von Frauen, bzw. mit 0,693 2=e  sind die Kaufodds eines Mannes ceteris paribus doppelt so hoch 

wie die einer Frau.  

  

Ein Schätzansatz über die ‚odds’ mit ( )/ 1i i i iP P x β ε− = +  könnte gewählt werden ist aber noch 

restriktiv, da über die odds die Wahrscheinlichkeit iP  nur auf das Intervall [0, )∞  transformiert 

wird. 

( )( )log / 1P P− allerdings transformiert auf ( ),−∞ +∞ ; damit ist das klassische linear Regressions-

modell mit OLS auf das log-lineare Modell anwendbar. 

Logistisches Modell: 

  ( ) ( ) ( )i i iP x F x xβ β β= = Λ  

( ) ( ) ( )-1 -1 1   log
1

i
i i i i

i

P
F P x mit F P P

P
β −= = Λ =

−
 

Das LOGIT-Modell ist deshalb so beliebt, da es für ( )-1 1
i( ) xi iF P P β−= Λ =  eine geschlossene Lö-

sung und zudem in sehr einfacher Form, nämlich log
1

i
i

i

P
x

P
β =

−
, gibt. Für das PROBIT-Modell 

wird dafür ein Integral 1( )iF P−  zu lösen sein. 
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LOGIT Modell 

( ) ( )

( )

-1 1

[ 1] ( )

1
[ 1] ( ) log

1 1

( ) log
1

i

i i i i i

i
i i i i ix

i

i
i i

i

i i i

y P y F x

P
P y x    F P P x

e P

P
logit P x

P

y x

β

ε β ε

β β

β

β ε

−
− ⋅

= = + = +

= = Λ = = Λ = =
+ −

= =
−
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2.3 Nichtlineare Transformation II: PROBIT 

Wird statt der logistischen Verteilung die Normalverteilung für iε  angenommen, mit 

[ ] [ ] 2 und VarE ε µ ε σ= = , also ~ ( , ²)i Nε µ σ , dann ist die Zufallsvariable i i iy x β ε∗ = +  nor-

malverteilt, und mit 

[ ] [ ] [ ] ( )( 1) ( 0)1 0i i i i i iE y P y y P y y F x β= == = + = =  

ist ( )i iP F x β=  normalverteilt mit 

[ ] ( )
² 2

1
2

ix t

i i

e
P y dt x

β

β
π

−

−∞

= = = Φ∫  

Standardnormalverteilung mit 

( ),   N 0,1ix
z

β µ
σ

−
=  

( ) ( )0,   1E z Var z= =  

Dichte- und Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung 

(standard-) normalverteilte Dichtefunktion (standard-) normalverteilte Verteilungsfunktion 

( ) ( ) ( )1/ 2 2  2 exp / 2φ ε π ε−=    ( ) ( )
/

/
i

i

x
t dtx

β σ

β σ φ
−∝

Φ = ∫  

1

0,5

00 ix β 
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Aus der Standardisierung folgt, dass nicht mehr β später geschätzt werden kann, sondern nur 

noch β/σ. 

PROBIT Transformation 

 [ ]
² 2

i1 (x ) =
2

ix t

i

e
P y dt

β

β
π

−

−∞

= = Φ ∫  

 1( ) ( )i iprobit P P x β−= Φ =  

Wegen der zugrundeliegenden Normalverteilung wird das PROBIT Modell gelegentlich auch als 

NORMIT Modell bezeichnet. 

Durch das Integral werden die notwendigen Berechnungen aufwendiger: 

Nun keine simple Umformung für ( )1
iF P− , so dass 

( )1 1( )i i iF P P x β− −= Φ =  

einfach zu berechnen und zu schätzen wäre. 

Notwendig hierzu ist es, für jedes i mit ix β  das Integral nach ix β  aufzulösen (für das LOGIT 

Modell kann man ja ix β  direkt ausrechnen mit ( ) ( )( )1 log / 1i i i iF P P P x β− = − =  

PROBIT Modell 

( ) ( )
² 2

-1 1

1

[ 1] ( )

[ 1] ( )
2

( ) ( )

( )

i

i i i i i

x t

i i i i i

i i i

i i i

y P y F x

e
P y x dt F P P x

probit P P x

y x

β

ε β ε

β β
π

β
β ε

−
−

−∞

−

= = + = +

= = Φ = = Φ =

= Φ =
= Φ +

∫  
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Beispiel Alternative Anpassungen an binäre Entscheidungen: 

 

  

 

LPM
LOGIT
PROBIT

0

1

0,5

ix β
 

Um 0,5P =  sind alle drei Ansätze – LPM, LOGIT und PROBIT – ähnlich. Für kleine P (nahe 

Null) und große Wahrscheinlichkeiten (P nahe Eins) werden die Unterschiede zwischen den Mo-

dellen allerdings größer. 
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2.4 Weitere binäre Entscheidungsmodelle: Arctan- gestutzt exponentielle Modelle 
und weitere Verteilungen 

Wenig gebräuchlich, aber nennenswert (mit wünschenswerten Eigenschaften: Ben Akiva und 

Lerman 1985, S.73) 

1. Arctan-Wahrscheinlichkeitsmodell 

( )β
π i

1 xtan
1

2

1 −⋅+=iP  

2. Rechts-gestutzt exponentiell (right truncated exponential) 

( )

sonst1

ia x
i

i

x ae
P

β β− − <= 


 

 

0 

0 , 5 

1 

 
 

3. Links-gestutzt exponentiell 

( )

sonst1

ia x
i

i

x ae
P

β β− − >= 


 

 

0 

0 , 5 

1 

 
 

oder bspw. das GOMPIT Modell (Zellner und Lee (1965) mit 

4. GOMPIT Transformation 

 [ ] i1 (x ) =e
xi

e
iP y F

β

β −= =  

 ( ) log log (1/ )i i igompit P P x β= =  

Prominent sind aber LOGIT und PROBIT. 
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Verteilungs- und Dichtefunktionen für Binary Choice-Modelle 

 

Lineare Dichte- und Verteilungsfunktion  

Linear

0
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Logistische Dichte- und Verteilungsfunktion 

LOGIT
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LOGIT

0

0,25

0,5

0,75

1

1,25

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

β'x

P
(y

=1
)

 
i

i

x

ix
( 1) (x )

1i

e
P y

e

β

β β
′

′= = = Λ
+

 

 

Standardnormalverteilte Dichte- und Verteilungsfunktion 

(Standard-)Normalverteilung
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Complemetary log log (Extreme Value) Dichte- und Verteilungsfunktion 

Cpmplementary log log
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Gompertz (Gompit) Dichte- und Verteilungsfunktion 

Gompertz
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Burr (Scobit) Dichte- und Verteilungsfunktion 

Burr mit γ=1,5
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Weibull Dichte- und Verteilungsfunktion 

Weibull mit α=0 und β=1
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Weibull mit α=0 und β=1
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2.5 Zusammenfassung und Vergleich LP, LOGIT und PROBIT 

 

Diskrete Entscheidungsmodelle 

Allgemeiner Ansatz 
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Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell LP 
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PROBIT 
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2.6 Generalisierte Lineare Modelle (GLM) und binäre Entscheidungsmodelle 

Generalisierte lineare Modelle (Verallgemeinerte lineare Modelle) sind eine Verallgemeinerung 

des klassischen linearen Regressionsmodells. Im klassischen linearen Regressionsmodell (CLR) 

wird angenommen, dass der stochastische Fehlertreme normalverteilt ist. In generalisierten linea-

ren Modellen kann der Fehlertrem eine Verteilung aus der Klasse der exponentiellen Familie be-

sitzen. Neben der Normalverteilung umfasst diese Klasse auch die Binomial-, Poisson-, Gamma- 

und inverse Gaußverteilung. Damit werden mit GLM viele Regressionsmodelle in einem einheit-

lichen methodischen Rahmen formuliert (z.B. Logit-Modelle für binäre Variablen oder CLR mit 

der Normalverteilungsannahme). 

Komponenten Generalisierter Linearer Modelle (GLM) 

1. Eine zu erklärende Variable y  ist eine Funktion von unabhängigen Kovariablen 

1( ,..., )Kx x x= . y  habe eine Verteilung der exponentiellen Form. Im klasischen linearen 

Regressionsmodell (CLR) mit i i iy x β ε= +  ist ist y  normalverteilt, da iε  als normalver-

teilt angenommen wird. 

2. Linearer Prädiktor: Die Verteilung von y  wird mit den Kovariablen durch eine lineare 

Funktion (linearer Prädiktor) i ixη β=  verbunden. 

3. Responsefunktion: Der Erwartungswert ( )E y µ=  ist eine differenzierbare, monotone und 

damit invertierbare Funktion des linearen Prädiktors iη . Der Erwartungswert µ  wird 

über eine Responsefunktion ( ) [0,1]h η ∈  mit dem linearen Prädiktor iη  verknüpft 

( ) ( )ih h xµ η β= = . Damit können viele Verteilungsfunktionen als Responsefunktion 

verwendet werden. 

4. Linkfunktion: Die Verknüpfungsfunktion 1 1( ) ( )ig h h xη β− −= =  ist die Inverse der 

Responsefunktion mit ( )ig xη β=  und gibt die Stelle ix β  an, an der die Verteilungs-

funktion ( )ih x β  einen bestimmten (Wahrscheinlichkeits-) Wert besitzt. 

Exponentielle Familie 

Die Verteilungsfunktion einer Variablen y  gehört zur exponentiellen Familie, wenn sich die 

Wahrscheinlichkeitsfunktion (pdf) formulieren lässt als 

 

mit 

 

Beispiele für Verteilungen, die zur exponentiellen Familie gehören 
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Quelle: wikipedia 

GLM Literatur: Fahrmeir, Kneib und Lang 2009, Kapitel 4  

GLM und binäre Entscheidungen 

Wie wir gesehen haben, ist der Erwartungswert der 0,1-Variablen y die Wahrscheinlichkeit 

( ) [ 1] ( )i i iE y P y F x β= = = . Die Verbindung zum GLM ist damit wie folgt gegeben: 

 Binäres Regressionsmodell: ( ) [ 1] ( )i i iE y P y F x β= = =  

 GLM:                                ( ) ( ) ( )i iE y h h xµ η β= = =  

mit der Responsefunktion ( ) ( )i ih x F xβ β=  und der Linkfunktion 1 1( ) ( )i i ig h x F x xβ β β− −= = = . 

Für das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell, das Logit- und das Probit-Modell gilt dann 

LP-Modell 

( )-1 1 1
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( ) ( ) ( ) ( )

i i i

i i i i i i i

P y F x h x
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= = =

= = = = = = =
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+ −

 

PROBIT-Modell 
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2.7 Umrechnungder geschätzten Koeffizienten zwischen den alternativen Ansätzen 
LP, LOGIT und PROBIT 

Ziel der binären Entscheidungsmodelle ist die Schätzung des Koeffizienten β (Reaktionskoeffi-

zient der erklärenden Variablen xi) 

Die geschätzten Koeffizienten aus den alternativen Ansätzen sind wegen unterschiedlicher Ver-

teilungsannahmen nicht direkt zu vergleichen. Allerdings gibt es die folgenden approximativen 

Umrechnungen der geschätzten Koeffizienten: 

( )2( ) / 3              Var PROBIT 1

3, 29                standardnormalverteilt

Var LOGIT π= =

=
 

( )
( )

( )

( ) ( )xx

x

x
L

NVL

x

Φ≈⇒

=⇒=

⋅+
⋅

=

1,6

5,0

L   

1,6=besser  aber         3/             

eilungNormalvertzur  Beziehung                            
exp1

exp
 

τπτσσ
τ

τ
τ

 

1,6    

 0,625

0, 25 ( 0.5 für CONST).

L

L

LP L

β β
β β

β β

Φ

Φ

≈ ⋅
≈ ⋅
≈ ⋅ +

 

0, 4 ( 0,5 für CONST).

2,5 0,5

2,5 1, 25 von CONST  (Maddala 1983, S. 23)

LP

LP

LP

β β
β β
β β

Φ

Φ

Φ

≈ ⋅ +
≈ ⋅ −
≈ ⋅ −

 

 

2.8 Interpretation der Modellergebnisse – Beispiel Kreditvergabe 

Vergleichendes Beispiel: Kreditvergabe in Columbia, South Carolina (Maddala 1983, 
S. 24)  

Untersuchungsziel: Erklärung der Kreditvergabe  

Sample: Bewerbungen um Hypothekendarlehen (i = 1,...,n), Kreditwürdigkeit (latente Variable)ˆy∗ =  

( )Darlehensvergabe  01

0 sonst

i i i

i

i

y x c

y
y

β∗

∗

= +

 >= 


 

0 0 1 1 2 2

1 2 3 10
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i i
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…
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Ergebnisse der LP, LOGIT und PROBIT Schätzung 
Achtung: LP und LOGIT Koeffizienten sind entsprechend oben genannter approximativer Umrechnungsformeln 

bereits in „PROBIT-Koeffizienten“ transformiert worden. 

Variablea Linear prob. model Logit model Probit model c
ix  

AI  1,489 (4,69)
b
  2,254 (4,60)  2,030 (4,73) 0,5 

XMD −1,509 (5,74) −1,170 (5,57) −1,773 (5,67) 3,0 

DF  0,140 (0,78)  0,563 (0,87)  0,206 (0,95) 1 

DR −0,266 (1,84) −0,240 (1,60) −0,279 (1,66) 1 

DS −0,238 (1,75) −0,222 (1,51) −0,274 (1,70) 1 

DA −1,426 (3,52) −1,463 (3,34) −1,570 (3,29) 0,2 

NNWP −1,762 (0,74) −2,028 (0,80) −2,360 (0,85) 0,01 

NMFI  0,150 (0,23)  0,149 (0,20)  0,194 (0,25) 0,6 

NA −0,393 (1,34) −0,386 (1,25) −0,425 (1,26) 0,5 

     

Const.  0,501  0,363  0,488 1 

Note: Total number of observation = 750; number of applications rejected = 250; number of applications 

accepted = 500. To make the coefficients comparable to one another, we have multiplied the logit coefficients by 

0,625 and the coefficients of the linear probability model by 2,5 and then subtracted 1,25 from the constant 

term, as explained in the text.  

a   AI, applicant's + coapplicant's incomes (in 105
 dollars); XMD, debt minus mortgage payment (in 310  dol-

lars); DF, 1 if female; DR, 1 if nonwhite; DS, 1 if single; DA, age of house (in 210  years); NNWP, (neighbor-

hood % nonwhite) x 310 ; NMFI, neighborhood mean family income (in 510  dollars); NA, neighborhood aver-

age age of homes (in 210  years).  
b  t-ratios in parentheses.  
c  Example of an individual’s ix  values (Ms. Smith).  

Quelle: Maddala 1983, S. 24 

Für die folgende Interpretation der Modellergebnisse generell und an diesem Beispiel wird das 

Ergebnis für Ms. Smith mit den Charakteristika der letzten Spalte herangezogen 

  

a) Wahrscheinlichkeiten 

Mrs. Smith möchte ein Darlehen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit der Darlehensakzeptanz? 

  Individuum i (Mrs. Smith) 

AI Applicant's + coapplicant's incomes (105 $) 0,5 (50000 $) 

XMD Debt. mortgage payment (103 $) 3,0 (3000 $) 

DF Dummy 1 = female 0 = male 1  

DR Dummy 1 = nonwhite 0 = white 1  

DS Dummy 1 = single 0 = not 1  

DA Age of house (10² years) 0,2 (20 Jahre) 

NNWP (neighborhood % nonwhite) x 103 0,01 (10 %) 

NMFI neighborhood mean family income/105 $) 0,6 (60000 $) 

NA neighborhood average age of homes (102years) 0,5 (50 Jahre) 

Const. Constant = 1 1  
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Rückrechnung der von Maddala schon umgerechneten Koeffizienten   
         
LP-Modell     Logit-Modell    PROBIT-Modell 

ß Beispiel 
=βLP trans-

formiert 

auf Probit ß original 
Mrs. 

Smith (xi) xiß 

ß Beispiel 
=βLtransform

iert auf Pro-

bit ß original xiß Probit xiß 
AI      1,489 0,5956 0,5 0,2978 2,254 3,6064 1,8032 2,03 1,015 
XMD-1,509 -0,604 3 -1,811 -1,17 -1,872 -5,616 -1,773 -5,319 
DF       0,14 0,056 1 0,056 0,563 0,9008 0,9008 0,206 0,206 
DR   -0,266 -0,106 1 -0,106 -0,24 -0,384 -0,384 -0,279 -0,279 
DS    -0,238 -0,095 1 -0,095 -0,222 -0,355 -0,355 -0,274 -0,274 
DA   -1,426 -0,57 0,2 -0,114 -1,463 -2,341 -0,468 -1,57 -0,314 
NNWP-1,762 -0,705 0,01 -0,007 -2,028 -3,245 -0,032 -2,36 -0,024 
NMFI  0,15 0,06 0,6 0,036 0,149 0,2384 0,143 0,194 0,1164 
NA   -0,393 -0,157 0,5 -0,079 -0,386 -0,618 -0,309 -0,425 -0,213 
Const.0,501 1,4504 1 1,4504 0,363 0,5808 0,5808 0,488 0,488 
Ms Smith nonwhite (xß) -0,372   -3,737  -4,597 
Ms. Smith white (xß)  -0,266   -3,353  -4,318 
            
Prob (Kredit; Ms. Smith nonwhite) 0   0,02327108  2,1453E-06 
Prob (Kredit; Ms. Smith white) 0   0,03379713  7,87824E-06 
Delta Prob  
(Kredit; Ms. Smith nonwhite-white)      
  -0,106   -0,01052605  -5,7329E-06 
       

Rückrechnungen: 

, , , ,

, , ,,

0,625 1,6

2,5 1,25 . 0, 4 1,25 .

Beispiel Beispiel
k L K L k L k L

Beispiel Beispiel
k LP k LP k LPk LP von Const von Const

β β β β

β β ββ

= => =

= − => = +  

LP:  0,372K KK
xβ = −∑   

LOGIT: 3,737K KK
xβ = −∑   

PROBIT: 4,597K KK
xβ = −∑  

LP-Modell  

[ ]
0  0

1  0 1

1  1

i

i i i

i

wenn x

P y x wenn x

wenn x

β
β β

β

≤
= = < <
 ≥

 

0,372ix β = −    →  [ ]1 ' 0,372 ' 0iP y = = − ≤   

[ ]1 0iP y = =   

Ms. Smith nonwhite: keine Chance für einen Kredit 
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LOGIT-Modell 

[ ] ( )βixexp1

1
1

−+
==iyP  

3,737ix β = −  ⇒  
[ ] ( ) 1

1 1 exp 3,737

0,02327

iP y
−

= = +  

=
 

Ms. Smith nonwhite: Kreditchance 2 % 

PROBIT-Modell 

[ ] ( ) ( )
( )
( )

1
2 2

6

1 2 exp / 2

4,597 2,1453 10 0,00000214 0,000214%

ix

i

i

P y t dt

x

β

π

β

⋅
−

−∞

−

= = ⋅ ⋅ −

= Φ

= Φ − = = =

∫

 

ET: PROBD → Home → NORMAL → Parameter → C → …000,0=P   

Ms. Smith nonwhite: Kreditchance: so gut wie keine 

b) Marginale Wahrscheinlichkeiten allgemein 

Wegen der Nichtlinearität geben die Koeffizienten der binären Entscheidungsmodelle – außer 

bei dem linearen Wahrscheinlichkeitsmodell – nicht unmittelbar auch die marginalen Effekte – 

also die Änderung der Wahrscheinlichkeit, wenn sich ein x um eine Einheit verändert - an.  

Allgemein werden die marginalen Effekte (Kettenregel) bestimmt durch 

( ) ( ) ( ) ( )( | )
( )

( ) ( )
i i i i

i

i i i i

F x F x x F xE y x
f x

x x x x x

β β β β β β β
β β

 ∂ ∂ ∂ ∂∂
= = = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

wobei f(.) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion korrespondierend zur kumulativen Verteilungs-

funktion F(.) ist. 

Damit sind die marginalen Effekte abhängig vom Niveau der x-Werte. Oft werden die Mittelwer-

te der Regressoren (x) oder geeignete Ausgangswerte genommen.  Für die Berechnung ist festzu-

halten, dass der Skalierungsfaktor ( )if x β der gleiche ist für alle Regressionskoeffizienten  β . 

Für unsere drei binären Modelle gilt dann allgemein: 

LP-Modell 

( )( | )
1

( )
i

i

xE y x

x x

β β β β
β

 ∂∂
= = = ∂ ∂ 
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LOGIT-Modell 

( )
( )

2( )( | )
( ) exp( ) /(1 exp( ))

( )

( ) 1 ( )

i
i i i

i

i i

d xE y x
x x x

x d x

x x

β β λ β β β β β
β

β β β

 Λ∂
= = = + ∂  

= Λ − Λ

 

PROBIT-Modell 

( )( | )
( )

( )
i

i

i

xE y x
x

x x

β β φ β β
β

 ∂Φ∂
= = ∂ ∂ 

 

Beispiel Kreditvergabe (marginale Effekt von Mrs. Smith white auf Mrs. Smith nonwhi-

te): 

Wie ändert sich die Wahrscheinlichkeit für eine Darlehensakzeptanz, wenn Mrs. Smith statt white 

nonwhite wäre? 

LP-Modell 

( | )

0,106 10,6%

E y x

x
β∂

=
∂

= − = −
 

Reduktion der Wahrscheinlichkeit einer Darlehenszusage um 11% falls Mrs. Smith nonwhite statt 

white wäre. 

LOGIT-Modell 

Ausgangssituation: Mrs. Smith, white, 3,353ix β = −  

( )2( | )
exp( ) /(1 exp( ))

0,032655 0,032655*( 0,384) 0,0125 1,25%

i i

DR

DR

E y x
x x

x
β β β

β

∂
= +

∂
= = − = − = −

 

Reduktion der Wahrscheinlichkeit einer Darlehenszusage um 1% falls Mrs. Smith nonwhite statt 

white wäre. 

PROBIT-Modell  

Ausgangssituation: Mrs. Smith, white, 4,318ix β = −  

5

( | )
( ) ( )

( 4,318)( 0,279) 3,56593 10 ( 0,279)

0,0000099488... 0,0009948%

i white DR

E y x
x x

x
φ β β φ β β

φ −

∂
= =

∂
= − − = − ⋅ ⋅ −
= − = −
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Reduktion um ca. 0,00099%.   

Aber Achtung: Dummy-Änderung ist keine infinitesimale Änderung! Siehe nächsten Abschnitt. 

 

c) Marginale Wahrscheinlichkeiten bei Dummies – Vergleich zweier Wahrschein-

lichkeiten insgesamt 

Die obige Berechnung der marginalen Wahrscheinlichkeiten gilt streng genommen nur für stetige 

Variablen x. Die Auswirkungen von Änderungen der x-Variablen auf die Wahrscheinlichkeit 

kann generell – und insbesondere für Dummies (nichtstetige Variablen) – über die Differenz der 

entsprechenden Wahrscheinlichkeiten insgesamt vor und nach Änderung angegeben werden. 

Marginale Effekte von Dummy-Variablen 

Marginaler Effekt P( 1| 1) P( 1| 0)dummy dummyy x y x= = = − = =   

 

Beispiel Kreditvergabe (marg. Effekt von Mrs. Smith white auf Mrs. Smith nonwhite): 

Wie ändert sich die Wahrscheinlichkeit (insgesamt) für eine Darlehensakzeptanz, wenn Mrs. 

Smith statt white nonwhite wäre (Delta-Methode)? 

Marginaler Effekt = P( 1| ) P( 1| )y nonwhite y white= − =  

 

Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell (LP) 

Lineare Transformation ( ) i i1 (x ) xP y F β β= = = . 

( 1| ) ( 1| )

0,372 0, 266 0,106nonwhite white

P y nonwhite P y white

x xβ β
= − = =

− = − + = −
 

To be nonwhite‘ reduziert die Wahrscheinlichkeit einer Kreditvergabe um ca. 11 %. 

LOGIT-Modell 

Nichtlineare Transformation ( ) ( ) ( )[ ] 1exp11 −−+=== ββ ii xxFyP  

kβ  ist kein direkter Wahrscheinlichkeitsbeitrag, aber wegen der monotonen Transformation des 

LOGIT-Ansatzes sind über das Vorzeichen jedoch Richtungsaussagen direkt ablesbar.  

'To be nonwhite' 1DR =  

Achtung: Koeffiziententransformation rückgängig machen: , 0,240 / 0,625 0,384k Lβ = − = −  

Ausgangssituation ist Ms. Smith mit ihrem ix β  aber DR=0 (white) 
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DR = 0 :  ( ) 1
1 exp 3,353 0,03379VPROB

−
= + =    

DR = 1 :  ( ) 1
1 exp 3,737 0,02327NPROB

−
= + =    

0,01052 1,05%N VPROB PROB PROB∆ = − = − = −  

  (abhängig von βix  vorher!) 

⇒ nβ  negativ, auch PROB∆  negativ 

‚To be nonwhite‘ reduziert mit dem LOGIT-Modell die Wahrscheinlichkeit einer Kreditvergabe 

von Ms. Smith um 1,05 % gegenüber ‚To be white’. 

PROBIT-Modell 

Nichtlineare Transformation 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )βπβ
β

i

x

i xdttxFyP
i

Φ=−⋅=== ∫
⋅

∞−

− 2/exp21 22
1

 

Kβ  ist kein direkter Beitrag, aber monotone Transformation ⇒ Richtungsaussage ist somit über 

das Vorzeichen wieder direkt ablesbar. 

z. B. 'To be nonwhite' 1DR =  ⇒ 

Achtung: Keine Koeffiziententransformation nötig, da das PROBIT-Modell das Bezugsmodell 

ist. 

DR = 0 : 6( ) ( 4,597) 2,1453 10V
nonwhitePROB x β −= Φ = Φ − =  

DR = 1:  6( ) ( 4,318) 7,8782 10V
whitePROB x β −= Φ = Φ − =    

65,7329 10 0,000005732... 0,0005732%N VPROB PROB PROB −∆ = − = − = − = −  

  (abhängig von βix  vorher!) 

⇒ nβ  negativ, auch PROB∆  negativ 

D.h. ‚To be nonwhite‘ reduziert mit dem PROBIT-Modell die Wahrscheinlichkeit einer Kredit-

vergabe von Ms. Smith um -0,00057% gegenüber ‚To be white’. 
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Insgesamt: 

Marginale Wahrscheinlichkeiten  

Beispiel Kreditvergabe Mrs. Smith nonwhite statt white 

 infinitesimal Delta 

LP-Modell -10,6% -10,6% 

LOGIT-Modell -1,25% -1,05% 

PROBIT-Modell -0,000995% -0,00057% 
 

 

3 Schätzen von binären Entscheidungsmodellen 

Wir betrachten ein Ereignis j
1 wird gewählt

0 wird nicht gewählt


= 


 

Daten für binäre Entscheidungsmodelle können vorliegen als: 

� Gruppierte Daten: best. % aller Beobachtungen ɵ=  1 

� Individuelle Daten: jede Beobachtung mit der Information 0,1 

In fast allen Anwendungen binärer Entscheidungsmodelle wird nach dem Effekt von x  auf die 

Eintrittswahrscheinlichkeit [ ]1|iP y x=  gesucht. Mit dem latenten Indexfunktions-Ansatz wird der 

Effekt von x  auf *y  , und im binären Regressionsansatz auf y  betrachtet. Die Richtung des Ef-

fektes von jx  in ( * | ) iE y x x β=  und in [ ]( | ) 1 | ( )i iE y x P y x F x β= = =  ist immer gleich (Wooldridge 

2009, S. 577). Allerdings hat die latente Variable (z.B. als Nutzendifferenz) keine eindeutige Maß-

einheit. Deshalb steht nicht die Größe eines jeden jβ  im Vordergrund sondern eher der margina-

le Effekt von jx . 

3.1 Schätzen mit gruppierten Daten 

Aus allen Beobachtungen (n) werden g = 1, ..., G, Gruppen mit jeweils gn  Beobachtungen gebil-

det. 

Gruppenbildung 

Zur besseren Schätzung sind möglichst viele Gruppen zu bilden: z. B. Männer, Frauen nach Al-

tersklassen, sozioökonomischen Kategorien etc. bilden. 

Für jede Gruppe: 
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( )g

Anzahl der Beobachtungen mit 1
ˆStichprobenanteil 

Alle Beobachtungen der Gruppe n
iy

π
=

=g  

Diese Stichprobenanteile ˆ
gπ  (beobachtete relative Häufigkeiten) gehen in unterschiedlicher Wei-

se als Schätzer für P (Auswahlwahrscheinlichkeit) ein. Gesucht: β̂ als Schätzer für β . 

LP-Modell 

[ ]
0 0

1 ( ) 0 1

1 1

i

i i i i

i

x

P y I x x x

x

β
β β β

β

<
= = = ≤ ≤
 >

 

[ ] ( )
1 1

:

ˆ1 ( )

ˆˆ ˆ ˆ( ) /

i g g g

g g g g

Gruppenschätzer

P y F x I x x lineare Schätzung

I x OLS WLS

β β π β

π π π β β− −

= = = = =

= = = ⇒

g  

d. h. Schätzung einer Ausgleichsebene aus g = 1,...,G gruppierten Beobachtungen: LHS ('left 

hand side') : ˆ
gπ  z. B. mit OLS (wegen Heteroskedastizität besser mit 'weighted least squares' 

(WLS) β̂⇒ ) 

LOGIT-Modell: 

[ ] ( ) ( ) 1
1 ( ) 1 expi i i iP y F x x xβ β β

−
= = = Λ = + −    

Nichtlineare LOGIT-Transformation als geschlossene Lösung ( )1
iF x β− : 

( )
( )

1 1( ) ( ) log
1

i
i i i

i

P x
F P P x

P x

β
β

β
− −  

= Λ = =  − 
 

[ ] ( ) ( ) 1

1

:

ˆ1 ( ) 1 exp

ˆ ˆˆ( ) log /
ˆ1

i g g g g

g

g g

g

Gruppenschätzer

P y F x x x nichtlineare Schätzung oder

x OLS WLS

β β π β

π
π β β

π

−

−

 = = = Λ = = + − 

 
Λ = = ⇒  − 

 

 

Zur Interpretation: werden Dummy-Variablen als erklärende Größen im LOGIT Modell ver-

wendet, dann wird die ausgelassene Referenz mit 0 codiert. Wird sie dagegen mit -1 codiert 

(‚effect coding’), dann können die verbleibenden Terme als Abweichungen vom Mittelwert (al-

lerdings dem Mittelwert über die Kategorien, nicht über die Individuen) interpretiert werden (Al-

ba 1988). 
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PROBIT-Modell: 

[ ] ( ) ( )
/

1
ix

i iP y x z dz
β σ

β φ
−∞

= = Φ = ∫  

Frühe Verwendung in der Biometrie: 'bioassay' (Finney 1971, Cox 1970) siehe Greene 1990 

S. 666 ff für weitere Erläuterungen. 

[ ] ( )
² 2

1

:

ˆ1 ( )
2

ˆˆ( ) /

ix t

i g g g

gi g g

Gruppenschätzer

e
P y F x x dt nichtlineare Schätzung oder

z x OLS WLS

β

β β π
π

π β β

−

−∞

−

= = = Φ = =

Φ = = ⇒

∫  

Aus dem PROBIT-Integralansatz gibt es keine geschlossene Lösung 1 1( ) ( )i iF P P z− −= Φ = , so dass 

( )1 ˆ
g gF xπ β− =  direkt gebildet werden könnte. 

Zusammenfassung Schätzung mit gruppierten Daten: 

Regressionsansatz: LHS g gy x β ε= +   

jeweils zu schätzen mit OLS bzw. GLS, wobei 

Allgemein ˆ ˆˆ ( ) ( )LHS g gy P x F xβ β= =  

LP-Modell 
1ˆ ˆ ˆ

LHS g gy π π−= =  

LOGIT-Modell ˆ ˆ ˆlog[ /(1 )]LHS g gy π π= −  

PROBIT-Modell 
1ˆ ˆ( )LHS g giy z π−= = Φ  

Beispiele: Schätzung mit gruppierten Daten  

a) NOKJA-Handykauf 

Für die Untersuchung des Käuferprofils habe die Firma NOKJA eine Umfrage mit n=1000 Be-

fragten durchgeführt. Ein NOKJA-Handykauf ist das beobachtbare Ereignis. Als Gruppie-

rungsmerkmal werden Alters- und Regionalklassen gebildet (z.B. 14 Altersklassen und zwei Regi-

onen =>n=28). Die folgende Tabelle enthält für die ersten beiden Gruppen g=1,2  für das LP-, 

das LOGIT- und das PROBIT-Modell die entsprechenden linken Seiten (LHS) der Regressions-

gleichungen und die gruppenspezifischen Mittelwerte der erklärenden Variablen (rechte Seite, 

RHS) für eine dann folgende OLS- bzw. GLS-Schätzung aus 

LHS g gy x β ε= +  

Im gruppierten Ansatz müssen auch die erklärenden Variablen jeweils die Gruppe repräsentieren 

(z.B. als arithmetisches Mittel von xi ).  
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LHSy  (linke Seite) x (rechte Seite) 

Mittelwerte 

Gruppe 
g 

1gy =  gn  LP LOGIT PROBIT 
1gx  

(=age) 
2gx  

(=income) 
 

1 
 

45 
 

60 
 

75,0ˆ1 =π  099,1
75,01

75,0
log =









−
 
    

   ( )1 0,75 0,675gz −= Φ =  

 
32 

 
5430,- 

 
2 

 
6 

 
20 

 

3,0ˆ2 =π  
847,0

3,01

3,0
log −=









−
  

( )1 0,3 0,524gz −= Φ = −  

 
24 

 
3250,- 

…        

(z Werte mit Stata: z.B. display invnormal(0.3) resultiert in -0.524) 

z.B.: 1

1

1 45( )
ˆ 0,75

60( 1)

igAnzahl y Anzahl der Handykäufer

n Allein der Gruppe
π

 = = = =  

b) Gruppierte Schätzung: Anwendung bei medizinischen Versuchen 

Frühe Anwendung in der Biologie und Medizin:  

'Proband' = Versuchstier i erhält Dosis gx  

*
ix  sei Verträglichkeitstoleranz 

( )
Prob 1 Probig g g

g

g

y x x

x

β

β

π

   = = <   

= Φ

=

 

Dosis gx  wird nun variiert über die Gruppen → Variation von gP  Anteil der Tiere, die nicht 

überleben (z. B. sinnloser 'LD50-Test' 'lethal dosis 50': 50 % aller Versuchstiere sterben bei dieser 

Dosis!). 

Ausgehend von der Normalverteilung ( ) ( )
gx

g gP x z dz

β

β φ
−∞

≈ Φ = ∫  

Schätzung von β̂  mit 

( ) ( )

( )

1

1

' '

g g g g g

g

g

z x mit x

z normits

Normalverteilungstabellen 'backward', oder mit ET, Stata etc.

π β π β

π

−

−

= Φ = = Φ

=

Φ =

 

Unterschiedliche Dosierungen ergeben unterschiedliche Anteile ˆ ˆ
g gP π=  mit 

den ( )gz normits  für die Schätzung von β . 
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 n o r m i t s 

1 

1 2 3 D o s a g e ( x ) 

− 1 

− 2 

2 

 

Ausgleichsebene (z. B. durch OLS) durch die Punktwolke ( ),g gx z   

(Normalverteilter Fehler ˆ
g g gπ π ε= + ) ⇒ β̂  

 

Insgesamt: Gruppierte Schätzungen von β  sind nur approximativ, verzerrt; kurz: problematisch 

und abhängig von der Gruppenbildung. Besser: Schätzung über den Individualansatz. 

3.2 Schätzen mit Individualdaten 

Nun sind nicht mehr Anteilswerte iπ̂  der Ereigniseintritte, sondern für jede Beobachtung der 

Ereigniseintritt yi  gegeben bzw. beobachtet (i = 1,...,n) 

*1 falls ( 0)

0 sonst
i i i

i

y x a Anspruchsniveau
y

β ε = + > =
= 


 

Wie ist der Parametervektor β  der Auswahlwahrscheinlichkeit [ ]1 ( )i iP y F x β= =  zu schätzen? 

Allgemeiner Ansatz 

[ ]
[ ] [ ]

* *
i i ist Zufallsterm (E 0)

1 0,1

( ) 0,1

i i i i

i i i i i i

i i i i

y x y latent

y E y P y y

y F x y

β ε ε ε

ε ε
β ε

= + = =

= + = = + =

= + =

 

( )i iP F x β=  

Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell LP 
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[ ]

( )

0  0

1 (  0 1

1  1

[ 1]

i

i i i

i

i i i

wenn x

P y I x wenn x

wenn x

P y I x x

β
β β

β

β β

≤
= = < <
 ≥

= = =

 

 

LOGIT 

( )

( )

1 1

[ 1] ( )

[ 1] ( ) ( ) log
1

[ 1]

i i i i i

i
i i i i i

i

i i

y P y F x

P
P y x F P P x

P

P y x

ε β ε

β β

β

− −

= = + = +

= = Λ = Λ = =
−

= = Λ

 

 

PROBIT 

( )
( )

-1 1

[ 1] ( )

[ 1] ( ) ( )

[ 1]

i i i i i

i i i i i

i i

y P y F x

P y x F x P x

P y x

ε β ε

β β β

β

−

= = + = +

= = Φ = Φ =

= = Φ

 

 

GOMPIT 

( )

-1 1

[ 1] ( )

[ 1] ( ) ( ) ( ) ( ) ln ln(1/ )

[ 1]

xi

i i i i i

e
i i i i i i i

i i

y P y F x

P y F x G x e F P G P P x

P y G x

β

ε β ε

β β β
β

− −

= = + = +

= = = = = = =

= =

 

Der Parametervektor β  der Auswahlwahrscheinlichkeit [ ]1 ( )i iP y F x β= =  kann nun generell mit 

verschiedenen Methoden geschätzt werden: 

� Maximum score – Schätzer (Manski 1975) 

( ) ( ) ( )1
1 2i iN i

sgn xSmax z
n

β α β α β= − −  ∑  

( )2 1 1 0i ii i

vorbestimmtes Quantil

wenny yz z

α =

= − = − =
 

Nonparametric estimation 

� Minimum Chi-Quadrat – Schätzer (Maddala 1983, S. 39) 

ˆ i iiGLS für xp β ε= +  

mit ( ){ }ˆ ˆ1i i i ip pw n  = −   

Diskriminanz-Analyse (Maddala 1983, S. 27) 

� Maximum Likelihood (ML) – Schätzer (Greene 2000, S. 123 ff) 

Der am meisten verwendete Ansatz ist der Maximum Likelihood (ML)-Ansatz: 
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Maximum Likelihood (ML)-Schätzer 

Prinzip: Es wird der Parameter θ  einer Grundgesamtheits-Verteilung gesucht, der die beobachte-

te Stichprobe mit größter Wahrscheinlichkeit liefert. Wird nun jede Beobachtung als eine einzel-

ne Ziehung aus einer Bernoulli Verteilung (binomial mit einem Zug) betrachtet, dann wird mit 

der Erfolgswahrscheinlichkeit ( )iF x β  und unabhängigen Beobachtungen dann die gemeinsame 

Wahrscheinlichkeit, die Likelihood Funktion formuliert mit: 

Likelihood-Funktion: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 0

1

, ( | )

1

1

ln ln 1 ln 1

i i

i i

i ii

i iy y

y y

i ii

i i i i
i

L P y x

F x F x

F x F x

L y F x y F x

β θ

β β

β β

β β

= =

−

=

= −  

= −      

 = + − − 

∏
∏ ∏
∏
∑

 

Bedingung 1. Ordnung für max L(.) = max ln L(.) 

( ) ( ) 0
1

1
ln

=








−
−

−+=∑ ii
i

i
i

i

ii x
F

f
y

F

fyL

∂β
∂

 

wobei 
( )
( )

i i

i i

f f x die pdf

F F x die cdf

β

β

=

=
 

Außer bei dem linearen Wahrscheinlichkeitsmodell sind die Bedingung 1. Ordnung-Gleichungen 

nichtlinear und benötigen eine iterative Lösung, die dann den Schätzer für β  hervorbringt. 

Amemiya (1985, S. 273-274) hat gezeigt, dass unter praktischen Bedingungen die Likelihood 

Funktion global konkav ist und damit die Eindeutigkeit der ML-Schätzungen sichert. Die Schät-

zungen sind konsistent (=asymptotisch erwartungstreu), asymptotisch normal verteilt und asymp-

totisch effizient. Weil die ML-Schätzung auf der Verteilung von y  gegeben x  basiert, wird die 

Heteroskedastizität von Var( | )y x  automatisch berücksichtigt (Wooldridge 2009, S. 578). 

Generell liefert ein ML-Schätzer also konsistente und asymptotisch effiziente Schätzergebnisse, 

die dann zum Testen von Hypothesen normal verteilter Koeffizientenschätzer verwendet werden 

können. 

Maximum Likelihood Ansätze für LP, LOGIT und PROBIT: 

Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell 

( )i iF x xβ β=  

Likelihood: 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 45/204 

( ) ( ) ( ) 1
1 ii

yy

i ii
L x xβ β β

−
= −  Π  

bzw.  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

1 0

ln ln 1 ln 1

ln ln ln 1
i i

i ii ii

i iiy y

L x xy y

L x xy

β β

β β
= =

= + − −  

= + −  

∑
∑ ∑

 

Bedingung 1. Ordnung: 

( )1 0

ln 1
0

1i i

i
i iy y

i i

yL
x x

x xβ β β= =

∂
= − =

∂ −∑ ∑  

β als Lösung eines linearen Gleichungssystems (OLS): 1( ' ) 'X X X yβ −= . 

 

LOGIT 

( ) ( ) ( )[ ] 1exp1 −−+=Λ= βββ iii xxxF  

Likelihood: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ii y

i

y

ii xxL
−Λ−ΛΠ= 11 βββ   

bzw.  

( ) ( )∑∑ ⋅+−=
i

x

i ii
iexyL ββ 1lnln  nach Vereinfachung 

Bedingung 1. Ordnung 

( )ln
0i i ii

L
y x x

∂ β
∂β

= − Λ =  ∑  

β als Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems 

 

PROBIT 

( ) ( ) ( )
2/ 1
222

ix t

i iF x x e dt
β σ

β β π
⋅

−−

−∞

= Φ = ∫  

Likelihood 

( ) ( ) ( ) 12, 1
i iy y

i i iL x xβ θ σ β β
−

= = Φ − Φ      Π  

bzw.  

( )
1 0

ln ln ln 1
i i

i iy y
L

= =
= Φ + − Φ∑ ∑  
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Bedingung 1. Ordnung 

1 0

ln
0

i i

i i
i iy y

i i

L
x x

ϕ ϕ∂
∂β = =

−
= + =

Φ Φ∑ ∑  

mit Dichtefunktion 

( ) ( ) ( )21/ 2 / 22
( )

ix i
i

i

d x
e

d x

β β
ϕ π

β
− − Φ

= ⋅ =  

β  als Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems (Achtung: Lösung 2/β β σ= ) 

Für die geschätzten β  aus LP, LOGIT oder PROBIT gilt: 

Kovarianzmatrix von β̂  

über die Informationsmatrix 

( )
2

'

lnˆ L
I

∂β
∂β ∂β

 
=  
 

 

wobei  
2

'

ln
Hesse'sche Matrix der 2. Ableitungen

L∂
∂β∂β

= ist, wird die Kovarianzmatrix von β̂  gebildet aus 

12

'

lnˆ( )
L

Cov E
∂β
∂β ∂β

−
 

= − 
 

. 

Die asymptotische Varianz-Kovarianzmatrix von β̂  des ML-Schätzers kann also mit der Hes-

se’schen Matrix der zweiten Ableitungen bei β̂  berechnet werden. 

Numerische Lösung der nichtlinearen Gleichungssysteme des LOGIT- und PROBIT-
Ansatzes 

Wie deutlich wird, sind sowohl bei PROBIT als auch bei LOGIT die nach β̂  zu lösenden Glei-

chungssysteme nichtlinear: 

LOGIT: geschlossen, keine Integrale ( )( )1
1 expi ix β

−
Λ = + − ⋅     

PROBIT: nicht geschlossen, Integrale jeweils zu lösen ⇒ rechenintensiv 

Außer für das lineare Wahscheinlichkeitsmodell ist das Gleichungssystem des  ML-Ansatzes im 

allgemeinen nicht linear. Es gibt keine geschlossene, analytische Lösung. 

Notwendig ist eine iterative Lösung: z. B. Newton-Raphson, Method of scoring,… 

Newton-Raphson Methode für die Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme (vgl. 4.3) 
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geg. Startwert 0β z.B. aus LP-Modell i iy x β=  oder i ixπ β=  

12
1 0

'

ln lnL L∂ ∂β β λ
∂β ∂β ∂β

−
 

= −  
 

 

wobei λ = Schrittweite  
2

'

ln
Hesse'sche Matrix der 2. Ableitungen

L∂
∂β ∂β

=  

Andere iterative Lösungsmethoden als Newton-Raphson wie 'Quadratic Hill-Climbing' oder 'Da-

vidon Fletcher Powell' benötigen noch die 2. Ableitungen an jeder Stelle (Iteration) ix β : 

LOGIT: ( )
2

'

'

ln
1i i i ii

L
x x

∂
∂β ∂β

= − ⋅ Λ − Λ ⋅∑   

PROBIT: 
( )

( ) ( )

2
2

'

'

ln

1

i

i ii
i i

xL
x x

x x

φ β
β β β β

 ∂  =
∂ ∂ Φ − Φ  

∑  

Im Allgemeinen: Hesse'sche Matrix (PROBIT, LOGIT) = negativ definit1 ⇒ eindeutige Lösung 

(Konvergenz). Da in manchen Fällen die Hesse’sche Matrix der 2. Ableitungen (die die Suchrich-

tung angibt) etwas schwierig zu berechnen ist, wird die Hesse’sche Matrix im Newton-Raphson 

Verfahren ersetzt: 

� Method of Scoring: H ersetzt durch E(H) = Information Matrix 

� BHHH Method (Berndt, Hall, Hall and Hausman (1974)): Als Approximation der Infor-

mation Matrix H:  
'

1

ln lnn

i

L L

x x=

∂ ∂
∂ ∂∑ . 

'Discrete choice' und Newton-Raphson: 

( ) ( )log , ,i ii
L f x yβ β=∑  

Notwendige Bedingung  ( )log
0

L
g

∂ β
∂β

= =   Gradient 

lineare Taylor-Entwicklung um 0β  ergibt Newton-Raphson: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0

1
0 0 0

g g ß H

H g

β β β β

β β β β
−

= + −

 ⇒ ≈ −  

 

LOGIT: 
[ ]( )

( ) '1

1Prob

iiiii

iiii

xxPPH

xyyg

−−=

=−=
 

                                                           
1 Eine quadratische Matrix A ist negativ definit, wenn die quadratische Form x’Ax<0 für alle x ungleich Null ist. 
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PROBIT 
( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ''

1/1/

iiiiii

iiiiii

xxxH

xxyyg

γβγ

γφφ

+−=

=Φ−−−+Φ=
 

POISSON 
( )( )

( ) ''exp iiii

iiii

xxxH

xyEyg

β=

−=
 

 

3.3 Exkurs: Newton-Raphson-Methode zur Lösung nichtlinearer Optimierungs-
probleme 

Problem: 

Maximum einer Funktion f(x) (z. B. Maximum Likelihood) � Lösung über die Nullstellen der 1. 

Ableitung 

Aufgabe: 

Suche Nullstelle einer Funktion  

- allgemein: ( ) 0 nullf x x= ⇒  

- bei Maximierungsproblem: ( ) ( )' 0 max  der Ausgangsfunktionopt optf x x mit f x= ⇒ =  

Lösung: 

Iteratives Verfahren nach Newton-Raphson zur allgemeinen Nullstellenbestimmung 

12
1 0

'

ln lnL L∂ ∂β β λ
∂β ∂β ∂β

−
 

= −  
 
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Ableitung des allgemeinen Newton-Ansatzes: 

f(x)

x

f(x )0

x0 x1xopt

∆y

α

 

( )' 0tan
y

f x
x

α∆
= =

∆
 

( ) ( ) ( )
( ) xx
xf

xf
xf

xx

xf 10

0'

0
0'

10

0

−=→=
−

 

( ) ( )xf
xf

xx
0

0'
01 1
−=  

Allgemeiner Ansatz Max/Min einer Funktion:  

⇒ Suche Nullstelle der 1. Ableitungen 

( ) ( ) .
1 0'

0''
01 bzwxf

xf
xx −=  

( ) ( )

( )

0

12
1 0 0 1

2

' '

o

o

x x

x

x

f x f x
x x x H g

x x

f x
g score

x

∂ ∂
∂ ∂

∂
∂

−

− 
= − ⋅ = − ⋅ 

 

= =

 

0

1 Hesse'sche Matrix der 2. Ableitungen ' Information '
x

H − = =  
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f(x)

x

f(x )0

x0 x3 x2 x1

xopt

 

Schnitt der Tangente von 0x  mit der x-Achse ergibt 1x  etc., Schnitt der Tangenten ( )1f x  mit der 

x-Achse ergibt 2...x  Nullstelle ( )0 0f x =  gefunden. 

Beispiel: Newton-Raphson 

a) Eindimensional 

Maximum gesucht von ( ) 3 2f x x x= − +  

=> Nullstelle(n) gesucht der ersten Ableitung ( )'f x  
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( )
( )
( )

( ) ( )

3 2

2

1 0 0

0

2
1 0

3 2

6 2

1

3 2

6 2

f x x x

f x x x

f x x

x x f x
f x

x x
x x

x

= − +

′ = − +

′′ = − +

′= − ⋅
′′

− +
= −

− +

 

 

 

 

 

 

 

 

( )
( )

0

1 0

0

1 40
4 2,18

22

f x
x x

f x

x

′
= −

′′

−
= − =

−

 

 

Achtung bei Newton-Raphson: Es kann leicht über das Ziel hinausgehen. Daher generell mög-

lichst nahe bei dem vermutetem Optimum anfangen! 

z.B.: 

3 2

2

( )

'( ) 2 2

f x x x

f x x x

= − +

= − +
 

Iteration x ( )xf  ( )xf ′  ( )xf ′′  

0 4,000 −48,0000 −40,0000 −22,0000 

1 2,1818 −5,6258 −9,9174 −11,0909 

2 1,2876 −0,4769 −2,3987 −5,7258 

3 0,8687 0,0991 −0,5265 −3,2122 

4 0,7048 0,1466 −0,0806 −2,2287 

5 0,6686 0,1481 −0,0039 −2,0117 

6 0,6667 0,1481 0,0000 -2,0000 
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0.5 0 0.5 1 1.5

0.4

0.2

0.2

0.4

f x( )

x
 

 

0.5 0 0.5 1 1.5

0.4

0.2

0.2

0.4

0.5

0.5

f1 x( )

1.50.5 x  
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b) Zweidimensional 

Maximum gesucht von 

( ) ( )212
2

2
121 , xxexxxxf −++−=  

(Ronning 1991, S. 222 ff) 

1. Ableitungen: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2
1 1

1

1 2
2 2

2

,
2

,
2

x x

x x

f x x
x e f x

x

f x x
x e f x

x

∂
∂

∂
∂

−

−

= − − =

= − + =

 

2. Ableitungen: 

( ) ( )2,1
, 21

2

== i
xx

xxf
H

ji∂∂
∂

 

Hesse'sche Matrix H =  11 12

21 22

f f

f f

 
 
 

= 










−−
−−

−

−

−

−

21

21

21

21

2

2
xx

xx

xx

xx

e

e

e

e
 

Newton-Raphson: 

0 0
1 0 1

x x
gx x H

−= −  

1 2

1 2

1 2

0
1 2

1 0

1 1 1 1

2 2 2

1

2

2

2

2

2

x x

x x

x x

x xx

x x x e
H

x x x e

x e
g

x e

−
−

−

−

−

 − −   
= −      − +     

 − −
=  

− + 

 

g = Gradient (Vektor der ersten Ableitungen); H-1 = Inverse von H 

 

Iteration 1x  2x  ( )21xxf  ( )xf1  ( )xf 2  det H 

0 2,494 −2,494 −159,0 151,6 −151,6 1618,0 

1 1,98 −1,98 −60,33 56,45 −56,45 590,4 

2 1,453 −1,453 −22,49 21,18 −21,18 214,0 

....   ....    

8 −0,2836 0,2836 −0,728 4,47E−0.09 −4,47E0.09 6,269 

9 −0,2836 0,2836 −0,728 0,0 0,0 6,269 
 

( )0 0, 2836;0,2836ptx = −  
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Graph von ( ) ( )( )2 2
1 2 1 2expf x x x x x= − + + − (Ronning 1991, S. 225) 

 

  

Weitere Verfahren der nichtlinearen Optimierung : z. B. Greene 1990, Chapter 12 

4 Hypothesentests, Modellgüte und Interpretation 

4.1 Hypothesentests 

Hypothesentests bezüglich der geschätzten Parameter β̂  

z. B.   
0:

0:

1 ≠
=

K

Ko

H

H

β
β

 

oder Linearkombination der Parameter 
K

β ɺ  (über ˆ
K

β ɺ ). 

Damit Teststatistiken gebildet werden können, sind Standardabweichungen βσ der Koeffizienten 

β  notwendig. 

Aus der Diagonalen der asymptotischen Varianz-Kovarianzmatrix: 

( ) ( )( )( )
12

1
2 '

'

lnˆ 1i i i i ii

L
Cov E f F F x x

∂β
∂β ∂β

−
− 

= − = − − 
 

∑  

(Inverse des Erwartungswertes der negativen Hesse'schen Matrix) mit ,i if F  an der Stelle ˆ
ix β  

berechnet sich der Schätzer für asymptotische Standardabweichungen σ̂  aus der 2. Wurzel der 

Diagonalelemente von ( )ˆCov β . 

,i if F  aus PROBIT, LOGIT,.... 
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Da ML Schätzer asymptotisch normalverteilt sind, werden Hypothesentests *:O KH β β=  über die 

Normalverteilung mit 
*

ˆ

ˆ

ˆ
K

Kz
β

β β
σ

−
=  bzw. mit 

*

ˆ

ˆ

ˆ
K

Kt
β

β β
σ

−
=  der t-Verteilung mit ν=n-k-1 Freiheits-

graden durchgeführt (siehe auch Long 1997, S. 85-101 oder Greene 1997, chapter 19,4). 

4.2 Gütemaße und Spezifikationstests 

Es gibt verschiedene 'measures of fit', die die Modellgüte aus der Prognosegüte der Ereignisse 

bewerten. Da aber das geschätzte ‚discrete choice‘-Modell – im Gegensatz zum linearen Regres-

sionsmodell, in dem b das Bestimmtheitsmaß R² maximiert – nicht ein Gütemaß maximiert, sind 

diese Maße mit Vorsicht zu genießen. 

Gütemaße 

� Mc Fadden's Pseudo 2R  (oder Likelihood Ratio Index) 

( )
2

0

ˆlog  im Maximum ln
1 1

ˆ ˆ lnlog  mit 0 außer der Konstanten 0

opt

u

rj

L L
R

LL

β

β β

 
 = − = −
 = ≠
 

 

mit uL  als unrestricted (volles Modell) und rL als restricted (nur mit Konstante) Likelihood,  
2R ≅  Anteil der erklärten Varianz an der Gesamtvarianz  

20 1R≤ ≤  je näher der 1, desto besser. 

Korrigiert um die Anzahl der erklärenden Variablen K (Ben-Akiva und Lerman 1985, S. 

167): 

2 ln
1

ln
u

McFadden

r

L K
R

L

−
= −  

� Korrelationskoeffizient zwischen iy  und ˆ
iF  

� Count 2
R  

aus Anzahl der korrekten Vorhersagen, mit Vorhersagen 

ˆwenn 0,51
ˆ

ˆ0 wenn 0,5

i
i

i

F
y

F

 ≥= 
<

      ( ) ( )ˆ ˆˆ 1/ii iF P y xx β β= = =  

  Vorhersage  
  ˆ 1y =  ˆ 0y =   

Beobachtung 
y=1 n11 n12 n1· 

y=0 n21 n22 n2· 

  n·1 n·2 n· ·=N 

Count R² (Maddala 1992, S. 304) 

2
11 22

1 1
( )count iii
n nnR

N N
= = +∑  

wobei nii  die korrekten Vorhersagen sind. 
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Korrigiert um die größte Zeilensumme 

( )
( )

.2
,

.

max

max

ii ii
count adj

i

n n
R

N n

−
=

−
∑

 

� McKelvey und Zavoina's R² 

für LOGIT-Modelle, ist anderen Maßen überlegen: Veall und Zimmermann 1990 

( ) 3/
 Pseudo

2

2

πnSQE

SQE
R

+
=  

mit 

( ) ∑∑ −=−=
i ii i xnyyxSQE ββ 1*2*  

Für das MULTINOMIALE LOGIT schlägt Merz 1992 ein (gewichtetes) Mittel der ein-

zelnen Pseudo R² vor (siehe auch Abschnitt III). 

 

� Maddala’s Pseudo R² 

( )
( )

2
2

02

ˆ , 0
1 1

ˆ

n
N

o k
r

opt
u

L L
Pseudo R

LL

β β

β

≠
 =   = − = −      

 

( ) n
oLR

2
2 ˆ10 β−≤≤  

Nachteil: sogar bei perfektem fit ist R² kleiner 1 (Maddala 1983, S. 39 f.). 

� Cragg und Uhler (1970) Pseudo R² 

( ) ( )
( )

2 2
2 / 2/

2

2 2/

ˆ ˆ

ˆ 11

optn n n n
o

u r
n

n
ro

L L L L
Pseudo R

LL

β β

β

− −
= =

−−
 

Kritische und vergleichende Diskussion: Greene 1997, chapter 19.4.2, Maddala 1983, S. 39 ff, 

Long 1997, S. 102-113 (mit Informations-Maßen von Akaike (AIC) nach Bayes (BIC). 

Spezifikationstests 

� Gesamtansatz: Likelihood Ratio (LR) Test 

( ) ( )2 log log 2 log log 2log u
r u u r

r

L
LR Test L L L L

L

 
− = − − = − =  

 
 

uL =  unrestricted model ( )1, ,..., Ky f one x x=  

rL =  restricted model ( )y f one=  

0 :H  keine Differenz zwischen nicht-restringiertem und restringiertem Modell 
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0H  wird abgelehnt, wenn LR-Test > 2χ  oder P-value < α (α = Signifikanzniveau, Chi²-

Test); Anzahl der Freiheitsgrade = Anzahl der Restriktionen: −u rK K  

Zwei besonders wichtige Spezifikationstests bezüglich der einzelnen unabhängigen Variablen: 

ausgelassene (omitted) Variablen und Heteroskedastizität (Greene 1993, S. 648; 1997, S. 889) 

� Ausgelassene (omitted) Variable (Greene 1997, S. 889) 

εββ
εβ

++=
+=

22111

110

*:

*:

xxyH

xyH
 

Lagrange Multiplier (LM) Test: 1
0 0 0LM g V g−′=  

0g =  Vektor der 1. Ableitungen von log L unter 1H , aber bewertet bei ML unter der 

Annahme 0H  

1
0V − =  Varianzmatrix der ML-Schätzer unter 1H  mit dem ML Schätzer unter der An-

nahme 0H  

auch als Wald- oder LR-Test. 

� Heteroskedastizität 
LP: bei Heteroskedastizität immer noch unverzerrt und konsistent, jedoch ineffizient 

LOGIT/PROBIT: ′pessimistischer′ 
LM-, LR- oder Wald-Test: vgl. Greene 1993, S. 649 f., 1997, S. 889f. 

4.3 Interpretation, Ableitungen und Elastizitäten 

Der Einfluss der unabhängigen Variablen auf die abhängige Variable wird im linearen Fall durch 

den Regressionskoeffizienten gemessen. Bei den nichtlinearen Modellen Logit und Probit sind 

zusätzliche Berechnungen notwendig (siehe auch das Kreditvergabebeispiel in South Carolina 

von vorne) um aus dem nichtlinearen Ansatz auf die Wahrscheinlichkeiten zu schließen.. 

Die ersten Ableitungen geben y∂ bei „Änderung“ von x∂  an. Unter Berücksichtigung der nichtli-

nearen Wahrscheinlichkeitstransformation gilt: 

Marginale Effekte: Einfluss von ikx  auf die Wahrscheinlichkeit ( )1iP y =  
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Größter Effekt bei ,5,0=iP  nähert sich Null, wenn iP  sich Null oder Eins nähert. 

Elastizitäten: Relative Änderung von y bei relativer Änderung von kx  

ln

ln
k

zx

k k k

zxz z z

z x x x x
ε ∂∂∂ ∂= = =

∂ ∂
 

1 elastisch

1 unelastisch

ε
ε

>
<

 

Für die diskreten Entscheidungsmodelle ist für z dann die jeweilige Wahrscheinlichkeit P (z=1) 

einzusetzen. 

Aussage: Eine 1%-ige Änderung von xi bewirkt eine ε-ige Änderung der erklärten Variablen z, 

wobei z (=F(xiß)) die jeweilige Wahrscheinlichkeit des LP-, des Logit- oder des Probit-Modells 

ist. 

4.4 Stata, LIMDEP und GAUSS: Gütemaße, Spezifikationstests 

 

Stata:   Likelihood Ratio Test 

LIMDEP:  PROBIT ML-Schätzung, Goodness-of-fit Maße  

GAUSS: Pseudo R² für PROBIT-, LOGIT-, Extremwertmodell 

LIMDEP: Pseudo R² nach McKelvey und Zavoina 

LIMDEP: Modellgüte, LR Test 

LIMDEP: Spezifikationstest, Homoskedastizität 
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Stata: Likelihood Ratio Test 

Program evaluation example data, “National Supported Work (NSW) Demonstration” 
Training program for men with poor labor market histories (from the1970s) 
 
jtrain3.dta   
http://qcpages.qc.cuny.edu/~rvesselinov/statadata/jtrain3.dta 
 
  train (1 or 0): treatment with a job training program (began two years prior to 
    1978) 
  re78 response: real labor market earnings in 1978 
  age 
  educ: years of education 
  black (1 or 0), hispanic (1 or0) 
  maritial status 
  re74 and re75: real earnings two years prior to the start of the program etc. 

 
 

-------------------------------------------------------------------------------  

. use jtrain3.dta, clear 

. * model_1 

. probit train age educ 

Iteration 0:   log likelihood = -672.64954   

Iteration 1:   log likelihood = -551.12652   

Iteration 2:   log likelihood = -536.20456   

Iteration 3:   log likelihood = -536.09612   

Iteration 4:   log likelihood = -536.09609   

Probit regression                                 Number of obs   =       2675 

                                                  LR chi2(2)      =     273.11 

                                                  Prob > chi2     =     0.0000 

Log likelihood = -536.09609                       Pseudo R2       =     0.2030 

------------------------------------------------------------------------------ 

       train |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

         age |  -.0686465   .0056077   -12.24   0.000    -.0796374   -.0576557 

        educ |  -.1774961   .0173217   -10.25   0.000    -.2114459   -.1435463 

       _cons |   2.591852   .2928778     8.85   0.000     2.017822    3.165882 

------------------------------------------------------------------------------ 

. eststo model_1 

 

LR-Test 

L (restricted):  train=f(_cons) 

L (unrestricted): train=f(age, educ, _cons) 

 

Kritischer chi2-Wert (df=2, Anzahl der zusätzlichen Variablen) 

 

Da LR chi2 = 273.11  > chi2 crit = 13.816;  oder p-value < 0,1% 

 

=> H0: kein Unterschied, ablehnen, d.h. model_1 ist signifikant besser als das rest-

ringierte Modell. 

 

  

. * model_2 

. probit train age educ black hisp 

Iteration 0:   log likelihood = -672.64954   

Iteration 1:   log likelihood = -482.61563   

Iteration 2:   log likelihood = -448.91264   

Iteration 3:   log likelihood = -447.99738   

Iteration 4:   log likelihood = -447.99493   

Iteration 5:   log likelihood = -447.99493   
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Probit regression                                 Number of obs   =       2675 

                                                  LR chi2(4)      =     449.31 

                                                  Prob > chi2     =     0.0000 

Log likelihood = -447.99493                       Pseudo R2       =     0.3340 

------------------------------------------------------------------------------ 

       train |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

         age |  -.0661692   .0062066   -10.66   0.000    -.0783339   -.0540044 

        educ |  -.1140225   .0201033    -5.67   0.000    -.1534243   -.0746208 

       black |   1.345078   .1150059    11.70   0.000      1.11967    1.570485 

        hisp |   .9881963   .2176798     4.54   0.000     .5615517    1.414841 

       _cons |   .9944103   .3476386     2.86   0.004     .3130512    1.675769 

------------------------------------------------------------------------------ 

. eststo model_2 

 

Modellvergleich 

 

LR-test=2(logL(model_2) – logL(model_1)) 

       =2(449.31 – 273.11) = 352.40.  

 

Da LR chi2 = 352.40 > chi2 crit = 13.816;  oder p-value < 0,1%  

 

=> H0: kein Unterschied, ablehnen, d.h. model_2 ist signifikant besser als das rest-

ringierte Modell model_1. 

 

 

. * linear 

. regress train age educ black hisp 

 

      Source |       SS       df       MS              Number of obs =    2675 

-------------+------------------------------           F(  4,  2670) =  122.21 

       Model |  26.6494742     4  6.66236856           Prob > F      =  0.0000 

    Residual |  145.556133  2670  .054515406           R-squared     =  0.1548 

-------------+------------------------------           Adj R-squared =  0.1535 

       Total |  172.205607  2674  .064400003           Root MSE      =  .23349 

 

------------------------------------------------------------------------------ 

       train |      Coef.   Std. Err.      t    P>|t|     [95% Conf. Interval] 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

         age |  -.0049167   .0004458   -11.03   0.000    -.0057909   -.0040425 

        educ |  -.0067313   .0016372    -4.11   0.000    -.0099416    -.003521 

       black |   .1619288    .010896    14.86   0.000     .1405633    .1832942 

        hisp |   .0909079    .025232     3.60   0.000     .0414317     .140384 

       _cons |   .2678323   .0294746     9.09   0.000      .210037    .3256276 

------------------------------------------------------------------------------ 

 

. eststo linear 

. esttab model_1 model_2 linear,nogaps p star wide nopar 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------- 

                      (1)                          (2)                          (3)                 

                    train                        train                        train                 

--------------------------------------------------------------------------------------------------- 

main                                                                                                

age               -0.0686***        0.000      -0.0662***        0.000     -0.00492***        0.000 

educ               -0.177***        0.000       -0.114***        0.000     -0.00673***        0.000 

black                                            1.345***        0.000        0.162***        0.000 

hisp                                             0.988***        0.000       0.0909***        0.000 

_cons               2.592***        0.000        0.994**         0.004        0.268***        0.000 

--------------------------------------------------------------------------------------------------- 

N                    2675                         2675                         2675                 

--------------------------------------------------------------------------------------------------- 

p-values in second column 

* p<0.05, ** p<0.01, *** p<0.001 
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LIMDEP: PROBIT ML-Schätzung, Goodness-of-fit Maße 

Wahrscheinlichkeit von Studenten für Studiengebühren zu sein - Studierendenumfrage aus der 

Statistik-Vorlesung (Merz) mit Informationen zu Studiengebühren 2009   
 

Normal exit from iterations. Exit status=0. 

+---------------------------------------------+ 

| Binomial Probit Model                       | 

| Maximum Likelihood Estimates                | 

| Model estimated: May 20, 2008 at 09:25:11AM.| 

| Dependent variable               PROSTG     | 

| Weighting variable                 None     | 

| Number of observations              140     | 

| Iterations completed                  6     | 

| Log likelihood function       -57.51840     | 

| Restricted log likelihood     -60.88622     | 

| Chi squared                    6.735646     | 

| Degrees of freedom                    6     | 

| Prob[ChiSqd > value] =         .3459879     | 

| Hosmer-Lemeshow chi-squared =   4.32216     | 

| P-value=  .82695 with deg.fr. =       8     | 

+---------------------------------------------+ 

+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 

|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 

+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 

          Index function for probability 

 Constant  .1150980712E-02      1.6322285     .001   .9994 

 MANN         .3653463677       .29101900    1.255   .2093     .44285714 

 ALTER    -.8990327285E-01  .77731876E-01   -1.157   .2474     21.814286 

 SEM       .5928557516E-01      .30598104     .194   .8464     2.1428571 

 JOB          .2784881887       .28041722     .993   .3207     .50714286 

 BWL          .5884789523       .70455606     .835   .4036     .57142857 

 WISO         .6279986423       .46319604    1.356   .1752     .18571429 

 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 

+----------------------------------------+ 

| Fit Measures for Binomial Choice Model | 

| Probit   model for variable PROSTG     | 

+----------------------------------------+ 

| Proportions P0= .842857   P1= .157143  | 

| N =     140 N0=     118   N1=      22  | 

| LogL =   -57.51840 LogL0 =   -60.8862  | 

| Estrella = 1-(L/L0)^(-2L0/n) = .04829  | 

+----------------------------------------+ 

|     Efron |  McFadden  |  Ben./Lerman  | 

|    .04433 |    .05531  |       .74687  | 

|    Cramer | Veall/Zim. |     Rsqrd_ML  | 

|    .04457 |    .09868  |       .04697  | 

+----------------------------------------+ 

| Information  Akaike I.C. Schwarz I.C.  | 

| Criteria         .92169     149.62829  | 

+----------------------------------------+ 

Frequencies of actual & predicted outcomes 

Predicted outcome has maximum probability. 

Threshold value for predicting Y=1 = .5000 

            Predicted 

------  ----------  +  ----- 

Actual      0    1  |  Total 

------  ----------  +  ----- 

  0       118    0  |    118 

  1        22    0  |     22 

------  ----------  +  ----- 

Total     140    0  |    140 
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GAUSS: Pseudo R² für PROBIT, LOGIT, Extremwertmodell 

Prozeduren zur Berechnung von Pseudo- 2R -Maßzahlen für binäre Entscheidungsmodelle 

(PROBIT, LOGIT, Extremwertmodelle) (Hilmar Schneider) 
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Pseudo R² nach McKelvey und Zavoina  LIMDEP: PROBIT. LIM 

 

Modellgüte, Likelihood-Ratio Test  LIMDEP: PROBITLR. LIM 
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Spezifikationstest, Homoskedastizität LIMDEP: PROBIT.LM LIM  
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5 Nutzentheoretische Grundlagen und Binäres Entscheidungsmodell 

5.1 Mikroökonomische Entscheidungstheorie 

Mikroökonomisch nachfrageorientiertes Modell 

z. B. Merz 2012, S. 18; Deaton und Muellbauer 1980, 'Standard'-textbook 

Nutzenmaximierung Ausgabenminimierung

Hicks’sche Nachfrage

Shepard

Ausgabenfunktion

Inversion

Dualität

Marschall’sche Nachfrage

Indirekte Nutzenfunktion

Roy

( ) ( )max { : }xv x u x p x I′= =
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Fazit: Optimale Entscheidung nach nachzufragender Menge   

( )( ),ix f p I s=  ist eine kontinuierliche Größe (s = sozioökonomische Charakteristika). 

Ψ(p,I) 
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Nutzenfunktion

Budgetgerade (fix)

Primales Problem Duales Problem  

Optimum: Primales Problem:  Tangentialpunkt Budgetgerade  

  Duales Problem:  Tangentialpunkt Kostengerade 

Gleiche Vorgehensweise auch bei ‚Kinked budget curves‘ (Steigung der Budgetgerade 

(=Preisverhältnis) ändert sich in Abhängigkeit von den Mengen, z.B. bei Rabatten). 

5.2 Mikroökonomisches Beispiel zur Dualität 

Beispiele zur Illustration des mikroökonomischen Entscheidungsmodells: 
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Indirekte Nutzenfunktion 
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Roy's Indentität → Marshall'sche Nachfrage 
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Duales Problem: Ausgabenminimierung ( ) ( ){ }', min :E p u p x x uυ≡ =  
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Hicks'sche Nachfrage 
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Ausgabenfunktion ('cost function') 
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Sheppard's Lemma → Hicks'sche Nachfrage 
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Indirekte Nutzenfunktion (Inversion der Ausgabenfuntion) 
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5.3 Mikroökonomische Nutzenmaximierung und stochastische Nutzenfunktion 
(RUM: Random Utility Maximization) 

Der mikroökonomische marginalanalytische Ansatz stößt bei Problemen mit diskreten von-

einander unabhängigen Alternativen schnell an seine Grenzen, da eine kleine Änderung einer 

Entscheidungsvariablen keine diskret voneinander zu unterscheidende Ereignisse bewirkt. 

 

I n d i f f e r e n z k u r v e 

B u d g e t g e r a d e 
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Kontinuierliche Entscheidung:   Diskrete Entscheidung: 

( )'0
2

0
1

0 , xxx =      




=
nein

ja

0

1
ix  

Mikroökonomisches Modell und indirekte Nutzenfunktion 

Direkte Nutzenfunktion =     f (Quantität|Qualität der Güter)  

Indirekte Nutzenfunktion =     f (Preise, Einkommen) (also Eigenschaften der Güter etc.) 

falls eine konkrete indirekte Nutzenfunktion spezifiziert ist, wäre (→ Roy, Shephard) die Mar-

shall'sche bzw. Hicks'sche Nachfragefunktion relativ einfach (Ableitung) bestimmbar. 

RUM: Random Utility Maximization 

Wie bereits angesprochen, wählt ein rationaler Entscheider im stochastischen Nutzenmodell 

RUM die Alternative, die ihm den höchsten Nutzen stiftet. Der Nutzen selbst ist nicht beobacht-

bar (latent), nur das eingetretene Ereignis ist beobachtbar. Der entsprechende Indikator ist dann 

1 wenn 1 2u u> und 0, wenn 1 2u u≤ , wenn also die Wahl auf die Miete fällt.  

Lineare stochastische Nutzenspezifikation 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

deterministische Komponente

additiver Zufallsterm
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Entscheider wählt die Alternative j aus allen m=2 Alternativen, die ihm den höchsten Nutzen 

stiftet: 

1 2max( , )ij i iu u u=  bzw. 
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oder nach Umformung 

1 1 2 2i i i iυ ε υ ε+ > +      bzw.    ( ) ( ) ( )1 2 2 1  Alternative 1i i i i fürυ υ ε ε− > − . 
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Die Nutzendifferenz ist eine kontinuierliche Zufallsvariable, die auch als latente Größe im Index 

Funktionsmodell interpretiert werden kann, die, wenn sie über einen Schwellenwert hinausgeht, 

über die Indexfunktion den Eintritt eines beobachtbaren Ereignisses j bestimmt.  

RUM-Modell und indirekte Nutzenfunktion 

Die RUM-Nutzenfunktion i i iu x β ε= + kann als eine indirekte Nutzenfunktion interpretiert wer-

den, da der Nutzen als eine Funktion der Eigenschaften der Alternative/Individuum ist. 

Beispiel: Entscheidung zwischen zwei Alternativen (m = 2) : 

Sei G die (kumulative) Verteilungsfunktion (cdf) der Differenzen 2 1iK ij kj i iε ε µ ε ε− = = −  

Wahrscheinlichkeit für 1=j  

[ ] [ ]2121121 Prob iiiiii GP υυυυεε −=−<−=  

Annahmen: 

� υ ist lineare Funktion 

( )' ' ' ' 'neues'  und ij j j i ij jix y z x xυ α β γ β β= + + =  

1 2,  keine Funktion von ,  und  statistisch unabhängigij j ijxε ε ε ε− =  

Wahrscheinlichkeitsverteilung bezüglich ijυ : 

PROBIT: 

G = cdf der Standardnormal-Verteilung 

( )
( )( )21

'

2
'

1
'

1

ii

ii

xx

xxP

−Φ=

−Φ=

β

ββ
 

LOGIT: 

G = cdf logistisch verteilt 

( )[ ]2
'

1
'1

exp1

1

ii xx
P

ββ −−+
=  

Wahrscheinlichkeitsverteilung bezüglich 1ε  und 2ε : 

PROBIT: 

ist 21 εε und  unabhängig normal verteilt ⇒ Differenz ε − ε2 1  ist normalverteilt  

→ G ist cdf normal   ⇒   PROBIT 
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LOGIT: 

ist 21 εε und  unabhängig Weibull-verteilt 

→ G (Differenz 12 εε − )   ⇒   LOGIT 

Weibull-Verteilung: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )a

j

aa

ecdf

eepdf
+−

+−+−

−=<

−⋅=
ε

εε

εε

ε

expProb :

exp
 

Charakteristika der Weibull-Verteilung:  

0a =    → Modus der Dichtefunktion = 0, Mittelwert = 0,575, Varianz   = 1,622 

Im Vergleich zur normalen Dichte (Mittel = 0,5, Var = 1) hat die Weibull-Verteilung ein 

dickeres rechtes 'Ende' und kürzeres linkes 'Ende'. 

Auf die Weibull-Verteilung kommen wir bei multiplen Entscheidungen noch zurück. 

0
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6 Beispiele 

6.1 LOGIT Schätzung mit stata – Video example  

Stata bietet via internet Training Videos auch für binäre Regressionsmodelle an: 

www.stata.com 

  -> Training -> Video tutorials -> Binary outcomes ->  

Logistic regression in Stata, part 1: Binary predictions 

 (www.youtube.com/watch?v=rSU1L3-xRk0) 

6.2 Training – LOGIT und PROBIT Schätzung mit stata 

Program evaluation example data, “National Supported Work NSW) Demonstration” 
Training program for men with poor labor market histories (from the1970s) 
 
jtrain3.dta   
http://qcpages.qc.cuny.edu/~rvesselinov/statadata/jtrain3.dta 
 
  train (1 or 0): treatment with a job training program (began two years prior to 
    1978) 
  re78 response: real labor market earnings in 1978 
  age 
  educ: years of education 
  black (1 or 0), hispanic (1 or0) 
  maritial status 
  re74 and re75: real earnings two years prior to the start of the program etc. 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------      
name:  <unnamed> 

log:  N:\Gruppen\Lehre\_Ewf\_Discrete Choice Mikrooekonometrie\Stata Examples\jtrain 

version 10\logit-probit.log 

  log type:  text 

 opened on:  10 Apr 2014, 15:07:37 

. use jtrain3.dta, clear 

 

. * logit-1 

. logit train age educ black hisp 

 

Iteration 0:   log likelihood = -672.64954   

Iteration 1:   log likelihood = -548.86008   

Iteration 2:   log likelihood = -451.22767   

Iteration 3:   log likelihood = -445.54543   

Iteration 4:   log likelihood = -445.48077   

Iteration 5:   log likelihood = -445.48076   

 

Logistic regression                               Number of obs   =       2675 

                                                  LR chi2(4)      =     454.34 

                                                  Prob > chi2     =     0.0000 

Log likelihood = -445.48076                       Pseudo R2       =     0.3377 

 

------------------------------------------------------------------------------ 

       train |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

         age |  -.1320748   .0126665   -10.43   0.000    -.1569008   -.1072488 

        educ |  -.2292395   .0386296    -5.93   0.000    -.3049521   -.1535268 

       black |    2.74895   .2621999    10.48   0.000     2.235048    3.262852 

        hisp |   2.177318   .4222033     5.16   0.000     1.349815    3.004822 

       _cons |   2.136474   .7024242     3.04   0.002     .7597477      3.5132 

------------------------------------------------------------------------------ 
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. eststo logit_1 

 

.  

. * probit-1 

. probit train age educ black hisp 

 

Iteration 0:   log likelihood = -672.64954   

Iteration 1:   log likelihood = -482.61563   

Iteration 2:   log likelihood = -448.91264   

Iteration 3:   log likelihood = -447.99738   

Iteration 4:   log likelihood = -447.99493   

Iteration 5:   log likelihood = -447.99493   

 

Probit regression                                 Number of obs   =       2675 

                                                  LR chi2(4)      =     449.31 

                                                  Prob > chi2     =     0.0000 

Log likelihood = -447.99493                       Pseudo R2       =     0.3340 

 

------------------------------------------------------------------------------ 

       train |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

         age |  -.0661692   .0062066   -10.66   0.000    -.0783339   -.0540044 

        educ |  -.1140225   .0201033    -5.67   0.000    -.1534243   -.0746208 

       black |   1.345078   .1150059    11.70   0.000      1.11967    1.570485 

        hisp |   .9881963   .2176798     4.54   0.000     .5615517    1.414841 

       _cons |   .9944103   .3476386     2.86   0.004     .3130512    1.675769 

------------------------------------------------------------------------------ 

 

. eststo probit_1 

 

.  

. esttab logit_1 probit_1,nogaps p star wide nopar 

 

---------------------------------------------------------------------- 

                      (1)                          (2)                 

                    train                        train                 

---------------------------------------------------------------------- 

train                                                                  

age                -0.132***        0.000      -0.0662***        0.000 

educ               -0.229***        0.000       -0.114***        0.000 

black               2.749***        0.000        1.345***        0.000 

hisp                2.177***        0.000        0.988***        0.000 

_cons               2.136**         0.002        0.994**         0.004 

---------------------------------------------------------------------- 

N                    2675                         2675                 

---------------------------------------------------------------------- 

p-values in second column 

* p<0.05, ** p<0.01, *** p<0.001 

 

. esttab logit_1 probit_1 using logit-probit.rtf,nogaps p star wide nopar 

(output written to logit-probit.rtf) 

6.3 Leaving the U.S. Navy – 
Gruppierte und individuelle Schätzungen LP und LOGIT 

Vorhersage des Ausscheidens von Rekruten vor dem Rekrutierungsende (Maddala 1983, S. 32 → 

Warner 1978) 

Modell: 
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y=1 if the person leaves the Navy before completion of the first enlistment  

y=0 otherwise 

x years of education (ED), mental ability (MENTAL) (as measured by the Armed 

Forces Qualification Test, AFQT), martial status, age and race.  

Groups: 3 5 3 2 2 180× × × × = Zellen aus den Variablenkategorien  

n= 30.000 Individuen von 67.000 männlichen Rekruten 1973 

Methoden: 

Gruppierte Daten, individuelle Daten  

Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell (LP), LOGIT 

Warner, J.T. (1978), The Prediction of Attrition from Military Service, Report CRC345, Center 

for Naval Analyses, Alexandria, Virginia (USA).  

Die Schätzergebnisse des LP- und des LOGIT-Modells bei gruppierten und ungruppierten Daten 

finden sich in folgender Tabelle 
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6.4 Nachfrage nach dauerhaften Konsumgütern – Gruppierte Schätzungen LOGIT 

Der Einfluss sozioökonomischer Größen auf die individuelle private Nachfrage nach dauerhaften 

Konsumgütern – Eine Anwendung der diskreten Entscheidungsmodelle LOGIT und TOBIT 

(Merz 1983) 

Modell: 

y=1  Kauf eines Konsumgutes j ( 10,,1…=j )  

y=0  sonst  

x  soziale Stellung des Haushaltsvorstandes, Alter des HHV, Haushaltsgröße, 

  Bestand an Konsumgütern, Alter des Bestandes, Spar- und Wertpapier

  vermögen, Haushaltsnettoeinkommen  

Groups: 288 Zellen aus n=47.000 Haushaltsrecords der EVS 1969 

Methode: 

Gruppierte Daten LOGIT / GLS zur Gewichtung unterschiedlicher Zellenbesetzungen 

Ergebnisse: Tab. 6.2 
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Fortsetzung  Tab. 6.2 

Endogene Variablen: 

1. Kühlschrank 

2. Tiefkühltruhe, -schrank 

3. Elektrische Waschmaschine (mit und ohne Schleuder), Wäscheschleuder, Geschirrspülmaschine 

4. Elektrische Nähmaschine, Staubsauger (incl. Elektrischer Teppichklopfer), elektrischer 
Grill, elektrischer Heimbügler 

5. Personenkraftwagen 

6. Zweirad (incl. Motorrad, -roller, Moped, Motorfahrrad (Mofa), Fahrrad) 

7. Fernsehgerät (auch Fernsehtruhe, Phonokombination (Truhe) mit Fernsehgerät) 

8. Rundfunkgerät (auch Musiktruhe), Tonbandgerät, Plattenspieler, Phonokombination (Truhe) ohne Fern-
sehgerät) 

9. Foto-, Filmapparat, Projektor für Dia oder Film 

10. Grundstück, Gebäude, Eigentumswohnung u. ä. 

Exogene Variablen 

1. Soziale Stellung des Haushaltsvorstandes 
Landwirt    (SSLAND) 

Selbständiger    (SSSELB) 

Beamter     (SSBEAM) 

Angestellter    (SSANGE) 

Arbeiter     (SSARBE) 

Nichterwerbstätiger   (SSNERW) 

2. Alter des Haushaltsvorstandes 

0 bis 34 Jahre    (AH0034) 

35 bis 64 Jahre    (AH3564) 

65 Jahre und älter   (AH65AL) 

3. Haushaltsgröße 

Einpersonenhaushalt   (HG0101) 

Haushalt mit 2 Personen   (HG0202) 

Haushalt mit 3 Personen   (HG0303) 
Haushalt mit 4 und mehr Personen  (HG04UM) 

4. Jeweiliger Bestand der Gebrauchsgütergruppe zum Ende der Vorperiode 

Kein Bestand vorhanden   (ABNEXI) 

Bestand vorhanden   (ABEXI) 

für Immobilien: Wohnstatus 

Mieter der Wohnung 

Eigentümer der Wohnung 

5. Anschaffungsjahr des jeweiligen Bestandes 

vor 1958 Anschaffungsjahr nicht bekannt (AJNIBE) 

Anschaffungsjahr bekannt   (AJBEKA) 

für Immobilien: Baujahr des Gebäudes 

1958 und später 

vor 1958 
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Quantitative Variablen: 

6. Spar- und Wertpapiervermögen, sowie der Wert der Geschäfts- 
und Genossenschaftsanteile zum Ende der Vorperiode  (SPWEGE) 

7. Haushaltsnettoeinkommen     (HHEINK) 

6.5 Travelling by Auto or Transit – Individualschätzung LOGIT 

Reisealternativen/Transportwesen: Wichtiges Anwendungsgebiet diskreter Entscheidungsmodel-

le. 

Domencich, T. und D. McFadden 1975, Urban Travel Demand – A Behavioral Analysis, Am-

sterdam; Metropolitan Washington area (Cambridge Sytematics 1976, Ben-Akiva und Lerman 

1991, S. 77 ff) 

Modell: 

y=1 Auto  

y=0 Transit  

x In-vehicle and out-of vehicle time, costs, transit fare, auto ownership, downtown 

            workplace 

Daten: 

n=1476 worktrips, Metropolitan Washington area 

Methode: 

Individualschätzung LOGIT, Maximum Likelihood 

Ergebnisse: 

Text und Tab. 6.3  
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6.6 Arbeitsangebot von Frauen – PROBIT  

 

Female Labor Supply - Labor Force Participation, Market Wage Rate and Working Hours of 

Married and Unmarried Women in the Federal Republic of Germany (Merz 1990). 

Selektionskorrigierte Schätzung (à la Heckman) des Arbeitszeitangebots (vgl. hier Kap. III) über 

die Partizipationsentscheidung. 

Modell: 

y=1 Frau geht arbeiten  

y=0 sonst  

x sozioökonomische Charakteristika 

 - der Frau selbst  

 - des Ehemanns  

 - der Haushaltssituation  

� own wage and income elasticities – Berechnungen 

Daten: 

Sozio-ökonomisches Panel, Welle 1 (1984):  

Personen 12.246n =   Haushalte 5.921n =    married women 3.932n =  unmarried women 2.176n =  

Methode: 

Individualschätzung PROBIT, Maximum Likelihood 

Ergebnisse: 

Tab. 6.6a Arbeitsangebot von Frauen – PROBIT  

Tab. 6.6b Arbeitsangebot von Frauen - Elastizitäten 
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Tab. 6.6a: Arbeitsangebot von Frauen - PROBIT 
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Fortsetzung Tab. 6.6a: Arbeitsangebot von Frauen - PROBIT  

 
 

Quelle: Merz 1990 
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Tab. 6.6b: Arbeitsangebot von Frauen – Elastizitäten 

 
Quelle: Merz 1990 
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III MULTIPLE ENTSCHEIDUNGSMODELLE 

1 Struktur multipler Entscheidungsmodelle 

Bisher: binäre Entscheidung für eine Kategorie, eine Auswahl (z. B. Busfahren, ja oder nein) 

Nun: multiple Kategorien, Set von Wahlentscheidungen, Alternativen  

 1, ,j m= …  z. B. Bus, Zug, Auto oder … fahren 

Beispiele: 

� Transportmittelwahl (Bus, Bahn, Auto, …) 

Domencich und McFadden 1975, Theil 1969 

� Portfoliostruktur (Vermögensanlagen) 

Uhler und Cragg 1971 

� Berufswahl (menial („niedere Dienste“), blue collar, craft, white collar, professional) 

Schmidt und Strauss 1975 

� Zuordnung von bond ratings als eine Auswahl von multiplen Alternativen 

Terza 1985 

� … 

 

Es steht also bei multiplen Entscheidungsmodellen die Wahl einer Alternative j aus einem Set von 

j = 1, …, m Alternativen im Vordergrund. 

2 Nutzentheoretische Fundierung: RUM – Random Utility Maximization 

RUM: Random Utility Maximization 

RUM-Modell (McFadden 1976, 1985, Domencich und McFadden 1975; Survey Amemiya 1981): 

Allgemeiner Ansatz des stochastisches Nutzenmodells bei m diskreten Alternativen:   

Rationaler Entscheider wählt eine diskrete Alternative j über die Maximierung seines Nutzens.  

� Jedes der n Individuen i ( ni ,,1…= ) hat die Wahl zwischen m diskreten Alternativen j 

( 1, ,j m= … ) 

� Jede Alternative hat einen Nutzenindex 

' ' '

'
( )

ij ij ij

ij j j i ij ij

ij j i ij

u

u x w z

u x

υ ε

α β γ ε

β ε

= +

= + + +

= +

 ijυ  deterministisch , ijε  zufällig 

� Deterministischer Nutzen 

' ' '
ij j j i ijx w zυ α β γ= + +  
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mit 

jx   = Vektor der Eigenschaften der Alternative j (z. B. Preise, Geschwindigkeit bei Al-

ternativen Bus, Bahn, Auto) 

iw   = Vektor sozioökonomischer Größen des Individuums i (z. B. Alter, Geschlecht, 

Einkommen) 

ijz   = Vektor der Größen, die mit den Individuen i und Alternativen j variieren 

, ,jα β γ  = zu schätzende Parametervektoren 

� Zufallsterm 

ijε   = f (unbeobachtete Charakteristika der Alternativen j bzw. der Individuen i, Mess-

fehler, Verwendung von Instrumentvariablen für unbeobachtete Größen) 

� Entscheider wählt die Alternative j aus, die ihm den höchsten Nutzen stiftet: 

1

( , 1,..., ; )

.

max( , , )

ij ik

ij i im

u u j k m j k

bzw

u u u

> = ≠

= …

 

oder nach Umformung 

ikikijij ευευ +>+  

( ) ( ) ( ) ij ik ik ij für j kυ υ ε ε− > − ≠  

� Auswahlwahrscheinlichkeit: 

ikProb ij ij ij ikP ε ε υ υ = − < −   ( ), 1, , ;j k m j k= ≠…  

Differenzen in Bezug auf eine Basisalternative k. 

 

RUM-Model für das Multinomiale Logit 

 ( ) ' ( 1,..., )β ε= = + =ij ij iju Wahl von j für Individuumi u x j m  

Die Fehlerterme i1 i 2 im( , , ..., )ε ε ε sind annahmegemäß unabhängig und jeder Fehlerterm mit einer 

Extremwert (Gumbel)-Verteilung verteilt. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Individuum i 

die Alternative j wählt ist 

 Prob( )> ≠ij iku u für alle k j . 

Es kann gezeigt werden, dass für die unabhängige Extremwertverteilung diese Wahrscheinlichkeit 

 Prob( ) exp( ' ) / exp( ' )β β= = ∑i ij ijj
y j x x  

ist. 
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RUM und das Modell der Indexfunktionen bei m Alternativen 

Nicht beobachtete Zufallsvariable ( )'

1,.... mZ u u=   

Max. Nutzenindex .j ju bzw υ  aus ( ), 1,...K k mυ =   

wählt Ereignis j aus: 

( ) ( )

1 0 , 1,...

0

Prob 1 Prob best. Nutzendifferenzen

j K
j

j

wenn u u j k m j k
y

sonst

y Z

− > = ≠
= 


= = ∈

 

Die Nutzendifferenz ist eine kontinuierliche Zufallsvariable, die, wenn sie über einen Schwellen-

wert hinausgeht, über die Indexfunktion den Eintritt eines Ereignisses j bestimmt. Die dahinter 

liegenden Nutzenkomponenten sind nicht direkt beobachtbar. 

3 Das MULTINOMIALE LOGIT (MNL-)Modell 

Im MUTINOMIALEN LOGIT Modell werden typischerweise individuenspezifische Merkmale 

ix  zur Erklärung herangezogen.  

Seien 1 2, , , mP P P…  die Wahrscheinlichkeiten für die m zur Auswahl stehenden Alternativen. Diese 

Wahrscheinlichkeiten können in „binärer“ Form als Verhältnis zweier Wahrscheinlichkeiten ge-

schrieben werden (Maddala 1983, S. 34 ff): 

( ) ( ) ( )11 2
1 2 1

1 2 1

; ; m
i i i m

m m m m

PP P
F x F x F x

P P P P P P
β β β−

−
−

= = =
+ + +

 

Nach Umformung über 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

1

1

1
; ; 1

11
1;

β
β β

β

β β

= = + = +
+

−
= − =

j j m
i j j m

j m i j i j

i jm m

ji j i j

P P P
F x P P

P P PF x F x

F xP P

P PF x F x

 

ergibt sich  

( )
( ) ( ) ( )1, , 1

1

i jj

i j

m i j

F xP
G x j m

P F x

β
β

β
= = = −

−
… . 

Wegen  ∑
−

=

−=
−

=
1

1

1
11m

j mm

m

m

j

PP

P

P

P
 

ist  

( )
1

1

1

1
m m

i j
j

P

G x β
−

=

=
+∑
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und damit die Wahrscheinlichkeit für die Alternative j  im MULTINOMIALEN MODELL 

( )
( )

1

1

1

i j

j m

i k
k

G x
P

G x

β

β
−

=

=
+∑

 

Die Beobachtungen stammen aus einer multinominalen Verteilung mit den Wahrscheinlichkeiten 

Pj und Pm. 

In Abhängigkeit wieder von der Wahl von ( )i jG x β  ergibt sich das 

MULTINOMIALE LOGIT (MNL) 

( ) e i jx

i jG x
ββ =    

MNL:  

∑
−

=

+
=

1

1

1
m

k

x

x

j

ki

ji

e

e
P

β

β

 oder das 

MULTINOMIALE PROBIT (MNP) 

( )i jG x β  bzw. jP  als mehrdimensionales Integral 

Die Schwierigkeit das MNP zu schätzen liegt an den multivariat normal verteilten Wahrschein-

lichkeiten, die mit einer Dimensionalität von größer 2 nur sehr aufwendig mit neueren Ansätzen 

von ‚simulated estimators’ machbar ist. Vertiefungen und Hinweise finden sich dazu bspw. in 

Greene 2003, S. 727 ff oder für den MNP Ansatz generell Maddala 1983, S. 62 ff 

Ein unterschiedlicher Bezug der β auf Charakteristika der Alternativen und/oder individuelle 

Merkmale führt zu verschiedenen ‚MNL’-Ansätzen: 

:ijx β  β „über alles“, weder individuen- noch alternativenspezifisch 

(Boskin 1974: several occupations, jeweils charakterisiert durch 3 Variablen  

– present value of potential earnings  

– training cost/net worth  

– present value of time unemployed) 

:i jx β  β alternativenspezifisch/„normales MNL“      

 (Schmidt und Strauss 1975a, m occupations , iiy x = age, sex, years of schooling etc.) 

:ij i jx wβ α+  generelles Modell aus beiden Ansätzen  

(McFadden 1974: shopping mode choices  

:ijx   alternativenspezifisch/individuenspezifisch: transit costs, transit walk time 
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 (individuelle Entfernung zu den Haltestellen unterschiedlicher Transportmittel)… 

:iw   individuenspezifisch: race, occupation, … ) 

Je nach Spezifikation sind die geschätzten Koeffizienten nicht immer leicht zu interpretieren. 

Stehen wie im Ausgangsmodell die i jx β   im Erkenntnisinteresse, dann gehen in die marginalen 

Wahrscheinlichkeiten aus jβ  nicht nur die Alternative j ein, sondern auch alle anderen Alternati-

ven (siehe unten: marginale Effekte). 

4 McFadden’s CONDITIONAL LOGIT 

Beziehen sich die Daten auf alternativenspezifische Attribute, dann ist das angemessene Modell 

multipler Entscheidungsmöglichkeiten das CONDITIONAL LOGIT Modell von McFadden. 

Die nutzentheoretische Fundierung ist das RUM-Modell mit: ( )* * *
j 11 wenn u max , ,j j my y y y= = = … , 

sonst ist 0jy = .  

Der stochastische Nutzen ist ( )*
ij ij ij ij ij ij iju y z zυ ε β ε= = + = + .Der Nutzen ist somit eine Funktion 

von ijz , einem Vektor, der sowohl individuenspezifische als auch alternativenspezifische Charak-

teristika enthält. 

McFadden 1973 hat gezeigt, dass nur bei einer Type I Extremwertverteilung (Gumbel Vertei-

lung) ( ) ( )exp expf ε ε ε= − − −   der unabhängigen Fehler ε  mit ( ) ( )exp expjF ε ε ε< = − −   das 

CONDITIONAL LOGIT Modell folgt  

CONDITIONAL LOGIT 

( ) ( )
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1 1
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1 ˆ

1 exp
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j ij m m
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P y z
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Sei ( , )ij ij iz x w= , dann variiert ijx  über die Alternativen (und möglicherweise auch über die Indi-

viduen); typischerweise Attribute der Alternativen. iw enthält die Charakteristika der Individuen. 

Dann wird McFadden’s CONDITIONAL LOGIT Modell zu 

*
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+∑
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Durch geeignete Multiplikation der Individuenspezifika mit Dummyvariablen können alternati-

venspezifische individuelle Charakteristika berücksichtigt werden. Eine der Interaktionsterme ist 

wegen der linearen Abhängigkeit auszulassen. 

Beispiel: Wahl eines Einkaufszentrums aus mehreren Alternativen.  

Die Attribute der Einkaufszentren (Anzahl der Geschäfte, Entfernung zur City) sind für alle In-

dividuen gleich, nicht aber ein Einkommen, das indivduenspezifisch ist. Mit drei Einkaufszentren 

ließe sich ein CONDITIONAL LOGIT Modell formulieren mit 

 

 Alternative j                    alternativenspezifisch  individuenspezifisch  

 Zentrum 1: Anzahl der Geschäfte Entfernung Einkommen 0 

 Zentrum 2: Anzahl der Geschäfte Entfernung 0 Einkommen 

 Zentrum 3: Anzahl der Geschäfte Entfernung 0             0 

Die Erhebung alternativen- und individuenspezifischer Charakteristika (z.B. Entfernung des Indi-

viduums zum jeweiligen Zentrum) ist aufwendig; entsprechende  Modelle sind daher eher selten 

anzutreffen.  

5 Schätzung des MULTINOMIAL LOGIT und des CONDITIONAL LOGIT 
Modells 

Die Schätzung der Koeffizienten ( )jβ  des MULTINOMIALEN LOGIT und des 

CONDITIONAL LOGIT Modells wird wieder über den Maximum-Likelihood Ansatz vorge-

nommen. 

Sind m-1 Wahrscheinlichkeiten bekannt, dann ist die verbleibende Wahrscheinlichkeit Pm leicht 

aus 
1

1

1
m

i
i

P
−

=

−∑  zu berechnen. Deshalb ist zur eindeutigen Identifikation eine Normierung notwen-

dig (z. B. 0mβ = oder *
j j mβ β β= − ) 

Likelihood Funktion 

( )

1 2

1 2
1

ln ln Prob 

i i im

n
y y y

i i im
i

ij ii j

L P P P

L y y j

=

=

= =

∏

∑ ∑

…
 | =̂  LOGIT (MNL), PROBIT (MNP) 

1. Ableitungen 

( )ln
0ij ij ii

j

L
y P x

β
∂

= − =
∂ ∑  

wobei 1ijy =  wenn von Individuum i die Alternative j gewählt wurde, 0 sonst. 
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Nichtlineares Gleichungssystem z. B. zu lösen über Newton → ˆ
jβ   

Die Hesse’sche Matrix der 2. Ableitungen hat  

2( 1)m −  Blöcke ( 1)( 1)k k+ +  

j-ter Diagonal Block: ( )1ij ij i ii
P P x x′− −∑   

jk Nebendiagonal Block: ( )ij ik i ii
P P x x′∑  (Greene 1993, S. 667) 

ist negativ definit ⇒ Newton-Iterationen konvergieren zu einem eindeutigen Maximum.  

Bei der Spezifikation des CONDITIONAL LOGIT Modells ist darauf zu achten, dass eine Kon-

stante nicht vorkommen darf. 

Marginale Effekte, Elastizitäten 

Der Effekt einer Änderung der unabhängigen Variablen auf die Auswahlwahrscheinlichkeit kann 

mit den marginalen Effekten  ermittelt werden. Da es sich  wie in den vorangegangenen Model-

len um ein nicht-lineares Modell handelt, sind die marginalen Effekte auch hier nicht konstant, 

d.h. sie sind abhängig von allen anderen Variablenwerten.  

Marginale Effekte: j

j ij k ik
ki

P
P P

x
β β

∂  = − ∂  
∑  

Da die marginalen Effekte auch durch die Koeffizienten aller anderen Alternativen beeinflusst 

werden, kann mit einem Koeffizienten nicht definitiv der direkte Einfluss auf die Wahrschein-

lichkeit und die Richtung über das Vorzeichen bestimmt werden. 

Da Dummies keine infinitesimalen Änderungen haben, würde man marginale Effekte von 

Dummy-Variablen berechnen aus der Differenz: 

Marginaler Effekt bei Dummies: P( 1| 1) P( 1| 0)dummy dummyy x y x= = − = = .  

Die prozentualen Effekte auf die Auswahlwahrscheinlichkeit erfolgen über Elastizitäten. Sie 

werden berechnet durch die Multiplikation des marginalen Effekts mit dem Wert der Regressor-

variablen dividiert durch die Wahrscheinlichkeit jP . 

Das relative Risiko Alternative j anstatt Alternative 1 zu wählen ist 

 
Pr( )

Pr( 1)
i jxi

i

y j
e

y

β=
=

=
. 

Damit gibt ähnlich dem binären Entscheidungsmodell je
β

 die proportionale Änderung dieses 

relativen Risikos an wenn jx  sich um eine Einheit sich ändert. 

Schätzgüte 

� t-Tests (Koeffizienten) 
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� LR-Test (Gesamtmodell) 

� Predictions – Actual Numbers 

… siehe Kapitel II.5 

Choice Based Sampling 

Anstatt alle Beobachtungen insgesamt zufällig auszuwählen werden bei „choice based sampling“  

die Beobachtungen auf der Basis der diskreten Alternative (binär oder multinomial) jeweils (zufäl-

lig) ausgewählt. Damit können bspw. relative wenige Beobachtungen für eine Alternative „over-

sampled“  werden, um bessere (effizientere Schätzungen der Parameter) Resultate zu erhalten. 

Ist allerdings eine Selektion endogen, dann sind OLS Ergebnisse verzerrt und inkonsistent 

(Wooldridge 2009, 223).  Lösung: Gewichtete (OLS-)Schätzung oder ML Schätzung der gemein-

samen Dichte der unbekannten Parameter und der Stichprobengewichte (Cameron und Trivedi 

2005, Kapitel 24.4 Endogenous Stratification). 

Stichworte: Endogenous stratification; sampling scheme with endogenous components; sample 

selection based on dependent variables  

6 Unabhängigkeit von irrelevanten Alternativen: IIA-Annahme 

Eine Eigenschaft des MNL-Modells (auch des Conditional Logit Modells) ist die, dass die sog. 

„odds“ 

( )
( )ii

ii

k

j

xF

xF

P

P

β
β

−
=

1
 

unabhängig von irrelevanten Alternativen sind. D. h., die Relation zwischen den Wahrscheinlich-

keiten sind unabhängig von der Gesamtanzahl aller Wahlmöglichkeiten m. Würde m erweitert, 

verändert das die odds nicht. 

Würde also bspw. ein neues Verkehrsmittel auftreten, so könnte man – ohne Neuschätzung – mit 

den entsprechenden Charakteristika die neue jP +  sofort berechnen.  

IIA-Ursache: Unabhängigkeits-Annahme der jε  

IIA-Test: Hausman und McFadden 1984 

( ) [ ] ( ) verteiltChi ˆˆˆˆˆˆ 212 −−−
′

−=
−

fsfsfs VV ββββχ  

s steht für eingeschränkte (restricted) Menge der Alternativen, f für vollständiges Set; ˆ ˆ,s fV V  sind 

die asymptotischen Kovarianzmatrizen von ˆ ˆ,s fβ β . Eine Differenz ˆ ˆ 0s fβ β− =  ist die Nullhypo-

these, also die für den Test berechenbare Testgröße. Erbringt eine Schätzung des vollen Modells 

(full model f) keinen Unterschied zur Schätzung des eingeschränkten Modells (bei Auslassen ei-

ner Alternative), dann ist die IIA-Annahme erfüllt; damit ist das Multinomiale Modell das pas-
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sende Schätzmodell. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist gleich der Anzahl der Koeffizienten in 

ˆ ˆ.s fbzwβ β . 

Für die konkrete Durchführung des IIA-Tests würde man in einem Fall mit drei Alternativen als 

vollständiges Set alle drei Alternativen als Ausgangsmodell verwenden. Für das eingeschränkte 

Set würde man eine Alternative streichen, d.h. das Modell mit zwei Alternativen schätzen. 

Aus den beiden Modellschätzungen erhält man jeweils einen Koeffizientenvektor. Nun werden 

die geschätzten Koeffizienten verglichen: 

fβ  Koeffizienten der Schätzung mit vollem Alternativenset (jedoch nur die Koef-

 fizienten für Alternative 1 und 2)  

sβ  Koeffizienten der Schätzung mit beschränktem Alternativenset (es liegen nur die 

 Koeffizienten für Alternative 1 und 2 vor) 

Je nach Ergebnis ist Alternative 3 irrelevant oder nicht (irrelevant in Bezug auf das Chancenver-

hältnis der Alternativen 1 und 2). Im Prinzip müsste jede andere Konstellation dann auch noch 

getestet werden. 

Wäre die IIA-Annahme nicht erfüllt, so wäre als Alternative ein MULTIVARIATES 

LOGIT/PROBIT-Modell mit 

jjj xu εβ +=  mj ,,1…=  

[ ] ( )1 2, , , ~ 0,m Nε ε ε ∑…  

also abhängigen Fehlertermen angebracht. Dies führt zu mehrdimensionalen Integralen, die mit 

„simulation estimators“ zu lösen sind (vgl. Kapitel III.7).  

Ist die IIA-Annahme nicht erfüllt, dann kann neben dem MULTIVARIATEN LOGIT/PROBIT 

Modell auch ein NESTED LOGIT Modell oder ein HETEROSKEDASTISCHES LOGIT Mo-

dell  verwendet werden, die im nächsten Abschnitt behandelt werden. 

7 LIMDEP: Marginale Effekte und vorhergesagte Wahrscheinlichkeiten 

Zur Berechnung der marginalen Effekte und der vorhergesagten Wahrscheinlichkeiten für das 

MNL-Modell sind in Tabelle 3.5a und Tabelle 3.5b die entsprechenden LIMDEP-Programme 

aufgeführt. Dabei werden die marginalen Effekte, also die Änderung der Wahrscheinlichkeit für 

die Wahl einer Alternative bei Änderung einer Einheit von x, prinzipiell an den Mittelwerten der 

erklärenden Variablen x vorgenommen. Als Mittelwert bei Dummies wird die relative Häufigkeit 

der Einsen (relativ zu allen Beobachtungen) eingesetzt. 
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Tab. 3.5a: Marginal Effects (LIMDEP) 
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Tab. 3.5b: Predicted Probalities (LIMDEP) 
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8 Beispiele multipler Entscheidungsmodelle 

8.1 MULTINOMIALES LOGIT / LIMDEP: Berufliche Stellung 

Occupation als Funktion sozioökonomischer Variablen (in Anlehnung an Schmidt und Strauss 

1975a, eigene fiktive Daten) 

( )
( )

1

exp
1, ,

1 exp

i j

j J

i k
k

x
P j J m

x

β

β
=

= = =
+∑

…  

Alternativen: 

Occupation  

y = 0 Menial (niedrige Dienste) y = j 

 1 blue collar  

 2 white collar  

 3 professional (Freie Berufe)  

Regressoren: 

x = (1, education, sex, income)  

Normierung auf j = 0 (menial) 

Ergebnis: 

jjjj ,income,education0 ββββ +++= …   

also alternativenspezifisch (d.h. es gibt für jede Alternative einen Ergebnisvektor) 

 

LIMDEP-Ergebnisse: MNL - Berufliche Stellung 

 
/* MULTINOMIAL LOGIT Beispiel 
   - mit marginalen Effekten  
   - und Hausman und McFadden (1984) IIA-Test 
------------------------------------------------------- 
Schmidt und Strauss 1975a,b, eigene fiktive Daten 
 
Alternativen: Occupation 
      y=0 menial 
        1 blue collar 
        2 white collar 
        3 professional 
 
Regressors: 
      x=(educat (in years),sex (0=female,1=male),income) 
--------------------------------------------------------  
*/ 
--> read;nobs=30;nvar=4;names=1;file=mnlexam-dat.txt$ 
--> list;y,educat,sex,income;file$ 
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        Listing of raw data (Current sample) 
 Line         Observ.         Y        EDUCAT        SEX      INCOME 
   1             1            0           7           1        1100 
   2             2            0           9           1        1700 
   3             3            1           8           1        1400 
   4             4            1           7           1        1300 
   5             5            2          12           0        2850 
   6             6            3          13           1        3800 
   7             7            2          10           1        2700 
   8             8            2          12           0        2810 
   9             9            3          10           0        2950 
  10            10            3          14           0        4500 
  11            11            2          13           1        3000 
  12            12            0           9           0         800 
  13            13            0           8           0         750 
  14            14            2           9           0        2400 
  15            15            3          11           1        3400 
  16            16            2          10           1        2600 
  17            17            1           9           0        1900 
  18            18            1           8           0        1850 
  19            19            3          12           1        3400 
  20            20            3          11           0        3300 
  21            21            0           9           0        1200 
  22            22            0           8           1        1900 
  23            23            2          10           1        1900 
  24            24            2          10           0        1600 
  25            25            3           9           1        3200 
  26            26            3           7           0        2200 
  27            27            0           8           0        1425 
  28            28            0           9           0        1655 
  29            29            1          11           1        2000 
  30            30            3          12           0        3100 
 
--> dstat; rhs=*$ 
Descriptive Statistics 
All results based on nonmissing observations. 
=============================================================================== 
Variable        Mean         Std.Dev.        Minimum         Maximum      Cases 
=============================================================================== 
------------------------------------------------------------------------------- 
All observations in current sample 
------------------------------------------------------------------------------- 
Y         1.60000000      1.19192687      .000000000      3.00000000         30 
EDUCAT    9.83333333      1.91335296      7.00000000      14.0000000         30 
SEX       .466666667      .507416263      .000000000      1.00000000         30 
INCOME    2289.66667      939.892633      750.000000      4500.00000         30 

 
 
 
--> MLOGIT; lhs=y 
    ; rhs=educat,sex,income 
    ; marginal effects$ 
 
 
 
Normal exit from iterations. Exit status=0. 
 
+---------------------------------------------+ 
| Multinomial Logit Model                     | 
| Maximum Likelihood Estimates                | 
| Model estimated: Dec 23, 2005 at 10:11:39AM.| 
| Dependent variable                    Y     | 
| Weighting variable                 None     | 
| Number of observations               30     | 
| Iterations completed                 10     | 
| Log likelihood function       -19.03155     | 
| Restricted log likelihood     -40.94265     | 
| Chi squared                    43.82218     | 
| Degrees of freedom                    6     | 
| Prob[ChiSqd > value] =         .0000000     | 
+---------------------------------------------+ 
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+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
          Characteristics in numerator of Prob[Y = 1] 
 EDUCAT      -.5275697122       .36983600   -1.426   .1537     9.8333333 
 SEX          .3272823579       1.2711104     .257   .7968     .46666667 
 INCOME    .2555341358E-02  .20085310E-02    1.272   .2033     2289.6667 
          Characteristics in numerator of Prob[Y = 2] 
 EDUCAT      -1.005280554       .45493951   -2.210   .0271     9.8333333 
 SEX         -.5304989144       1.3321542    -.398   .6905     .46666667 
 INCOME    .5294018199E-02  .22833436E-02    2.319   .0204     2289.6667 
          Characteristics in numerator of Prob[Y = 3] 
 EDUCAT      -5.286995577       2.7788625   -1.903   .0571     9.8333333 
 SEX         -3.800175713       3.2381911   -1.174   .2406     .46666667 
 INCOME    .2183391192E-01  .10775934E-01    2.026   .0427     2289.6667 
 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 
 
+--------------------------------------------------------------------+ 
| Information Statistics for Discrete Choice Model.                  | 
|                            M=Model MC=Constants Only   M0=No Model | 
| Criterion F (log L)      -19.03155         -40.94265     -41.58883 | 
| LR Statistic vs. MC       43.82218            .00000        .00000 | 
| Degrees of Freedom         6.00000            .00000        .00000 | 
| Prob. Value for LR          .00000            .00000        .00000 | 
| Entropy for probs.        19.03155          40.94265      41.58883 | 
| Normalized Entropy          .45761            .98446       1.00000 | 
| Entropy Ratio Stat.       45.11455           1.29237        .00000 | 
| Bayes Info Criterion      58.47029         102.29248     103.58485 | 
| BIC - BIC(no model)       45.11455           1.29237        .00000 | 
| Pseudo R-squared            .53517            .00000        .00000 | 
| Pct. Correct Prec.        66.66667            .00000      25.00000 | 
| Means:       y=0    y=1    y=2    y=3    yu=4   y=5,    y=6   y>=7 | 
| Outcome     .2667  .1667  .2667  .3000  .0000  .0000  .0000  .0000 | 
| Pred.Pr     .2533  .1572  .2821  .3075  .0000  .0000  .0000  .0000 | 
| Notes: Entropy computed as Sum(i)Sum(j)Pfit(i,j)*logPfit(i,j).     | 
|        Normalized entropy is computed against M0.                  | 
|        Entropy ratio statistic is computed against M0.             | 
|        BIC = 2*criterion - log(N)*degrees of freedom.              | 
|        If the model has only constants or if it has no constants,  | 
|        the statistics reported here are not useable.               | 
+--------------------------------------------------------------------+ 
 
+-------------------------------------------+ 
| Partial derivatives of probabilities with | 
| respect to the vector of characteristics. | 
| They are computed at the means of the Xs. | 
| Observations used for means are All Obs.  | 
| A full set is given for the entire set of | 
| outcomes, Y        = 0 to Y        =  3.  | 
| Probabilities at the mean vector are      | 
|  0= .094 1= .214 2= .690 3= .002          | 
+-------------------------------------------+ 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
          Marginal effects on Prob[Y = 0] 
 EDUCAT    .7721091130E-01  .55472538E-01    1.392   .1640     9.8333333 
 SEX       .2874179797E-01      .10102507     .285   .7760     .46666667 
 INCOME   -.4008788098E-03  .25208351E-03   -1.590   .1118     2289.6667 
          Marginal effects on Prob[Y = 1] 
 EDUCAT    .6194091056E-01  .67029407E-01     .924   .3554     9.8333333 
 SEX          .1348642002       .19564098     .689   .4906     .46666667 
 INCOME   -.3608391504E-03  .28786010E-03   -1.254   .2100     2289.6667 
          Marginal effects on Prob[Y = 2] 
 EDUCAT      -.1294216575   .84826868E-01   -1.526   .1271     9.8333333 
 SEX         -.1559952886       .24189957    -.645   .5190     .46666667 
 INCOME    .7234259335E-03  .35974406E-03    2.011   .0443     2289.6667 
          Marginal effects on Prob[Y = 3] 
 EDUCAT   -.9730164410E-02  .31746457E-01    -.306   .7592     9.8333333 
 SEX      -.7610709536E-02  .25445217E-01    -.299   .7649     .46666667 
 INCOME    .3829202667E-04  .12566458E-03     .305   .7606     2289.6667 
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 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 
 
 
Marginal Effects Averaged Over Individuals 
--------+------+------+------+------+ 
Variable|  Y=00|  Y=01|  Y=02|  Y=03| 
--------+------+------+------+------+ 
EDUCAT  | .0780| .0068| .0347|-.1195| 
SEX     | .0066| .0752| .0107|-.0924| 
INCOME  |-.0004| .0000| .0000| .0005| 
--------+------+------+------+------+ 
 
 
Averages of Individual Elasticities of Probabilities 
--------+------+------+------+------+ 
Variable|  Y=00|  Y=01|  Y=02|  Y=03| 
--------+------+------+------+------+ 
EDUCAT  |******|******|******|******| 
SEX     | .5447| .6974| .2971|******| 
INCOME  |******|******|******|******| 
--------+------+------+------+------+ 
 
Frequencies of actual & predicted outcomes 
Predicted outcome has maximum probability. 
 
            Predicted 
------  --------------------  +  ----- 
Actual      0    1    2    3  |  Total 
------  --------------------  +  ----- 
  0         7    0    1    0  |      8 
  1         3    0    2    0  |      5 
  2         2    0    5    1  |      8 
  3         0    0    1    8  |      9 
------  --------------------  +  ----- 
Total      12    0    9    9  |     30 
 
 
 
 
? Abspeichern des unrestringierten Modells (mit professionals) 
 
--> Matrix;list;bun=b(1:6);vu=varb(1:6,1:6)$ 
 
Matrix BUN      has  6 rows and  1 columns. 
               1 
        +-------------- 
       1|     -.5276 
       2|      .3273 
       3|      .0026 
       4|    -1.0053 
       5|     -.5305 
       6|      .0053 
 

Matrix: VU

[6,6]

 
 
? Berechnen des restringierten Modells (ohne professionals)  
 
--> reject;y=3$ 
--> MLOGIT; lhs=y 
    ; rhs=educat,sex,income 
    ; marginal effects$ 
 
Normal exit from iterations. Exit status=0. 
 
+---------------------------------------------+ 
| Multinomial Logit Model                     | 
| Maximum Likelihood Estimates                | 
| Model estimated: Dec 23, 2005 at 10:11:40AM.| 
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| Dependent variable                    Y     | 
| Weighting variable                 None     | 
| Number of observations               21     | 
| Iterations completed                  6     | 
| Log likelihood function       -16.41780     | 
| Restricted log likelihood     -22.61672     | 
| Chi squared                    12.39783     | 
| Degrees of freedom                    4     | 
| Prob[ChiSqd > value] =         .1462554E-01 | 
+---------------------------------------------+ 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
          Characteristics in numerator of Prob[Y = 1] 
 EDUCAT      -.5261516852       .36923037   -1.425   .1542     9.3333333 
 SEX          .3290315903       1.2716506     .259   .7958     .47619048 
 INCOME    .2548521873E-02  .20067390E-02    1.270   .2041     1849.5238 
          Characteristics in numerator of Prob[Y = 2] 
 EDUCAT      -1.021397444       .45630348   -2.238   .0252     9.3333333 
 SEX         -.5437659508       1.3353033    -.407   .6838     .47619048 
 INCOME    .5383003436E-02  .22858476E-02    2.355   .0185     1849.5238 
 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 
 

Matrix: LastOutp

[6,4]

 
 
 
+--------------------------------------------------------------------+ 
| Information Statistics for Discrete Choice Model.                  | 
|                            M=Model MC=Constants Only   M0=No Model | 
| Criterion F (log L)      -16.41780         -22.61672     -23.07086 | 
| LR Statistic vs. MC       12.39783            .00000        .00000 | 
| Degrees of Freedom         4.00000            .00000        .00000 | 
| Prob. Value for LR          .01463            .00000        .00000 | 
| Entropy for probs.        16.41780          22.61672      23.07086 | 
| Normalized Entropy          .71163            .98032       1.00000 | 
| Entropy Ratio Stat.       13.30612            .90828        .00000 | 
| Bayes Info Criterion      45.01369          57.41152      58.31981 | 
| BIC - BIC(no model)       13.30612            .90828        .00000 | 
| Pseudo R-squared            .27409            .00000        .00000 | 
| Pct. Correct Prec.        61.90476            .00000      33.33333 | 
| Means:       y=0    y=1    y=2    y=3    yu=4   y=5,    y=6   y>=7 | 
| Outcome     .3810  .2381  .3810  .0000  .0000  .0000  .0000  .0000 | 
| Pred.Pr     .3620  .2254  .4126  .0000  .0000  .0000  .0000  .0000 | 
| Notes: Entropy computed as Sum(i)Sum(j)Pfit(i,j)*logPfit(i,j).     | 
|        Normalized entropy is computed against M0.                  | 
|        Entropy ratio statistic is computed against M0.             | 
|        BIC = 2*criterion - log(N)*degrees of freedom.              | 
|        If the model has only constants or if it has no constants,  | 
|        the statistics reported here are not useable.               | 
+--------------------------------------------------------------------+ 
 
 
+-------------------------------------------+ 
| Partial derivatives of probabilities with | 
| respect to the vector of characteristics. | 
| They are computed at the means of the Xs. | 
| Observations used for means are All Obs.  | 
| A full set is given for the entire set of | 
| outcomes, Y        = 0 to Y        =  2.  | 
| Probabilities at the mean vector are      | 
|  0= .319 1= .306 2= .375                  | 
+-------------------------------------------+ 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
          Marginal effects on Prob[Y = 0] 
 EDUCAT       .1734663389   .80558108E-01    2.153   .0313     9.3333333 
 SEX       .3296481656E-01      .24622957     .134   .8935     .47619048 
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 INCOME   -.8923297678E-03  .38353461E-03   -2.327   .0200     1849.5238 
          Marginal effects on Prob[Y = 1] 
 EDUCAT    .5592146622E-02  .66207126E-01     .084   .9327     9.3333333 
 SEX          .1323296968       .22535631     .587   .5571     .47619048 
 INCOME   -.7712815255E-04  .32103757E-03    -.240   .8101     1849.5238 
          Marginal effects on Prob[Y = 2] 
 EDUCAT      -.1790584855   .79835953E-01   -2.243   .0249     9.3333333 
 SEX         -.1652945133       .27094150    -.610   .5418     .47619048 
 INCOME    .9694579204E-03  .39190350E-03    2.474   .0134     1849.5238 
 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 
 
 
Marginal Effects Averaged Over Individuals 
--------+------+------+------+ 
Variable|  Y=00|  Y=01|  Y=02| 
--------+------+------+------+ 
EDUCAT  | .1092|-.0039|-.1053| 
SEX     | .0075| .0975|-.1050| 
INCOME  |-.0006| .0000| .0006| 
--------+------+------+------+ 
 
 
Averages of Individual Elasticities of Probabilities 
--------+------+------+------+ 
Variable|  Y=00|  Y=01|  Y=02| 
--------+------+------+------+ 
EDUCAT  |5.2602| .3495|******| 
SEX     | .0566| .2133|-.2024| 
INCOME  |******|******|3.8397| 
--------+------+------+------+ 
 
Frequencies of actual & predicted outcomes 
Predicted outcome has maximum probability. 
            Predicted 
------  ---------------  +  ----- 
Actual      0    1    2  |  Total 
------  ---------------  +  ----- 
  0         7    0    1  |      8 
  1         3    0    2  |      5 
  2         2    0    6  |      8 
------  ---------------  +  ----- 
Total      12    0    9  |     21 
 
 
 
?----------------------------------  
? Hausman and McFadden Test auf IIA 
?----------------------------------  
 
 
--> Matrix;list 
    ;br=b(1:6) 
    ;bu=bun(1:6) 
    ;db=br-bu 
    ;vr=varb(1:6,1:6) 
    ;H=db'* nvsm(vr,-vu) * db$ 
 
 
Matrix BR       has  6 rows and  1 columns. 
               1 
        +-------------- 
       1|     -.5262 
       2|      .3290 
       3|      .0025 
       4|    -1.0214 
       5|     -.5438 
       6|      .0054 
 
Matrix BU       has  6 rows and  1 columns. 
               1 
        +-------------- 
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       1|     -.5276 
       2|      .3273 
       3|      .0026 
       4|    -1.0053 
       5|     -.5305 
       6|      .0053 
 
Matrix DB       has  6 rows and  1 columns. 
               1 
        +-------------- 
       1|      .0014 
       2|      .0017 
       3| -.6819485D-05 
       4|     -.0161 
       5|     -.0133 
       6|  .8898524D-04 

Matrix: VR

[6,6]

 
 
Da die Differenz zwischen den geschätzen Koeffizienten des unrestringierten 
Modells (mit professionals geschätzt) und den Koeffizienten des restrin-
gierten Modells (ohne professionals geschätzt) doch sehr gering ist, wird 
wohl die zusätzliche Alternative (professionals) keinen signifikanten Ein-
fluß auf die Wahl der anderen Alternativen haben; das wird nun mit dem 
Hausmann-Test getestet: 
 
Matrix H        has  1 rows and  1 columns. 
               1 
        +-------------- 
       1|      .4659 
 
mit Anzahl der Freiheitsgrade (DF) gleich der Anzahl der geschätzten Koef-
fizienten (Zeilen) = 6  
 
--> calc; list 
    ; tabchi95=ctb(.95,6) 
    ; tabchi99=ctb(.99,6) 
    ; chi(H,(Row(db))) 
    ; pvalue = 1-chi(H,6)$ 
    TABCHI95=  .12591587245499980D+02 
    TABCHI99=  .16811893831400030D+02 
    Result  =  .17709056210358640D-02 
    PVALUE  =  .99822909437896410D+00 
Calculator: Computed   4 scalar results 
 
Resultat:  
 
mit einem Chi2-Wert von H=.4659 < 12,6 (tabchi95) bzw. 16,8 (tabchi99) 
bzw. 

mit einem p-value von .9982 > α=0,05 bzw. α=0,01 

ist die IIA-Nullhypothese, eine Alternative hat keinen Einfluss, nicht ab-
zulehnen. 
 
D.h. die IIA-Annahme (Independence of Irrelevant Alternatives) gilt, das 
Modell passt, d.h. eine zusätzliche Alternative (hier professionals) beein-
flußt das Wahrscheinlichkeitsverhältnis zwischen den anderen Alternativen 
nicht. 
 

8.2 MULTINOMIALES LOGIT / Stata: Berufliche Stellung 

 
. * mlogit / stata 
. * hausman IIA test 
. * 
. * j.merz 27.5.2013 
.  
. clear all 
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. set mem 500m 
 
Current memory allocation 
 
                    current                                 memory usage 
    settable          value     description                 (1M = 1024k) 
    -------------------------------------------------------------------- 
    set maxvar         5000     max. variables allowed           1.909M 
    set memory          500M    max. data space                500.000M 
    set matsize         400     max. RHS vars in models          1.254M 
                                                            ----------- 
                                                               503.163M 
 
. capture log close 
 
. set more off 
 
.  
. log using "mlogit_occupation_hausman_test_skript.log", replace 
------------------------------------------------------------------------------------
--------------------------------------- 
      name:  <unnamed> 
       log:   
X:\EWF\_Discrete Choice\Beispiele\MNL estimates 
Stata\mlogit_occupation_hausman_test_skript.log 
  log type:  text 
 opened on:  30 May 2013, 09:56:16 
 
. use MNLEXAMPLE-dat_V10, replace 
 
.  
. sum * 
 
    Variable |       Obs        Mean    Std. Dev.       Min        Max 
-------------+-------------------------------------------------------- 
      observ |        30        15.5    8.803408          1         30 
           y |        30         1.6    1.191927          0          3 
      educat |        30    9.833333    1.913353          7         14 
         sex |        30    .4666667    .5074163          0          1 
      income |        30    2289.667    939.8926        750       4500 
 
. global x educat sex 
 
.  
.  
. * MNL 
. mlogit y $x, base(0) 
 
Iteration 0:   log likelihood = -40.942646   
Iteration 1:   log likelihood =  -33.14412   
Iteration 2:   log likelihood =  -32.64134   
Iteration 3:   log likelihood = -32.628838   
Iteration 4:   log likelihood = -32.628809   
Iteration 5:   log likelihood = -32.628809   
 
Multinomial logistic regression                   Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(6)      =      16.63 
                                                  Prob > chi2     =     0.0108 
Log likelihood = -32.628809                       Pseudo R2       =     0.2031 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            |  (base outcome) 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
1            | 
      educat |   .2136465   .5149648     0.41   0.678     -.795666    1.222959 
         sex |   .9595302   1.180556     0.81   0.416    -1.354318    3.273378 
       _cons |  -2.748282   4.510059    -0.61   0.542    -11.58783    6.091271 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
2            | 
      educat |   1.248257   .5363583     2.33   0.020     .1970145      2.2995 
         sex |   .3959491   1.236407     0.32   0.749    -2.027365    2.819263 
       _cons |  -11.86602   4.967337    -2.39   0.017    -21.60182   -2.130219 
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-------------+---------------------------------------------------------------- 
3            | 
      educat |   1.343701   .5423721     2.48   0.013     .2806712    2.406731 
         sex |   .1559369   1.247926     0.12   0.901    -2.289953    2.601827 
       _cons |  -12.67277   5.038821    -2.52   0.012    -22.54868   -2.796859 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. estimates store mall 
 
.  
. mlogit y $x if y!=1, base(0) 
 
Iteration 0:   log likelihood =  -27.42581   
Iteration 1:   log likelihood =  -21.51493   
Iteration 2:   log likelihood = -20.667397   
Iteration 3:   log likelihood = -20.628503   
Iteration 4:   log likelihood = -20.628373   
Iteration 5:   log likelihood = -20.628373   
 
Multinomial logistic regression                   Number of obs   =         25 
                                                  LR chi2(4)      =      13.59 
                                                  Prob > chi2     =     0.0087 
Log likelihood = -20.628373                       Pseudo R2       =     0.2478 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            |  (base outcome) 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
2            | 
      educat |    1.41404   .6590666     2.15   0.032     .1222933    2.705787 
         sex |   .4192728   1.291989     0.32   0.746    -2.112979    2.951524 
       _cons |  -13.42229   6.082738    -2.21   0.027    -25.34424    -1.50034 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
3            | 
      educat |   1.508813   .6652663     2.27   0.023     .2049151    2.812711 
         sex |   .1944777    1.30358     0.15   0.881    -2.360493    2.749448 
       _cons |  -14.22893   6.155592    -2.31   0.021    -26.29367   -2.164192 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. estimates store m1  
 
.  
. mlogit y $x if y!=2, base(0) 
 
Iteration 0:   log likelihood = -23.545191   
Iteration 1:   log likelihood = -17.920728   
Iteration 2:   log likelihood = -17.823409   
Iteration 3:   log likelihood = -17.822758   
Iteration 4:   log likelihood = -17.822758   
 
Multinomial logistic regression                   Number of obs   =         22 
                                                  LR chi2(4)      =      11.44 
                                                  Prob > chi2     =     0.0220 
Log likelihood = -17.822758                       Pseudo R2       =     0.2430 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            |  (base outcome) 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
1            | 
      educat |   .1828981   .4759065     0.38   0.701    -.7498616    1.115658 
         sex |   .9545121   1.179428     0.81   0.418    -1.357125    3.266149 
       _cons |  -2.484664   4.178924    -0.59   0.552     -10.6752    5.705877 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
3            | 
      educat |   1.083485   .4874492     2.22   0.026     .1281023    2.038868 
         sex |   .0439511   1.317416     0.03   0.973    -2.538136    2.626038 
       _cons |  -10.15318   4.504288    -2.25   0.024    -18.98142   -1.324934 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. estimates store m2  
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.  

. mlogit y $x if y!=3, base(0) 
 
Iteration 0:   log likelihood = -22.616717   
Iteration 1:   log likelihood = -15.803874   
Iteration 2:   log likelihood = -15.448958   
Iteration 3:   log likelihood = -15.443937   
Iteration 4:   log likelihood = -15.443928   
Iteration 5:   log likelihood = -15.443928   
 
Multinomial logistic regression                   Number of obs   =         21 
                                                  LR chi2(4)      =      14.35 
                                                  Prob > chi2     =     0.0063 
Log likelihood = -15.443928                       Pseudo R2       =     0.3171 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            |  (base outcome) 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
1            | 
      educat |   .3901843   .6487628     0.60   0.548    -.8813674    1.661736 
         sex |   1.085755   1.223891     0.89   0.375    -1.313027    3.484536 
       _cons |  -4.300136   5.703116    -0.75   0.451    -15.47804    6.877766 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
2            | 
      educat |   2.062776   1.018718     2.02   0.043      .066126    4.059426 
         sex |   .2306714   1.599457     0.14   0.885    -2.904207    3.365549 
       _cons |  -19.33526   9.288365    -2.08   0.037    -37.54012   -1.130398 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. estimates store m3  
 
.  

. hausman m1 mall, alleqs constant 

 

                 ---- Coefficients ---- 

             |      (b)          (B)            (b-B)     sqrt(diag(V_b-V_B)) 

             |       m1          mall        Difference          S.E. 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

2            | 

      educat |     1.41404     1.248257        .1657826        .3829994 

         sex |    .4192728     .3959491        .0233237        .3748757 

       _cons |   -13.42229    -11.86602       -1.556267        3.510735 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

3            | 

      educat |    1.508813     1.343701        .1651121        .3852424 

         sex |    .1944777     .1559369        .0385409         .376831 

       _cons |   -14.22893    -12.67277       -1.556163        3.535759 

------------------------------------------------------------------------------ 

                          b = consistent under Ho and Ha; obtained from mlogit 

           B = inconsistent under Ha, efficient under Ho; obtained from mlogit 

 

    Test:  Ho:  difference in coefficients not systematic 

 

                  chi2(6) = (b-B)'[(V_b-V_B)^(-1)](b-B) 

                          =        0.23 

                Prob>chi2 =      0.9998 

                (V_b-V_B is not positive definite) 

 

. hausman m2 mall, alleqs constant 

 

                 ---- Coefficients ---- 

             |      (b)          (B)            (b-B)     sqrt(diag(V_b-V_B)) 

             |       m2          mall        Difference          S.E. 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

1            | 

      educat |    .1828981     .2136465       -.0307484               . 

         sex |    .9545121     .9595302       -.0050181               . 

       _cons |   -2.484664    -2.748282        .2636181               . 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

3            | 
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      educat |    1.083485     1.343701       -.2602157               . 

         sex |    .0439511     .1559369       -.1119857        .4222137 

       _cons |   -10.15318    -12.67277        2.519592               . 

------------------------------------------------------------------------------ 

                          b = consistent under Ho and Ha; obtained from mlogit 

           B = inconsistent under Ha, efficient under Ho; obtained from mlogit 

 

    Test:  Ho:  difference in coefficients not systematic 

 

                  chi2(6) = (b-B)'[(V_b-V_B)^(-1)](b-B) 

                          =    -1.51    chi2<0 ==> model fitted on these 

                                        data fails to meet the asymptotic 

                                        assumptions of the Hausman test; 

                                        see suest for a generalized test 

 

. hausman m3 mall, alleqs constant 

 

                 ---- Coefficients ---- 

             |      (b)          (B)            (b-B)     sqrt(diag(V_b-V_B)) 

             |       m3          mall        Difference          S.E. 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

1            | 

      educat |    .3901843     .2136465        .1765379         .394594 

         sex |    1.085755     .9595302        .1262245        .3227919 

       _cons |   -4.300136    -2.748282       -1.551855        3.490689 

-------------+---------------------------------------------------------------- 

2            | 

      educat |    2.062776     1.248257        .8145187        .8660864 

         sex |    .2306714     .3959491       -.1652778        1.014672 

       _cons |   -19.33526    -11.86602       -7.469238        7.848521 

------------------------------------------------------------------------------ 

                          b = consistent under Ho and Ha; obtained from mlogit 

           B = inconsistent under Ha, efficient under Ho; obtained from mlogit 

 

    Test:  Ho:  difference in coefficients not systematic 

 

                  chi2(6) = (b-B)'[(V_b-V_B)^(-1)](b-B) 

                          =        1.33 

                Prob>chi2 =      0.9700 

                (V_b-V_B is not positive definite) 
 
.  
end of do-file 
 

8.3 MULTINOMIALES LOGIT: Sind Selbständige zeit- und einkommensarm? 

Merz, Joachim und Tim Rathjen, 2010, Sind Selbständige zeit- und einkommensarm? Eine Mikroanalyse 

der Dynamik interdependenter multidimensionaler Armut mit dem Sozio-ökonomischen Panel und den 

deutschen Zeitbudgeterhebungen, FFB-Diskussionspapier Nr. 82, Lüneburg 

 

… Selbständige sind überproportional von gleichzeitiger Zeit- und Einkommensarmut betroffen. Darüber hinaus 

ist ein erheblicher Anteil der zeit- aber nicht einkommensarmen Selbständigen nicht in der Lage, ihr Zeitdefizit 

durch Einkommen zu kompensieren. 
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Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz, Dipl.-Kfm. Tim Rathjen, Research Institute on Professions (FFB), Leuphana University Lüneburg

Time and Income Poverty of Professions and Entrepreneurs

Time, Income and IMD Poverty Line (Prices 2002, Active Population)

Source: 

GTUS 1991/92 

and 

GTUS 2001/02; 

own calculations

12,2%

47,4%

4,8%

2002

140,28,7%IMD Poverty (regime 1+2+3)

110,043,1%Time Poverty (regime 1+3+5)

114,34,2%Income Poverty (regime 1+2+4)

Index 
(1992=100)

1992

Leisure
Time

(in minutes
per day)

Net Equivalence Income
(in Prices 2002 and Euro per month)

Net Equivalence Income
(in Prices 2002 and Euro per month)

Income Poverty Line

Time Poverty Line

IMDP Line

Income Poverty Line

Time Poverty Line

IMDP Line

r1
2,1% 5,3%

r6
54,8%

r5
35,7%

r4
0,8%

r2
1,3%

r1
2,5%

r3
8,7%

36,2%

r6
50,3%

r4
1,3%r2

1,0%

r3
r5

Active Population

1992 2002

 
 

 

Tabelle 6: Ergebnisse von Zeit-, Einkommens- und interdependenter multidimensionaler Armut -  

Erwerbstätige 

Multinomiales Logit  
Referenz: Sektor 6  

(keine Zeit- oder Einkommensarmut) 

Std. Err. adjusted for 4146 Clusters 

Sektor 1 Sektor 2 Sektor 3 Sektor 4 Sektor 5 

1992 2002 1992 2002 1992 2002 1992 2002 1992 2002 

Konstante 6,513 

(0,013) 

8,801 

(0,017) 

14,137 

(0,000) 

16,246 

(0,000) 

-7,097 

(0,000) 

-5,963 

(0,000) 

11,092 

(0,000) 

14,180 

(0,001) 

-5,746 

(0,000) 

-5,676 

(0,000) 

persönliche Charakteristika           

weiblich 1,035 

(0,002) 

1,322 

(0,008) 

0,361 
(0,312) 

-0,560 

(0,336) 

1,075 

(0,000) 

1,028 

(0,000) 

-0,611 

(0,103) 

-0,094 
(0,841) 

0,843 

(0,000) 

0,699 

(0,000) 

Alter 0,180 

(0,061) 

0,007 
(0,946) 

-0,115 
(0,908) 

-0,232 

(0,051) 

0,064 
(0,104) 

0,084 
(0,012) 

0,055 
(0,600) 

-0,903 
(0,378) 

0,0818 

(0,000) 

0,084 

(0,000) 

Alter²/100 -0,163 
(0,198) 

0,046 
(0,715) 

0,596 
(0,644) 

0,334 

(0,024) 

-0,063 
(0,196) 

-0,085 
(0,043) 

-0,033 
(0,812) 

0,120 
(0,356) 

-0,086 

(0,000) 

-0,085 

(0,000) 

Bildung (Ref.: kein Abschluss)           

Hauptschule 1,722 
(0,088) 

0,463 
(0,747) 

1,224 
(0,129) 

1,623 
(0,253) 

0,783 
(0,219) 

-0,411 
(0,451) 

1,437 
(0,182) 

0,786 
(0,502) 

0,004 
(0,989) 

-0,313 
(0,390) 

Realschule 1,172 
(0,207) 

0,745 
(0,596) 

1,040 
(0,159) 

2,224 

(0,115) 

0,651 
(0,306) 

-0,494 
(0,364) 

1,139 
(0,272) 

0,866 
(0,463) 

-0,047 
(0,880) 

-0,281 
(0,442) 

Abitur (ohne Hochschulabschluss) 0,769 
(0,439) 

0,745 
(0,610) 

0,942 
(0,267) 

2,225 

(0,129) 

0,869 
(0,180) 

-0,432 
(0,430) 

-31,653 
(0,000) 

-0,053 
(0,956) 

0,004 
(0,989) 

-0,222 
(0,544) 

Hochschulabschluss 1,579 
(0,138) 

2,126 

(0,151) 

1,757 
(0,037) 

3,310 

(0,028) 

0,761 
(0,251) 

-0,183 
(0,745) 

1,532 
(0,185) 

1,093 
(0,396) 

0,156 
(0,628) 

0,006 
(0,988) 

Berufsstatus (Referenz: Arbeiter)           

Selbständige 0,385 
(0,431) 

 0,538 
(0,286) 

 0,964 

(0,000) 

 0,243 
(0,664) 

 0,450 

(0,000) 

 

   Freiberufler  1,038 
(0,274) 

 -1,028 
(0,404) 

 0,279 
(0,365) 

 0,808 
(0,425) 

 0,007 
(0,966) 

   Unternehmer  1,842 

(0,001) 

 1,048 

(0,131) 

 0,784 

(0,000) 

 0,878 
(0,190) 

 0,406 

(0,003) 

Beamte 0,581 
(0,717) 

0,041 
(0,964) 

-30,011 
(0,000) 

1,595 
(0,048) 

0,285 
(0,339) 

0,001 
(0,998) 

2,057 
(0,021) 

-0,227 
(0,841) 

0,15 
(0,207) 

0,045 
(0,705) 

Angestellte -0,635 

(0,101) 

0,125 
(0,789) 

-0,615 

(0,141) 

0,500 
(0,91) 

0,257 

(0,081) 

-0,286 
(0,838) 

-0,279 

(0,545) 

0,205 
(0,656) 

0,133 

(0,069) 

0,561 
(0,523) 

anderer Berufsstatus 0,757 0,550 0,561 0,438 0,199 -0,050 0,717 0,961 -0,462 -0,260 
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(0,227) (0,463) (0,376) (0,601) (0,536) (0,825) (0,231) (0,222) (0,709) (0,071) 

Arbeitssituation           

Erwerbsarbeitszeit 0,008 
(0,000) 

0,010 
(0,000) 

0,002 
(0,088) 

0,004 
(0,025) 

0,009 
(0,000) 

0,009 
(0,000) 

-0,000 
(0,767) 

0,001 
(0,554) 

0,005 
(0,000) 

0,005 
(0,000) 

Einkommenssituation                     

persönliches Nettoeinkommen -0,109 

(0,000) 

-0,016 

(0,000) 

0,011 

(0,000) 

-0,016 

(0,000) 

-0,001 

(0,000) 

-0,002 

(0,000) 

-0,009 

(0,000) 

-0,122 

(0,000) 

-0,000 

(0,436) 

0,000 

(0,125) 

Residualeinkommen -0,017 

(0,000) 

-0,015 

(0,000) 

-0,018 

(0,000) 

-0,017 

(0,000) 

-0,002 

(0,000) 

0,001 

(0,000) 

-0,013 

(0,000) 

-0,130 

(0,000) 

0,000 

(0,003) 

0,000 

(0,000) 

Nationalität (Referenz: Deutsch)                     

Nicht-Deutsch  1,504 

(0,267) 

 1,938 

(0,189) 

 -0,336 
(0,443) 

 0,469 
(0,806) 

 -0,274 
(0,327) 

Haushaltsstruktur  

(Referenz: Paar ohne Kinder) 

                    

Single-Haushalt  -6,720 

(0,000) 

-5,400 

(0,000) 

-6,741 

(0,000) 

-4,745 

(0,002) 

-0,880 

(0,002) 

-0,892 

(0,001) 

39,811 
(0,000) 

-4,469 

(0,000) 

-0,168 
(0,154) 

0,113 

(0,390) 

Paar mit einem Kind 1,730 

(0,011) 

6,377 

(0,000) 

1,930 

(0,003) 

6,755 

(0,000) 

1,056 

(0,000) 

0,888 

(0,000) 

0,952 

(0,188) 

4,417 

(0,000) 

0,274 

(0,011) 

0,078 
(0,435) 

Paar mit zwei Kindern 6,429 

(0,000) 

9,007 

(0,000) 

6,020 

(0,000) 

10,280 

(0,000) 

1,946 

(0,000) 

1,689 

(0,000) 

4,290 

(0,000) 

6,578 

(0,000) 

0,335 

(0,001) 

0,148 
(0,135) 

Paar mit > zwei Kinder 9,603 

(0,000) 

15,108 

(0,000) 

9,375 

(0,000) 

16,425 

(0,000) 

3,070 

(0,000) 

2,891 

(0,000) 

5,678 

(0,000) 

11,512 

(0,000) 

0,606 

(0,000) 

0,137 
(0,327) 

Alleinerziehende, ein Kind -0,379 
(0,585) 

0,520 
(0,437) 

-1,473 

(0,064) 

1,122 
(0,309) 

-0,211 
(0655) 

0,272 
(0,301) 

-0,399 
(0,964) 

0,225 
(0,763) 

0,600 

(0,012) 

0,014 
(0,929) 

Alleinerziehende, > ein Kind 3,593 

(0,000) 

4,976 

(0,000) 

2,787 

(0,002) 

5,868 

(0,000) 

1,57 

(0,000) 

1,172 

(0,000) 

1,852 

(0,042) 

3,764 

(0,000) 

0,309 
(0,158) 

0,192 
(0,316) 

anderer Haushalt 3,28 

(0,000) 

8,477 

(0,001) 

3,517 

(0,000) 

8,650 

(0,001) 

1,393 

(0,000) 

1,990 

(0,000) 

2,478 

(0,000) 

5,139 

(0,028) 

0,083 
(0,359) 

0,121 
(0,506) 

Region (Ref.: West-Deutschland)                     

Ost-Deutschland 0,586 

(0,168) 

0,251 

(0,487) 

 0,147 
(0,723) 

 -0,047 
(0,913) 

0,175 

(0,207) 

0,319 

(0,012) 

 -0,053 
(0,917) 

 0,003 
(0,993) 

0,234 

(0,001) 

0,340 

(0,000) 
                      

  1992 2002            

N (Beobachtungen) 9918 7966          

Prob > chi2 0,000 0,000          

Pseudo R2 (McFadden) 0,265 0,256          
                      

p-value in Klammern . 

Quelle: ZBE 1991/92 und 2001/02; eigene Berechnungen; Erwerbstätige. 

 
 

8.4 CONDITIONAL LOGIT: Travel mode choice 

Travel mode choice Sydney/Melbourne (Hensher 1986 nach Greene 1993, S. 668 ff) 

( )
( )∑

=

=
m

k
ik

ij

j

x

x
P

1

exp

exp

β

β
  keine Normierung, ohne Konstante! 

Alternativen:  m=4  

Regressoren:  10  

Ergebnis:  ( )1 10, ,β β β ′= …  also identisch für alle Alternativen 

Siehe Tab. 3.6b CONDITIONAL LOGIT: Travel mode choice. Weitere Beispiele (mit alternati-

ven- und individuenspezifischen Charakteristika): Maddala 1983, S. 42 ff, Andreß, Hagenars und 

Kühnel 1997. 
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Tab. 3.6b: CONDITIONAL LOGIT: Travel mode choice 

Hensher (1986) estimated a model of mode choice for urban travel for a sample of Sydney com-

muters. The four choices were Car/Driver (C/D), Car/Passenger, Train, and Bus. For a basic 

model, the attributes were (1) a Car/Driver dummy, (2) a Car/Passenger dummy, (3) a Train 

dummy, (4) In-Vehicle Time (in minutes), (5) Waiting Time (in minutes), (6) Walking Time (in 

minutes), (7) In-Vehicle Costs, (8) Parking Cost, (9) Number of Household Business Vehicles 

Required, and (10) Percentage of Travel Cost Covered by a Nonhousehold Source [(9) and (10) 

for C/D only]. The sample consists of 1455 observations. A summary of the data is given in the 

following Table: 

 
In-Vehicle 

Cost 
In-Vehicle 

Time 
Walk Time Wait Time Number 

C/D 64,56 28.65 0.76 0.15 953 

C/P 4.37 28.32 0.71 2.89 78 

Train 98.23 43.84 10.50 8.37 279 

Bus 81.61 38.15 7.47 7.11 145 

C/D only : Parking costs = 26.59 
 Household business vehicles = 0.186 
 Percent travel cost paid for = 17.58 
 Source:   Hensher (1986, p.14). Standard deviations given by Hensher are omitted. 

 

 

Parameter Estimates (t Values in Parentheses) 

(1) 0.8973 (4.86)  (2) -2.2154 (-10.36) 

(3) 1.3286 (9.10)  (4) -0.0227 (-4.70) 

(5) -0.1336 (-6.68)  (6) -0.0672 (-5.44) 

(7) -0.0063 (-5.03)  (8) -0.0086 (-5.05) 

(9) 0,4524 (1,83)  (10) -0,0119 (3,71) 

Log likelihood at β = 0  = -2017.1 
Log likelihood (sample shares) = -1426.6 
Log likelihood at convergence = -598.2 
 

 

 

 

Parameter Estimates  

 C/D C/P Train Bus 

Probability 0.88625 0.03799 0.01390 0.06186 

Predicted N 1290 55 20 90 

Actual N 953 78 279 145 

 

 

 

Elasticities of Probabilities with Respect to In-vehicle Cost 

Mode C/D C/P Train Bus 

CD -0.077 0.253 0.253 0.253 

CP 0.002 -0.013 0.002 0.002 
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Train 0.098 0.098 -0.231 0.098 

Bus 0.042 0.042 0.042 -0.292 

Quelle: Greene 1993 
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9 NESTED LOGIT und HETEROSKEDASTISCHES LOGIT Modell 

9.1 NESTED LOGIT Modell 

Ist die IIA-Annahme für ein multiples Entscheidungsmodell (MNL oder CONDITIONAL 

LOGIT) nicht erfüllt, dann ist das mehrstufige Entscheidungsmodell, das NESTED LOGIT 

Modell, eine sequentielle Anwendung multipler Entscheidungsmodelle, eine Spezifikationsmög-

lichkeit. In bestimmten Alternativgruppen (Nestern) gilt zwar noch die IIA-Annahme, nicht 

mehr aber zwischen den Nestern. Das NESTED LOGIT Modell erlaubt also Entscheidungen 

für bestimmte Gruppen von Alternativen. Die Fehler des entsprechenden RUM–Modells sind 

innerhalb der Gruppen homoskedastisch (im Beispiel unten in der Gruppe Ground), nicht aber 

zwischen den Gruppen (Ground und Air), dort ist Heteroskedastie erlaubt.   

‚Nested‘-Modelle erlauben eine mehrstufige Auswahl, die bis zur Auswahl aus Alternativen auf 

dem untersten Level eines Entscheidungsbaumes – über einen Ast (‚limb‘) und dem darunter 

liegenden Zweig (‚branch‘) – führt (vgl. z.B. Cameron and Trivedi 2005, S. 507 ff, Greene 2003, 

S. 725 ff, Greene 1995, S. 512 ff, Börsch-Supan 1987, McFadden 1981). 

Als Beispiele können alle Probleme multipler Entscheidungen (siehe die Beispiele zu Beginn die-

ses Kapitels) angeführt werden. Ergänzend können Gemeinsamkeiten von Alternativgruppen 

(Nester) untersucht werden. Innerhalb dieser Nester gilt dann wieder ein MNL bzw. 

CONDITIONAL LOGIT Modell. 

Beispiel: Traveling 

Travel limb

Air Ground

twig / alternative

branch

Train Bus CarPlane  

Four level example: trunk, limb, branch, twig (Stamm, Ast, Zweig, dünner Zweig) 

 

Auswahlwahrscheinlichkeit der Alternative k (twig/alternative, z.B. ein Bus) in Zweig j 

(branch, z.B.  Ground) und Ast i (Travel) 

( ) ( )
( )

( )
( )

| ,| ,

||| ,

exp ' exp '
| ,

expexp '

k j ik j i

j in jin j i

x x
P k j i

x I

β β
β

= =
∑

 

wobei  

' |
/

1

ln k

j
x j

j i

k

eI
β

=

= ∑  der Inklusionswert (inclusive value) für branch j ist 
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Bedingte Wahrscheinlichkeit des nächsten Baum-Niveaus  

( )
( )

( )
( )

( )
| || || |

||||

exp ' exp '
|

expexp '

j i j ij i j ij i j i

im im im in i

y yI I
P j i

y II

α ατ τ
α τ

+ +
= =

+∑
 

wobei iI der Inklusionswert für den Ast i ist. 

Wahrscheinlichkeit für einen Ast i 

( ) ( )
( )

exp '

exp '

iii

llll

z I
P i

z I

γ τ
γ τ

+
=

+∑
 

Mit iz  als Attribute der Äste. 

Die unbedingte Auswahlwahrscheinlichkeit ist dann 

P(k,j,i) = P(k|j,i) P(j|i) P(i) 

und zugleich Teil der zu maximierenden Likelihood Funktion, die die Parameter 

1 2 111 2 1 2, , ..., , , , ..., , , , ... , , , ,...ny M knx nz τ τ τβ β β γ γ γα α α σ  schätzt. 

Für jede Auswahl, Zweig und Ast mag es unterschiedliche Nutzenfunktionen 

( )  '   u Auswahl xβ ε= +  geben. 

Ein ‚inclusive value’ I  für eine Stufe (z.B. ein Zweig (branch)) erlaubt die Heteroskedastizität 

der Fehlerterme zwischen den jeweiligen Stufen (z.B. Zweigen (branches)). Wäre der Parameter 

τ des ‚inclusive value’ gleich Eins, dann wäre die IIA-Annahme erfüllt und ein ‚normales’ MNL 

Modell ohne Nester passend (also Homoskedastizität der Varianzen aller Alternativen). Weicht 

der ‚inclusive value’-Parameter τ  von Eins aber ab, dann ist die IIA-Annahme zwischen den 

Stufen nicht erfüllt, also ein NESTED LOGIT Modell der angemessene Ansatz. Im ‚nested‘-Fall  

ist dann der zu schätzende Parameter τ des entsprechenden ‚inclusive values’ ungleich Eins. 

McFadden 1978 hat gezeigt, dass auch das NESTED LOGIT Modell aus einem stochastischen 

Nutzenmodell  abgeleitet werden kann. Das MULTINOMIALE LOGIT Modell wird unter der 

Annahme abgeleitet, dass die Residuen in der stochastischen Nutzenfunktion unabhängig ext-

remwertverteilt sind. Im NESTED LOGIT Modell ist die entsprechende Annahme eine generali-

sierte Extremwertverteilung (GEV) der Residuen aller Alternativen (mehr dazu in Cameron und Tri-

vedi, S.508, Maddala 1983, S. 70 ff). 

Schätzung des NESTED LOGIT Modells 

Es gibt zwei Möglichkeiten ein NESTED LOGIT Modell zu schätzen, ein ‚limited information, 

two step  maximum likelihood’ Ansatz und ein ’full information maximum likelihood’ Ansatz. 

Limited Information Maximum Likelihood Schätzung 

Ein zweistufiger LIML Ansatz mit 
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1. Schätze β  indem die Wahl innerhalb der Zweige (branches) als einfaches 
CONDITIONAL/MULTINOMIAL LOGIT Modell formuliert wird (z.B. aus der Aus-

wahlwahrscheinlichkeit ( )| ,P k j i ) 

2. Berechne die inclusive values für alle Zweige des Modells ( ' |
/

1

ln k

j
x j

j i
k

I eβ

=

= ∑ ) und schätze 

die Parameter γ  und τ , indem die Wahl zwischen den Zweigen (branches) als ein 

CONDITIONAL oder MULTINOMIAL LOGIT Modell mit den Attributen iz  und iI  

(Ast-Wahrscheinlichkeit ( )P i ) modelliert wird. 

Full information Maximum Likelihood Schätzung 

als FIML Ansatz mit der log-likelihood 

1

ln ln( ( | )) ( ))
n

i
i

L PROB twig branch PROB branch
=

=∑ . 

Der (einstufige) FIML Ansatz ist effizienter als die zweistufige Schätzung. Geschätzt werden 

, und .β γ τ  Ist der geschätzte Wert für 1τ =  dann liegt ein MULTINOMIALES bzw. 

CONDITIONAL LOGIT Modell vor und die „Nester“ haben keine Bedeutung. 

9.2 HETEROSKEDASTISCHES LOGIT (HEV) Modell 

Im MULTINOMIALEN LOGIT und dem CONDITIONAL LOGIT Modell wird von der 

Homoskedastizität der Fehlerterme aller Alternativen ausgegangen und mit der IIA-Annahme 

getestet. Eine Erweiterung des CONDITIONAL LOGIT Modells, dass die evtl. Schwierigkeiten 

der Baumbildung des NESTED LOGIT Modells nicht hat, ist das HETEROSKEDASTISCHE 

LOGIT Modell (HETEROSCEDASTIC EXTREME VALUE (HEV) Modell) von Bhat 1995 

und Allenby und Ginter 1995. 

Ausgehend von stochastischer Nutzenstruktur wie in den LOGIT Modellen zuvor wird jetzt 

nicht mehr die Homoskedastizität gleicher Residuen-Varianzen (π2/6) der Alternativen ange-

nommen, sondern Heteroskedastizität erlaubt. Bei sonst gleicher Struktur wird also eine gestreute 

Varianz über die Alternativen mit ( )ij jVar ε σ=  und der Normierung 1mσ = zugelassen. 

9.3 Beispiel NESTED und HETEROSKEDASTISCHES LOGIT Modell 

 

Wahl eines Verkehrsmittels (Greene 2003, S. 729–734) 
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   Quelle: Greene 2003, S. 729–734 
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10 Modelle für geordnete Kategorien: 'Ordered response models' 

10.1 LOGIT- und PROBIT-Modelle für geordnete Kategorien 

Einige multinominale Auswahlvariablen können geordnet sein, also eine ordinale Rangfolge auf-

weisen (Greene 2008b, Greene and Hensher 2010, Greene 1997, chapt. 19-8, Maddala 1983, 

chapt. 2.13). 

Beispiele: Happiness/Zufriedenheit scores, Resultat eines Tests: gut, schlecht, miserabel; Aus-

bildungsstufen; Versicherungsabdeckung: nichts, Teilkasko, Vollkasko; Beschäftigung: arbeitslos, 

Teilzeit, Vollzeit; Meinungsumfragen.... 

Ordered response model (analog der binomialen Vorgehensweise) für J+1 Kategorien 

* 'xy εβ= +         y* unbeobachtet, latent 

*

*

1

*

1 2

*

1

0 0

1 0

2

...

J

y falls y

y

y

J y

µ

µ µ

µ −

= ≤

= < ≤

= < ≤

=

= ≤

 

Zu schätzen sind die unbekannten Schwellenwerte µ  und die Koeffizienten β. 

 

Ist ε normalverteilt → ORDERED PROBIT  

ε logistisch verteilt → ORDERED LOGIT 

Das behandelte binomiale PROBIT- oder LOGIT-Modell ist mit J = 1 ein Sonderfall. Damit ist 

es eine Erweiterung des multinomialen Ansatzes. 

*y  
−∞  ∞  

y  

 
1 2 1 0 3 

0  µ2

 

µ1
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Latente und beobachtete Probanden im OR-Modell (Long und Freese 1997, S. 118) 

ORDERED PROBIT 

( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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P y J x
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ε εβ β

β

µ β β

µ β µ β

µ β

µ µ µ
−

−

= = + < = < −

= Φ −

= = Φ − − Φ −

= = Φ − − Φ −

= = − Φ −

< < < <

 

Wie sich eine Veränderung der latenten Variable y* auf die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten 

Kategorie j anzugehören auswirkt, lässt sich durch eine Verschiebung der Dichtefunktion erken-

nen (siehe folgende Abbildung). 
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Diese Generalisierung des binomialen PROBIT-Modells wird entsprechend über den Maximum 

Likelihood Ansatz geschätzt. 

1
Sei

0
i

ij

falls in die Kategorie j fällty
d

sonst
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( ) ( ) ( )
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ij i ij j

d

i ii j j j

P d x x

L x x

µ β µ β

µ β µ β

−

−

= = Φ − − Φ −

 = ∏ ∏ Φ − − Φ −
 

 

Mit Newton-Raphson bspw. werden dann die µ s und β  geschätzt. (Pratt 1981 hat gezeigt, dass 

dieses Modell ein globales Maximum hat).  

Für die Berechnung dann der alternativenspezifischen Wahrscheinlichkeiten sind die µs mit ein-

zubeziehen: ( ) ( ) ( )' '

1µ β µ β−= = Φ − − Φ −j jP y j x x . 

Die Inverse der Informationsmatrix (Erwartungswert der Hesse'sche Matrix der 2. Ableitungen 

im Optimum) ergibt die asymptotische Kovarianzmatrix von µ und β und mit deren Varianz 

dann t- und andere Testwerte zur Überprüfung der Signifikanz der Modellergebnisse berechnet 

werden können. 

Marginale Effekte 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
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∂

 

Das ORDERED LOGIT Modell wird analog dann mit der logistischen Verteilungsfunktion 

(.)Λ  anstelle der Normalverteilung (.)Φ  gebildet.  

0 1 2 3 

y/y* 
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Ein dem ORDERED RESPONSE Modell verwandtes polytomes Modell ist das SEQUENTIAL 

RESPONSE Modell (Maddala 1983, S. 49f), das hintereinander wiederholt dichotome Entschei-

dungen fällt. 

10.2 GENERALIZED ORDERED PROBIT (GOP) Modell 

Das ORDERED PROBIT Modell trifft implizit die sogenannte parallel regression assumption (PRA) 

(Long 1997, Greene und Hensher 2010). Sie besagt, dass die Wirkungsweise der erklärenden Va-

riablen für alle Kategorien identisch ist. Das bedeutet, dass getrennte PROBIT Modelle für jede 

Kategorie die gleichen geschätzten Koeffizienten erbringt.  

Long und Freese 2006 schlagen zwei Testverfahren zur Überprüfung der PRA vor: einen appro-

ximativen Likelihood-Ratio Test und den Brant Test (Brant 1990). Neben dem Gesamtansatz, 

kann für jede Einflussgröße mit dem Brant Test die Nullhypothese, die kategoriespezifischen 

Koeffizienten sind alle gleich, überprüft werden. Hohe p-value Werte sind ein Indiz dafür, dass 

die PRA nicht verletzt ist. In Stata steht der Brant Test nach dem ORDERED LOGIT Modell 

zur Verfügung. 

Generalisierte Modelle für ordinal abhängige Variablen, die eine Lockerung der PRA ermögli-

chen, werden von Winkelmann und Bös 2006 beschrieben. Das GENERALIZED ORDERED 

PROBIT Modell  
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hat also für jede Kategorie einen eigenen geschätzten Parametervektor β j und berücksichtigt 

dabei aber die Ordungsstruktur auch noch über die µ s.  

Die Schätzung erfolgt analog zum ORDERED PROBIT Modell mit einem Maximum Like-

lihood Schätzer. 

Für die Berechnung dann der alternativenspezifischen Wahrscheinlichkeiten sind die µ s mit 

einzubeziehen: ( ) ( ) ( )' '

11
β βµ µ −−= = Φ − − Φ −j jj jP y j x x . 
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10.3 Beispiele 'Ordered response models' 

� Zum Einkommen der Freien Berufe – Eine Ordered Probit-Analyse ihrer Determinanten 
auf Basis der FFB-Onlineumfrage (Joachim Merz und Peter Paic (2005), Zum Einkom-
men der Freien Berufe – Eine Ordered Probit-Analyse ihrer Determinanten auf Basis der 
FFB-Onlineumfrage, in: Schulte, R. (Hg.), Ergebnisse der MittelstandsForschung,  Lit-
Verlag, Münster – London, 327-348.) 

� Arbeitszufriedenheit und Flexibilität – Eine GENERALIZED ORDERED PROBIT 
Analyse (Hanglberger 2011) 

� Job assignment of new Navy recruits: ORDERED PROBIT (Greene 1993, S. 675) Tab. 

5.2 

� Congressional voting determinants on the 1965 Medicare Bill (McKelvey and Zavoina 

1975) 

� OLOGIT, OPROBIT und GOLOGIT und GOPROBIT für das MULTINOMIALE 
LOGIT Modell Beispiel Berufliche Stellung (Abschnitt 8.1) 

 

10.3.1 Zum Einkommen der Freien Berufe – Eine Ordered Probit-Analyse ihrer  
 Determinanten auf Basis der FFB-Onlineumfrage (Merz und Paic 2005) 

… 
5 Mikroökonometrisches Modell: Ordered Probit 
Kommen wir nun zur multivariaten Analyse, um die Signifikanz der miteinander konkurrierenden Erklärungsfak-
toren der einzelnen Hypothesen untersuchen zu können. 

Für eine höhere Antwortbereitschaft haben wir die Höhe des freiberuflichen Einkommens im FFB-
Onlinefragebogen in insgesamt zehn Klassen erfasst. Damit ist eine ordinale Skala gegeben, für die sich als 
Schätzmodell ein Ordered Probit Ansatz empfiehlt (vgl. Greene 1997, S. 875 ff; Moosmüller 2004, 203 ff). Ein 
Ordered Probit Ansatz bietet zudem gegenüber einem Schätzansatz mit Klassenmittelwerten den Vorteil, dass die 
Klassenmitte der nach oben offenen höchsten Einkommensklasse – da beliebig – nicht zu spezifizieren ist. 

Das Ordered Probit Modelle geht bekanntlich von einem latenten Modell aus mit  

 

(7) 

 

Der Vektor xi  enthält die Merkmalsausprägungen der erklärenden Variablen, β ist ein Vektor mit den unbekann-

ten Parametern des Modells und εi  ist ein standardnormalverteilter Störterm. Die latente (Einkommens-) Vari-

able wird durch die Klassengrenzen eingegrenzt mit 

 

 

(8) 

 

 

Prinzipiell werden im Ordered Probit Modell die Klassengrenzen mit den nur bekannten diskreten Klassennum-
mern geschätzt. Diese sind mit den Antwortklassen aber bereits gegeben. Mit bekannten Klassengrenzen ist es 
möglich, die Varianz von ε zu schätzen, die sonst im Ordered Probit Modell angenommen werden muss. Für die 
Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, bei gegebenen erklärenden Größen zu einer bestimmten Einkommensklasse 
zu gehören, werden die weiteren Schätzergebnisse des Ordered Probit Modells bezüglich β benötigt: 
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(9) 

 

 

mit der Standardnormalverteilung Φ 

In unserer Anwendung werden die 10 ordinalskalierten Einkommensklassen zu drei Einkommensklassen für eine 
ausreichende Besetzung der Klassen zusammengefasst. Die erste Klasse setzt sich aus dem jährlichen Bruttoein-
kommen aus freiberuflicher Tätigkeit bis 37.500 € zusammen. Die zweite Klasse geht bis 74.500 €. Die dritte 
Klasse ist nach oben offen. Diese Klassengrenzen folgen aus der Zusammenfassung der ersten und zweiten drei 
und der letzten vier Klassen der zehn Originalklassen. 

Ein positives Vorzeichen eines mit der Maximum Likelihood Methode geschätzten Koeffizienten gibt an, zu einer 
höheren Einkommensklasse zu gehören; ein negatives Vorzeichen entsprechend zu einer niedrigeren Einkom-
mensklasse zu gehören. 

6 Determinanten freiberuflichen Einkommens – Ergebnisse der multivariaten Analyse 

Untersucht werden die folgend zugeordneten Hypothesen/Determinanten: Aus dem humankapitaltheoretischen 
Ansatz: Schulbildung in Jahren, Hochschulabschluss (Dichotom, Referenz kein Hochschulabschluss), Berufser-
fahrung in der derzeitigen freiberuflichen Tätigkeit in Jahren, vorherige Branchenerfahrung in Jahren, vorheri-
ge Selbständigkeit (Dichotom, Referenz keine Selbständigkeitserfahrung). Aus dem institutionellen und betriebli-
chen Umfeld sind es die Determinanten der Berufsgruppe: Freie Heilberufe, Freie rechts- und wirtschaftsbera-
tende Berufe und die Freien künstlerischen, pädagogischen und publizistischen Berufe (Referenz Freie techni-
sche und naturwissenschaftliche Berufe), Kammerberuf (Dichotom, Referenz kein Kammerberuf), derivative 
Gründungsform (Dichotom, Referenz originäre Gründungsform), sowie allgemeine betriebliche und demografi-
sche Determinanten: Geschlecht weiblich (Dichotom, Referenz männlich), Anzahl der sozialversicherten Mitar-
beiter jetzt (2003), Anzahl der sozialversicherten Mitarbeiter zum Gründungszeitpunkt, Region der Wirkungs-
stätte Ostdeutschland (Dichotom, Referenz Westdeutschland). 

Zum Vergleich der Ergebnisse werden in Tabelle 3 dem Ordered Probit Modell zwei weitere Schätzmodelle 
gegenübergestellt, die allerdings die vorhandene Ordnungsstruktur nicht berücksichtigen, von daher also weni-
ger effizient sind. Dies ist zum einen ein Multinomiales Logit (MNL) Modell, das auf einem stochastischen Nut-
zenkonzept für die Auswahl gleichrangiger Alternativen basiert. Zum anderen ist es der einfache klassische 
OLS-Schätzer, der die Klassenmitten mit einer angenommenen (arbiträren) Klassenmitte der obersten Klasse 
auskommen muss. Wir argumentieren, dass die Ergebnisse besonders robust sind, wenn sie - außer dem bevor-
zugten Ordered Probit Modell - auch von den anderen Schätzmodellen getragen werden. Die untere Einkom-
mensklasse dient dem MNL-Modell als Referenz. Für alle Schätzverfahren werden die jeweiligen geschätzten 
Koeffizienten (C) und ihr Probability-Value (P) angegeben.  

Quelle: Merz und Paic 2005 

 

LIMDEP: ORDERED PROBIT Schätzung der Determinanten der Einkommen Freier 

Berufe 

y-Variable: BRUTTO3G (unteres (0), mittleres (1) und höheres Einkommen (2)) 

--> namelist;x=ONE,SCHOOL,EXPER,EXPER2,ERFAJAHR,frau,HOCHSCHU,HEILBERU, 
    RECHTBER,TECHNISC,grndori,ANZMIT,ANZMITGR,KAMMERBE,ost,erselb$ 
 
--> ORDERED;Lhs=BRUTTO3G;Rhs=x$ 
 
Normal exit from iterations. Exit status=0. 
+---------------------------------------------+ 
| Ordered Probability Model                   | 
| Maximum Likelihood Estimates                | 
| Model estimated: Nov 24, 2004 at 09:49:37PM.| 
| Dependent variable             BRUTTO3G     | 
| Weighting variable                 None     | 
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| Number of observations              123     | 
| Iterations completed                 23     | 
| Log likelihood function       -99.73201     | 
| Restricted log likelihood     -130.0080     | 
| Chi squared                    60.55195     | 
| Degrees of freedom                   15     | 
| Prob[ChiSqd > value] =         .0000000     | 
| Underlying probabilities based on Normal    | 
|    Cell frequencies for outcomes            | 
|  Y Count Freq  Y Count Freq  Y Count Freq   | 
|  0    48 .390  1    50 .406  2    25 .203   | 
+---------------------------------------------+ 
 
 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
|Variable | Coefficient  | Standard Error |b/St.Er.|P[|Z|>z] | Mean of X| 
+---------+--------------+----------------+--------+---------+----------+ 
          Index function for probability 
 Constant     .5175291841       1.2717847     .407   .6841 
 SCHOOL      -.1301817213       .10329590   -1.260   .2076     12.284553 
 EXPER        .1290063274   .48557696E-01    2.657   .0079     9.4227642 
 EXPER2   -.4097909596E-01  .16381401E-01   -2.502   .0124     17.652846 
 ERFAJAHR  .2679953703E-01  .23034339E-01    1.163   .2446     5.4390244 
 FRAU        -.8619101946       .27127302   -3.177   .0015     .38211382 
 HOCHSCHU     .3605899295       .28316557    1.273   .2029     .56910569 
 HEILBERU     .7759540271       .35319296    2.197   .0280     .54471545 
 RECHTBER     .3368001103       .43848672     .768   .4424     .15447154 
 TECHNISC    -.3469505724       .54752066    -.634   .5263  .97560976E-01 
 GRNDORI      .2592014707       .28813940     .900   .3683     .75609756 
 ANZMIT    .1590620069E-01  .49983352E-01     .318   .7503     2.1707317 
 ANZMITGR  .7890359101E-01  .53840570E-01    1.466   .1428     1.4878049 
 KAMMERBE     .8604543490       .34032438    2.528   .0115     .21951220 
 OST         -.5829655527       .47104792   -1.238   .2159  .81300813E-01 
 ERSELB       .1623768796       .39909771     .407   .6841  .89430894E-01 
          Threshold parameters for index 
 Mu(1)        1.548064593       .19064151    8.120   .0000 
 (Note: E+nn or E-nn means multiply by 10 to + or -nn power.) 
 
  
+---------------------------------------------------------------------------+ 
|   Cross tabulation of predictions. Row is actual, column is predicted.    | 
|   Model = Probit    .  Prediction is number of the most probable cell.    | 
+-------+-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+ 
| Actual|Row Sum|  0  |  1  |  2  |  3  |  4  |  5  |  6  |  7  |  8  |  9  | 
+-------+-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+ 
|      0|     48|   36|   11|    1| 
|      1|     50|   14|   32|    4| 
|      2|     25|    0|   14|   11| 
+-------+-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+ 
|Col Sum|    123|   50|   57|   16|    0|    0|    0|    0|    0|    0|    0| 

+-------+-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+
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Tabelle 3: Determinanten der Einkommen Freier Berufe – Ergebnisse des Ordered 

  Probit Modells, des Multinomialen Logit Modells und des OLS Schätzers 

  

Ordered OLS MNL 

Probit  
mittlere 

Einkommen 
höhere 

Einkommen 

  Coef. P-value Coef. P-value Coef. P-value Coef. P-value 

Konstante .5175 .6841 10,833 .0001 1,580 .6134 2,174 .6437 

Humankapital     

Schuljahre -.1301 .2076 -.6813 .1934 -.3178 .2238 -.6595 .1015 

Hochschulabschluss .3605 .2029 .1562 .2603 -.2422 .7230 2,441 .0320 

Berufserfahrung .1290 .0079 .5699 .0093 .2477 .0283 .3955 .0131 

Berufserfahrung quadriert -.4097 .0124 -.1772 .0120 -.7562 .0336 -.1302 .0160 

vorh. Branchenerfahrung .2679 .2446 .9813 .3906 -.5506 .3930 .0607 .3715 

vorh. Selbständigkeit .1623 .6841 .8576 .6618 -.6626 .5826 1,156 .3600 

Geschlecht     

Frau -.8619 .0015 -.3966 .0025 -.2498 .0125 -3.248 .0049 

Berufsgruppe     

Freie Heilberufe .7759 .0280 .3608 .0284 1.859 .0268 1.773 .1669 

Freie Rechts- u. Wirt. .3368 .4424 .1000 .6265 -.4234 .6995 .9896 .4758 

Freie Künstler etc. -.3469 .5263 -.1242 .6218 1.675 .2438 -.3036 .8713 

Gründungsform         

Derivativ .2592 .3683 .1289 .3503 1.533 .0376 .8077 .3919 

Soz-vers. Mitarbeiter          

Anzahl der Mitarbeiter .1590 .7503 .1865 .4669 .5321 .0156 .2861 .1536 

Anz. Mitarb. Gründung .7890 .1428 .2792 .2912 -.3518 .1076 -.3214 .8538 

Kammerberufe         

Kammerberuf .8604 .0115 .3832 .0255 .1140 .9037 2.532 .0135 

Region         

Ost -.5829 .2159 -.2374 .2932 -.2408 .8261 -2.928 .0948 

Modellgüte         

Log Likelihood -99.732 ---------- -79.051 

Chi-Squared 60.552*** ---------- 101.914*** 

R-Squared ---------- .30896*** ---------- 

Adjust. R-Squared ---------- .39392*** ---------- 

n 123 123 123 

Einkommen: Jährliches Bruttoeinkommen aus freiberuflicher Tätigkeit 

Quelle:  FFB-Onlineerhebung Freie Berufe 2003, Merz und Paic 2005.  
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10.3.2 Arbeitszufriedenheit und Flexibilität – Eine GENERALIZED ORDERED 

PROBIT Analyse (Hanglberger 2011) 

Für 31 europäische Länder (European Working Condition Survey, EWCS) hat Hanglberger mit seiner Disser-

tation : Arbeitszufriedenheit und Flexibilität – Internationaler Vergleich und Adaptions- und Antizipationsef-

fekte unter anderem einen Vergleich zwischen dem ORDERED PROBIT  und dem GENERALIZED 

ORDERED PROBIT Modell vorgenommen (Hanglberger 2011, 107): 
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10.3.3 Job assignment of new Navy recruits: ORDERED PROBIT (Quelle: Greene 2003, 

 p. 739) 

Marcus and Greene (1985) estimated an ordered probit model for the job assignments of new Navy recruits. The 

Navy attempts to direct recruits into job classifications in which they will be most productive. The broad classifi-

cations the authors analyzed were technical jobs with three clearly ranked skill ratings: ‘medium skilled,’ ‘highly 

skilled’ and ‘nuclear qualified/highly skilled’. Since the assignment is partly based on the Navy’s own assessment 

and needs and partly on factors specific to the individual, an ordered probit model was used with the following 

determinants. 

Variablen: y = medium skilled, highly skilled, nuclear qualified/ highly skilled 

ENSPA:  dummy variable indicating that the individual entered the Navy with an A school guarantee 

EDMA  educational level of entrants mother  

AFQT  score on the Air Force Qualifying Test 

EDYRS  completed years of education 

MARR  dummy variable indicating if entrant is married 

AGEAT  age at time of enlistment 

 

Variable Estimate T-ratio Mean of Var. 

Constant -4,340   

ENSPA 0,057 1,700 0,660 

EDMA 0,007 0,800 12,100 

AFQT 0,039 39,900 71,200 

EDYRS 0,190 8,700 12,100 

MARR -0,480 -9,000 0,080 

AGEAT 0,0015 0,100 18,800 

µ  1,790 80,800  

 

 

Die Grenzen: 0 mit βΦ − ˆ( ' x) und µ  mit µ βΦ − ˆˆ( ' x)  ergibt drei Regionen. 

 

10.3.4 OLOGIT, OPROBIT und GOLOGIT, GOPROBIT für das MULTINOMIALE 

LOGIT Modell Beispiel Berufliche Stellung (Abschnitt 8.1) 
------------------------------------------------------------------------------------ 
. name:  oprobit_ologit_brant_test 
. log:  x:\EWF\_Discrete Choice\Beispiele\MNL estimates       
. Stata\oprobit_ologit_brant_test.log 
. log type:  text 
. opened on:  29 Jun 2016, 12:19:12 
 
. use MNLEXAMPLE-dat_V10, replace 
.  
. * install brant test und andere ordered Modelle (über GOOGLE downloadable) 
. do brant_test_Pre_Dofile_Packages 

 ˆ ' xβ−  ˆˆ ' xµ β−  Prob (Y=0) Prob (Y=1) Prob (Y=2) 

MARR = 0 -0,8863 0,9037 0,187 0,629 0,184 

MARR = 1 -0,4063 1,3837 0,342 0,574 0,084 

Change   0,155 -0,055 -0,100 
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… 
 
.  
. sum * 
 
    Variable |       Obs        Mean    Std. Dev.       Min        Max 
-------------+-------------------------------------------------------- 
      observ |        30        15.5    8.803408          1         30 
           y |        30         1.6    1.191927          0          3 
      educat |        30    9.833333    1.913353          7         14 
         sex |        30    .4666667    .5074163          0          1 
      income |        30    2289.667    939.8926        750       4500 
 
. global x educat sex 
 
.  
. * MNL 
. mlogit y $x, base(0) 
 
Iteration 0:   log likelihood = -40.942646   
Iteration 1:   log likelihood =  -33.14412   
Iteration 2:   log likelihood =  -32.64134   
Iteration 3:   log likelihood = -32.628838   
Iteration 4:   log likelihood = -32.628809   
Iteration 5:   log likelihood = -32.628809   
 
Multinomial logistic regression                   Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(6)      =      16.63 
                                                  Prob > chi2     =     0.0108 
Log likelihood = -32.628809                       Pseudo R2       =     0.2031 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            |  (base outcome) 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
1            | 
      educat |   .2136465   .5149648     0.41   0.678     -.795666    1.222959 
         sex |   .9595302   1.180556     0.81   0.416    -1.354318    3.273378 
       _cons |  -2.748282   4.510059    -0.61   0.542    -11.58783    6.091271 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
2            | 
      educat |   1.248257   .5363583     2.33   0.020     .1970145      2.2995 
         sex |   .3959491   1.236407     0.32   0.749    -2.027365    2.819263 
       _cons |  -11.86602   4.967337    -2.39   0.017    -21.60182   -2.130219 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
3            | 
      educat |   1.343701   .5423721     2.48   0.013     .2806712    2.406731 
         sex |   .1559369   1.247926     0.12   0.901    -2.289953    2.601827 
       _cons |  -12.67277   5.038821    -2.52   0.012    -22.54868   -2.796859 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
.  
. *ordered probit 
. oprobit y $x 
 
Iteration 0:   log likelihood = -40.942646   
Iteration 1:   log likelihood =  -34.78658   
Iteration 2:   log likelihood = -34.757233   
Iteration 3:   log likelihood = -34.757228   
Iteration 4:   log likelihood = -34.757228   
 
Ordered probit regression                         Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(2)      =      12.37 
                                                  Prob > chi2     =     0.0021 
Log likelihood = -34.757228                       Pseudo R2       =     0.1511 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
      educat |   .4232764   .1256828     3.37   0.001     .1769427    .6696101 
         sex |   .0502119   .4135315     0.12   0.903    -.7602949    .8607187 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
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       /cut1 |   3.331517   1.192241                       .994767    5.668266 
       /cut2 |      3.964    1.24904                      1.515926    6.412074 
       /cut3 |   4.876207   1.319411                       2.29021    7.462205 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
.  
. * ordered logit 
. ologit y $x 
 
Iteration 0:   log likelihood = -40.942646   
Iteration 1:   log likelihood = -34.632639   
Iteration 2:   log likelihood = -34.478395   
Iteration 3:   log likelihood = -34.477394   
Iteration 4:   log likelihood = -34.477393   
 
Ordered logistic regression                       Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(2)      =      12.93 
                                                  Prob > chi2     =     0.0016 
Log likelihood = -34.477393                       Pseudo R2       =     0.1579 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
      educat |    .741394   .2323991     3.19   0.001     .2859001    1.196888 
         sex |   .2061211   .6927339     0.30   0.766    -1.151612    1.563855 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
       /cut1 |   5.975741   2.201242                      1.661385     10.2901 
       /cut2 |   7.058016   2.327139                      2.496908    11.61912 
       /cut3 |   8.662004   2.528519                      3.706199    13.61781 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. brant 
 
Brant Test of Parallel Regression Assumption 
 
    Variable |      chi2   p>chi2    df 
-------------+-------------------------- 
         All |      3.58    0.465     4 
-------------+-------------------------- 
      educat |      2.97    0.226     2 
         sex |      0.85    0.655     2 
---------------------------------------- 
 
A significant test statistic provides evidence that the parallel 
regression assumption has been violated. 
 
.  
. * generalized ordered logit 
. gologit2 y $x 
 
Generalized Ordered Logit Estimates               Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(6)      =      19.96 
                                                  Prob > chi2     =     0.0028 
Log likelihood = -30.964807                       Pseudo R2       =     0.2437 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
0            | 
      educat |   1.099031   .5033277     2.18   0.029     .1125265    2.085535 
         sex |   1.035823   1.019082     1.02   0.309     -.961542    3.033187 
       _cons |  -9.474623   4.445046    -2.13   0.033    -18.18675   -.7624927 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
1            | 
      educat |   1.674204   .6794755     2.46   0.014     .3424567    3.005952 
         sex |  -.5234157   1.139439    -0.46   0.646    -2.756676    1.709844 
       _cons |  -15.33406    6.12612    -2.50   0.012    -27.34103   -3.327086 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
2            | 
      educat |   .3360817   .2776213     1.21   0.226     -.208046    .8802095 
         sex |   -.122005   .8850838    -0.14   0.890    -1.856737    1.612727 
       _cons |  -3.971384   2.937733    -1.35   0.176    -9.729234    1.786467 
------------------------------------------------------------------------------ 
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WARNING! 15 in-sample cases have an outcome with a predicted probability that is 
less than 0. See the gologit2 help section on Warning Messages for more information. 
 
.  
.  
. * generalized ordered probit 
. goprobit y $x 
 
Iteration 0:   log likelihood = -40.942646   
Iteration 1:   log likelihood = -32.379991   
Iteration 2:   log likelihood = -31.023569   
Iteration 3:   log likelihood = -30.874474   
Iteration 4:   log likelihood =  -30.87264   
Iteration 5:   log likelihood =  -30.87264   
 
Generalized Ordered Probit Estimates              Number of obs   =         30 
                                                  LR chi2(6)      =      20.14 
Log likelihood =  -30.87264                       Prob > chi2     =     0.0026 
 
------------------------------------------------------------------------------ 
           y |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
mleq1        | 
      educat |   .6362661      .2769     2.30   0.022      .093552     1.17898 
         sex |   .5509966   .5919373     0.93   0.352    -.6091792    1.711172 
       _cons |  -5.476655   2.451878    -2.23   0.026    -10.28225    -.671063 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
mleq2        | 
      educat |   .9629437   .3591489     2.68   0.007     .2590247    1.666863 
         sex |  -.3132307   .6655251    -0.47   0.638    -1.617636    .9911746 
       _cons |  -8.833041   3.245935    -2.72   0.007    -15.19496   -2.471126 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
mleq3        | 
      educat |   .2005889   .1610015     1.25   0.213    -.1149683    .5161462 
         sex |  -.1014359    .539417    -0.19   0.851    -1.158674     .955802 
       _cons |  -2.375314   1.673158    -1.42   0.156    -5.654643     .904014 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
.  
end of do-file 

 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 134/204 

11 Das POISSON-Modell für Zähldaten 

11.1 Modellspezifikation und Schätzung 

Wenn die abhängige Variable zwar diskrete Werte 0,1,2,3.... annimmt, dies aber keine kategoria-

len Werte sind, dann ist ein Zähldaten-Modell ('count model') für die Anzahl von Ereignissen 

angebracht. 

POISSON-Modell 

jede Beobachtung iy  ist die Realisation einer Poisson-Verteilung mit Parameter ( )xλ λ=  

( ) 0,1, 2
!

...
ii y

i
i i i

i

eP yY y
y

λ λ−

= = =  

Für die Modellierung von iλ  wird meist das log-lineare Modell  

ln ( )ix
i iix e ββλ λ= =  

verwendet. Die erwartete Anzahl von Ereignissen ist 

[ ] [ ]| | ix
i i ii iE Vary yx x e

βλ= = = . 

Marginale Effekte 
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Schätzung über Maximum Likelihood (L) 
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!ln
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∂
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∂ ∑ ∑  

Newton-Raphson ergibt den Schätzer für β. 

Die Hesse'sche Matrix 

2
'

'

ln
i i ii

L
x xλ

β β
∂ =
∂ ∂ ∑  
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ist negativ definit (→ eindeutiges globales Optimum/Konvergenz). Asymptotische Kovarianz-

matrix wieder über die Inverse der negativen Hesse'schen Matrix. 

Modellgüte 

z.B. über Likelihood Ratio Test, hier 

( )
( )

ˆ
2 ln

ˆ 0
i

i
i

PLR
P

β 
=   

 
∑  (LR ist 2χ verteilt). 

Speziellere Maße: Greene 2008a, chapt. 25 

11.2 Beispiele: POISSON-Modell 

� Chemical entities (Holland 1973) 

� Effects of R & D expenditures on patents (Hausman et al. 1981) 

� Schiffsunfälle (Greene 1997, S. 932 f) (Tab. 6.2) 
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Tab. 6.2: Schiffsunfälle 
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Quelle: Greene 1997, S. 933-935 

 

12 Simultane diskrete Entscheidungsmodelle 

12.1 Modellspezifikationen 

Analog zu simultanen Systemen wäre eine Erweiterung der Eingleichungsmodelle hier um weite-

re Gleichungen mit korrelierten Störtermen (Greene 1997, chap. 19.6, Maddala 1983, chapt. 7, 

Amemiya 1985, S. 311 ff) wünschenswert. 

Wir konzentrieren uns hier auf multivariate PROBIT-Modelle. Analog, aber wegen der geschlos-

senen Lösung einfacher, sind MULTIVARIATE LOGIT-Modelle zu bilden (vgl. Schmidt und 

Strauss 1975b). 

Multivariat – im Gegensatz zu multinomial – heißt: es wird ein Mehrgleichungssystem von z.B. 

PROBIT-Gleichungen mit korrelierten Störtermen betrachtet. 

Auf Gleichungssysteme mit interdependenten Gleichungen aus diskreten und kontinuierlichen 

'linken Seiten' wird hier nicht eingegangen (vgl. dazu z.B. Pohlmeier 1989, Maddala 1983, chapt. 

7). 

12.2 BIVARIATES und MULTIVARIATES PROBIT 

BIVARIATES PROBIT 

Modell 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]

* **
1 111 1 1

* **
2 222 2 2

1 2

1 2

1 2

1, 0, 0

1, 0, 0

0

1

wenn sonsty y yx

wenn sonsty y yx

E E

Var Var

Cov

β ε

β ε

ε ε

ε ε
ρε ε

= + = >

= + = >

= =

= =

=

 

d.h. die Entscheidung für das Eine (eine Alternative) korreliert mit der Entscheidung für das An-

dere. 
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Schätzung 

Bivariate Normalverteilung cdf 
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Wahrscheinlichkeit 

( ) ( )#*1 2 1 21 2 2, , ,i ii i iP y y w wY Y ρφ= = =  

Log-Likelihood 

( )*1 22ln ln , ,i i ii
L w wφ ρ=∑  

Bedingungen 1. Ordnung 
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ML-Lösung: 1 2, ,β β ρ  relativ aufwendig da in jeder Iteration für jede Betrachtung zwei-

dimensionale Integrale zu berechnen sind. 

Hesse'sche Matrix und damit Kovarianzmatrix ( 1 2, ,β β ρ ) relativ komplex (vgl. Greene 1997, S. 

908-909) 

MULTIVARIATES PROBIT 

Prinzipiell ist das multivariate Modell nur die Erweiterung des bivariaten Modells um weitere 

Gleichungen. Das praktische Problem dabei ist die Lösung mehrdimensionaler Integrale. Für 
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trivariate Integrale gibt es Ansätze, darüber hinaus sind diese Ansätze aber sehr aufwendig. Erst 

in neuerer Zeit sind dafür so genannte 'simulation estimators' entwickelt worden (McFadden 

1999) 

'Simulation estimators' Idee  

Näherungsweise Lösung der mehrdimensionalen Integrale für die Berechnung einer Wahrschein-

lichkeit (1. Ableitungen etc.) basiert auf einer Mittelung von R Ziehungen einer bestimmten mul-

tivariaten Normalverteilung für jede Beobachtung. Genauere Ergebnisse sind natürlich mit grö-

ßerem R aber immer noch sehr computerzeitaufwendig erhältlich. 

Hinweis: LIMDEP Version 7.0 arbeitet mit der GHK Simulationsmethode und erlaubt bis zu 20 

(!) miteinander korrelierte PROBIT-Gleichungen (Greene 1998, S. 494) 

12.3 Beispiel: BIVARIATES PROBIT - Voting Behaviour 

Voting behaviour: BIVARIATE PROBIT 

Greene (1984) reports estimates of a model of voter behavior in two decisions, whether to send at least one child 

to public school and whether to vote in favor of a school budget. Regressors in the model were’income’, ‘taxes’ 

= property taxes paid, and ‘years’ of residence in the community. The results in Table 19.6 were obtained using 

95 observations.  

                             
Quelle: Greene 1993,  S. 660 
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12.4 Beispiel: MULTIVARIATES PROBIT - The Timing of Daily Demand for 
Goods and Services 

Timing of Daily Demand for Goods and Services – Microsimulation Policy Results of an 
Aging Society, Increasing Labour Market Flexibility, and Extended Public Childcare in 
Germany (Merz, Hangelberger und Rucha 2010 and 2009 as FFB-Discussion Paper No. 77)  

Goodness of Fit and the Importance of Simultaneous Over-the-day Demand 

The timing of the daily demand (as a further used shortcut for the probability of the timing of 
daily demand for goods respective services) overall is significantly explained by our model 
(Likelihood Ratio test with α= 0.1%, see Table 3). The importance of simultaneity is visible 
by the final correlation matrix of the error terms of the Multivariate Probit estimation.2 The 
respective Table 3 is organised in a goods’ and services’ block structure. Early and morning 
shopping as well as afternoon and evening shopping are highly correlated showing overlap-
ping demand activities. This is true also for the demand for services. The interdependence 
between demanding goods and asking for services is strong for each daily period (highly sig-
nificant positive correlation).  

Two daily demand regimes, the whole morning till 1 p.m. and the whole afternoon till 8 p.m., 
will be visible with almost no overlapping demand activities. Thus shopping and the demand 
for services are done closely together either mornings or in the afternoon but not spread over 
the day. This strong picture for the active population (caused probably by working hour re-
strictions) is given to a certain extent for the non-active population, too. Though we face two 
prominent daily demand regimes we will see that the single different significances and differ-
ences of the demand period specification support the prominent importance of the chosen four 
daily demand period thresholds. 

Table 3: Correlation Matrix for the Multivariate Probit estimation of the demand for goods and services  

                by time of the day for the active population  

 

Goods 

6-9 

ε1  

Goods 

9-13 

ε2  

Goods 

13-17 

ε3  

Goods 

17-20 

ε4  

Services 

6-9 

ε5  

Services 

9-13 

ε6  

Services 

13-17 

ε7  

Services 

17-20 

ε8 

 

ε1 1  0.253 *** -0.003  0.048  0.231*** 0.114 -0.014 -0.012

ε2   1  -0.008  -0.072 * 0.178*** 0.293*** -0.072 -0.064

ε3     1  0.285 *** -0.161** -0.261*** 0.192*** -0.009

ε4       1  0.013 -0.203*** 0.026 0.096** 

ε5         1 0.386*** -0.021 0.063

ε6         1 0.05 0.141* 

ε7         1 0.441*** 

ε8         1

LR-Test : H0: V=I8 χ² (28) 518.4 ***         

* p-value<0,05 / ** p-value<0,01 / *** p-value<0,001; Source: German Time Budget Survey 2001/2002,  
own calculations 

Die Schätzergebnisse ( )β  für die Wahrscheinlichkeit in einer Tageszeitperiode einzukaufen, 

bzw. Dienstleistungen nachzufragen finden sich in Merz, Hanglberger und Rucha 2010). 

                                                           
2 Considering computing expenses: Our Simulated Maximum Likelihood estimates with eight dimensional 
integrals to be solved for each parameter and each iteration that time was quite time consuming with 
about 100 hours (full four days and nights) for a one group eleven iteration solution with respective 25 
simulation draws and a PC with a Genuine INTEL 2160 1,8 GHz processor and 512 MB RAM.  
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IV MODELLE MIT BEGRENZT ABHÄNGIGEN VARIABLEN 

1 Modellstruktur Limited dependent variable (LDV)-Modelle: truncation, 
censoring 

Die zu erklärende Variable LHS (left hand side) ist nun nicht mehr diskret, sondern als be-

schränkt abhängige Variable (limited dependent variable) für bestimmte Bereiche kontinuierlich.  

� Truncation: „abgeschnitten“ 

es gibt für ( )y f x=  weder für y noch für x Werte (Probanden) unterhalb/oberhalb eines 

bestimmten Schwellenwertes c; 

z. B. in eine Stichprobe gelangen nur Probanden mit einem Einkommen oberhalb einer 

Armutsschwelle c. Aus dieser Stichprobe wären dann die Einkommen für alle, Arme und 

Nicht-Arme, also für die gesamte Population zu schätzen. 

� Censoring: „zensiert“ 

für ( )y f x=  gibt es zwar für alle Probanden x Werte aber y-Werte sind nur für bestimmte 

Bereiche vorhanden. Die y-Werte aus einem bestimmten Bereich sind transformiert zu 

(oder beobachtet als) einem bestimmten zensierten Wert cy; 

z. B. Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter (y): Es gibt Personen/Haushalte in einem Quer-

schnitt, die z.B. ein Auto kaufen, andere wiederum nicht. Für die, die ein Auto kaufen 

gibt es eine große Spanne unterschiedlicher Ausgaben. Für die, die kein Auto kaufen, gibt 

es zwar keine entsprechenden Ausgaben (y=cy=0), wohl aber Personen-/Haushalts-

merkmale mit entsprechenden x-Werten.  

z.B. Arbeitsstunden sind ein weiteres Beispiel und ein weiterer Anwendungsbereich zensier-

ter Modelle (‚labour supply studies’): Auch die Nicht-Arbeitenden sind Bestandteil der 

Stichprobe (Arbeitszeit=c=0) und können durch x beschrieben und berücksichtigt wer-

den.  

Literatur: Greene 2000, chapter 19, Maddala 1983, chapter 6, Breen 1996). 

Beispiele „zensierter“ (censored) und „abgeschnittener“ (truncated) Daten 

Analysen mit zensierten Daten: 

• Household purchases of durable goods (Tobin 1958) 
• The number of extramarital affairs  (Fair 1978) 
• Female labour supply, Hours worked by a woman in the labor force (Quester und Greene 

1982, Merz 1983) 
• European mothers’ time spent looking after children (Joesch and Spiess 2006) 

 

Allgemein „truncated“ und „censored“ Verteilung: 

Truncated distribution: der abgeschnittene Teil der Dichtefunktion erhöht die Dichte im beo-

bachteten Bereich  
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Censored distribution: der zensierte Teil der Verteilung fällt auf einen Punkt am Zensurwert cy 

zusammen; die Wahrscheinlichkeitsdichten der anderen Werte bleiben unverändert. 

                     Normal, Truncated and Censored Distributions (Long und Freese 1997, S. 192) 

    
 

 

 

 

 

Schätzung aller Einkommen alleine aus den Daten armer Haushalte (truncated regression) 

                   
New Jersey Income Maintanance Experiment: all families with income > 1,5*official poverty line are truncated 
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     Regression ohne Zensur, mit Zensur und Abschneiden (truncation) 

   
 (Long und Freese 1997, S. 190) 

 

 

2 Das TOBIT-Modell 

2.1 Modellspezifikation 

Das TOBIT-Modell ist ein zensiertes Modell. Nach Greene 2003, S. 764 wird das TOBIT-Modell 

in Form eines Indexfunktionsmodells allgemein mit einer latenten Variablen *
iy  formuliert mit: 

* ' ' 'i i iy x underlying stochastic indexβ ε= +  

( )
( )

**

*

wenn , 0

sonst 0

i i ii
i

i

y c x oft cy
y

y c

ε β ′ > > − == 
≤

 

Die Residuen iε  sind unabhängig und normalverteilt mit ( ) ( )( )20,i iE Varε ε σ= = . 

Wird also durch die latente Bewertung (z.B. eine Art Kaufbereitschaft) ein Schwellenwert über-

schritten, dann ist die kontinuierliche Variable y beobachtbar. Die Lage des Schwellenwertes 
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(‚threshold’) c ist aus dem Sachverhalt zu bestimmen. Häufig ergibt sich hierbei Null, es können 

sich aber auch andere Werte ergeben, die auch von Beobachtung zu Beobachtung verschieden 

sein können. 

Es gibt also im TOBIT-Modell eine Anzahl von Beobachtungen mit zensiertem y-Wert, für die 

jedoch die erklärenden Größen xi beobachtet wurden. 

Der Erwartungswert der latenten Variablen *y  wegen (0, )i Nε σ∼  ist 

* '
iEy xβ=  

Der Erwartungswert aller y-Werte unter Berücksichtigung aller x-Werte ist 

' ( ) ( )i i iEy x F z f zβ σ= +  

mit ' /i iz xβ σ=  und ( )if z als normalverteilte Dichtefunktion sowie ( )iF z  als die normalver-

teilte Verteilungsfunktion (cdf). Damit gehen sowohl die Partizipationswahrscheinlichkeit ( )iF z  

als auch alle x-Werte in die erwarteten y- Werte ein. 

Der Erwartungswert der beobachteten Werte oberhalb des Schwellenwertes ( y+ ) unter 

Berücksichtigung aller x-Werte ist 

 '

'

( 0)

( )

( ) / ( )

i i i

i i i

i

Ey E y y

E y x

x f z F z

ε β

β σ

+ = >

= > −

= +

 

Neben '
ixβ ist also der Erwartungswert des abgeschnittenen (‚truncated’) normalverteilten Feh-

lerterms iε  mit ( ) / ( )iE f z F zε σ= zu berücksichtigen. 

Damit ist eine grundlegende Beziehung zwischen dem Erwartungswert aus allen y-Werten, 

iEy , dem Erwartungswert nur der y-Werte oberhalb des Schwellenwertes ( iEy+ ) und der 

Wahrscheinlichkeit oberhalb des Schwellenwertes zu sein ( ( )iF z ) gegeben mit 

 ( )i i iEy F z Ey+= . 

Tobin’s ursprüngliches Modell für Ausgaben dauerhafter Konsumgüter  

Das TOBIT-Modell ist nach James Tobin (1958) – „Tobin’s probit“ nach Goldberger 1964 – 

benannt, der damit Konsumausgaben analysiert hat. Amemiya 1985 (S. 361 ff) bezeichnet obige 

Formulierung als das Standard Type I TOBIT-Modell. 

Tobin (1958) hat sein Modell als ein hybrides Modell bezeichnet, das aus einem PROBIT-

Modell und einem multiplen Regressionsmodell besteht. Er definiert sein Modell mit: 
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W   „limited dependent variable” (Ausgabenanteile) 

'
i iY xβ=  “linear combination of the independent variables to which W is by hypothesis related” 

Da Haushalte sich unterschiedlich verhalten, werden die weiteren Unterschiede durch eine (stan-

dardnormalverteilte) Zufallsvariable iε  mit Mittelwert Null und Standardabweichung σ  erfasst. 

Das Verhalten der Haushalte wird dann von Tobin beschrieben mit 

( )

( )
i ii i

i

i i

Y LY
W

Y LL

εε
ε

 − ≥−
= 

− <
. 

Der Erwartungswert von W bei gegebenen Y und L wird abgeleitet als 

 ( ; , ) (.) (.) (.) (.) (( ) / )iE W Y L L Q YP Z mit Y Lσ σ= + + = − , 

wobei die Partizipationswahrscheinlichkeit P eine normalverteilte Verteilungsfunktion (cdf), 

Q=1-P die Wahrscheinlichkeit unterhalb des Schwellenwertes zu liegen und Z eine normalver-

teilte Dichtefunktion ist. Damit gehen sowohl die Partizipationswahrscheinlichkeit als auch alle 

Werte in die erwarteten Ausgaben ein. 

In Tobin’s (1958) Beispiel werden die Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter mit  

Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter (durable goods expenditures)

Verfügbares Einkommen (disposable income)
iW =  

abhängig vom Alter ( 1x =age of the head of the spending unit) und liquider Mittel ( 2x =ratio of 

liquid asset holdings to total disposable income) untersucht. 

 

Das ursprüngliche Modell von Tobin zielt auf die latente Variable *
i i iy Y ε= −  mit den Beobach-

tungen i iy W= . 

2.2 Interpretation des TOBIT-Modells – Zur Frage prinzipiell nicht negativer 
Beobachtungen (z.B. Ausgaben, Zeitverwendung etc.):  

In vielen ökonometrischen Anwendungen wird alleine das Vorhandensein von Null-

Beobachtungen schon als gegebene Voraussetzung für die Anwendung des (zensierten) Standard-

TOBIT-Modells gesehen (es gibt nur nicht-negative beobachtete Werte und Werte mit Null): 

Positive Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter für ein Teil der Stichprobe, für den anderen Teil 

der Stichprobe werden keine Ausgaben beobachtet (=Null); Arbeitsangebotsschätzungen mit 

positiven Arbeitszeiten oder nicht arbeitend (Arbeitszeit=Null); Zeitverwendung für Kinderbe-

treuung mit positiven Kinderbetreuungszeiten oder nicht betreuend (Kinderbetreuungs-

zeit=Null). 
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Aber: Das Standard TOBIT-Modell nimmt an, dass die abhängige Variable *
iy  bei Null zensiert 

ist, es aber inhaltlich zu interpretierende *
iy –Variablen (Anspruchsniveaus, Präferenzen, Bereit-

schaft zu …) auch im zensierten negativen Bereich gibt. 

„ Every time we have zero observations in the sample, it is tempting to use the Tobit model. 

However, it is to understand what the model … really says. What we have … is a situation where 
*
iy can, in principle, take on negative values. However, we do not observe them because of cen-

soring. Thus the zero values are due to nonobservability. This is not the case with automobile 

expenditures, hours worked, or wages. These variables cannot, in principle, assume negative val-

ues. The observed zero values are due not to censoring, but due to the decisions of individuals. 

In this case the appropriate procedure would be to model the decisions that produce the zero 

observations rather than use the TOBIT model mechanically.”  

(Maddala 1992, S. 335). 

Illustration 1: Ausgaben für dauerhafte Konsumgüter 

Das klassische Tobin Beispiel: Ein Haushalt maximiere seinen Nutzen U(y,z) aus Ausgaben für 

dauerhafte Konsumgüter y (z.B. Automobil) und Ausgaben für alle anderen Konsumgüter z un-

ter der Budgetrestriktion y+z<=Einkommen und der Begrenzung y>= Preis des am günstigsten 

zur Verfügung stehenden dauerhaften Konsumgutes. y*, die Bereitschaft bei Gelegenheit Geld 

auszugeben, sei die Lösung des Nutzenmaximierungsprozesses alleine aus der Budgetrestriktion.  

                  TOBIT-Beispiel: Zensierte Ausgaben 

 

Sei *
0 1i iy Einkommenβ β ε= + +  mit 

iε  als Fehlerterm, der alle unbeobachtbaren Einflüsse auf 

die Nutzenfunktion beinhalte. Dann kann die Lösung des Ausgangsproblems, mit y als die Aus-

gaben für dauerhafte Konsumgüter, geschrieben werden als 

*
0 1i iy Einkommenβ β ε= + +  

( )
**

0 1

*

wenn ,

sonst 0

ε ββ β ε ′ > > −= + += 
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 mit L=100, für alle billigstes Konsumgut (Auto) 

Hat ein Konsument nur 50 € zur Verfügung und das günstigste dauerhafte Konsumgut (Auto) 

kostet 100 €, dann kann der Konsument dieses dauerhafte Konsumgut nicht kaufen. Er kann 

kaufen, wenn er mehr als 100 € hat. Beobachtet wird die Ausgabe, also der bezahlbare Preis des 

am günstigsten zur Verfügung stehenden Konsumgutes. Ist der Preis nicht bezahlbar, dann gibt 

es keine Ausgabegelegenheit, diese Fälle sind die zensierten Fälle. Die Ausgaben für dauerhafte 

Konsumgüter sind somit zensiert, da wir nicht wissen, wie viel der Haushalt ausgegeben hätte, 

wenn es ein dauerhaftes Konsumgut für weniger als 100 € geben würde. 

Zusammengefasst: Die Ausgabebereitschaft wird durch das nicht vorhandene Angebot be-

schränkt, daraus folgt Zensur.  

Illustration 2: Ticket Nachfrage und Ticket-Verkauf   

Beobachtet (gemessen) ist die Anzahl der aktuell verkauften Tickets. Eine Nachfrage bestehe 

auch dann noch, wenn ein Stadion (bspw.) bereits ausverkauft ist. Die Nachfrage nach Tickets ist 

zensiert und transformiert auf die Kapazitätsgrenze der verkauften Tickets (Zensierung „von 

oben“); wir wissen aber, dass die Nachfrage größer ist. 

 

Die Interpretation der zensierten Schätzergebnisse (TOBIT) kann zweierlei sein: 

Soll nun für ein kommendes Event die zu verkaufenden Tickets vorhergesagt werden, dann ist 

der zensierte Mittelwert ( Ey ) von Interesse. 

Soll der Bedarf für den Bau eines neuen Stadions ermittelt werden, dann ist der Mittelwert der 

latenten Variablen ( *Ey ) von Interesse. 

                                   
                                           Quelle: Greene 2003, S. 762 
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Illustration 3: Analyse der Arbeitszeit 

Es gibt nur Jobs ab c Wochenstunden, die Anzahl der gewünschten Wochenstunden ist die laten-

te Variable. Ist die gewünschte kleiner als die angebotene Arbeitszeit, dann wird keine Arbeit 

angenommen. Zensur der gewünschten Arbeitszeit erfolgt durch die vorhandene Arbeitskraft-

nachfrage, beobachtet werden nur zustande gekommene Arbeitsverhältnisse mit positiven Ar-

beitszeiten (y-Werte); TOBIT wäre angebracht. 

Illustration 4: Zeitverwendung 

In Zeittagebüchern (time use diaries) – wie aus den beiden deutschen Zeitbudgetstudien 1991/92 

und 2001/02 – geben die Befragten für drei Tage in Intervallen von 10 Minuten an, welche Akti-

vität sie in dieser Zeit getätigt haben. Will man nun die verwendete Zeit über den gesamten Tag 

z.B. für die Analyse der Kinderbetreuung, Hausarbeit, tägliche Arbeitszeit – im Grunde für jede 

Aktivität – regressionsanalytisch erklären, so ist die nicht negative Ausprägung von Zeit, bzw. ein 

Wert von Null zu berücksichtigen. Man könnte von zensierten Werten sprechen und den 

TOBIT-Ansatz wählen, wenn ein kurzer Zeitraum (Zeit-Tagebuchtage) betrachtet wird und darin 

die zu erklärende Variable den zensierten Wert (z.B. keine Arbeitszeitangabe an einem der 3 Zeit-

tagebücher einer Umfrage) annimmt. Bedenkt man aber, dass die jeweilige Aktivität über einen 

längeren Zeitraum eigentlich immer ausgeübt wird (z.B. es werden nur Arbeitende oder Eltern 

betrachtet), dann wäre OLS nur der nicht zensierten Werte angebracht (TOBIT würde die Koef-

fizienten „nach unten“ verzerren (Stewart 2009). 

Zur Frage „einfaches OLS vs. TOBIT bzw. zweistufige Schätzung“ 

Effizient ist es generell, alle vorhandenen Informationen auszunutzen, also sowohl die beobach-

teten erklärenden Werte oberhalb des Schwellenwertes, als auch die Information über die Nicht-

Käufer, Nicht-Arbeitenden etc. Ein einfacher OLS-Ansatz, der nur die x-Werte mit positiven y-

Werten verwendet verzichtet auf eine bessere Schätzung und Inferenz. 

Als Alternative zum TOBIT-Ansatz kann der noch zu behandelnde zweistufige Schätzansatz von 

Heckman („two-part model“) herangezogen werden, der in einer ersten Stufe aus allen Beobach-

tungen die Wahrscheinlichkeit schätzt, positive y-Werte zu haben. Diese Information geht über 

eine Selektionskorrektur (Mills-Ratio) dann zusätzlich in die OLS-Schätzung mit nur x-Werten 

mit gleichzeitigen positiven y-Werten ein und sichert unverzerrte Ergebnisse. Vorteil: Partizipati-

on und Erklärung des kontinuierlichen Teils (z.B. Arbeitszeit) können getrennt erklärt werden. 

Ob eine Selektionsverzerrung vorliegt, also keine zufällige Auswahl der positiven y-Werte, kann 

im nachhinein dann über den geschätzten Koeffizienten der Selektionskorrektur gesehen werden. 

Daraus folgt, selbst wenn prinzipiell keine negativen (bspw.) Ausgaben vorkommen bzw. Zeit für 

eine Aktivität über einen längeren Zeitraum immer eingesetzt wird, so wäre OLS angebracht; 

und: es kommt wie immer auf die Interpretation an.  

 

2.3 ML-Schätzung 

Für die Maximum Likelihood Schätzung können die Beobachtungen in zwei Gruppen eingeteilt 

werden. Die in der ersten Gruppe enthaltenen Fälle – unzensierte Beobachtungen mit 0iy >  –  
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werden, wie in der ML-Schätzung im linearen Regressionsmodell, die jeweiligen Dichtefunktions-

werte in die Likelihood Funktion eingesetzt (entspricht der Höhe über den runden Punkten bei 

x2 und x3). Bei der zweiten Gruppe, den zensierten Fällen mit 0y = , liegt kein konkreter Wert für 

yi* vor. Stattdessen kann nur die gesamte Wahrscheinlichkeit überhaupt zensiert zu sein, berech-

net und in die Likelihood Funktion eingesetzt werden (entspricht dem Fall x1 in der nachfolgen-

den Grafik; die Wahrscheinlichkeit überhaupt zensiert zu sein, entspricht der gesamten Fläche 

unter der Dichtefunktion bis zum Schwellenwert τ) (Long und Freese 1997, S. 204). 

Maximum Likelihood Schätzung für das TOBIT-Modell  
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Wahrscheinlichkeit für eine zensierte Beobachtung: ( )iProb y 0=  

 ( ) ( )*
i ifür 0 : Prob y 0 Prob (y <0)=Prob 1i i i iy x Fε β ′= = = < − = −   

 *
iProb(zensierte Beobachtung)=Prob(y <c)= [( ) / ]ic xβ σ′Φ −  

 

Wahrscheinlichkeit für eine nicht zensierte Beobachtung: ( )iProb y 0>  
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Lösung nach Umformung 

( ) 1

OLS 1 1 0 0X X X yβ β σ − ′= −  

wobei OLSβ  der OLS-Schätzer allein aus den 1n  („Nicht-Null“, 1) Beobachtungen ist. 

Varianz-Kovarianz Matrix V von β 

Die negative Inverse der Informations-Matrix der 2. Ableitungen an der Stelle der (optimalen) 

Parameterschätzung ist wieder die asymptotische Varianz-Kovarianzmatrix. Damit kann dann die 

Signifikanz der Parameter β mit der Standardabweichung als Wurzel der entsprechenden Ele-

mente der Diagonalen von V errechnet werden.. 

Direkte Berechnung der asymptotischen Varianz-Kovarianz Matrix V (Amemiya 1985, S. 373). 
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Der nichtlineare TOBIT-Schätzer muss iterativ gelöst werden. Olsen (1978) hat bewiesen, dass 

log L global konkav ist, so dass Standard Newton-Raphson bspw. auch zu einem eindeutigen 

Maximum führt. 

TOBIT-Eigenschaften 

� TOBIT ML-Schätzung bleibt konsistent bei serieller Korrelation, aber nicht mehr konsis-

tent bei Heteroskedastizität und Nicht-Normalität der Residuen 

� Classical linear regression CLR: OLS (ML-Schätzung) bei Normalität bleibt generell kon-

sistent bei den drei genannten ‚nonstandard‘ Annahmen. 

Marginale Effekte 
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Dekomposition der Effekte bei einer marginalen Änderung von ix  

McDonald und Moffitt (1980) haben gezeigt, dass sich der Effekt einer marginalen Änderung 

einer erklärenden Variablen wie folgt aufteilen lässt: 

/ ( )( / ) ( ( ) / )i i i i i i i iEy x F z Ey x Ey F z x+ +∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ . 

Der gesamte marginale Effekt setzt sich damit aus zwei intuitiven Teilen zusammen: aus  

1. der Änderung der y-Werte oberhalb des Schwellenwertes /i iEy x+∂ ∂  gewichtet mit der Wahr-

scheinlichkeit oberhalb des Schwellenwertes zu sein ( )iF z  und  

2. der Änderung der Wahrscheinlichkeit oberhalb des Schwellenwertes zu sein ( ) /i iF z x∂ ∂  gewich-

tet mit dem Erwartungswert der y-Werte oberhalb des Schwellenwertes iEy+ . 
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xyE
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wobei ( ) ( )i ixβ σ α′Φ = Φ = Φ , i i iλ φ= Φ  

Der Vektor der 1. Ableitungen zerlegt sich also in (Greene 1991, S.695) 
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und damit in zwei Effekte: auf das bedingte Mittel von *
iy  im positiven Teil der Verteilung sowie 

auf die Wahrscheinlichkeit, dass die Beobachtung in diesen positiven Teil fällt. 

Exkurs: OLS-Schätzung zensierter Daten (TOBIT-Modell) 

Schätzung mit nur positiven y-Werten (vgl. Amemiya 1985, S. 366-368) 

( )0 ( / ) ( ) ( ) / ( )i i i iE y y x x z z zβ σλ β σ λ φ′ ′> = + = Φ  

=> OLS ist verzerrt und inkonsistent 

Schätzung mit Nullen und positiven y-Werten 

( ) ( / ) ( / )i i i iE y x x xβ σ β σφ β σ′ ′ ′= Φ +  

=> OLS ohne den zweiten Term wäre verzerrt; mehr dazu: siehe zweistufigen Heckman-

Schätzer 

Exkurs Ende. 
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2.4 Gütemaße und Spezifikationstests 

Neben dem Likelihood-Ratio Test können Gütemaße analog zum Bestimmtheitsmaß berechnet 

werden, aber mit 

( )* 0 ( / )i i i iE y y x xβ σλ β σ′ ′> = + −  

mit ( ) ( )
( )1

z
z

z

φ
λ =

− Φ
   

Ronning 1991, S. 138, Veall und Zimmermann 1990 

Pseudo 2R  (In Anlehnung an McKelvey und Zavoina’s PROBIT 2R ): 

( )
( )∑
∑

+−

−
=

i i

i i

MZ

nyy

yy
R

22**

2**

2

ˆˆˆ

ˆˆ

σ
 

Dieses Maß hat sich im Vergleich mit 9 anderen Maßen (darunter Mc Faddens Pseudo R2 ) als 

relativ bestes Gütemaß für das TOBIT-Modell herausgestellt ((Veall und Zimmermann 1994). 

Als Spezifikationstest wird in der Literatur vor allem ein Test auf Heteroskedastizität betrachtet 

(Greene 1991, S. 698 ff, Maddala 1991, S. 178 ff, Ronning 1991, S. 140 ff). 

2.5 Beispiele 

� Applications of the standard TOBIT-Model (Tab. 2.4a) 

� Konsumausgaben, Merz 1983 (Tab. 2.4b) 

� Female Labor Supply, Merz 1990b (Tab. 2.4c ) 

� Greene LIMDEP: Women’s labor supply (Tab. 2.4d)  

Tab. 2.4a: Early Applications of the Standard TOBIT-Model 

Reference y x 

Adams (1980) Inheritance Income, marital status, number of children 

Ashenfelter and 
Ham (1979) 

Ratio of unemployed hours to 
employed hours 

Years of schooling, working experience 

Fair (1978) Number of extramarital affairs Sex, age, number of years married, number of chil-
dren, education, occupation, degree of religiousness 

Keeley et al. 
(1978) 

Hours worked after a negative 
income tax program 

Preprogam hours worked, change in the wage rate, 
family characteristics 

Kotlikoff (1979) Expected age of retirement Ratio of social security benefits lost at time of full-
time employment to full.time earnings 

Merz (1983) Durable goods expenditures Household head’s characteristics, regional indicativs 

Merz (2012, 1989) Labor supply (hours of work) in 
market and non-market activities 

Personal, household and regional characteristics 

Merz (1990) Female labor supply (working 
hours) 

Personal, household and regional characteristics in-
cluding partner’s situation 
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Reece (1979) Charitable contributions Price of contributions, income 

Rosenzweig (1980) Annual days worked Wages of husbands and wives, education of husbands 
and wives, income 

Stephenson and 
McDonald (1979) 

Family earnings after a negative 
income tax program 

Earnings before the program, husband’s and wife’s 
educations, other family characteristics, unemploy-
ment rate, seasonal dummies 

Wiggins (1981) Annual marketing of new chemi-
cal entities 

Research expenditure of the pharmaceutical industry, 
stringency of government regulatory standards 

Witte (1980) Number of arrests (or convic-
tions) per month after release 
from prison 

Accumulated work release funds, number of months 
after release until first job, wage rate after release, age 
race, drug use, drug use 

Quelle: Amemiya 1983, S. 365 
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Tab. 2.4b: Konsumausgaben 

 
 

Quelle: Merz 1983, S. 247, siehe auch Abschnitt II.6 
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Tab. 2.4c: Female Labor Supply 

 

 
Quelle: Merz 1990b 
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Quelle: Merz 1990b 
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Tab. 2.4d: LIMDEP: Women’s Labor Supply 

 
Quelle: Greene 1993 
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3 Selektion und Regression - Das zweistufige Heckman Modell 

3.1 Modellspezifikation, selektionskorrigierte Schätzung 

Heckman 1976 hat einen zweistufigen Schätzer vorgeschlagen, der die Selektion für sich vor-

nimmt und dann eine selektionskorrigierte Regression erlaubt; im TOBIT-Modell werden dage-

gen die Selektion und die Regression in einem Schritt vorgenommen. Er berücksichtigt allgemein 

den ‚sample selectivity bias‘, der auftritt, wenn Stichprobenauswahl und endogene Variable korre-

lieren, wenn also keine zufällige Auswahl vorliegt. 

Beispiel: Positive Arbeitszeit ist Selektionskriterium und zugleich zu erklärende Variable in

   Arbeitsangebotsmodellen 

Modell 

Stufe 1: PROBIT-Schätzung für die Selektion; zugleich Schätzung der Zugehörigkeits- 

 wahrscheinlichkeit zur Auswahl aus allen Beobachtungen  
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Stufe 2: OLS-Schätzung allein mit den selektierten ( )1iz =  Beobachtungen aber selektionskorri-

 giert (COLS) mit der Selektionsvariablen iλ   
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Dieser zweistufige Ansatz folgt aus: 
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Da uσ  nicht geschätzt werden kann, wird es auf 1 normiert. Damit ist dann   
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Praktische Bedeutung:  

Partizipation und Ausprägung können mit unterschiedlichen Erklärungsmustern geschätzt wer-

den (bei TOBIT nur ein Muster).  

Die korrekte asymptotische Kovarianzmatrix für den zweistufigen Schätzer ist (Heckman 1979, 

Greene 1995, S. 639) 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
[ ]

( )( )

1 12 22 ' * ' ' '
* * ** * * * *

*

'

ˆ.

:

1 0
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i i i i i

AsyVar I Vx x x x x V X X Xc
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∑

 

Ein konsistenter Schätzer von 2
εσ  ist 22 ˆ' /ˆ e e Nε δσ = − Θ .  

Vorteil eines Programmpaketes wie LIMDEP: Asy.Var ( )β̂  wird intern berechnet und die darauf 

aufbauenden t-Werte für die korrekte Signifikanzbestimmung werden direkt ausgegeben. 

3.2 Beispiele 

� Anwendungsgebiete generell wie bei TOBIT 

� Heckman’s Labor Supply Model 

� Labor Supply with wages and hours of work: PROBIT/COLS, Merz 1990a (Tab. 3.2a) 

� Migration: Two step Heckmann approach (PROBIT/COLS) (Tab. 3.2b) 

� Interdependent Multidimensional Poverty: IMD poverty risk and IMD poverty gap (Merz 

und Rathjen 2012 

Heckman’s Labor Supply Model 

Heckman’s (1974) labor supply model assumes that the offered wage oW  is given independently 

of hours of work H ():  

(1) '
2 2 2 .o

i i iW x uβ= +   

Heckman defined the reservation wage ( / ) /( / )r
iW U C U X= ∂ ∂ ∂ ∂ and specified3  

(2) ' .r
i i i iW H z vγ α= + +   

It is assumed that the i-th individual works if  

(3) ( 0) 'r o
i i i i iW H z v Wα= ≡ + <   

and then the wage iW  and hours worked iH are determined by solving (1) and (2) simultaneously 

after putting o r
i i iW W W= = . Thus we can define Heckman’s model as  

                                                           

3 Actually, Heckman used log 
rW and 

oW . The independent variables 2x  include husband’s wage, asset in-

come, prices, and individual characteristucs and z includes housewife’s schooling and experience. 
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(4) '
2 2 2i i iW x uβ= +   

and 

(5) 'i i i iW H z vγ α= + +  

for those I for which desired hours of work  

(6) * '
1 1 1 0,i i iH x uβ= + >   

where ' 1 '
1 1 2 2( ' )i i ix x zβ γ β α−= − and 1

1 2( )i i iu u vγ −= − .  Note that (3) and (6) are equivalent be-

cause 0γ > .  

Call (4) and (5) the structural equations, then (3) and the identity part of (6) constitute the re-

duced-form equations. Heckman (1974) estimated the structural parameters by MLE (Example 

cited after Amemiya 1985, S. 391, 392 who shows the correspondence to a TOBIT type 3 mod-

el). 
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Tab. 3.2a Labor Supply with wages and hours of work: PROBIT/COLS 
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FS Tab. 3.2a Labor Supply with wages and hours of work: PROBIT/COLS 

 
Quelle: Merz 1990a, S. 256, 257, PROBIT: siehe Abschnitt II.6.4 
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Migration: Two step Heckmann approach (PROBIT/COLS) 
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FS Migration: Two step, Heckmann approach (PROBIT/COLS) 

 
 

Quelle: Greene 1993 
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Interdependent Multidimensional Poverty:  

IMD poverty risk and IMD poverty gap (Merz und Rathjen 2012) 

Merz, J. and T. Rathjen (2012), Intensity of Time and Income Interdependent Multidimensional Poverty: Well-
Being and Minimum 2DGAP – German Evidence, Forschungsinstitut Freie Berufe (FFB), Leuphana 
Universität Lüneburg, Revised FFB-Discussion Paper No.92 (2011), Lüneburg. 

... What drives Time and Income Uni- and Multidimensional Poverty – Poverty 
Risk and Poverty Gap Microeconometric Estimation  

Two important questions emerge after the above description of uni- and multidimensional time 

and income poverty in Germany: First, what drives the IMD poverty risk and the minimum pov-

erty 2DGAP, and second, have uni- and multidimensional time and income poverty risk and 

poverty gap to be differently explained on the individual level. 

Since the respective poor are expected not to be a random subgroup of the entire population, 

respectively of the working population, we apply the Heckman (1976) approach to account for 

the expected selectivity. As known, the two step procedure with step 1: PROBIT estimation for 

the probability to be IMD poor and step 2: selectivity correction estimates of the minimum 

2DGAP allows a separate explanation of the probability of being selected, the poverty risk, and 

the amount of the variable of interest, the poverty gap. 

 

gap_näe:  IMD poverty gap (2DGAP): 
incomeheck: 0,1 Dummy if IMD poor 
Daten: Zeitbudgeterhebung 2001/02 
 
. /* IMD poverty gap (2DGAP) heckman only workers step 1=f(...humcap...)*/ 
. heckman gap_näe $personal $humcap $occupation2 $job $household $hh ost, /// 
> select (incomeheck = frau alter alter_2 nicht_deutsch $education1 $occupation2 
$job $household $branch ost) vce(cluster idhh) 
 
Iteration 0:   log pseudolikelihood = -2890.8785   
Iteration 1:   log pseudolikelihood = -2885.6395   
Iteration 2:   log pseudolikelihood = -2885.2314   
Iteration 3:   log pseudolikelihood =  -2885.208   
Iteration 4:   log pseudolikelihood = -2885.2076   
Iteration 5:   log pseudolikelihood = -2885.2076   
 
Heckman selection model                         Number of obs      =      7354 
(regression model with sample selection)        Censored obs       =      7039 
                                                Uncensored obs     =       315 
 
                                                Wald chi2(31)      =     67.48 
Log pseudolikelihood = -2885.208                Prob > chi2        =    0.0002 
 
                                (Std. Err. adjusted for 2877 clusters in idhh) 
------------------------------------------------------------------------------ 
             |               Robust 
             |      Coef.   Std. Err.      z    P>|z|     [95% Conf. Interval] 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
gap_näe      | 
        frau |   41.73643   29.73742     1.40   0.160    -16.54784    100.0207 
       alter |  -35.21333   123.4609    -0.29   0.775    -277.1923    206.7656 
     alter_2 |   .2875511   .2924849     0.98   0.326    -.2857087    .8608109 
     married |   51.47017   26.32988     1.95   0.051    -.1354504    103.0758 
       phact |  -.9432926   1.053984    -0.89   0.371    -3.009064    1.122479 
nicht_deut~h |   80.07997    52.0209     1.54   0.124    -21.87911    182.0391 
    yrschool |   19.44577   119.0233     0.16   0.870    -213.8356    252.7272 
    experien |   20.59087   121.3278     0.17   0.865    -217.2072     258.389 
    experie2 |   -.183953   .2826168    -0.65   0.515    -.7378717    .3699657 
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freiberufler |   41.81865   64.87999     0.64   0.519    -85.34379    168.9811 
 unternehmer |   104.6262   63.48152     1.65   0.099    -19.79527    229.0477 
    arbeiter |   48.10112   56.86632     0.85   0.398    -63.35482    159.5571 
angestellter |   50.55604   49.63349     1.02   0.308     -46.7238    147.8359 
anderer_be~f |   71.25721   62.52065     1.14   0.254    -51.28102    193.7954 
        wage |   .8374102   7.007458     0.12   0.905    -12.89695    14.57178 
wtl_arbeit~h |  -.6614543   1.304317    -0.51   0.612    -3.217868     1.89496 
        cat2 |  -.6438433   16.65603    -0.04   0.969    -33.28907    32.00138 
        cat3 |  -28.68344   61.83363    -0.46   0.643    -149.8751    92.50824 
        cat4 |   21.81896   48.42358     0.45   0.652    -73.08952    116.7274 
    couple_1 |  -15.01466   49.97334    -0.30   0.764    -112.9606    82.93129 
    couple_2 |   40.35428   47.26357     0.85   0.393    -52.28062    132.9892 
couple_mehr2 |  -21.11259     60.494    -0.35   0.727    -139.6786    97.45347 
      single |    76.5522   48.65279     1.57   0.116    -18.80552    171.9099 
    single_1 |  -2.524153   57.64996    -0.04   0.965     -115.516    110.4677 
single_mehr1 |   87.32596   69.01956     1.27   0.206     -47.9499    222.6018 
  anderer_hh |   60.34263   70.95754     0.85   0.395    -78.73158    199.4168 
    szeithhh |   1.372925   6.016606     0.23   0.819    -10.41941    13.16526 
    zeitkinh |  -34.96635    12.5792    -2.78   0.005    -59.62113   -10.31157 
    h_jungki |   58.84742   30.10268     1.95   0.051    -.1527571    117.8476 
       hhpas |   1.467475   1.394547     1.05   0.293    -1.265787    4.200737 
         ost |  -3.023493   22.86664    -0.13   0.895    -47.84128    41.79429 
       _cons |   477.0374   836.8789     0.57   0.569    -1163.215     2117.29 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
incomeheck   | 
        frau |  -.2510278   .1053766    -2.38   0.017    -.4575622   -.0444935 
       alter |   .0912819   .0347081     2.63   0.009     .0232552    .1593087 
     alter_2 |  -.0010285   .0004348    -2.37   0.018    -.0018806   -.0001763 
nicht_deut~h |   .9243942   .2783825     3.32   0.001     .3787745    1.470014 
  realschule |  -.0242668   .1158695    -0.21   0.834    -.2513669    .2028332 
 hauptschule |  -.0846072   .1338442    -0.63   0.527     -.346937    .1777225 
 noch_schule |  -5.221337   .2746846   -19.01   0.000    -5.759709   -4.682965 
freiberufler |   .9270949   .3195762     2.90   0.004     .3007371    1.553453 
 unternehmer |    .945742   .3225095     2.93   0.003     .3136351    1.577849 
    arbeiter |   .5398324   .2822636     1.91   0.056     -.013394    1.093059 
angestellter |    .261927   .2778326     0.94   0.346    -.2826148    .8064688 
anderer_be~f |   .4083565   .4036332     1.01   0.312      -.38275    1.199463 
        wage |  -.1523297   .0368902    -4.13   0.000    -.2246332   -.0800263 
wtl_arbeit~h |  -.0202908   .0049587    -4.09   0.000    -.0300096   -.0105719 
        cat2 |   .1421552   .0893566     1.59   0.112    -.0329806     .317291 
        cat3 |  -.0310595    .186515    -0.17   0.868    -.3966221    .3345031 
        cat4 |  -.0735581    .261323    -0.28   0.778    -.5857418    .4386256 
    couple_1 |   .0784435   .1889899     0.42   0.678    -.2919699     .448857 
    couple_2 |    .204379   .1871951     1.09   0.275    -.1625167    .5712747 
couple_mehr2 |   .9412708   .2159297     4.36   0.000     .5180563    1.364485 
      single |   .6074646   .1991268     3.05   0.002     .2171833    .9977458 
    single_1 |   1.110563   .2015303     5.51   0.000      .715571    1.505555 
single_mehr1 |   1.179567   .2296642     5.14   0.000      .729433      1.6297 
  anderer_hh |   .3184429   .2745629     1.16   0.246    -.2196905    .8565764 
    agricult |   .3834735   .2135671     1.80   0.073    -.0351102    .8020573 
    industry |   .0817127   .1129351     0.72   0.469     -.139636    .3030613 
         ost |   .1635432   .1117223     1.46   0.143    -.0554285    .3825148 
       _cons |  -2.529793   .8130886    -3.11   0.002    -4.123417   -.9361688 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
     /athrho |  -.4533076   .3223699    -1.41   0.160    -1.085141    .1785257 
    /lnsigma |   4.744404   .1461659    32.46   0.000     4.457924    5.030884 
-------------+---------------------------------------------------------------- 
         rho |  -.4246141   .2642475                     -.7950978     .176653 
       sigma |   114.9393    16.8002                      86.30818    153.0683 
      lambda |  -48.80485   36.88258                     -121.0934    23.48367 
------------------------------------------------------------------------------ 
Wald test of indep. eqns. (rho = 0): chi2(1) =     1.98   Prob > chi2 = 0.1597 
------------------------------------------------------------------------------ 
 
. eststo cfinincome 
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4 Selektion und Regression – Das generalisierte zweistufige Modell von Lee 

4.1 Struktur und Schätzung des Ansatzes  

Lee (1983) hat den zweistufigen Heckman-Ansatz verallgemeinert und erlaubt eine generellere 

Spezifikation der Selektionsgleichung 

Idee 

Berechnung der Auswahlwahrscheinlichkeit nicht durch PROBIT, sondern durch eine andere 

Spezifikation (z.B. LOGIT). Diese Wahrscheinlichkeit bestimmt dann die Stelle an der die Stan-

dardnormalverteilung für die Mills' ratio berechnet wird. 

Modell 

Stufe 1: Selektionswahrscheinlichkeit (z.B. durch LOGIT) 

'*
i i iz µα ϑ= +  

( )*1 . . 0

0

i

i

falls c z B cz
z

sonst

> == 


 

Transformation (für das LOGIT-Modell) 

( ) [ ]' '1 1/ 1 LOGITq e e P
α ϑ α ϑ− − = + =Φ Φ 

 

Mills' ratio 

( ) ( )/q qλ φ= Φ  

Stufe 2: wie bei Heckman 

* 0i i i i iy z x λβ β λ ε′> = + +  

Ist bspw. die Selektion komplexer, z.B. Auswahl durch ein MULTINOMIALES LOGIT-Modell, 

dann ist die Berechnung vor allem der korrekten asymptotischen Varianz-Kovarianzmatrix von 

, λβ β rel. aufwendig (vgl. Greene 1995, S. 649 und Beispiel (b)). 

4.2 Beispiele Lee Ansatz 

� Markt- und nichtmarktmäßige Aktivitäten privater Haushalte: Partizipation in Haupter-

werb (HET), Nebenerwerb (NET), Eigenarbeit (EA) und Kombination dieser Aktivitä-

ten (MULTINOMIALES LOGIT (8 Alternativen/COLS); Merz 2012, S. 335) (Tab: 4.2a) 

� LIMDEP: MNL/COLS-Program (Tab: 4.2b 
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Tab. 4.2a Markt- und nichtmarktmäßige Aktivitäten privater Haushalte (Merz 2012) 
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FS Tab. 4.2a Markt- und nichtmarktmäßige Aktivitäten privater Haushalte (Merz 2012) 
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Quelle: Merz 2012 
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Tab. 4.2b LIMDEP: MNL/COLS-Program 
================================================================== 
Sample selection with multinomial logit selection model          = 
Requires extensive modification by user for application.         = 
Note lines below marked by *                                     = 
                                                                 = 
User must define the data matrix with the following line:        = 
                                                                 = 
        NAMELIST         ; V = RHS in logit model                = 
                                                                 = 
 User's dependent variable is Y.  Change the following line      = 
                                                                 = 
        CREATE           ; Y = the dependent variable $          = 
                                                                 = 
Logit dependent variable is Z.  Change the following line        = 
                                                                 = 
        CREATE           ; Z = the logit dependent variable $    = 
=================================================================== 
 
Estimate the multinomial logit model.  User supplies the name of z. 
 
       LOGIT          ; LHS = z  ; RHS = V $  
 
Pick off the subvectors of à in blocks of K2.  Where the values taken by z are 
0,1,...,J, there are J blocks of K2 coefficients. User must modify this to put the 
right values in the PART commands. We also recover the covariance matrix, SG. 
 
(*)    MATRIX         ; a1 =  part(b,1,K2) ; a2 = part(b,...)  ; ... 
                      ; SG  =  varb $  
 
Compute the predicted probabilities for the logit model. 
 
       CREATE  ; p1 = exp(dot(V,a1)) 
               ; p2 = exp(dot(V,a2)) 
(*)            ; ... (do this J times) 
               ; p0 = 1 / (1 + p1 + p2 + ...) 
               ; p1 = p1 * p0 ; p2 = p2 * p0 ; ... $ 
 
Do the sample selection.   
 
(*)    INCLUDE ; NEW ;  z = ...  $ (your value to select on) 
 
Compute lambda and delta 
 
(*)    CREATE  ; H = inp(...)    ? (insert pj = the prob. of your choice) 
               ; lambda = n01(H) / phi(H) 
               ; delta  = lambda * (H + lambda) $ 
 
Define the regressor vector for the primary equation. User supplies the set of names 
and the name of y in the regression command to follow. 
 
(*)    NAMELIST ; W = lambda,rhs in regression .... $ 
 
The next command gets the right coefficients, but the wrong standard errors. 
 
       REGRESS  ; lhs = y ; rhs = W $ 
 
We now obtain the standard errors. First, we need estimates of rhoj and sigmaj. We 
use the correction to the OLS estimate given by Heckman. 
 
       CALC     ; thetajsq   = b(1) ^ 2 
                ; sigmajsq   = sumsqdev / n  + thetajsq * xbr(delta) 
                ; rhojsq     = thetajsq / sigmajsq $ 
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The q variables in the next create statement must be set up by the user. If 
you have selected on z=0, then qj = -p0 * pj for the J outcomes. If you have select-
ed on some other value, then for the J-1 outcomes not including 0 and not equal to 
the selected one, qk = -pj * pk.  For the j'th one, qj = pj - pj^2. Then, each one 
must be multiplied by delta when we compute F. Example: suppose there are four 
choices, j=0,1,2,3. We select on j=2. Then, q1 = -delta*p1*p2, q2 = delta*p2*(1 - 
p2), q3 = -delta*p2*p3. User supplies the format for these. Variable t is used to 
compute W'(I-rhosq D)W simply as a weighted sum of squares and cross products. 
 
       CREATE         ; t = 1 - rhojsq * delta  
(*)                   ; q1 = ... ; q2 = ... ... $ 
 
The next set of matrix commands computes the corrected asymptotic covariance matrix 
then displays the results using STAT. 
 
(*)    MATRIX         ; F1   = xdot(W,V,q1) ; F2=xdot(W,V,q2) ; ... 
                      ; F    = F1,F2,... 
                      ; PSI  = sigmajsq * xdot(W,W,t)  
                               & thetajsq * F | SG | F'  
                      ; C    = xpxi(W) | PSI | xpxi(W) 
                      ; stat(B,C) $ 
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5 Semiparametrische selektionskorrigierte Schätzung 

5.1 Modellspezifikation, semiparametrische Schätzung 

Der zweistufige vorne vorgestellte Heckman-Ansatz ist ein parametrischer Ansatz, der für die 

Selektionsgleichung (PROBIT oder LOGIT/MNLOGIT) und für die Outputgleichung eine be-

stimmte Verteilungsfom der Fehlerterme (z.B. Normalverteilung) annimmt. 

Ein vollständig nichtparametrischer Ansatz, ein Ansatz also, der keine explizite Verteilungsan-

nahme vorsieht, und die Verteilungs- respektive Dichtefunktion bspw. über eine Kernel-

Schätzung bestimmt, wird von Greene 2003, 704 als ‚fairly exotic’ mit geringer empirischer Rele-

vanz beschrieben. Hauptgrund ist die sehr beschränkte Berücksichtigung erklärender Größen. 

Semiparametrische Ansätze ermitteln meist die Fehlerverteilung der Selektionsgleichung aus den 

Daten, behalten aber beispielsweise die Normalverteilungsannahme für die Outcomegleichung 

bei. 

Ein Beispiel ist das Single Index Modell von Klein und Spady 1993, das von einer linearen ‚Re-

gressions’-Formulierung ausgeht: 

'i i i iE y x E y xβ  =       

mit der Selektionsgleichung 

' 'Pr ( 1| ) ( | ) ( )i i i i iob y x F x x G xβ β= = =  

wobei G(.) eine unbekannte Verteilungsfunktion ist, deren Gestalt – z.B. mittels einer nichtpara-

metrischen Kernel-Schätzung - sowie die Parameter β zu schätzen sind. 

Generell ist festzuhalten, dass sich die semiparametrischen Ansätze trotz ihrer Flexibilität hin-

sichtlich der Datenstruktur (und mehr noch die nicht parametrischen Ansätze) in empirischen 

Analysen nicht durchgesetzt haben, da erklärende Variablen nur sehr beschränkt – wenn über-

haupt – eingesetzt werden können. In der Outcomegleichung führt zudem die semiparametrische 

Selektionsschätzung zu größeren Varianzen gegenüber den parametrischen Ansätzen (Greene 

2003, S. 704ff). 
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5.2 Beispiel: A Comparison of Binary Choice Estimators 
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6 Fractional Regression Models 

Für viele ökonomische Bereiche ist die interessierende Variable oft ein Anteil, der nur im  Inter-

vall [0 1]y≤ ≤  definiert ist. Beispiele sind Marktanteile von Firmen, Portfolioanteile, Ausgabenan-

teile etc. Diese Intervallbeschränkung, und auch das spezielle Interess für die Intervallgrenzen 

(zB. Ausgabenanteil von Null bzw. das ganze Einkommen wird ausgegeben) erfordert spezielle 

Schätzer. Das klassische lineare Rgressionsmodell ist dafür nicht geeignet, da es keine Garantie 

für vorhergesagte Werte innerhalb des Intervalls liefert. 

Die Studie von Papke and Wooldridge (1996) gilt als ‘seminal paper’.  Panelmodelle für fractional 

regresseion models werden von Papke und Wooldridge (2008) diskutiert. Einen neueren Über-

blick über alternative Schätzstrategien geben Ramalho, Ramalho und Murteira 2011. 

 

Die Situation für den angewandten Forscher haben Ramalho, Ramalho und Murteira (2011, p. 

20) wie folgt beschrieben: 

“Frequently, in applied work, researchers’ main interest lies in the estimation of the conditional 

mean of y, given a set of regressors. In this case, practitioners face two main decisions:  

 

1. which functional form to assume for the conditional expectation of y and  

2. which method to employ in the estimation of the resulting model. 

 

In addition, in the case of boundary observations, practitioners have also to decide whether one- 

or two-part models should be used. So far, most authors have chosen to assume a logistic form 

for the conditional mean of y, without assessing whether alternative functional forms are more 

appropriate, and to use the robust quasi-maximum likelihood (QML) method suggested by Papke 

and Wooldridge (1996), without checking whether a more efficient estimation method could be 

used. However, in both cases, there are a number of alternatives that may be employed and vari-

ous simple test procedures that may be used to assess their adequacy. Similarly, the option be-

tween a single- and a two-part model is usually made apriori and, as far as we know, has never 

been tested. 

In this paper we survey the main alternative regression models and estimation methods that are 

available for dealing with fractional response variables and propose a full testing methodology to 

assess the validity of the assumptions required by each estimator.“ 
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V PANELMODELLE 

1 Modellstruktur der ‘discrete choice’-Panelmodelle 

Paneldaten werden aus wiederholten Beobachtungen der gleichen Einheiten über die Zeit ge-

wonnen. In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften sind das in der Regel wiederholte Befra-

gungen der gleichen Mikroeinheiten. In diesen Daten wird somit ein relativ großer Querschnitt 

mit den gleichen Mikroeinheiten (Personen, Firmen) über mehrere Perioden betrachtet. Beispiele 

sind das Sozio-ökonomische Panel (SOEP), begonnen durch den Sonderforschungsbereich 3 

‚Mikroanalytische Grundlagen der Gesellschaftspolitik’ der Universitäten Frankfurt und Mann-

heim und nun vom DIW in Berlin weitergeführt, mit nun ca. 8.500 Haushalten und über 20.000 

Personen, das Hannoveraner Firmenpanel oder die Michigan Panel Study of Income Dynamics 

(PSID), das mit ca. 6.000 Familien und ca. 15.000 Personen bereits 1968 begonnen wurde. 

Mit Schwerpunkt auf vielen Querschnittsbeobachtungen in den Wirtschafts- und Sozialwissen-

schaften spielt die Heterogenität über die Mikroeinheiten eine besondere Rolle. 

Für die explizite Berücksichtigung der dieser Heterogenität sowie des zeitlichen Einflusses sind 

generell fixed und random effects Modelle entwickelt worden. Greene (2000, chapt. 14) bspw. 

behandelt allgemein den Fall linearer Panelmodelle. 

Im Gegensatz zu den linearen Panelmodellen ist bei den ‘discrete choice’-Panelmodellen als 

nichtlineare Modelle eben die besondere Form der linken Seite der Regressionsgleichung zu be-

rücksichtigen. 

Literatur zur Panelanalyse: Baltagi 2005, Hsiao 2003, Wooldridge 2002, Arellano 2002, Chay und 

Hyslop 2014. 

2 Fixed effects ‘discrete choice’ LOGIT und PROBIT Panelmodelle 

Bei den fixed effects Panelmodellen wird davon ausgegangen, dass die Differenzen zwischen den 

Mikroeinheiten mit Differenzen im konstanten Term eingefangen werden können: 

'i i i iy i xα β ε= + +  

wobei iy  und ix  die T Beobachtungen der i-ten Mikroeinheit beinhalten. 

Ein fixed effects LOGIT Panelmodell, das die Heterogenität über die Mikroeinheiten berück-

sichtigt ist 
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In diesem nichtlinearen Modell ist es nun nicht mehr wie im linearen Modell möglich, die Hete-

rogenität über Differenzen oder Abweichungen vom Gruppenmittel, herauszurechnen.  
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Einen Schätzansatz dafür hat Chamberlain 1980 mit der Maximierung einer konditionalen Like-

lihood Funktion entwickelt. Ob die Heterogenität signifikant ist, kann dann mit einem Hausman 

Test über die Differenz zwischen unkonditionierten und konditionierten Schätzansatz getestet 

werden (Greene 2000, S. 841). 

Für das fixed effects PROBIT Modell mit  

* ' ,it it it ity xβ ε ε= + ~ (0,1), 1,..., , 1,..., iN i n t T= =  

*1 0, 0it ity wenn y und sonst= >  

gibt es im Gegensatz zum fixed effects LOGIT Modell keine geeignete Lösung, um die iα  zu 

schätzen. 

3 Random effects ‘discrete choice’ LOGIT und PROBIT Panelmodelle 

Die random effects Modelle zeichnen sich dadurch aus, dass die individuenspezifischen konstan-

ten Terme zufällig (randomly) über die Mikroeinheiten verteilt sind 

'it it i ity x uα β ε= + + + . 

Idealerweise sollten die itε und isε  frei korreliert sein innerhalb, aber nicht über die Gruppen hin-

weg. Das führt aber zu Rechenproblemen bezüglich gemeinsamer Verteilungen einer Ti-variaten 

Normalverteilung (PROBIT-Ansatz). Eine etwas weniger allgemeine Spezifikation haben Butler 

und Moffitt (1982) für random effects Modelle mit diskreten und beschränkt abhängigen Variab-

len entwickelt. 

4 Fixed effects vs. Random effects LOGIT und PROBIT Panelmodelle 

Maddala 1987 ist der Frage nachgegangen, welche LOGIT und/oder PROBIT Panelmodelle 

unter welchen Bedingungen heranzuziehen sind. Er ist zu folgenden Ergebnissen gekommen 

(Maddala 1987, S: 314-315): 
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Weitere Vertiefung: Greene 2003, chapt. 21.5 inklusive semiparametrischer und nichtparametri-

scher Schätzansätze, Cameron und Trivedi 2005 chapt. 23 sowie Moosmüller 2004, Kapitel 2.4.5 

und Chay und Hyslop 2014. 

 



Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz – Diskrete Entscheidungsmodelle 184/204 

PROGRAMMPAKETE 

ET:   Econometrics Toolkit, Greene, W.H. (1990), ET - The Econometrics Toolkit, 

  Version 2, User's Guide, Econometric Software, Inc., New York 

LIMDEP:  Limited dependent variables, Greene, W.H. (1990, 1992, 1995, 2004), LIMDEP 

  User's Guide (Version 5.1, 6.0, 7.0, 8.0), Econometric Software Inc., New York, 

  www.limdep.com 

ET, LIMDEP: William H. Greene, Stern Graduate School of Business, New York University, 

  100 Trinity Place, New York, NY 1006 

EALIMDEP: LIMDEP for students (download von http:/ffb.uni-lueneburg.de) 

STATA: Allgemeines Statistisches Programmpaket, Version 8, Stata Corporation,  

  www.stata.com 

EViews:  Econometric package, Quantitative Micro Software (1997), EViews User’s Guide, 

  Irvine, California, USA, www.eviews.com 

GAUSS: Statistisches Paket, prozedural, Metasprache Aptech Systems Inc. 26250 196th 

  Place SE, Kent, WA 98042, (206)-631-667), www.aptech.com  

GLAMOUR:  Fahrmeir, L., Frost, H., Hennevogel, W., Kaufmann, H., Kranert, T. und G. Tutz 

  (1990), User's Guide for GLAMOUR, Version 2.0, Institut für Statistik und Wirt

  schaftsgeschichte, Universität Regensburg und München 
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STUDENT (t)-Verteilung: 

Für verschiedene Freiheitsgrade ν und für verschiedene Wahr-

scheinlichkeiten ( ) 1P T t α< = −  sind die entsprechenden t-Werte 

tabelliert (Quelle: J. Schwarze, Grundlagen der Statistik II, 1993, 
S. 308 - 309) 
 

 

1−α
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VERZEICHNIS WICHTIGER SYMBOLE 

 

 Übersicht über wichtige  Symbole und das griechische Alphabet 
 

 

Symbol   Bedeutung 

 

( )xΦ     Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0,1) 

( )xϕ     Dichtefunktion der Standardnormalverteilung N(0,1) 

∼  „verteilt nach“, z.B. X ~ N(0,1) = „X ist standardnormalvetrteilt“ 

, ( )Xauch oder E Xµ µ  Erwartungswert der Zufallsvariablen X 

2², ( )Xauch oderVar Xσ σ  Varianz der Zufallsvariablen X 

( , )Cov X Y    Covarianz der Zufallsvariablen X und Y 

( , ²)N µ σ    Normalverteilung mit Mittelwert µ  und Varianz ²σ  

(0,1)N    Standardnormalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz 1 

tυ     (Student-) t-Verteilung mit υ  Freiheitsgraden 

2
υχ     Chiquadrat-Verteilung mit υ  Freiheitsgraden 

1 2,Fυ υ     F-Verteilung mit 1υ  Zähler – und 2υ  Nennerfreiheitsgraden 

( , )B n p  Binomialverteilung mit den Parametern n (Anzahl Versuche) und p (Wahr-

scheinlichkeit „Treffer“) 

,G auch Ω  Ereignisraum (Menge aller möglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments) 

( )P A     Wahrscheinlichkeit für den Eintritt des Erignisses A 

( )P A B  Bedingte Wahrscheinlichkeit für den Eintritt des Ereignisses A unter der 

Bedingung des Eintretens des Ereignisses B 

( )F x     Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X 

( )f x     Dichtefunktion der Zufallsvariablen X 

,x yρ     Theoretische Korrelation der Zufallsvariablen X und Y 

x     aritmetisches Mittel (aus der Stichprobe) 
2 2, xs s     empirische Varianz (aus der Stichprobe) 

,x ys     empirische Covarianz (aus der Stichprobe) 

,x yr     empirische Korrelation (aus der Stichprobe) 

2R     Bestimmtheitsmaß (der Regression) 

ML     Maximum Likelihood 

( , )F x y    gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X und Y 

( , )f x y    gemeinsame Dichtefunktion der der Zufallsvariablen X und Y 

ln x     Natürlicher Logarithmus (zur Basis e = 2,7182818…) 
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log x     Dekadische Logarithmus (zur Basis 10) 

, exp( )xe x    e-Funktion , Exponentialfunktion zur Basis e 

!n     „n Fakultät“: n! = 1*2*…*(n-1)*n 

n

k

 
 
 

  Binomialkoeffizient („n über k“) = 
!

!( )!

n

k n k−
 

lim
x→∞

  Grenzwert (Limes) wenn x gegen unendlich geht 

n
n

a a
→∞
→  „a konvergiert gegen a, wenn n gegen unendlich läuft“ 

min   Minimum, kleinster Wert einer Menge 

max   Maximum, größter Wert einer Menge 

x   Absolutwert, Betrag von x 

,i ii
i

x x∑ ∑  Summe von x über alle i = 1 2 1... n nx x x x−+ + + +  

,ij iji j
i j

x x∑∑ ∑ ∑  Doppelsumme über x und y = 

11 12 1 21 22 2 1 2... ... ... ...m m n n nmx x x x x x x x x+ + + + + + + + + + + +  

i
i

x∏   Produkt von x über alle i = 1 2* *...* nx x x  

 

Rechenzeichen 

=   „gleich“ 

≈   „ungefähr gleich“, „rund“ 

≙   „entspricht“ 

≤   „kleiner gleich“ 

≥   „größer gleich“ 

∈   Element von; z.B. 3 ∈  {1;2;3;4} 

∉   ist nicht Element von; z.B. 3 ∉  {1;2;4} 

⊂   „Teilmenge von“ {1;3} ⊂  {1;2;3;4} 

∅   „unmögliches Ereignis“, „leere Menge“ 

∪   „vereinigt mit“ 

∩   „geschnitten mit“ 

 

Griechisches Alphabet 

αΑ   Alpha 

βΒ   Beta 

γΓ   Gamma 

δ∆   Delta 

εΕ   Epsilon 

ζΖ   Zeta 

ηΗ   Eta 

θΘ   Theta 

ιΙ   Jota 

κΚ   Kappa 

λΛ   Lambda 
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µΜ   My 

νΝ   Ny 

ξΞ   Xi 

οΟ   Omikron 

πΠ   Pi 

ρΡ   Rho 

σΣ   Sigma 

τΤ   Tau 

υϒ   Ypsilon 

φϕΦ   Phi 

χΧ   Chi 

ψΨ   Psi 

ωΩ   Omega 

 


