Leuphana Universitat Luneburg

Statistik |1

Wahrscheinlichkeitsrechnung
und induktive Statistik

Fakultat Wirtschaft
Professur 'Statistik und Freie Berufe'
Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz

Skriptum zur Vorlesung



Elfte verbesserte Auflage 2015
Impressum: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsreahguind induktive Statistik,
herausgegeben von der Leuphana Universitat Lingburg
Fakultat Wirtschaft
Univ.-Prof. Dr. Joachim Merz,
Forschungsinstitut Freie Berufe, Professur 'Stitistd Freie Berufe'
www.leuphana.de/ffb,

Gedruckt auf 100% Altpapier und chlorfrei gebleahtPapier.
Copyrightd 2015



Vorwort

Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechnung und ikiike Statistik ist Thema dieses Skriptums
zu meiner gleichlautenden Vorlesung an der Unitér&iineburg.

Das Skriptum soll vorlesungsbegleitend helfen, Beck auf das Wesentliche, auf das Ver-
standnis der Methoden und ihrer Anwendungen zucétkrn. Im Rahmen einer anwen-
dungsorientierten Statistik stehen bei der Ausvaasl Stoffes Beispiele und Bezlige aus den
Wirtschafts- und Sozialwissenschaften im Vorderdrun

Ich empfehle, den Stoff mit der angegebenen Literat vertiefen; manchmal hilft ein ande-
rer Blickwinkel, die Dinge besser zu begreifen. Masstehen, das verstandige Umgehen mit
der Statistik als ein wesentlicher Baustein, Theeanit der Empirie zu verbinden, ist mir ein
wichtiges Anliegen.

Fur den problemorientierten Einstieg und den Umgang dem Computer werden
verschiedene Programmpakete wie ET (Econometriagkify LIMDEP, Stata, SPSS und
andere Programmpakete verwendet.

Die elfte neue Auflage entspricht bis auf kleindmederungen in Kapitel 8 der bisherigen
Auflage.

Nicht zu vergessen: Studium und spaterer Beruésaluch SpalR machen. Die Cartoons im
Skriptum sind entsprechende Lockerungsibungen.

Viel Spal3 und Erfolg!

Luneburg, im Februar 2015 Univ.-Prof. Dr. Joachirark
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Vorbemerkungen zu Statistik | und II: Deskriptive Statistik,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und induktive Statistik
Statistik | — Deskription:

Beschreibende Statistik mit Verfahren zur Aufbenagf statistischer Daten bezogen auf die
beobachteten Werte (Informationsaufbereitung)

Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechnung und induktive Statistik:

Zur Uberpriifung allgemein giltiger Theorien; Infaonsbewertung durch Inferenz-
(schlieBende) Statistik: Wahrscheinlichkeitsaussagdeer die Vereinbarkeit der in den Daten
erfal3ten Realitat (Empirie) mit den aus einer Tigeabgeleiteten Hypothesen.

Wahrscheinlichkeitsrechnung notwendig, um von kugfi@stigeren Teilerhebungen (Stich-
proben, 'sample’) auf eine Grundgesamtheit zueddhihi (induktive Statistik).

Teilerhebungen statt VVollerhebungen:
- aus Kostengriinden,

- aus Zeitgrinden,

- aus technischen Grinden etc.

—> induktive Schlufweise >»——

Stichprobe Grundgesamtheit

deduktive SchluBweise
(Wahrscheinlichkeitsrechnung)

Die SchluRBweisen in der Statistik

Zum Aufbau von Statistik [l — Wahrscheinlichkeitsrechnung und induktive Statistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Wahrscheinlichkeitgilungen

- Grundzlge
- Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteden
- diskrete, stetige Verteilungen

Stichprobe und Grundgesamtheit

- Induktive Statistik, Stichprobenfunktionen undsiverteilungen
- Punkt- und Intervallschatzung

Formulierung und Uberprifung von Hypothesen

- Parametertests
- Verteilungstests

Computerprogramme
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TO ACLOMPLISH THEIR FEATS OF MATHEMATICAL
LEGERDVEMAIN, STATISTICIANS RELY ON THREE
RELATED PISCIPLINES:

Data ]
analysis

THE GATHERING, PISPLAY, AND
SUMMARY OF DATA;

Probability

THE LAWS OF CHANCE, IN
AND OUT OF THE CASING;

§Iaiisﬁcal
inference

THE SCIENCE OF DRAWING

STATISTICAL CONCLUSIONS

FROM SPECIFIC DATA, USING A
LKMOWI..EP(’E OF PROBABILITY.

J

IN THIS BOOK, WE'LL LOOK AT ALL THREE, AS APPLIED TO A WIDE VARIETY OF
SITUATIONS WHERE STATISTICS PLAYS A CRUCIAL ROLE IN THE MOPERN WORLD.

LIKE—
WHAT ARE
THE CHANCES
OF GETTING
A TAXU (N
THIS WEATHERY £ <3

Gonick, Smith 1993
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I Grundzige der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung als Grungldgr die
induktive Statistik

Wofir wird die Wahrscheinlichkeitsrechnung ben&tigt
Um die Beziehungen zwischen Stichprobe und Gruradgtseit zu erfassen:

* Schatzung von Kenngrol3en der unbekannten Grunadgesid, Angabe von Vertrauensbe-
reichen (Konfidenzintervalle) aufgrund von Stichpeaergebnissen bei vorgegebener
Sicherheitswahrscheinlichkeit fir diese Kenngro(farameter).

 Uberpriifung von Hypothesen tiber ZusammenhangeriGdundgesamtheit aufgrund von
Stichprobenergebnissen

Da es unmdglich ist, Beziehungen zwischen sozioGkuoschen Variablen in Modellen
.exakt® zu erfassendgterministisches Model), sondern jedes sozio6konomische Merkmal
durch viele Faktoren mit Zufallseinflissen beei3flwvird, sind auch in Modellen tber die
Welt Zufallseinfliisse zu berlcksichtigen. Man witié Modellaussagen auf die wichtigsten
Faktoren beschrankesystematische Einfliissg fur die Ubrigen im einzelnen nicht erfaldten
Faktoren wird ein bestimmtes Verteilungsmodell tstlt (Zufall). Damit besteht ein
stochastisches Erklarungsmodellaus einemsystematischen und einem zufalligen Teil
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist vor allem féndJmgang mit dem zufalligen Teil und
zur Fehlerabschatzung notwendig.

1 Grundbegriffe

Die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung emrdn 16. und 17. Jahrhundert von
Blaise PASCAL (1623-1661) und Pierre FERMAT (160468) gelegt; Ableitung von Wahr-
scheinlichkeiten fur die Gewinnaussichten von Géisgielen.

Umgangssprache: Wahrscheinlich bestehen Sie distitd-Klausur.
Konkreter: Die Wahrscheinlichkeit, im Lotto mit 6249 sechs Richtige zu haben,

betragt:;.
13983816

Wichtige Begriffe:

- Zufallsexperiment:
Wirklich oder wenigstens gedanklich wiederholbarergang, dessen Ergebnis vom Zufall
abhangt, also im voraus nicht eindeutig bestimnrtese kann.
Beispiele: Werfen einer Miinze, eines Wirfels;
Wichtig: Ergebnisse sindnabhangigvoneinander.

- Elementarereignisse:
Ergebnisse (Realisationen) des Zufallsexperiméits:
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- Ereignisraum G:
Menge der Elementarereignis€e={ E,, E,...., E }

Beispiel: Einmaliges Werfen eines WurfeG:={1,2,3,4,5,b

- Ereignis:
Teilmenge von G
Beispiel: Werfen einer ungeraden Augenzahk{1,3,3

- Verknupfung von Ereignissen:
Aus Ereignissen lassen sich mit bestimmten Operatimeue Ereignisse bilden:

* Vereinigung zweier Ereignisse A und B: A B
ist die Menge aller Ereignissdie entweder zu A, zu B oder zu A und B gemeingsam g
horen

Venn-Diagramm

e Durchschnitt zweier Ereignisse Aund B: A B
ist die Menge aller Elementarereignisdie, sowohl zu A als auch zu B gehoren

Der Durchschnitt zweier Ereignisse
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* Die Mengen A und Bchlie3en einander aus (A und B sind disjunki)wenn es kein
Elementarereignis gibt, das zu beiden gleichzejggort

AnB=0 (leere Mengél)

© @

N4 ©
RN

©C

Zwei disjunkte Ereignisse

« Komplementarereignis A:
Menge aller Elementarereignisse eines Ereignisrasydge nicht in A enthalten sind

Esgilt: ADA=GundAnA=0

G
A
Beispiele:
G={1,2,3,455p Einmaliges Werfen eines Wirfels
A={1,2,3 Ereignis (Augenzaht 4)
B={2,4,56 Ereignis
C={4,56 Ereignis (Augenzal# 3)
Vereinigung: AOB={1,2,3,4,55p
Durchschnitt: An B={2}
Disjunkte Mengen: Aund C,daAC=0

Komplementarereignis zu B ={1, 3

2 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

Die Wahrscheinlichkeit ist ein Mald zur Quantifiziag der Sicherheit bzw. Unsicherheit des
Eintretens eines bestimmten Ereignisses im Rahmes Zufallsexperiments.
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Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff(Pierre Simon LAPLACE (1749-1827)):

Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ersges A bei einem Zufallsexperiment

ist gleich dem Verhaltnis aus der Anzahl der fis &ntreten des Ereignisses gunstigen
Falle und der Anzahl aller mdglichen Falle (gleidiglche Falle = gleichwahrscheinliche

Elementarereignisse):

P(A)= Zahl der guinstigen Falle :(_}
Zahl der gleichmoglichen Falle

Beispiel:

In einem Gefald liegen sechs brauchbare und viektettiicke.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein zugalezogenes Stick brauchbar (Ereig-
nis A) ist?

Voraussetzungfur den klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff:

- endliche Anzahl der Félle;

- nur auf Zufallsexperimente mgleichwahrscheinlichen Elementarereignissatwend-
bar.

Statistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff(Richard v. MISES (1883-1953)):

Bei einem Zufallsexperiment, das aus einer langaige-unabhangiger Wiederholungen
besteht, versteht man unter der WahrscheinlicHk@\) eines Ereignisses A d€renz-
wert der relativen Haufigkeit fur das Auftreten des Ereignisses A bei unendii&figer
Wiederholung des Zufallsexperiments:

P(A=lim2=lim h (A

naoon n- oo

(m ( A)=relative Haufigkeit von A nach n Wiedeﬂhnger)

Beispiel:

Munzwiurfe, nach jedem Wurf wird die relative Halgt fur ,Zahl* bis dato registriert:
A =, Zahl"

h, (A)
A
0,6
0,5 VA\/\V /WMW\WW\(
0,4
—

T T T T > .
50 100 200 300 400  n(Wurfe)
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- Subjektiver Wahrscheinlichkeitsbegriff (Leonard J. SAVAGE):
Wertangaben fur die Wahrscheinlichkeit werden @minftige Glaubensaussagen inter-
pretiert.
- Eingang in Entscheidungsmodelle

- Axiomatischer Wahrscheinlichkeitsbegriff (A. N. KOLMOGOROV (geb. 1903)):
Hier wird nicht mehr von empirischen Beobachtungaesgegangen, sondern: Wahrschein-
lichkeiten als Zuordnung von reellen Zahlen zu Begignissen.

Definition der mathematischen Eigenschaften der M&teinlichkeit — 3 Axiome
(Axiom = mathematische Aussage, die als Grundlager & heorie dient und daher nicht
durch diese begriindbar ist):

Gegeben sei ein System von Ereignissen R aus deignisraum G. Eine Funktion P, die
jedem Ereignis A aus R eine reelle Zahl zuordneif3thWahrscheinlichkeit, wenn sie fol-
gende EigenschafteAXiomg erfullt:

1. Pistreell, nicht negativ: ~ P(A)=0, P( AUIR;
2. Pistadditiv: P(AOB)=P( A+ H B fir A& BO
3. P ist normiert: P(G)=1 bzw. 0<sP(A)<1

Folgerungen aus diesen Axiomen:

- Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses
wegen AJ A =GundP(A)+PA)=1
ist PA)=1-P(A)

- Wahrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignisses:
P(0)=1-P(G)=0

- Wahrscheinlichkeit fir den Durchschnitt zweieshsausschlie3ender Ereignisse A und
B:
P(An B)=P(0)=0

3 Additionssatz

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 bei bafieh, sich nicht ausschlieRenderkreig-
nissen eines Zufallsexperiments entweder A odetldd & und B gemeinsam auftreten?
Also P(AO B)="?

AOB=A0 (A n B), wobei AundA n B sich ausschlieRen.
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Aus dem 2. Axiom folgt:

P(ADB)=P(A+H A § [

A

Venn-Diagramm zur Ableitung des Additionssatzes

Weitere Ableitungen:
B=(An B)O(An B
P(B)=P(An B+ H 2 §
Daraus folgt:
P(AnB)=P(B-H A §
Eingesetzt in [*] ergibt sich fur beliebige Ereigae deAdditionssatz:

P(AOB)=P(A+H B- K A B (A und B nicht ausschlieRel
Schlief3en sich A und B gegenseitig, aasfolgt (Axiom 2):
P(ADB)=M A+ H §

Additionssatz fir 3 beliebige Ereignisse A, B, C:

P(ADBIC)=R A+ R B+ RQG-Fk A B PB F PA R (PAB)

Beispiel (3 Ereignisse):
A={1,23,3 B={3,4,56 C={2,3,5%

P(A):; F>(|3)=‘71 F>((:)=‘71

An B={3,4 AncC={2,3 BnC={3,3
2 2 2

P(An B):7 P(An c):7 P(Bn C):7
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P(AanC):%
P(AUBOC)=P(A+ B+ K QG- R A B PB > PA )G PAB)
4 4 4 2 2 2 1
——t—t———————+
7T 7 7 7 7 7T 7
=1
Hilfsweise:
A: 1 2 3 4 -2ZAnB
B: 3 4 B 6 /£BnC
C: 2 3 5 7 ZANnC
1 2 3 4 5 6 7 =AnBnC

FLET '6 RETURN TO THE PICE-THROWING EXAMPLE. IF € 15 THE EVENT, WHITE
DIE = 1, AND D 19 THE EVENT, BLACK DIE = 1, THEN:

€ OR P15 THE
ENTIRE SHADED
AREA (WHERE
ONE DIE OR THE
OTHER 15 1).

¢ AND P15
WHERE THE
SHADED AREAS
OVERLAP (BOTH
DICE ARE 1).

B8 [-188 [- B8 '!

N =

THIS ILLUSTRATES THE APPITION RULE: FOR ANY EVENTS E, F,
P(E OR F) = P(E) + P(F) - P(E AND F)

ADDING P(E) + P(F) POUBLE COUNTS THE ELEMENTARY OUTCOMES SHARED BY
E AND F, 50 WE HAVE TO SUBTRALT THE EXTRA AMOUNT, WHICH 15 P(E AND F).
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("IN THE ABOVE CXAMPLE,

"

P(C OR D) = 3%

A% YOU (AN SEE BY

COUNTING ELEMENTARY

OUTCOMES. LIKEWISE,
1

P(¢ AND D) = %

AND WE CONFIRM THE FORMULA:
P(C) + P(D) - P(C AND D)

WS S L
T3 3 3 3
= P(C OR D)
\ J

Gonick, Smith 1993

Beispiele (Additionssatz):

a) In einer Urne mit 200 Kugeln befinden sich 4t nand 80 griine Kugeln.
Wahrscheinlichkeit fir das Ziehen einer roten K@gel

40 0.2
20C
Wahrscheinlichkeit fir das Ziehen einer griinen Kage

P (rot)=

. 8C
P(grun)zz—oc:0,4
Wabhrscheinlichkeit fir das Ziehen einer griinen edean Kugel?
P(grardrot)=P(grur)+P(rot)=0,4+0,2=0,6,
da die Ereignisse grin und rot sich ausschliel3en.

b) Wir betrachten nun einen Wiirfel:

A ={die Augenzahk 4} ={1, 2, 3} mit P(A) = 0,5
B ={die Augenzahl ist gerafle={2, 4, ¢ mit P(B) = 0,5

Wahrscheinlichkeit fur A1 B?

AD B={Augenzahl <4 oder gerade{ 1,2,3,4

P(ADB)=P(A+H B- R A B= Rk } P B (2

1 1 1 5
= Rt = My
2 2 6 6
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Multiplikationssatz

Bei Eintreten von Ereignissen in Abhangigkeit vosstimmten anderen Ereignissen (sich
nicht ausschliel3ende Ereignisse):

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

Wabhrscheinlichkeit von B unter der Voraussetzuraf} d&reignis A vorher eingetreten ist,

bzw. gleichzeitig mit B eintritt:
p(B| A)= P(An B)
P(A)

(Also bezogen auf die Zahl der fur dedingung gunstigen Elementarereignjsse

Beispiel:

A = Frau B = Erwerbstatig
Wabhrscheinlichkeit, aus der Menge der Frauen ewwerbstatige Frau auszuwahlen:

P(Frau und Erwerbstatig)
P(Frau)

P( Erwerbstatid Fral) =

Stochastische Unabhangigkeiliegt dann vor, wenn gilt

P(8| A=P(8 A= 5
Das Eintreten des Ereignisses B hangt nicht vortriEides Ereignisses A ab.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeigt der

Multiplikationssatz (Auflésen nachP(An B)):

P(An B)= P( BOA A B
)P(H A
Fir stochastisch unabhangige Ereignissglt
P(An B)= P( AT 8

Multiplikationssatz fir drei Ereignisse A A,, A; beistochastischer Abhéngigkeit
(allgemein):

P(A,nA,nA,)=P(A)P(A,| A)P(A] AnA)
beistochastischer Unabhangigkeit:
P(AnA,nA,)=P(A)P(A,)P(A,)

Beispiele:

- Werfen von zwei idealen Wiirfeln:
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, mit dem ersidrfel eine Zwei und mit dem zwei-
ten Wirfel eine Sechs zu werfen?
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Das Werfen beider Wiirfel ist stochastisch unablgingi
P({Zn{8)=P(2P(g
_LEe &
6 6 36
- Eine Mlnze wird mehrmals hintereinander geworfen:
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dreimal Zahithreinander zu erhalten?

P(Z.0 2,0 Z)= P 2)H 2)0 2)=35 5=

- Ein Los von 50 Bauteilen hat 20 % Ausschul3. MlAbnahmeprUfung werden drei Bau-
teile nacheinandevhneZuriicklegen ausgewahlt. Die Annahme erfolgt numdavenn alle

drei Bauteile einwandfrei sind.
Wie grol3 ist die Annahmewahrscheinlichkeit?

A, ist das Ereignis "einwandfreies Bauteil im i-teugZ

Es liegt stochastische Abhangigkeit vor, da diewalsmdglichkeiten von den Vorereig-
nissen abhangen (ohne Zuricklegen!).

40 glinstige Fall¢=einwandfreie Fall¢
gleichmdgliche Falle

1. Zug: P(Al)

2. Zug: P(A2| 'Ai)=3_£93 Ein einwandfreies Bauteil ist schon gezogen worden
_ _38 - , L
3. Zug: P(A3| An Az)—E3 Zwei einwandfreie Bauteile sind schon gezogen word

Multiplikationssatz bei Abhangigkeit:

P(AnAn A)=F A)OH A ATR 4 & 4

_40,39,38
50 49 48

=0,5041

Antwort: Die Wahrscheinlichkeit fur drei einwandieBauteile betragt 50,41 %.

Zusammenfassung:

Additionssatz:

bei Verknipfung der Ereignisse durgfereinigung*, logisches ,oder* (O)
(,das Eine" oder ,das Andere” oder ,Sowohl als adiych

P(ADB)=P(A+H B- R A B
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Multiplikationssatz:

bei Verknuipfung der Ereignisse durddurchschnitt®, logisches ,und” (n)
(nur ,Sowohl als auch®)

P(An B)=P(ACH B 4

BEFORE GOING ON, LET'S SUMMARIZE ALL THE RULES WE'VE ACCUMULATED:

APPITION RULE:

P(E OR F) = P(E) + P(F) - P(E AND F)

SPECIAL ADPITION RULE: WHEN E AND F ARE —
MUTUALLY EXCLUSIVE, ! H,VPEUZ;; cron
TO 4 0
P(E OR F) = P(E) + P(F) WASTEFUL
Tmemé‘

SUBTRALTION RULE:
P(E) = 1 - P(NOT E)

MULTIPLICATION RULE:
P(E AND F) = P(E|F)P(F)

SPECIAL MULTIPLICATION RULE: WHEN E
AND F ARE INDEPENDENT,

P(E AND F) = P(E)P(F)

e A
AND NOW, DE MERE'S PROBLEM AT LAST.. LET E BE THE EVENT OF 6ETTING
AT LEAST ONE %IX IN FOUR ROLL% OF A $INGLE DIE. WHAT'S P(E)? THIS 15
ONE OF THO%E EVENTS WHOSE NEGATIVE 15 EASIER TO DESCRIBE: NOT £ 15
THE EVENT OF GETTING NO SIXES IN FOUR THROWS.

IF A; 1% THE EVENT, 6ETTING NO

51X ON THE i™ THROW, WE KNOW
THAT P(A; ) = - . WE ALSO KNOW
THAT ROLLS ARE INPEPENDENT, 50

P(NOT E) =

P(A, AND A, AND A, AND A,)
MULTIPLACATION

4
e ey () - 482,
%0
P(E) = 1 — P(NOT E) = .518
(. J/

Gonick, Smith 1993
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5 Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit, Satz voiBayes
A, A, A, ... seien sich gegenseitig ausschlieRende Essigni

d.h. AinA;=0 furi#j,

aulRerdem sei AA,, A;, ... eine Zerlegung von G,

d.h. AOA,0A,0..=G

Einteilung des Ereignisraums

Jedes beliebige Ereigradaldt sich wie folgt darstellen:
e=(enA)O(en A)D...

Nach dem Additionssatz fur sich gegenseitig augsgdbhde Ereignisse qgilt:

P(e)=P(en A)+P(en A)+..=>_ Hen A (*)
i=1
Nach dem Multiplikationssatz fur sich nicht ausgs®Bénde Ereignisse gilt:
P(en A)=P(e| A)OR( A) (ein Term in( })
Setzt man dies in die obige Summe (*) ein, danibesich der

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(e)=2 P(e] A)P( A)

n
i=1

Beispiel:
In einem Betrieb werden taglich 1000 Stick einesdBktes hergestellt. Davon liefert
Maschine

M,: 100 Stuck mit 5 % Ausschul3anteil,
M,: 400 Stuck mit 4 % Ausschuf3anteil und
Ms: 500 Stuck mit 2 % Ausschul3anteil.

Aus einer Tagesproduktion wird ein Stiick zufalligggewahlt und Gberpruft.

A, = Ereignis, dal3 dieses Stiick aufiMrgestellt ist;
€ Ereignis, dal dieses Stiick fehlerhaft ist.
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Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dalR ein ausijgtes Stick fehlerhaft ist?

P(e)=P(A)P(¢| A)+ H A)OKe| A)+ B H0P| 4
=0,100,05 0,410,04 0,8 0,02
=0,031

Die Frage nun, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit &3 ein fehlerhaftes Stick auf der
Maschine M gefertigt wurde, wird uns zum sogenannten TheoremBayes fuhren.

Hier ist die bedingte WahrscheinlichkeFPt(A | 5) gefordert (hier:P(A_L| 5)). Man beachte,
daf3 dies ein Unterschied zu der bedingten Wahrnsiatigteit P(s‘ A]) ist!

zﬂanq

Es gilt: P(A, | g) 0

Mit Hilfe des Multiplikationssatzes (wegen Pr(..)) erhalt man:

()= ALL

Wird fir PE) das Theorem der totalen Wahrscheinlichkeit eieg¢sso ergibt sich der

Satz von Bayes:

P{A)Plel A
P(Ai|£)= _ ( ) ( ‘ l)
2. P(A)P(e] 4)
Beispiel:
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein felidtes Stuck auf Mproduziert wurde?
P [(Ple
o] )= AL A
P(A)P(e] A)
i=1
0,10,05

= =0,161¢
0,1C0,05+ 0,410,04 0,5 0,02

P(A) = (unbedingte) Wahrscheinlichkeit fir das Eirgretles Ereignisses;;

P( A | 5) = bedingte Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten Eesignisses\ ; unter der Bedin-

gung, dal3 das Ereigrnieingetreten ist.
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Zur Anwendung des Satzes von Bayes:

Das Theorem von Bayes wird bei Entscheidungen whesicherheit bzw. in Risikosituatio-
nen angewendet. Dabei handelt es sich um Situatideefolgenden Form:

Es gibt mehrere sich gegenseitig ausschlielBend&ies (Alternativen) A A,,..., A, und
Schatzungen der Wahrscheinlichkeiten [P@ér das Eintreten der Zustande bzw. Alternati-
ven.

P(A) heil3era priori Wahrscheinlichkeiten.

Uber Realisationen von Zufallsexperimenten erntittehn dann die Wahrscheinlichkeiten

P(e| A).

Fur das Eintreten des Ereignissg®@der des Komplemens) berechnet man unter Verwen-
dung des Theorems von Bayes die bedingten Wahrsiiiieiten P( A | £) .

P( A | 5) heiRena posteriori Wahrscheinlichkeiten

Die a posteriori Wahrscheinlichkeiten werden algbésserungen der a priori Wahrschein-
lichkeiten interpretiert, weil Zusatzinformationearwendet werden.
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WHAT'S THE PHYSICIAN TO PO? JOE BAYES ADVISES HER NOT TO START
TREATMENT ON THE BASIS OF THIS TEST ALONE. THE TEST POES PROVIDE
INFORMATION, HOWEVER: WITH A POSITIVE TEST THE PATIENT'S CHANCE OF
HAVING THE DISEASE INCREASED FROM 1 IN 1000 TO 1 IN 21. THE POCTOR
FOLLOWS VP WITH MORE TESTS.

JOE BAYES COLLECTS HI% CONSULTING CHECK BEFORE ADMITTING THAT ALL
THOSE 5TEPS HE WENT THROUGH £AN BE LOMPRESSED INTO THE 4INGLE
FORMULA CALLED BAYES THEOREM:

P(AIB) = P(A)P(B)
P(A)P(B)+P(NOT A)P(BINOT A)

WONPER WHWAT
THE ANCESTOR
WoULD HAVE

THOUGHT
ABOUT THIS

FEE..

IT LOMPUTES P(AIB) FROM P(A) AND THE TWO CONDITIONAL PROBABILITIES
P(BIA) AND P(BINCT A). YOU (AN DERIVE IT BY NOTING THAT THE Bl6 FRACTION
CAN BE EXPRESSED AS

P(A and B) . P|A and B) _ P(AIB)
P(A and B)+P{NOT A and B) P(B) -

Gonick, Smith 1993

Vergleich zum Beispiel:

P(A| &) = P(fehlerhaftes Stiick auf M produzip
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6 Kombinatorik

Zur Berechnung aller jeweils mdglichen und/oder gjiggen Falle der Wahrscheinlichkeits-
rechnung werden die Ergebnisse der Kombinatori&ariggzoge#.

KOMBINATORIK Wiederholung (der gleichen Elemente)
ohne mit
verschiedene Elemente| gruppenweise identische
Elemente
Permutation P(n)=nl = S n!
(Anordnungsmadglichkeiten) ( ) P(nl """ L n)— n !0h,! L. O !
Variation _nl V(m, n=r
(Auswahlmaoglichkeiten, V(m’ n) (n_ m), ( )
Reihenfolge wichtig) '
Kombination n _ n+m-1
(Auswahlméglichkeiten, C(m' n)= C(m' n):
Reihenfolge unwichtig) m m
n n! n
=———— ; |0!=1| |=1]| ; n=Anzahlaller Elemente, m = swahlanzal
m) mi(n-m 0
Beispiele:
Permutation:

Alle moglichen Anordnungen, Reihenfolgen.

a) Funf Pferde kdnnen iﬁ’(S) =5!=1[P[BA5= 12( verschiedenen Anordnungen (Reihen-
folgen) in das Ziel einlaufen (Permutation ohne deéiolung).

b) Anzahl der Permutationen aus den Elementenc®, fphne Wiederholung)

abc bac cab
acb bca cha

P(3)=3'=1P[B=6
Anzahl der Permutationen aus den Elementen a, (@it iederholung)

aac —aaC caa
aca -aca —€aa

n=2 n=1 n=3

1 vgl. z.B. Merz, J. 1992, Mathematik | fiir Wirtsiftswissenschaftler — Analysis, Skriptum zur Voules,
Frankfurt am Main, S. 40-45.
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3! _1[2[B

c) Wieviele verschiedene zehnstellige Zahlen lasserh aus den Ziffern der Zahl
7 844 673 727 bilden?

n=10 n(7)=4 n(4)=2 n(8)=n(6)=n(3=n(=1

10! 1P BEBITI8 910

Variation:
Die Auswahl von m aus n Elementen, wobei die Rdiiga wichtig ist.

a) Nicole entschliel3t sich, vor Verlassen der UNGOO noch mit drei von ihren finf Freun-
den zu tanzen (immer mit einem anderen).
Wieviele Tanzmdglichkeiten hat Nicole, wenn die liegifolge nicht egal ist?

n=5m=3

- Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit fur eine Ausivél Tanzset), z.B., dal3 Nicole erst
mit Freund 4, dann mit Freund 2 und schlie3lichrngund 3 tanzt?

P('4,2,3):6i0: 0,0167% 1,67¢

b) Nicole ist ausnahmsweise bereit, auch mehrmélgimem ihrer Freunde zu tanzen. Aus-
wahl mit Wiederholung:

V (3,5)="5 = 125Mdéglichkeiter

c) Wieviele vierstellige Zahlen sind im Dualsystbaw. 5er-System darstellbar?
m=4 bits
n=2 (duales Systeh  V(4,2)=2=1€ =0,...,15
n=5 (Penta-Syste)r V=(4,5=5=62t =0,..,624

Kombination:
Die Auswahl von m aus n Elementen, wobei die Rdiiga uninteressant ist.
a) Ein Skatspiel hat 32 Karten. Ein Spieler erhéhn Karten.
Wieviele voneinander verschiedene Zusammensteltunge je zehn Karten gibt es?

Die Reihenfolge ist unwichtig, keine WiederholuagKombination

_(32)_ 321 _
c(1o,32)-(10j-—10! T32-101 6451224
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b) Studentinnen und Studenten aus acht Fachbenegdilen eine Delegation von finf Stu-
denten bilden.
Wieviele Delegationsmaoglichkeiten gibt es?

Auswahlvon5aus8 n=8 m=5
mit Wiederholung

_ 8+5-1) (12 !
0(5,8):( J:( j_ 12! _8magnmi2

= = 792
5 5) 5!f12-5)! 1PBAB

Mit der Kombinatorik (Permutation, Variation, Konmaition) lassen sich also alle glnstigen
und gleichmdéglichen Félle berechnenGrundlage der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit

P( ): gunstige Falle
7 gleichmégliche Fall:

7 Ubungsaufgaben Wahrscheinlichkeitsrechnung

Fur den ,Prix de I"Arc de Triomphe*, dem grol3en B&ennen in Longchamps bei Paris,
sind die Pferde Beaujeux (B), Menes (M), llix (hduNereide (N) genannt. Es sollen Sieger
und Zweitplazierte vorausgesagt werden.

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf
1. Beaujeux Sieger wird?
2. der Einlauf (fur Zweierwette) Nereide, llix seuird?
1. P(' Beaujewwird Siegefj= Eins von Vieren%= 0,

bzw. Anordnungen, Reihenfolgen, Permutationen{\&nl, M, N}

Platze Platze Platze Platze

1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4 1. 2. 3.

B I M N Il B M N M B | N N B I M

B I N M I B N M M B N | N B M |
Ge B M I N Il M B N M | B N N | B M

B M N | I M N B M | N B N I M B

B N | M I N B M M N B | N M B |

B N M | I N M B M N | B N M | B

N Permutation ohne Wiederholung

Anzahl=n!l=41=1P[B[#4 =24

P('BistErster): gunstigeFalle :_6 1

== 0,2‘
gleichmdgliche Falle 24 4

2. P('Reihenfolge N I'), 'sowohl N als auch I
— Multiplikationssatz, stochastische Abhangigkeih(ie' Zurticklegen)
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P(Nn 1)=P(1)P(N] 1)

1
P(1)==
i :>P(Nm|)=%E£:ié
P(N|1)==
3
Alternative Berechnungsweise
{B, I, M, N}
BI BM BN
B IM IN
Gleichmdgliche-alle: G =
MB MI MN
NB NI NM

Anzahl der Falle = 12
Auswahl m = 2 aus n = 4 ohne Wiederholung, Reilgefwichtig

Variation:
n! 4! 120304
V ,N)= = = =12
(m. ) (n-m)! (4-2)! 1P
P('NI ,)_ gunstigeFalle :i:8,3%

_gleichm('jgliche Falle 12

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich ein Einlauf Neesiabr llix ergibt, betragt 8,3 %.

b) Die vier Pferde treffen am nachsten Tag ernefdimander.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 an beifiagen

1. B der Sieger ist?
2. die Reihenfolge B, N qilt?
3. die Reihenfolge B, M, N, | gilt?

1. P('Beaujeux ist der Sieger an beiden Tagen'’) = ?

Logisches UNDn = Multiplikationssatz, stochastisch unabhéngig

P (' Beaujeuxst der Sieger an beiden Tagen'
=P('B ist der Sieger am Tag)IP( 'Bist dee@r am Tag ?
“ig-t

4

4" 16
Alternative Berechnungsweise:

Alle moglichen Falle: Auswahl m = 2 aus n = 4 mitdderholung
Reihenfolge wichtig= V (2, 4)
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Tage
1 2 1 2 1 2 1 2
B B | B M B N B
Elementarereignisse B | (. M N |
B M I M M M N M
B N Il N M N N N
V(2,4=4=16 =>P(.)== t 1
V(2,4) 16

2. P('B, N an beiden Tagen') = 2 (Multiplikationssatz)
P('B, N an beiden Tagen'
=P('B, N am Tag JTP( 'B, N am Tag):

=1t 1 -5 0069
12 12 144

Alternative Berechnungsweise:
Alle moglichen Falle: Auswahl ... (komplex) zusammgesetzt

Elementarereignisse: Tag 1: V(2 , 4) = 12 (sielra&p
jedes Ereignis, das am ersten Tag mdglich war, kaich am zwei-

ten Tag eintreten:

=12012= 144 =>P( .)=—
144
3. P('B, M, N, | an beiden Tagen') = ?
'‘Durchschnitt’, logisches UND1 = Multiplikationssatz, stochastisch unabhangig

P(..)=P('B, M, N, I erster TagrP( 'B, M, N, | zsiter Tag)

P(B, M, N, I'): Permutation ohne Wiederholuagn!
nl=4! = 1234 = 24

P('B, M, N, I'):i ( siehevorng

= P(..) == B==—=-=0,0017
24 24 576

Alternative Berechnungsweisen:

komplex zusammengesetztes Ereignis, es ist resatiwierig (da umfangreich), alle
Moglichkeiten darzustellen.

Schlu3folgerungen:

- Manchmal ist es sehr komplex, alle(!) Mdglichkeitzusammenzustellen und dann die
fur die LAPLACE-Wahrscheinlichkeit giinstigen Modikeiten auszuwahlen.

- Deshalb: Additionssatz, Multiplikationssatz anwen; Die dafir notwendigen
Teilwahrscheinlichkeiten kénnen vereinfacht Uber ilombinatorik berechnet werden.
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Keyconcepts

Zufallsexperiment

Ereignis

Wahrscheinlichkeitsbegriff
Kolmogorov’'sche Axiome
Bedingte/unbedingte Wahrscheinlichkeit
Additionssatz

Multiplikationssatz

Satz von Bayes

A priori Wahrscheinlichkeit

A posteriori Wahrscheinlichkeit
Satz der totalen Wahrscheinlichkeit
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1 Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeits-
verteilungen

Beschreibung der moglichen Ergebnisse eines zgédliProzesses,
Berechnung der mdglichen Ausgange und der dazugghor
Wahrscheinlichkeiten

1 Zufallsvariablen

Untersucht man bei einem Zufallsexperim&aweimaliges Werfen einer Minztie Frage,
wie oft "Wappen'erscheint, so sind hier die moglichen Werte Odér@.

Variablen, wie die 'Anzahl Wappen' bei einem mehrmaligen kunrf oder das Ziehen von
roten und schwarzen Kugeln bei einem Urnenexpetinferit/ohne Zuriicklegen)deren
Werte vom Zufall abhangen nennt marZufallsvariablen.

Die beobachteten Auspragungen bestimmter Merkmada\drtschaft und Gesellschaft sind,
wenn nur eine zuféllige Auswahl von Merkmalstragbeiragt werden, das Ergebnis eines
zufalligen Prozesses und damit Zufallsvariablen.

Zufallsvariable: X, Y, Z,... (grof3e Buchstaben) 'random variables'
Realisation, Auspragungdavon: X, Y, z,... (kleine Buchstaben)

Prob(X = x) = P(X = X): Wahrscheinlichkeit, dal3 ¥ duspragung x annimmt.
Beispiel:

Zweimaliges Werfen einer Minze:
Zufallsvariable: X ('Anzahl Zahl’)
Auspragungen: x=0,% =1, = 2.

Definitionsbereich einer Zufallsvariablen = Ereignisraum G;
Wertebereich = Menge der reellen Zahlen (im allgemeinen);

Diskrete Zufallsvariable:

im Wertebereich liegen nur endlich oder abzahlbendlich viele Werte x x,, ... (z&hlbar)
(z.B. Zahl der ‘faulen’ Kunden, Anzahl der Lottageer);

Stetige Zufallsvariable:

im Wertebereich liegt jeder beliebige Zahlenwertesi Intervalls (kontinuierliche Zufallsva-
riable, nicht zahlbar)
(z.B. Temperatur, Bearbeitungszeit)

2 Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion diskreter
Zufallsvariablen

Der Prozel3, der die Auspragungen der Zufallsvarabbgeneriert (der sogenannte
.datengenerierende Prozel3), kann durch seine Warsichkeitsfunktion beschrieben
werden:
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Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (‘probability function' ) f(X) listet alle Ergebnisse; x
(i=1,...), die die Zufallsvariable X annimmt, nfiten Eintrittswahrscheinlichkeiten auf.

f(x;) = Prob(X = %) = P(X = %) (Wahrscheinlichkeit, mit der X die Auspragungan-
nimmt)
Eigenschaften 1.0< { <1,

2.2, T(x)=%

Beispiel:

Dreimaliges Werfen einer idealen Miinze.
Der Ereignisraum G dieses Zufallsexperiments bestehacht Ereignissen:

(\7(m, =M= V(3,2)=2= E) mit

6={(222(22W{ ZWE( W ZF{ ZWW W2 WMWE W
Zufallsvariable X sei 'Anzahl der Wappen' (diskret)

Auszéhler= Zuordnung xaus dem WertebereidR_={0,1,2,3.

& X LR, t(x)
(Z,2,2) S X, =0 . f(x, = 0) = 0,125 (1/8)
Z, Z, W
7 Wz . X, =1 S f(x, = 1) = 0,375 (3/8)
W, z, Z
Z, W, W
Wz W . Xy = 2 S f(x5 = 2) = 0,375 (3/8)
W, W, Z
(W, W, W) - X, =3 S f(x, = 3) = 0,125 (1/8)
Also:
X = X, lo|1]|2]3
11331
x=n)=il) | 2] 3] 22
8|/ 8| 8| 8
f ()
A
0,375
0,250+
0,125
0 T T » X
0 1 2 B

Wabhrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsahlen '‘Anzahl der Wappen'
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Die Verteilungsfunktion (‘cumulative distribution funct ion (cdf)’) F(X) gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, daR? die Zufallsvarialén6chstens den Wert xannimmt:

F(X)=P(X<X=Y f(x): mit { Y= A Q- F x,);

X <X
Beispiel:
X ="'Anzahl Wappen' bei dreimaligem Munzwurf:
x | o | 1 | 2 | 3

F(X) | 0125 | 0,500 | 0,875 | 1,000

diskret — Treppenfunktion

F(x=2)= X f(x;)

X; <X
F (x)
1,0  —
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -]
0,8 |
0,6 |
0,4
0,2
i T T T » X
0 1 2 3

Verteilungsfunktion der diskreten Zufallsvariabl@nzahl der Wappen'
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3 Dichte- und Verteilungsfunktion stetiger Zufallsvariablen

Bei einer stetigen (kontinuierlichen) Zufallsvatiad X kann man die Wahrscheinlichkaiir
fur Intervalle angeben.

Wabhrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion)
(‘probability distribution function' (pdf)) (densit y function)

P(asx<b)=| f( X d=0

D ey T

Eigenschaften:
1.P(asx<b)=0; f(¥=0
2. j f (x)dx=1
Die Flache unter der Dichtefunktion f(x) in den Grenzen a ungibt die Wahrscheinlichkeit
P(a< x<b) an:
f (x)
Die Dichtefunktion f (x) i$

alsonicht die Wahrschein-
lichkeit fir X = x.

0 a b

Wabhrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion, pdf)

Die Verteilungsfunktion F(x) gibt bei einer stetigen Zufallsvariablen wiedex Wahrschein-
lichkeit an, dal’X héchstens den Wert xannimmt. Die Verteilungsfunkton ist hier dann kei-
ne Treppenfunktion, sondern auch stetig.

Verteilungsfunktion:

Eigenschaften von F(x):
1.0sF(x)s1;
2.F (x) monoton wachseneb  flirx ,x gilt(F, ) (F )%
3. lim F (x)=0;

4. lim F(x)=1.

X - +o00
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Es gilt:

1. Ableitung der Stammfunktion (F)

Verteilungsfunktion F(x) (cdf) einer stetigen Zugatriablen

Die Flache unter f(x) bis a

F ()
A

Hohe von F(x) beK =a.
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4 Parameter eindimensionaler Wahrscheinlichkeitsveeilungen

Wie die Haufigkeitsverteilungen in der deskriptivBtatistik, so lassen sich auch die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen von Zufallsvariablerratuentsprechende Mal3zahlen charakteri-
sieren.

4.1 Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert (= arithmetisches Mittel)

Aus
_ 1
X==(X N+ % Bt ) = Xt %2k =Y
n n n
mit
n_o_
imY=p=f
fm =R = 1x)
lim x=lim " x%—zl x f(x)
E(X)=u=x f(x)+ % f(%)+.+ x { x)=2, x (X
D% (%) x diskret
E(X)=1 *
(X) J'xf(x) dx=y¢  xstetig( kontinuierlicl)
Beispiel:

Die stetige Zufallsvariable sei die in Minuten gessene Verspatung eines Busses an einer be-
stimmten Haltestelle und habe die folgende Diclntktion

11

f(x)= 5 §X fir Osx< 4
0

sonst

1. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 X irtelwvall [1, 2] liegt?
2
2)=| f(x dx—.[(———la dx

8

1
[ X— —1 } 4 (1 1g—£=0,3125
1

16 ETI I BE

N~
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2. Wie lautet die Verteilungsfunktion F(x)?

F(x) jwf t) dt= j(— —tjdt-[—t—TGFI

1. 1.
2 16
also
0 fir x<0
F(x)= -ty fir 0< x< 4
2 16
1 fur x>4

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit (aus 1) von einzZw&i Minuten Verspatung findet man
auch uber die Verteilungsfunktion:

P(l=x<2)=F(2)-F()=0,75 0,4375 0,3125 ( wie ob}
3. Wie grof3 ist im Mittel die Bus-Verspatung?

E(X):,u:Txf dx:jxf >)dx=j F 1 } d

2 8

4
- (lx——lxzjdﬁ[—l g-L i}
(27 8 47 24"
:(4—22j— 0= 1—1 Minuten
B 3

Im Mittel betragt die Bus-Verspaturigd3 Minuten.

Varianz
Var(X)=0? E{[x E(x]} H %)-u
Yo(x-u) f(x)=X £ f(x)-p*  Xdiskret
Var( X)=1+e

J'(x—,u)2 f( dx—j X (% dep? Xstetig

—o00

Standardabweichung

2

Oy =+4/0%



Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechnunglunduktive Statistik 35

Beispiele:

a) diskrete Zufallsvariable:

Bei einem Wairfelspiel wird die gewurfelte Augenzalté Gewinn ausgezahlt, héchstens
jedoch 4 Gold-DOLLARS.

Wie grol3 ist der Erwartungswert der ausgezahltami@esumme?
X = 'ausgezahlte Gewinnsumme'

G X OR,. f()ﬁ) x f(X)
1 1
(1) x,=1 S !
(2) X, =2 é %
(3) X;=3 é g
@909 | xoa | 2| 2
2 1 1_68:3

SE(X)=Y, % f(x)=u=2=3

Auf lange Sicht werden bei diesem Wirfelspiel imréhschnitt 3 Gold-DOLLARS pro
Spiel als Gewinnsumme ausgezahlt.

Wie grol} ist die Varianz der ausgezahlten Gewinmsafh
1. Mdglichkeit:

(x—w) OF (%) =2, (x-3)"0f(x)
[P B2 PE+(> PE+(4 ¥E

4
i=1

:ﬂ+1‘+0+_3:1_1
6 6 3
2. Moglichkeit:
- 1 4 9 48
2 [ f ==+ —+=+—-9
;X ()ﬁ) 4 6 6 6 6
1 1
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b) stetige Zufallsvariable:
Wie grol3 ist die Varianz im Falle des Bus-Verspgtlreispiels?
1. Mdglichkeit:

Var(X)= I(x—yymf()g dpj‘( x—gj [ﬁ%—_; % dx

256 320 112 32 256 80 256

3218993292881
2. Moglichkeit:

Var( X j X Of (§) dx- 42

i
et
2149

~102-8-1/=8 [ Minuteﬁ]
3 9 9

|
|

Standardabweichung

X

o :\/gzo, 9428Minuten Streuung

Tschebyscheffsche Ungleichung zur Abschatzung vor® in einem Intervall?

P(u-closxsu+ cmf)zl—c—l2

2 Vgl. Schwarze 1991, S. 67 ff.
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Eigenschaften des Erwartungswertoperators E bzw. deVarianzoperators

(Expected value, expectation, expectation opeiator
1.E(alX+b=aq X+ b a bKonstanten
2.E((aD>()2): & DE( X2) X, YZufallsvariablel
3Var(alX+ b= & Dvar( X

4E(X+Y)=E X+ HY

5Var(X+Y)=Var X)+ Val Y+20Co{ X ¥

Unabhangigkeit zweier Zufallsvariablen X und Y:

6.E(X0O¥)=E X)OH V)

7.Cov( X,Y)=0

Wenn zwei Zufallsvariablen unabhangig sind, damnhie Kovarianz gleich Null. Es
kann abenicht der Umkehrschluld 'Kovarianz =8 Unabhangigkeit' gezogen werden.

4.2 Konzept der Momente: Schiefe und Exzel3

Neben Erwartungswert und Varianz existieren analogleskriptiven Statistik
Wert der Zufallsvariablen mit P(X) = 0,5(;;—

Median

Modus

Erwartungswert und Varianz sind Spezialfalle eineaneinen Klasse von Parametern zur
Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsverteikemg

- Momente um Null

- zentrale Momente n-ter Ordnung

Realisation x mit f(x) = max

Zentrale Momente n-ter Ordnung:

> (% —E( X))" Of ( x) diskreterFall

E((X— E( x))”): +f(x— E( x))n Of (%) dx stetigefFall

Momente um Null: lediglich E(X) = 0;

Zwei besondere (und bekannte) Falle: Schiefe ('skew))
Exzel3, Wolbung (‘kurtosis')
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Schiefe
E|(X-4)] E( X)=u

Mafld der Asymmetrie: Schiefe negativ linksschiefe/rechtssteile Verteilung,'long tail' i
der negativen Richtung;

Bei Symmetrie

f (x-u)=f(x+u) = Schiefe0
Exzel3 (W6lbung)
c{ix-)

Mal3d fur die Wolbung (‘thickness of tail'), je grofdke Wolbung, desto flacher ist die
Verteilung

Generell also

#=E((x-p))
Day, ,explodiert’, wenn r grol3 wird= Normierung“—:
o
standardisierte Schiefe= H_g
o

bei Basierung auf 'Normalverteilun
standardisierte Wélbung = ij—S ( J }
o

NV: Schiefe = 0 und Woélbung = 3
Zentrierte Zufallsvariable
Y=X-U mit E(Y) =0

Standardisierte Zufallsvariable

X-u
o

/=

Es gilt E(Z) = 0 und Var(Z) = 1.

Beispiele:
Wie ist die Schiefe und die Wélbung fir das Buspétsngsbeispiel zu charakterisieren?
Bisher: Wahrscheinlichkeitsdichte:

f(x)= 1——;x fur Osx< 4

o N

sonst
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Verteilungsfunktion:

0 fir x<0
1 1 ..

F(x)={=x-—=¥% flir 0< x< 4
2 16
1 fur x>4
1

E( X)=1-

(%)=
8

V X)=—

ar( X) 5

Welchen Wert hat die SchieE(( X —y)s) ?

+00

E((X=p))= [ (x=2)"0f (%) dx

1
8

<3 b3t

1o 4.,8 2, 16 382 1, —-i—— 24 i—— 4, %

3 9 3 9 27 8 27
1 +x3- 24x2 80x 32 dx
8 9 27 27

11
Ot———h O O O O—3 >
x
N
|

| 0o
X
+
||—\
N
—H=~
I
|
w'lw
|_\
>
ll—‘
X
o
X

4
[ 1,14 8,,40, 32°
407 4" 9" 217 27,

=0,47
Schiefe = 0,47 >0 = linkssteil

normiert:
My 0,47

o® 0,9428

=0,56
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Welchen Wert hat die Wélbung (ExzeEi( X —,u)4) ?

+00

E((X-p))= [ (%) Of () dx
{4
" 3) (2 8
:j(—éx5+zx4—4)5+176x2— 416x+ 123 dx
'\ 8" 6

27 81 81

4
[_ixﬁ+lxs_)<4+176x3_ 208, 128%
0

48 30 81 81 81
=1,8963

Wodlbung = 1,8963

normiert:
My . 1896%
= -3= -3=240- 3=- Q 60
o? 0,9428

Wodlbung ist weniger flach, also starker gewolbs, dile Normalverteilung (Normalverteilung

ist flacher).

Graphische Zusammenfassung des Bus-Verspatungsieisp

f A
5
X
\ cdsz(x)—lx—116
0,5
! 11
/ pdf—f(x)—g—gx
0 1133 2 3 4 x
E(X)
5 Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zwei und mehr Zufallsvariablen werden gleichzetbgtrachtet (analog mehrdimensionaler

Haufigkeitsverteilungen in der Deskription):

z.B. - (gleichzeitiges Wiurfeln mit zwei Wiirfeln;
- KorpergroéRe und -umfang Konfektionsgrof3e;
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- zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y)
X, Y kénnen jeweils diskret oder stetig sein.

5.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen zweidimensional Zufallsvariablen

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsvariablen (X, Y) gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, dal3 die Zufallsvariable einestinemten Wert (x y;) mit der Wahrschein-
lichkeit B, annimmt:

P(X=xund Y=y)=P(x, y)= P= { x y) \Z. 2, Pl

analog fur stetige Zufallsvariablen (X, Y), so daRdie gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
bzw. Dichtefunktion (‘joint density function®) gilt:

> > f(xy)  diskret

asxsb csy<d

Prob(asx< bund & y< d)=1p
jjf(x, y) dy dx stetig

Fur diegemeinsame Verteilungsfunktion F(x, y) (cdfpilt:

> f(xy) diskret

X<x Y<
F(x,y)=Prob( X< x,Y< y= j ffy(t ) dsat o
,S)ds stetig

—00 —00

Randverteilungen (marginale Verteilungen)

Unter der Randverteilung versteht man die Vertgluan (X, Y), die unabhangig davon ist,
ob X (oder Y) als Bezugsgrof3e angenommen wird.

Randwahrscheinlichkeits- bzw. Randdichtefunktion

i f(x,yj) diskret
(=1
I f(x,y)dy stetig
Zwei Zufallsvariablen sindtatistisch (stochastisch) unabhangigvenn gilt:
f(xy)= ()06 (% f(x %)= f(O)0.0F( %)
bzw bzw
F(x,y)=F(Y)F (¥ F( %, %)= B( 0 0.08( ¥)

Bedingte Verteilung

Verteilung einer Zufallsvariablen X unter der Begling, dal3 Y einen bestimmten Wert Y =y
annimmt.
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Bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion

=1

Bedingte Verteilungsfunktion

F(x,y)
F ()

F(x y)=

Beispiel:

Das PORTFOLIO einer Investmentgruppe bestehe ausdbem und Aktien. Eine Einschat-
zung der Gewinnentwicklung hat die verbundenen W&teinlichkeiten von Derivaten und
Aktien zu berlcksichtigen.

5.2 Parameter zweidimensionaler Verteilungen: Erwaiungswert, Kovarianz und
Konzept der Momente

Definition in Bezug auf die Randverteilungen:

Erwartungswert

>ox 6, ()= %0 f(xy)]=X X, x f(x y)

E(X)=4+ o0
_jxfy(x) d)@_j J x f( %y dydx
Varianz
> (% =E(X) (9=, %, (x- & X)" % y)
Var(X)={ =

[ (x=p)" 1, () dx=

—00

8"—.8

_T (x—/,l)2 f( % y dydx

Fir die Streuung zwischen zwei ZufallsvariablenyXgilt

Kovarianz
Cov(X Y)= B ( X=p) i Y-4,) |=>" > (=) y=#,) (% y)
=E(XY)-pu,
=0

Xy

WennX und Y unabhangigsind, dann ist

f(xy)=1,()BL(Y)
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und
0,25, %, ,()(3) hess) )
= [x=m ] 05, (x Ezy [ y-u, 06 (Y)
=E(X-u) E(Y-4,)
=0

Das Vorzeichen der Kovarianz gibt die Richtung liesammenhangs zwischen X und Y an.
Durch eine Normierung kann die Unabh&ngigkeit ven$kalierung erreicht werden.

Korrelationskoeffizient

r(X,Y)=p,= Ty

0,0,

(—1s Py S 1) Interpretation analog zumchtstochastischen Fall (Deskriptic

Konzept der Momente

His = E[( X _/JX)r [(JY_'UV)S}
z.B.zentrales Moment der Ordnung(r, s) = (1 ; 1):

Cov(X . Y)=E(X-E X){ ¥- & ¥)]= € X~ € ) E)

6 Stochastische Simulation und Pseudo-Zufallszahlen

Simulation: Zielgerichtetes Experimentieren an Mimte

Stochastisches Modell: Uberlagerung eines detestisohen Teils mit einetufallsschwan-
kung &:

Y:Zk Bk Xk +€

- Stochastische Simulation: aus vielen Computerfali@nnen dann der Erwartungswert
E(Y) und andere GrofRen wie Var (Y) etc. gebildetdea3

Pseudo-Zufallszahlen sind generierte Zufallszahlen.

Ein besonderes Problem von Pseudo-Zufallszahleenérgtoren) ist die Vermeidung von
wiederkehrenden Zyklen!

Es gibt verschiedene Methoden, um eine 'zuverlé&s&igfallszahl zu generieren.

3 Vgl. Yang, Robinson 1986, S. 5 f.
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Beispiele:
- Gleichverteilte Zufallsvariable z.B. mit der linearen Kongruentenmethode

Startwertl g (ungerade Integer-Zahl)

l,=al,_,+c (modm)

mod (m) bezeichnet hier den modulo-Operator, deiEadjebnis den ganzzahligen Rest einer
Division durch m liefert (Beispiel: 125 (mod 100p5).

Die lineare Kongruentenmethode liefert eine Sequemezgleichverteilten Pseudozufallszah-
len (‘'uniform pseudo random numbetdy), U,,U3,...

Beispielsweise verwendet das IBM/370-System folgeWekrte fur a, c und m:

a=7°=16807
c=0;
m=2%-1

Diese Werte erflllen die Bedingungen einer 'zussiien' Zufallszahl.

- Normalverteilte Zufallsvariable

Dies stellt ein besonderes Problem dar, da keirchigssene Form der Wahrschein-
lichkeitsfunktion (Integral!) existiert. Dieses Btem wird im Abschnitt "Verteilungen" noch
einmal aufgegriffen.

w=,/-2InU U =Zufallszahl,gleichverteilt (01 )

FarO<U=<0,5

iy dtalwvtald
X=¢ (U)_1+lev+szV\?+ b OW W

mit 8 =2,515517 a=0,802853 a=0,0103028
b,=1,432788 b=0,189269 b=0,001308

fur05<U< 14

X=-®"(1-U)

wobei®-1 die Inverse der Standard-Normalverteilungsfunkisrfvgl. auch 1V.4)

Computerprogramme und Pseudo-Zufallszahlen

In manchen Computerprogrammen gibt es vorberdiedegeduren, die nach Aufruf eine Zu-
fallszahl produzieren, die einer bestimmten Veutayl entspricht:

4 vgl. Yang, Robinson 1986, S. 53.
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Beispiel: Econometrics Toolkit ET

RNU (0, 1) gleichverteilt
RNG (1, 0) lognormalverteilt
RNP () Poisson-verteilt
etc.

ET - Aufruf z.B.. CALC;Z=RNU(0,1)$

Zur Generierung von Pseudo-Zufallszahlen in Conrpubgrammen vgl. auch den Abschnitt
X.

Keyconcepts

Zufallsvariable

Auspragungen einer Zufallsvariablen
Dichte-/Wahrscheinlichkeitsfunktion
Verteilungsfunktion

Erwartungswert

Varianz

Kovarianz

Schiefe

Wolbung

Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Il Diskrete Verteilungen

n Darstellung der Wahrscheinlichkeiten des Auftretdrmsstimmter
Auspragungen einer diskreten Zufallsvariablen

Sowohl in der deskriptiven, wie auch in der indu&ti Statistik lassen sich viele
Berechnungen durch die Verwendung von Wahrschekgitsverteilungen vereinfachen.

In der deskriptiven Statistik dienen die theordtest Verteilungen vor allem zur
naherungsweisen Beschreibung empirisch beobachMettgilungen. Die Vereinfachung wird
am besten durch ein Beispiel deutlich: Wirde maspielsweise die Einkommensverteilung
in einer Gesellschaft beschreiben wollen, ohne a&irfie theoretische Verteilung
zurtckzugreifen, so ware es erforderlich jedesethezindividuelle Einkommen zu erheben,
eventuell in Guppen zu aggregieren und auszuweriadet man hingegen eine theoretische
Verteilung, mit der sich die Einkommensverteilungler Gesellschaft ,,gut‘ beschreiben lasst
(im Fall von Einkommensverteilungen z.B. die Lognatverteilung), ist es haufig nur noch
erforderlich einige wenige Parameter zu berechnesi @ler Lognormalverteilung den
Erwartungswert und die Varianz), um Aussagen Ulb&eretne Fragen (Wieviel Prozent der
Gesellschaft verdienen weniger als ... €?) treffekR@mnen.

In der schlieBenden (induktiven) Statistik liegtr d¥orteil der Verwendung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen vor allem darinsglaie geschlossene, analytische Losungen
fur Ergebnisse von Zufallsexperimenten bieten, ediaso nicht naherungsweise (iterativ)
bestimmt werden muissen.

Diskrete Verteilungen: Zufallsvariable X ist diskre
Stetige Verteilungen: Zufallsvariable X ist stetig

Vor wichtigen Verteilungen flr stetige Zufallsvdyian werden zunéchst wichtige Verteilun-
gen (in geschlossener Form) fur diskrete Zufalisiden behandelt.

1 Gleichverteilung

Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit ¢i=1,...,n) als Realisationen, die mit den Wahesch
lichkeiten f(x) auftreten, dann heif3t

X gleichverteilt, wenn jeder Wert % gleich wahrscheinlich ist.

Wahrscheinlichkeitsfunktion
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Verteilungsfunktion

0 fir x<x
F()ﬂ): I— far XiSX< X (i=1,...,n—:l)
n
1 far x, <x
Beispiel:

Wirfeln mit einem fairen Wiirfel:

f()g):% x=i  (i=1...9

0 fur x<1
i y
F(x)= 5 fiir1< x<6
1 fur 6<x
f (x) F(X)
A A
1
" 0,5 :
L
0 1 2 3 4 5 6 X 0 1 2 3 4 5 6 X
2 Das Urnenmodell und das Bernoulli-Experiment

Zur gedanklichen Vereinfachung werden viele Zuédfserimente in das sogenanhimen-
modell Uberflhrt:

Elementarereignisse: (gleich grol3e) gruine, roteyjarze etc. Kugeln;
Ziehen mit Zurticklegen: unabhé&ngige Ereignisse
Ziehen ohne Zurtcklegen: abhangige Ereignisse

FUr den Ziehenden: zufalliges Ereignis aus eiestilmmten Verteilung;

Bernoulli-Experiment (J. Bernoulli (1654-1705))

 Fir jeden Versuch gibt es nur zwei mégliche Erggdm A und das KomplemeAt.

 Die Erfolgswahrscheinlichkeiten p bzd+ p der Ereignisse A bzwA sind konstant, &n-
dern sich also von Versuch zu Versuch nicht.

* Die einzelnen Versuche sind voneinander unabhangig
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Dies entspricht einem Urnenmodell mit z.B. nur schwarzen und wei3en Kugeln, wobei
p = f(x) = Anteil schwarzer und 1 - p = Anteil weilKugeln ist.
Man zieht also mit Zuriicklegen, damit p bzw. lunveréndert bleiben.

Beispiel:

Die Ereignisse ,Wappen“ oder ,Zahl“ beim WerfenaimMiinze;

Eine Folge von Bernoulli-Versuchen fihrt zur Binahaerteilung.

3 Binomialverteilung

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 bei n uréalgigen Wiederholungen des Zufallsex-
periments x-mal das Ereignis A und davﬁ'rit— x) -mal das Ereigni#\ eintritt?

Also: n Versuche, wobei A mit der Wahrscheinlicikeiund A mit der Wahrscheinlichkeit
1-p eintritt.

X = Anzahl der Ereignisse A bei n Versuchen

Gesucht: P(X=x) =7

Eine Realisation:

A A A,.. A A A,..

x-mal (n=x)-mal

Da die einzelnen Versuche unabhangig voneinandel; gilt nach dem Multiplikationssatz
(logisches UND):

plplpl.. (- p)f1- p)f1- p)o.
x-mal (n-x)-mal
P(x-mal A)= p* P((n-»)-mal A)=(1- §"

P(fuireine bestimmtRealisation) = pL{1 - p)-X
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Alle Realisationen:

Wieviele verschiedene Anordnungen (ReihenfolgengliMbikeiten) gibt es, bei n Versuchen
x-mal das Ereignis A zu erhalten?

Kombinatorik:
Auswahl x aus n, Reihenfolgmwichtig, ohneWiederhqung(AAi AA) :

Kombination d x )= ( j n

x!(n- x)!
n
Es gibt damit[ j verschiedene Mdglichkeiten, um bei n Versuchenak-aias Ereignis A zu
X

erhalten. Jede Anordnung, Folge, Mdglichkeit besitie gleiche Wahrscheinlichkeit
p*iL-p)" "

Da sich die einzelnen Folgen gegenseitig aussanie&ddieren sich die Wahrscheinlichkei-
ten fur die einzelnen Reihenfolgen (Additionssate Sich ausschlieende Ereignisse
(ODER)).

Wabhrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung
n n—-Xx
P(x=3= (4 n A=} (- 3
Verteilungsfunktion

P(x= =R (4 n §=3 7] b 9™

Beispiel:

a) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit bei n = 5/\&i einer MUinzegenau x = 2mal Ziffer
zu werfen?

P(X=2)= fB(2|5;0,3:(2jD0,%[G t 05 "= 0,317

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit bei n = 5 iféa htchstens zweimakiffer zu werfen
X<sx=2)?

P(xsxd= R (25:09=3 ] (+ 9"

F.(2]5;0,9=F(xs 3:@50,8[@ = o,ﬁ%@m 05 4 0)5r1+(2jm 0% -1 0,5

I
=10100, 03125-L 0J0,810,0626 0,3125

1{5-1)!

=0,5
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Graphische Beispiele (Binomialverteilung):

f5 (x| 5;0,5) fy(x[15;0,25)
A A
0,3 0,2
0,2
0,1 1
0,1
0 - ! ! »x 0 A ! L. ; —» X
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15
Fy (x| 5:0,5) F(x]15;0,25)
A A
1,0 1.0 -
0,5 0,51 |
-
O - T T T T T T > X O - \7‘ T T T > X
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15

Die Gestalt der Binomialverteilung hangt also vem éParametern n und p ab!

Erwartungswert

E(X)=n0p
Varianz

Var(X)=nOp{1- p (1-p)=q
Binomialverteilungen sind unimodale Verteilungeig, d

fur p=qg symmetrisch
p <0,5 linkssteil sind.
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ET: Probability, Discrete Distributions, Binomial Distribution

Di screte

1 Bi nom al

2 Poi sson

3 CGeonetric
4 Hypergeom
5 NEg. Bi nom

Probabilities of x successes in n independent trials
froma population in which the prob. of a success on

any drawis 1t x = 0,1,..,n=the nunber of successes
p[ X] =nCx 1'x(1- 1) ~(Nn-Xx), Mean=nt Vari ance =nti 11)
(Notation: nCx = n!/[x!(n-x)!] Ox"Y = x to y power.)

PROB(X=x)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Binomial, pi = .5000, n = 18

X Prob[ X=x] X Prob[ X=x] X Prob[ X=x] x Prob[ X=x]
0 .000000 5 .032684 10 .166924 15 .003113
1 .000000 6 .070816 11 .121399 16 .000584
2 .000584 7 .121399 12 .070816 17 .000000
3 .003113 8 .166924 13 .032684 18 .000000
4 9

. 011673 . 185471 14 .011673

Success probability m .500 O0<m< 1
Sampl e size, n 18 0 <n < 99

Mean= 9.0000, Std. Deviation= 2.121

Move the cursor to the conputation you want with 1
or |, enter the value, then press Enter. Esc=Exit

Prob P[ X=x] what is x? 6 P= .071 1-P=.929
Cumul  P[ X=x] what is x? P= 1-P=
Range P[asX<b] what is a? b? P=
Invrs x for P[X<x]=P: what is P? X=

Source: W. Greene, Econometrics Toolkit, Versidh Bconometric Software, Inc. New York 1992, Sf57
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Beispiel:
Zur Fertigung eines Werkstiickes stehen acht Masntunr Verfiigung. Man hat festgestellt,
dal die einzelnen Maschinen mit einer Wahrschdikdit von p = 0,8 (unabhangig voneinan-
der) arbeiten.

a) Wieviele Maschinen arbeiten langfristig im Dwschnitt?
b) Wie grol} ist die Streuung?
a) Binomialverteilung: n=238 p=0,8
E(X)=u=np=8[D0,8=6,4
6,4 Maschinen arbeiten im Durchschnitt.
b) Var(X)=0?=n0pl{1- p= rOilg80,8D0,2 1,2

0=41,28=113

Die Streuung betragt 1,13 Maschinen.

Satz:

Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen und birawerteilt mit B(n, p) bzw. B(m, p), so
ist die Zufallsvariable X + Y ebenfalls binomialt&tt mit B(m + n, p).

Binomialverteilung und Tabellenwerte

Formelsammlung (Anhang):

fg, Fg fur n=1,..., 20 mit jeweils
Xx=0,.,n
und p=0,05;0,10;...; 0,50

Fur Werte p>0,5: % Xx*=n-Xx
p-p*=1-p

Beispiel:

Eine Urne ist zu 70 % mit roten Kugeln gefillt. 2iv§ugeln werden nacheinander mit Zu-
ricklegen gezogen.
Gesucht: P(X = x = 8 rote Kugeln)

n=12 x=8 p=0,7
dap>0,5

Wahrscheinlichkeit P (X = 8) %f
fo (x| N, p)=fz(n->f n1-

f;(4/12;0,9= 0,231
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Wahrscheinlichkeit P (X 8) = F;:

F (x| n p)=1- R (n-1- % n1- ¢
=1-F,(12- 1- § 12;0,$
=1-F,(312;0,3
=1-0,4925
=0,5075

4 Hypergeometrische Verteilung

Urnenmodellohne Zurtcklegen:

Aus einer Urne mit M schwarzen und-\M weil3en Kugeln (also insgesamt N Kugeln) wird
die Zufallsstichprobe n entnommen, ohne dal} dieetie Kugel zuriickgelegt wird.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 unter degezogenen Kugeln x schwarze zu finden
sind?

1. Die Anzahl der Moglichkeiten einer Auswahl vorschwarzen Kugeln aus M schwarzen
Kugeln berechnet man durch (Kombinatorik):

M

X
Analog: Anzahl der Moglichkeiten (Reihenfolgen),sal— M weil3en Kugeln (A x)
weil3e Kugeln zu ziehen:

N-M
n-x
2. Da jede einzelne Moglichkeit 'x aus M' mit je@anzelnen Mdglichkeit 'A x aus N- M’

kombiniert werden kann, errechnet sich die Gesamatdraller Mdglichkeiten, dald genau x
der n Kugeln schwarz sind durch:

Wity

3. Als Gesamtzahl der Mdglichkeiten, aus einer Umé& N Kugeln eine Auswahl
(Stichprobe) mit n zu ziehen, ergibt sich:

Y
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4. Mit Hilfe des Laplaceschen Wahrscheinlichkeitgifés ergibt sich dann die

Hypergeometrische Verteilung(Wahrscheinlichkeitsfunktion, pdf)

Hiesy
X n—x
f, (x| N, n, M)= N
n
Verteilungsfunktion (Summation der Einzelwahrscheinlichkeiten, R(X), cdf)
oiesy
R (x| N, 0 m)=3 LKL 0K

-

Xist verteilt H(N, n, M).

Erwartungswert

E(x)=nd\£

Varianz

Approximation:

Far groBe N, M, N- M und dazu relativ kleinen Wert n kann die hypergetrische Vertei-
lung gut durch die Binomialverteilung angendhepp(aximiert) werden.

Faustregel:

%s0,0S (%i p der Binomialverteilun}g

Graphisches Beispiel:
Computerprogramm Econometrics Toolkit ET:
Befehlsequenz PROB - Hypergeom. - Parameter:

hier ET
N P ('population’)
M m ("successe}
n n Stichprobe
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Beispiele:

1. N=P=15
M=m=8
n=>5

Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man genau dmsshwarze Kugeln aus einer

entsprechenden Urne nci% = 53,33 % schwarzen Kugeln?

(8}@7)

3)(2

pdf: P(x=3| N=15,1= 5, M= §=~—~~~= 39,29
15

cdf: maximal drei schwarze Kugeln

thﬁ 7 ]
3. (k){5-k
F,(x<3|N=15,n=5M=8§=)» ~—~——— =381 89
H( | E) kgo 15 7
5
(ET: Set Parameters Cumulative— p=15, n=5, m=8- Probabilities- x=3=F,)

2. P(6 Richtige im Lotto '6 aus 49") = ?
N =49 M=6 N-M =43 n=x=

f, (x=6| N=49,n=6,M= §= ( jté

=7,1510°

- N T(49) 49!
n) |6/ 6!(49-6)!
P(5 Richtige im Lotto '6 aus 49') = ?

X =5, sonst wie oben:

f,, (x=5| N,n, M)=0,0000184 1,845 1t

3. P(mindestens 5 Richtige) = ?
=7,1910°%+ 1 845110= 1 8521510
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5 Poissonverteilung

Es handelt sich hier wiederum um ein Bernoulli-BExpent, wobei aber die Erfolgswahr-
scheinlichkeit sehr klein und die Anzahl der Expemte sehr grol3 ist. Dann ist die Poisson-
verteilung (S. O. POISSON (1837)) Grenzfall derdmalverteilung. In diesem Fall ware die
Binomialverteilung nur sehr aufwendig zu berechnen:

p-0
n - o

n[p =u = E(X) = konstant

= Ier ( ]Ep [f1- p)"*= per (ohneBeweis)

X!

nCp= const

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poissonverteilung

o (X ﬂ)=”xf_# e=2,7182..

Verteilungsfunktion der Poissonverteilung

Fo(x )= £ et

k=0

Erwartungswert
E(X)=u

Varianz
Var(X)=u

Aufeinanderfolgende Glieder der WahrscheinlichKertktion lassen sich mit der folgenden
Rekursionsformel berechnen:

f(x+1) ) =20 (X 1)

Poissonverteilung: fir Modelle mit Zahldaten (‘de&te choice' - Modelle)

Approximation der Binomialverteilung durch Poissonverteilung:
Faustregel: n > 100 und p < 0,05

Beispiel:

In einer Untersuchung zur Umweltbelastung der badéeetschen Bevoélkerung wurde in 100
Arztpraxen die Zahl der Patienten gezahlt, dieinem Jahr nachweislich durch erhebliche
Umweltbelastungen todlich erkrankt sind. Um daseDataterial in weitere Uberlegungen
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einzubringen, sollte versucht werden, die empigschlaufigkeiten durch eine theoretische
Verteilung zu approximieren.

Als Kandidat wurde die Poisson-Verteilung vorgeagkh. Die Poisson-Verteilung habe den
Parametep = 0,63.

Zahl der todlich N; n Px, n,
erkrankten Patienten n (Poisson)
0 54 0,54 0,533 53
1 32 0,32 0,335 34
2 11 0,11 0,100 10
3 2 0,02 0,022 2
4 1 0,01 0,004 0
5 0 0,00 0,000 0

Relativ gute Approximation des Datenmaterials dwicle Poisson-Verteilung mit= 0,63.

6 Geometrische Verteilung

Fragt man nun, wie oft man den Bernoulli-ProzelXkiiithren muf3, bis man zum ersten Mal
das Ereignis A beobachtet, so gelangt man zur gescteen Verteilung. Die Zufallsvariable
X bezeichne die Anzahl der Versuche bis einschtbl#um ersten Auftreten von A. Dann

gilt:
Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Vertdung

1

f, (x| p)= p{1- p)* x=1,2,..

Verteilungsfunktion der geometrischen Verteilung

" (=]

0 fur x<1

1-(1-p)" fur mex<m+1; nE 1,2,

Erwartungswert

E(X)=

ol
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Varianz

Var( X):l;)zp

Beispiel:
Beim Roulette betragt die Wahrscheinlichkeit, delé eote Zahl fallt

18
P(rot)= p:3—7.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 beim lfieBzum ersten Mal Rot eintritt?

©
f, (10 p)=;—3[ﬁ;—3j =0,00120¢

Der Erwartungswert betragt

Im Mittel ist etwas seltener als jedes zweite Spoel

7 Multinomialverteilung und allgemeine Hypergeometische
Verteilung

Anwendung bei mehrdimensionalen Ereignissen, ..., A,

Modelle mit Zurticklegen: Multinomialverteilung

Wenn k mogliche Ereignisse;AA,, ..., A, des einzelnen Versuchs existieren — Vorausset-
zung: Unabhangigkeit der Versuche und konstanteiswtahrscheinlichkeitenpp,, ..., i

der Ereignisse - ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 mafersuchen genau, mal A;, x,-mal

A,, ..., % mal A eintritt, gegeben durch dMultinomialverteilung

fu (XX N R R) = N OgOgO..

!
) %!
[ [
mit > x=n und) p=1
i=1 i=1

Voraussetzung: Ziehen mit Zurlicklegen bzw. unehdiio3e Grundgesamtheit
X =(X,,..., %) ist verteilt M( n p,..., p)
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Spezialfall: Binomialverteilung mitk =2, n-x;, p,=1-p;

Erwartungswert
E(X,)=nOp
Varianz

Var( X, )= nOp [{1- p)

Beispiel:

Bei einem Fragebogen wird nach dem Alter der b&dra@erson in Klassen (0-20, 20-40, 40-
60 Jahre, alter als 60 Jahre) gefragt. Der Anteil Bevolkerung in der i-ten Klasse betragt

p(i=1,..4) mitd p =1

|
Es werden 1000 Personen befragt. Wie grof3 ist caérg¢heinlichkeit, da? hochstens 10%
der Befragten bis zu 20 Jahre und hochstens 1086 &k 60 Jahre sind? (Hartung 1982,
S. 210)
Ist x! =1 oder 0, je nachdem ob die I-te Person in-tien iAltersklasse liegt oder nicht, so ist

X :(kl){,) ~M(Lp.,...p).

1000

Die ZufallsvariableX = >’ X' ist dann M(1000, p,..., p) verteil
1=1

Gesucht:
P(X,<100,X,<100= P( X < 100X+ X= 1000 X- X, X< 10

100 100

=YY P(X, =1, X, + X;=1000- i- j X, = ])
i=0 j=0
100 1001 )OQ! D i

_ z ElolEM( D+ p3)100(} j

Modelle ohne Zurticklegen: Allgemeine Hypergeometrishe Verteilung

Werden Stichproben ohne Zurlicklegen gezogen, detndié Binomialverteilung durch die
Allgemeine Hypergeometrische Verteilung zu ersetafierden z.B. finf Kugeln aus einer
Urne mit N, =5 weilRen undN, =1C schwarzen Kugeln gezogen, dann betragt die Wahr-
scheinlichkeit flr X, =2 aus funf weilen undx, =3 aus zehn schwarzen Kugeln)
(N=x;+X;,N;+N; =N)



ot e )
N

1) Gaitam)
S (s

=0,3996
Bei kleineren% entspricht diese Verteilung der Binomialverteilung

fas (%, %] N N, N)=

Allgemein gilt fur x,,..., X, Beobachtungen der Ereignisie,...,A,:
L

N

n

Fag (%% NN N =

mit i)g:n undzk: N= N
i=1 i=1

X = (Xy,...X,) ist verteilt AH (n, N,...,N,)

Erwartungswert
E(X)= nE
N
Varianz
Var(X;) = ek [ﬁl—ﬁjw
N N/ N-1
Beispiele:

a) ET: furk =2 (N:P(ET);N:n(E'I),%:n( Ej
b) Zahlenlotto (Urnenmodell ohne Zurticklegen):

z.B. '6 aus 49', Wahrscheinlichkeit fur finf Riglet
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fu (5vON 6, 1 von 4= f,,( 51 6,6,43
(a3 (986

B

6

49
6
=0,000018449¢ 0,18 1t

633
13983816

Wahrscheinlichkeit flr sechs Richtige:

fai (6.0 6,6,43:(2][&3] _ i

[49j 13983816
6

=0,0000000715 0,72 1€

c) k>2: rote, griine, schwarze Kuge@Al, A, A3) , unterschiedliche Parteien etc.
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ET: Discrete Distributions

PROB(X=x) PROB(X=x)
265 242
1994 1814
132+ 121
.066— .060—
_ X o X
0 N B I O O R O
o1 2 3 45 6 7 8 91011 1213141516 17 18 19 01 2 3 4 56 7 8 91011121314 1516 17 18 19
Binomial, pi = .5000, n = 10 Poisson, mu = 3.000
PROB(X=x) PROB(X=x)
525 468
3944 .352—
.263— .234—
131 1174
| - X g X
0 Frr 1 rrrrrrrrrorr1 ~° rrr T T T T T T
o1 2 3 45 6 7 8 91011 1213141516 17 18 19 01 2 3 45 6 7 8 91011 1213141516 17 18 19
Geometric, pi = .5000 Hypergeometric, P = 15, n = 5, m= 5

Source: W. Greene, Econometrics Toolkit, Versidh Bconometric Software, Inc. New York 1992, Sf56

Keyconcepts

Diskrete Merkmale/Verteilungen

Stetige Merkmale/Verteilungen

Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Bernoulli Experiment

Binomial-, Hypergeometrische-, Poisson-, Geomdtas{Zerteilung
Multinomialverteilung, Allgemeine Hypergeometris&ferteilung
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IV Stetige Verteilungen

" Darstellung der Wahrscheinlichkeiten des Auftretdmsstimmter
Auspragungen einer stetigen Zufallsvariablen

Stetige Verteilung auf der Bastetiger Zufallsvariablen.

Von besonderem Interesse:

- Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsdichte)
- Verteilungsfunktion (‘cumulative distribution faton’, cdf) und zentrale Parameter wie
Erwartungswert und Varianz

1 Gleichverteilung

Gleichverteilung: Jeder Wert der stetigen Zufalilg@den X hat die gleiche Eintrittswahr-
scheinlichkeit.

Dichtefunktion der Gleichverteilung

1 .

—_— firasx<b
f,(x| a,b)={b-a

0 sonst

Verteilungsfunktion

0 fiur x< a
F, (X ab={>—2 firas xt

b-a

furx>b
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G K
A A
1
a x x+axb X a b X
Dichtefunktion Verteilungsfunktion
Erwartungswert
a+b
E(X)=——
(x)=2
Varianz
b-a)’
Var(X):( )
12
Beispiele:

a) Zeigen Sie, dal} sich die Verteilungsfunktioreeigleichverteilten Zufallsvariablen mit, F
ergibt?

h (1 t |_ x a _x-a
F(X)=| f(t)dt= dt=
) _J; ® {b—a {b—a} b-a ba b

b) Warum haben E(X) und Var(X) einer gleichverteil®ufallsvariaben X obiges Ergebnis?

1 dﬁ}b b’-a _(b+a)(b-a) _bta
b—a 2 2(b- 8 2(b- 3 2

E(X)= j xdy;j f( X xd)c_[— xd;{

Var(X):f(x— E( X)) (3 dx=f x { X dxu?

b 2 b 2
= ixz dx—(ﬂj :i|:_1 )é:| —( b+ aj
- b-a 2 b-a 3 |, 2

_b-a  (b+3°_4(F- @)-3(b (b ¥

3b-a) 4 12 (b- a)
_(4b’-4a’-3ba’- 6alf - 35+ 3d+ 6& b 3aB)
12(b-a)

_(p*-a’+3a’b-3alf) _(b-3(b- 3% (b ¥
- 12 (b-a) ~ 12p-a) @ 12

ged.
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2 Exponentialverteilung

Dichtefunktion einer exponentialverteilten Zufallsvariable

Ae™ furx=0 miti>0
0 sonst

fE(X|)I)={

Die Exponentialverteilung ist nur vanabhangig!

fi (x| 2)
A

1,

Dichtefunktion der Exponentialverteilung fiir= 0.2; 0,5; 1

Die Verteilungsfunktion (cdf) P (X < x) erhalt man durch Integrieren:

0 fur x<0
Fe (x| A=

1-e™ firx=0
Erwartungswert
1
E(X)=—
(X)=2
Varianz

2

Var(X):/]i

3 Gammaverteilung

Die Gammalf)-Verteilung wird bspw. verwendet zur Analyse vank®mmensverteilungen
und Produktionsfunktionen.
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Dichtefunktion der Gammaverteilung

wobei '(r) = J'tre’tdt, I(r) =(r -1)! (r ganzzahlig) Gammafunktion heif3t.
0

Viele bekannte Verteilungen sind Spezialfalle wiB.z
- Exponentialverteilung (r = 1)

1 n
- Chi-Quadratverteilung\(=—; r =—)

2 2
Erwartungswert

.
B0 =

Varianz

r
Var(X) = -
A

4 Normalverteilung

Bedeutung der Normalverteilung:

- alsempirische Verteilung
Soziobkonomische Faktoren verhalten sich annéheradnalverteilt, (QUETELET,
19. Jhdt);

- alsVerteilungsmodell im Zusammenhang mit dem zentralerGrenzwertsatz
In einer Urne befinden sich viele Kugeln mit untdisdlichem Gewicht. Man zieht nun
Stichproben mit Zuricklegen. Bestimmt man danndlashschnittliche Gewicht der Ku-
geln in den Stichproben, also das arithmetischeéeMiso werden diese Mittelwerte fir
jede Stichprobe verschieden sein. In diesem Sinakers die Mittelwerte also eine
Zufallsvariable dar, die bei geniigend grof3em Stmggnumfang normalverteilt ist. Dies
ist davon unabhangig, wie die Gewichte aller Kugelder Urne verteilt sind.

- alsmathematische Basisverteilung
Die Normalverteilung ist die Basisverteilung det-, der t- und der F-Verteilung (Vgl.

auch Abschnitt V.3). Die Normalverteilung lieferfidfig auch gute Approximationen fur
andere Verteilungen (Bsp. Binomialverteilung).

- alsstatistische Fehlertheorie
Messungen von 6konomischen Variablen werden haudiy Zufallsfehlern tberlagert,
wobei oft viele Fehlerfaktoren existieren. Man weillm Beispielx; messen, kann aber nur
y; beobachten, wobei der folgende Zusammenhangyg#tx; +¢€;. Wenn viele Wiederho-
lungsmessungen durchgefihrt werden, kann mas;féine Standardnormalverteilung an-
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nehmen § UON(O, 1)). Gemall der Beziehung =x;+g; lalt sich g bestimmen:

€ =Yi ~Xj.
Die Normalverteilung ist daher die wichtigste stgiche Verteilung.
Grundlegende Arbeiten stammen von GAUR aus deredd809 und 1816 (Gaul3sche Glok-
ken- oder Fehlerkurve).

Dichtefunktion (symmetrisch) der Normalverteilung

;e
fo (x| u,0)= e 2 flr—oo< X<+ 0;
N( |,U ) U\/ZT
o>0;
e=2,7182....;
1=3,1415.. ;

X heil3t normalverteilt mit den Parameternndo?: X ~ N(u, 2)

Eigenschaften: symmetrisch, glockenférmig,
Modus = Median = Erwartungswert
Maximum bei: x =
Wendepunkte: Xxf+0o
zwischen den Wendepunkten: ca. 2/3 der Flache

Nagelbrett und Normalverteilung

Nagelbrett und Normalverteilung

Néagel bewirken, dafd die Kugeln mit p = 0,5 rechdsrdinks fallen. Fir groRes n nahert sich
also die Binominalverteilung an die Normalvertedui@lockenkurve).
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Graphisches Beispiel:

Computerprogramm Econometrics Toolkit ET:

Befehlssequenz: PROB Normal - Graphic

Mehrere Grafiken: Multiple plots

40
il 1 Graphik: N(u,c?)
_ 1. N(0,1)
7 2: N(0,4)
=50 7] 3: N(0,25)
i 4: N(7,9)
20 —
10—
.00 —
[ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘
—20 —-10 0 10 20
X

Dichtefunktionen von Normalverteilungen mit versdénen Parametepnund o?

Verteilungsfunktion (nicht mehr elementar)

J(t;ﬂ

e? ") dt

Fo(x | 10%)= |

o.271T

fN(X‘{J;Gz) FN(X‘]J;G2)

/ 1

0,5

Flache

a o0 ao

Dichtefunktion Verteilungsfunktion
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Wichtige Transformationseigenschaft
Ist X normalverteilt, dann ist auch jede linearasformation von X normalverteilt:

X DN(,u,o*z) - a+bXO N(a+b,u,b202)

Eine besondere Transformation:

a="H . p== =z
o o o

Z ist standardnormalverteilt mit= 0,02 = 1; N(O, 1)

Dichtefunktion Standardnormalverteilung Z ~ N(0,1)

1,

e

o(2)=fy (z)=ﬁ

40 —
fN(z) |
30 —
. Wendepunkt
> - | |
=
® .20 —
5 | |
S i
- i | |
o | |
.00 — ‘ ‘
| T T 1T T T T 1T T | T | T | T | T |
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 7
N(.000,1.000)
| 68,27 % |
95,45 %

99,73 %
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Verteilungsfunktion Standardnormalverteilung

®(2)=F,(2)= j—ez d

Tabellenwerte:

a-u ,X-u<b-ﬂj

Es gilt: Proba<X <b)= Pro%
o o o

-alsoR (3=F (3  z=- £
g

-®(-2=1-® (2 Symmetrie
-1 (-9=1(3
T4 T 4

Beispiele:
Der Durchmesser von Brettern sei normalverteiltpmit1,2 cm una? = 0,0016 cri

a) Wie groR3 ist die Wahrscheinlichkeit, da derdbmesser eines zufallig ausgewahlten
Brettes grof3er als 1,28 cm ist?
P(X>128)=1 P (X< 1,28)=% P ¢< z),
X—-p_1,28-1,2_
o 004

wobei z=

P(X>1,28=1-P(Z<s )=+ R ( 2
=1-0,9773
=0,0227 uber ET oder Tabe

Tabelle E, F, E= E=F z=2)=0,977:

b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dal3 der dwmesser zwischen 1,18 und 1,26 cm
liegt?

P(L18<X<1,2§=P(z< Z< g)

1,18-1,2 1,26-1,2

ZU=W=_0,5 Zozwzl,s
P(1,18<X<1,26=P(- 0,5 Z< 1Lp
=Fu(19)-Fu(-09

=Fy (1.9 -(-F(0.9)
=0,9332- 0,3085
=0,6247




Kapitel IV — Stetige Verteilungen 75

Eine weitere gelaufige Transformation der Normahki&mg fuhrt zur Lognormalverteilung.
Wenn der Logarithmus von X normalverteilt ist, Xsselbst lognormalverteilt:

In X ~ N(i,0) - X~ LN(u,0)

Die entstehende linkssteile Verteilung kann recht gur Beschreibung einer Vielzahl
empirischer Verteilungen, wie bspw. Vermdgens-,kBmmens-, aber auch Firmengrof3en
verteilungen, verwendet werden

Dichtefunktion Lognormalverteilung X~LN

~(Inx-p)*
fi (X] u,az):;e 20° fir x> 0;,0>0; e 2,7182....71= 3,1415
XO /21T
67 —
52 3
Ty 3 p . 1 p!

Ign(.000,1.000)

Dichtefunktion der Exponentialverteilung fiir= 0,6 = 1

Verteilungsfunktion (cdf) P (X < x)

—(Int-p)?

re
Fou(X)= | dt
0

Erwartungswert

a
H =)

E(nX)=p - EX)=¢&"2
Varianz

Var(In X)=0? - Var( X) = é**7)*( & -1)
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ET: Probability, Continuous Distributions, Normal D istribution

Cont i nuous

6 Nor mal

7t

8 F

9 Chi squared
0 Lognor nal

A Beta

Mean, u . 000
St andard deviation, o 1.000 o<O0

Mean= 0.000, Std. Deviation= 1.000

Set paraneters
Probabilities
G aph di stn.

Multiple plots

Use t10 or Itr.
ESC=exit to nmenu

Move the cursor to the conputation you want with 1t

or |, enter the value, then press Enter. ESc=Exit
Enter P,C, R or,| for the type of conputation

Pr ob P[ X=x] what is x? P= 1-P=
Cumul  P[ X=x] what is x? -1 P= .159 1-P= .841
Range P[asX<b] what is a? b? P=
Invrs x for P[X<x]=P: what is P? X=

Plot? (y/n) Y

Density
S
|

[ [ [ [ |
—4 -2 0 2 4

N(.000,1.000). Shaded P=.159, 1—P=.841.

Source: W. Greene, Econometrics Toolkit, Versidh Bconometric Software, Inc. New York 1992, Sff62
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ET: Continuous Distributions

40 67 7
1 60 -
] 52
30 — ]
] 45 -
? q ? .38
»n .20 n ]
C C
g 1 v 30
a ] a ]
) 23 |
10 — g
B 15
| 08 -
00 — 00 —
‘ T ‘ T T ‘ T T ‘ T T ‘ ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘
-4 -2 0 2 4 0 2 4 6 8 10
N(.000,1.000) Ign(.000,1.000)
40 — 75
30 — ]
] 50 —
0 .20 7]
C C -
[ 7 [0}
a ] a ]
] 25
10 — )
00 — 00 —
‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘ ‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 6 7
t(10) F(5,20)
18 150 —
157 1.25 —
13 ]
] 1.00 —
10 ]
2 ] > ]
%) i 0 75
C - C -
o 1 [ ]
8 08 - ]
] 50 —
05 ]
03 25 7]
00 00 —
‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘
0 5 10 15 20 25 .00 .20 40 60 80 1.00
Chi—squared(5) Beta(2.000,2.000)

Source: W. Greene, Econometrics Toolkit, Versidh Bconometric Software, Inc. New York 1992, Sff62
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5 Normalverteilung als Naherungsverteilung

Die Normalverteilung dient als Naherungsverteilding

- Binomialverteilung:
Die Approximation ist um so besser, je naher pObgiliegt.
Faustregel: mp [{1- p)=9

Als standardisierte Zufallsvariable erhalt man hier
_X-np

Jipa

Z*

(nCp=E( X) der Binomialverteilung;nCp{Ll- p)=Var( X) der

Binomialverteilung; wobei = (1- p))

- Poissonverteilung
Die Approximation kann verwendet werden, wgnn. o

Faustregelp = 9

Als standardisierte Zufallsvariable erhalt man hier
5=X"H (u=E(X) der Poissonverteilungy=Var( X) der Poissonvertei-

ym

lung)

- Hypergeometrische Verteilung
Die Approximation kann verwendet werden, wenn

nCp{1- p)=9 mit p:% und%s 0,0t

Weitere in enger Beziehung zur Normalverteilungpstele Verteilungen:

- gestutzte (‘tuncated’) Normalverteilung
- Lognormalverteilung

- Chi? ()(2) - Verteilun
- t - Verteilung siehe unter V
- F - Verteilung
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Ubergange zwischen den Verteilungen

Nor malverteilung

Binomialverteilung » Poissonverteilung

n
— <0,05 =
N p

Hyper geometrische Verteilung

Keyconcepts

Gleichverteilung

Exponentialverteilung

Gammaverteilung

Normalverteilung

Standardisierung einer normalverteilten Zufalls\edoien
Standardnormalverteilung

Lognormalverteilung

Normalverteilung als Naherungsverteilung
Ubergange zwischen den Verteilungen
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V  Induktive Statistik, Stichprobenfunktionen und Test-
verteilungen

Der Schluss auf die Grundgesamtheit: Berechnungsrdar
_L Stichprobe und Einfiihrung in die Testverteilungen

1 Zum Schluf3 von der Stichprobe auf die Grundgesarheit

Die induktive Statistik(auch: Inferenzstatistik, schlieBende Statistik)hat das Ziel, von
einer Auswahl (Stichprobe) auf die Allgemeinheitry@dgesamtheit, Population) zu schlie-
Ren.

Beispiele:

Aus einer Fertigung von CD-ROM-Laufwerken werdefféflig einige zur Qualitatskontrolle
herausgeholt. Was kann mit dem Fehleranteil didgeswahl Uber die Gesamtproduktion
gesagt werden?

Ein weiterer Bereich ist die empirische Uberprifuoy allgemeinen Hypothesen an Stich-
probenergebnissen:

Eine Untersuchung brachte folgendes Ergebnis z#:Ta@ von Frauen geschriebene Stati-
stikklausuren wiesen einen um zwei Punkte hohererchichnitt als von 40 Mannern ge-
schriebene Statistikklausuren auf.

Kann daraus geschlossen werden, dald Frauen gdmessére Statistikklausuren schreiben als
Manner?

Wichtige Begriffe:

Population, Grundgesamtheit
Stichprobe

Zufallsstichprobe
Geschichtete Stichprobe

alle potentiell untersuchbaren Einheiten

Teilmenge der Untersuchungseinheiten

zufallige Auswahl aus der Grundgesamtheit
Grundgesamtheit wird in homogene Gruppen (Scaight
'strata’) unterteilt und dann Stichprobe aus jesignicht
gezogen

Grundgesamtheit wird in kleinere Klumpen (‘clugtatif-
geteilt. Jede Beoabachtung von zufallig ausgewéhlte
Klumpen wird betrachtet (z.B. Wohnungsumfrage eine
Stadt: Aufteilung der Stadt in Wohnbezirke, zuff@liAus-
wahl der Wohnbezirke, Untersuchung aller Wohnungen
den ausgewahlten Bezirken).

Klumpenstichprobe

proportional geschichtete
oder stratifizierte Stichprobe

Merkmalsverteilung in  der einzelnen  Schicht
(‘'strata’)= Verteilung in der Population (z.B. Konsumver-
halten: Anteile Geschlecht, Alter, Haushaltsgrofee wie

in der Grundgesamtheit)
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Ziel der induktiven Statistik : Schluf® von der Stichprobe auf die Gesamtheitrmbg-
lichen bzw. aus einer Stichprobe Erkentnisse Uber d
Gundgesamtheit zu gewinnen

2 Stichprobenfunktionen

Die n Werte einer Stichprobe=(x,....,X,) seien durch Zufallsexperimente gewonnen wor-
den. Jeder Stichprobenwett kann dann als Realisation einer Zufallsvariable(=1,...,n)
aufgefaldt werden:

Zufallsstichprobe = Realisation der n-dimensionaafallsvariablenX = (Xj,...,X,,)
Zur Durchfuhrung eines statistischen Verfahrengdwiun oft nicht die Stichprobe selbst,
sondern ein daraus berechneter Funktionswert KitBelwert, Streuung,...yerwendet
W, =0, (Xg, ey X )i
der Funktionswert ist Realisation einer Zufallsablen
W, =0, (Xq, ey X))
Die StichprobenfunktiofW, ) dient als

- Schatzfunktion (zur Schatzung eines Parameters)
- Testfunktion (zur Durchfuihrung eines Tests)

Aus der Grundgesamtheit kann man verschiedenegstiobn mit inren Stichprobenkennwer-

ten ermitteln:

Stichprobe 1
X1 S

Stichprobe 3
X3: S

Stichprobe 2 Realisationen

X211 S
Stichprobenfunktionen (Stichprobenkennwerte) siri8l rler Mittelwert &) und die Streuung
(s).

Ein Beispiel fur eine Stichprobenfunktion ist=g, ( X,, X,, X;,..) . Die Stichprobenfunktion
ist eine Funktion von Zufallsvariablen, die diedmhation einer Stichprobe zusammenfalf3t.
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Stichprobenfunktionen haben (da sie Zufallsvarialdend) bestimmte Verteilungen (Stich-
probenverteilungen).

Wichtige Stichprobenfunktionen:

- arithmetisches Mittel der Stichprobe

n
Y:%Z X, (groRes X, da Zufallsvariable)
i=1

Fir denErwartungswert von X gilt:

E(0=E T Xt K)|= 20 R %)+ )t € ¥

wegen H X)=E(X,)=...=u is
E()_():%Ehwz,u

Fiir dieVarianz von (X) gilt:

=n_12[var(xl)+Var( X,)+....+ Var( X,)]

wegen Vaf X)= Vaf X)=..=0’ is

0.2

Var(X)=- o =

Frage:WelcheVerteilungsform hat die Zufallsvariable ?

Wenn alle X; normalverteilt mit p und 0 sind, dann ist die Summe
X1+ Xy +Xg+...+ X, (unabhéngige Zufallsvariablen) ebenfalls normasity damit
ist auch X normalverteilt. Falls die Verteilung der, Xinbekannt ist, dann IaRt sich
aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes folgende Aussage machen:
Die Verteilung vonX von n unabh&ngigen identisch verteilten Zufallatden X;

strebt mit wachsendem Stichprobenumfang n gegenNammalverteilung mit ) =
2

pund Var X) = % (Faustregeln > 30) (vgl. Abbildung).

Die standardisierte Zufallsvariable

z=2 M XMy
o o

in

ist unter diesen Bedingungen approximativ standardalverteilt.
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(IT TURNS OUT THAT X 15 ALSO APPROXIMATELY NORMAL! THIS FAMOUS )
RESULT 15 CALLED THE

CENTRAL LIMIT
THEOREM

IT SAYS: IF ONE TAKES RANDOM SAMPLES
OF $IZE 77 FROM A POPULATION OF MEAN
1 AND STANDARD DEVIATION o, THEN, AS
7 6ETS LARGE, X APPROACHES THE

NORMAL DISTRIBUTION WITH MEAN L )

AND STANDARD DEVIATION =  THEN M

RWNG MY
BELL SHAPED
CURVE!

ria<s X<b) = a-M b -
Pria< X< b) ?\»(U/ﬁgz< _@%)
. J

'BAT 15 REMARKABLE ABOUT THIS? IT SAYS THAT REGARDLESS OF THE SHAPE
OF THE ORIGINAL DISTRIBUTION (IN THIS CASE, OF PICKLE LENGTHS), THE
TAKING OF AVERAGES RESULTS IN A NORMAL. TO FIND THE PISTRIBUTION OF
X, WE NEED KNOW ONLY THE POPULATION MEAN AND STANDARD DEVIATION.

AMW[\

THE THREE PROBABILITY PENSITIES ABOVE ALL HAVE THE SAME MEAN AND
STANDARD DEVIATION. DESPITE THEIR DIFFERENT SUAPES, WHEN n=10, THE
SAMPLING DISTRIBUTIONS OF THE MEAN, X, ARE NEARLY IDENTICAL.

/\ /\ .

Gonick, Smith 1993
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- Varianz der Stichprobe

Die Stichprobenvarianz
18 —
S == (X =X)?
n
ist als Funktion von Zufallsvariablen ebenfallseesufallsvariable.

Beispiele zum zentralen Grenzwertsatz:

Verteilung der Grundgesamtheit

f(x) f(x) f(x) f(x)

X H Fx M X u X

Verteilung des Stichprobenmittelwertes X

f(x) f(x) f(x) f(x)
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3 Testverteilungen

Die Chi-(x?)-Quadrat, t-(Student)Verteilung und F-Verteilurigdswichtige Testverteilungen
fur die noch folgenden Schatzansatze (Inferenzndetimo Sie finden ihre Anwendung bei
Parametertests (Kapitel VIII) und Verteilungstgstapitel 1X).

Alle Testverteilungen hdngen von der Anzahl deriéiesgrade (df = degrees of freedom) ab.
Die Freiheitsgrade geben die Anzahl der noch freilagren Informationen nach Berlicksich-
tigung gegebener Parameter an.

3.1 Chi (x?)-Quadratverteilung

Die Formel geht auf den Astronomen HELMERT (187&)izk. Die Namensgebung erfolgte
durch PEARSON (1900). Dig?-Verteilung entspricht folgendem stochastischen éiod

Sind Z,,Z,,...,Z, unabhangig standardnormalverteilte Zufallsvariapko hat die Quadrat-
summe

X2=Z2+Z5+..+22

einex?-Verteilung mitv Freiheitsgraden, (df = 'degrees of freedoxt)=~ x(v).

Dichtefunktion der x2-Verteilung

NIN

f.(z V) =C(|/)EE%_1De

: s (V N
mit C(V)—[Z DT(ZH

M(x)= j ettt dt
0

, 20

fCh(XZ‘ V)
A
0,4

0,3 ¥
0,21 /s

5
/ v=10
0,1- g

T T T T > XZ
0 5 10 15 20

Dichtefunktion deer—VerteiIung furv =1, 3, 5, 10 Freiheitsgrade

Die x2-Verteilung liegt in Abhangigkeit vom tabelliert vor.
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Erwartungswert
E( )(2)=|/
Varianz
Var( )(2):2v
Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt:
2

X~V N0,

Aus derStichprobenvarianz entwickelt man eing2-verteilte Zufallsvariabl e

Z; “XiTH (Z; standardnormalvertejlt
o

n 2 n X _/,I 2 . 2 . . . .
D> zZ=> | === istx? - verteilt mit n Freiheitgrade
: o

i=1 i=1

Wird p durch X ersetzt, so verliert man einen Freiheitsgrad,,d. h

» (X=X * ne L 1 Y
X —Z( > ]—02 (mltS—nZ(x x)j

i=1

ist x2-verteilt mit (n—1) FreiheitsgradenX ist Zufallsvariable).

Tabellenwerte:

Zu den angegebenen Freiheitsgraden sind die Werte x> tabelliert, bei denen
P(O<)(2 <)(f):1—a die im Tabellenkopf angegebenen Werte erreicht.

fe, (V)

A

Z.B.v = 25:x” = 34, 38, also ist die WahrscheinlichkeR(0< x> < 34,39 = 0,¢.
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3.2 Studentverteilung (t-Verteilung)
Von GOSSET 1908 unter dem Pseudonym 'Student'featbtht.

Sind zwei Zufallsvariablen Z und U voneinander uriaigig verteilt mit Z ~ N(0,1) und
U ~ x2(v), so ist die Zufallsvariable T

T:iU t — verteilt mitv Freiheitsgraden
0
Dichtefunktion der t-Verteilung

f(z| v)=C(v) B—= <7<

v+l

o]

vV
o

mit C(v)=——2 /_

()

Die t-Verteilung ist in Abhangigkeit vom Parametetabelliert. Sie ist wichtig fur Signifi-
kanztests der Parameter in 6konometrischen ModeltgnVilil. 9).

.40__ f(t)
.30
20 —
10—
| v =20
— v=4
— v=2
.00 —
L L L L L L L L L B B B
-15 —-10 -5 0 5 10 15

Dichtefunktionen der t-Verteilung mit=2, 4, 20 Freiheitgraden
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Ab v = 30 kann die t-Verteilung gut durch die Normalviuey angenéhert werden.

Erwartungswert
E(T)=0
Varianz

Var(T) =V furv > 2
v-2

Die Stichprobenfunktion

T=XH _XHorg 9 (mitSZ:%Z:(x—?ng

S o JSh

\jn_l [n_l

X-u X-pu X-u

o o o ,

T = - v 2
=n___Jn_. i daX2=Z(X' j‘n[f
JS [ SOn | x° - o o
Jn-1 o’ n-1

o n-1

ist t-verteilt mitv = n— 1 Freiheitsgraden, da

_ 2
X /J~N(O,]) und 802[h~)(2(n—1).

Tabellenwerte:

Fur verschiedene Freiheitsgrade und
fur verschiedene P ( T <t) sind
die t-Werte tabelliert.

z.B.: v=13
P(T<+t)=99,5%
=1=3,012

P(T<t)
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3.3  F-Verteilung

Nach FISHER qgilt:
Der Quotient aus zwei voneinander unabhang'pg?enerteilten und durch ihre Freiheitsgrade
dividierten ZufallsvariabletJ, und U, ist F-verteilt:

Y,

Fo v Uiy,
U U, vy
VvV,

Dichtefunktion der F-Verteilung

Vig
ZZ
fF(Z|V1,V2)—C(Vl’VZ)D Vi+V, z2>0
vV, +V12) 2

Erwartungswert

Vo
V2 -

E(F)=

flrv,=>2

Varianz

2V5 (v, +V,—2)

varh= Vi (v, ~2)? (V2—4)

firv,>4

Tabellenwerte:
In Abhangigkeit vorv, undv, sind die Werte F tabelliert, bei denen die Veutagsfunktion

den Wert 0,90 bzw. 0,995 annimmt:
z.B.v;=4,v,=8,; P®=7,01.

Fir zwei voneinander unabhéngige Stichproben mitfddmn, bzw. n, aus derselben
Grundgesamtheit, alse? = o3, ergibt sich:

Sf:izl‘,(xﬂ _Yl)z S§= Z(Xzi X2)2
Ny =1 1P =)
2 2
2 - 1) %Y xn, - 1)

0.2
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Stichprobenfunktion
St hy
F= 02 dl2 -1
S, n-1
0.2
Xi
:Sfﬁll dﬂ'z_l: n -1
Sy, -1 X3

ist F-verteilt mitn, -1 und n, —1 Freiheitsgraden.

Die F-Verteilung ist wichtig fur SignifikanztestedParameter in 6konometrischen Modellen
(vgl. VII1.9)

Keyconcepts

Induktive Statistik
Stichprobenfunktion
Zentraler Grenzwertsatz
Testverteilungen
t-Verteilung
x2-Verteilung
F-Verteilung
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VI Punktschéatzung

ﬁ Schéatzung einzelner Werte der Grundgesamtheit andkdyebnissen

der Stichprobe

Die Parameter der Grundgesamtheit sind meist umneékBaher versucht man eine Annéhe-
rung durch die Stichprobenparameter (Schlul3: Stodigp—» Grundgesamtheit).

Punktschéatzung

Aufgrund der Stichprobenergebnisse (mit Zufallspph werden unbekannte Parameter der
Grundgesamtheit geschatzt. Der geschatzte Paramdtdr hierbei exakt angegeben,
allerdings wird der ,wahre* Parameter aus der Ggasamtheit nur mit einer sehr geringen
Wabhrscheinlichkeit auch wirklich genau dem gesdeataVert entsprechen. Das Ergebnis
einer solchen Schatzung konnte beispielsweiserdayBas durchschnittliche Einkommen in
der Grundgesamtheit liegt bei 42.352,35 € (miteilahrscheinlichkeit von 12 * 1%).“ Die
hohe ,,Genauigkeit* der Angabe bis auf zwei Nachkamstallen wird also erkauft durch eine
recht geringe Wahrscheinlichkeit, dass der Werhtnetwa 42.352,36 € (oder 42.352,34...)
ist.

Intervallschatzung

Es werden Vertrauensbereiche (Genauigkeit und 8ieltg der Schatzergebnisse berechnet.
Hierbei wird flr den gesuchten Parameter ein Bhraitgegeben, in dem er mit einer relativ
hohen Wahrscheinlichkeit liegen wird. Eine typisciiaissage, die sich aus einer
Intervallschatzung ableiten lieRe, ware, um dagelBeispiel wieder aufzunehmen: ,Das
durchschnittliche Einkommen in der Grundgesamthegt mit 95%er Wahrscheinlichkeit
zwischen 41.595,36 € und 44.231,56 €.“ Die hohemgddauigkeit bei Angabe des Wertes
fuhrt hierbei zu einer héheren Wahrscheinlichkagtss der wahre Wert der Grundgesamtheit
tatsachlich im Schéatzbereich liegt.

Testverfahren

Es wird gefragt, ob Hypothesen Uber Eigenschaften @Grundgesamtheit zutreffen.
Beispielsweise konnte die Hypothese, dass das skhoifitiche Einkommen in der
Grundgesamtheit unter 40.000 € liegt, mit Hilfe viaestverfahren verworfen oder ,gesichert”
werden.



Kapitel VI - Punktschéatzung 93

1 Grundlagen der Punktschatzung

Wahrer aber unbekannter Parameter der GrundgesandtliEheta)
(z.B.y,0,p, ...)

Der Schatzwert fub ist eine Funktion der Stichprobenergebnisse (Btalenfunktion) und
damit wie diese vom Zufall abh&ngig:

é:gn(xl,xz,...,xn).

Dieser Schatzwert kann als Realisation einer sfpeai8tichprobenfunktion, die man auch als
Schatzfunktion bezeichnet, interpretiert werden:

0=g, (X, X5,...X, ).

Beispiele:
Schatzfunktion fur den Mittelwert p

~ - 1

u:XZFZiXi

mit Schatzwert z.B.

é=ﬁ=g4 (12,13,15,18)%(12+ 13+ 15+ 18= 14 5

wobei manx,; =12, X, =13, X;=1& und x, =18 als Realisation oder als Stichprobenergebnis
bezeichnet.

Schatzfunktion fir eine Grundwahrscheinlichkeit p

p=" (relativeHaufigkeiy
n

mitSchatzwertB.:
6=p=9s, (12),n=60
12

D=——= 02
P 6C

2 Eigenschaften von Schatzfunktionen

Ein Grundproblem bei Punktschatzungen liegt in Aleswahl der Schatzfunktion. Aus der
Menge der zu Verfliigung stehenden Schéatzfunktionessrdiejenige ausgewéhlt werden, die
den unbekannten Parameter der Grundgesamtheitestesly schatzt.

Man muf3 also geeignete Kriterien zur Beurteilung@léte von Schatzfunktionen entwickeln:
Wir werden feststellen, daf3 z.B. Erwartungstrené Effizienz wiinschenswerte Eigenschaf-
ten von Schatzfunktionen sind.
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2.1 Erwartungstreue
Eine Schéltzfunktioné:gn(Xl,X2 ...X,) fur den unbekannten Parameterheildt erwar-
tungstreu, wenn
E[@]:H, die Schatzung also im Mittel den gesuchten walivert trifft.
Als Verzerrung ('bias'’) einer Schatzfunktion belzea&t man dann die Differenz:
Elgfe.
Falls fur diese DifferenE[é]—G:O gilt, dann hei® erwartungstreu.

£(6)

A

0 \
Bias = E(éz)—e

0, ist erwartungstreu, dﬁ[él]:e, d.h., Bias = 0.

Beispiele:

a) Ist die Schéltzfunktioﬁ25 fur den unbekannten Parameter p einer binomiaitem Zu-
n

fallsvariablen X erwartungstreu?

E(p)= E(%j:% E( X)=%]Drﬂp= p

= E(ézéjzﬁz p, also ist’p erwartungstre

b) Schétzfunktion fir den Mittelwept Y:Ezi X,
n

S 1 1
E(X)=€ 2%, x|=2[ e x)+ & )+t & ¥)]
Da X, aus einer Grundgesamtheit stammt, gil& ( X,)=E( X,)=...=u

= E()_():%Ehuz:,u: E(é: X= %Z. XJZHZ/J, also ist X erwartungstre

c) Klassische lineare Regression: Erklarungsmodell:
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Yi =BotByXy +BoX gt B X¢; t§
= Schatzfunktion fif: by =(X'X)" X'y
Man kannE(é:q)LS)ZBZﬁ,
also zeigen, daB,, ¢ erwartungstreu i.

(siehe meine Vorlesung: Regressionsanalyse — Himfighin die Okonometrie).

2.2 Effizienz (Minimale Varianz)

Es kdnnen verschiedene erwartungstreue Schatzéunektimit der Eigenscha&(é):e exi-
stieren, die sich aber in ihrer Varianz untersobejdl. h., die Abweichungen vom Mittelwert
koénnen flr verschiedene erwartungstreue Schatabmeéd verschieden groR3 sein.

£(6)

\/
D>

(Relative) Effizienz

Ist die Streuung (Varianz) einer erwartungstreuelnési&funktionél kleiner als die Streuung
einer anderen erwartungstreuen Schatzfunkﬁgndann heiBlél effizient in bezug auf die
Schatzfunktiord, (relative Effizienz).

(Absolute) Effizienz

Ist die Streuung (Varianz) der Schatzfunktﬁ)lnminimal, d. h. kleiner als die Streuung aller
anderen erwartungstreuen Schatzfunktionen , daifi éheabsolut effizient
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2.3 Asymptotische Erwartungstreue und Konsistenz

Asymptotische Erwartungstreueund Konsistenzsind Schatzeigenschaften fir grof3e Stich-
proben.

Asymptotische Erwartungstreue

Die Erwartungswerte von immer gréRer werdenderhBtaben weichen immer weniger von
0 ab:

E (6)=lim E(6™) =6, wobei n die StichprobengroRersielit.

£(6) Bias
A E(é)_e A
n =200 =100
= >é > N
0 E(é“Z) E(é“l) StichprobengroRe
E(6 -
n=oo n= 1’12 n= Il1
Konsistenz

Die Verzerrung und Varianz geht mit wachsendemhtiabenumfang n gegen Null.
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£(6)

A

n =300

\
D>

plimd=6
lim prob{

3 Schatzmethoden

@-dzﬂ=o

Die Schatzmethoden dienen zur Bestimmung geeigri&tbéatzfunktionen zur Schatzung
eines Parametefs

3.1 Methode der Momente (K. PEARSON)

Die Parameter der Stichprobe werden als Schatzedi&ientsprechenden Parameter der
Grundgesamtheit verwendet.

Die Methode der Momente wird insbesondere dannveeigget, wenn die Verteilung der
Grundgesamtheit nicht bekannt ist.

Die mit der Momentenmethode abgeleiteten Schatzimmén besitzen im allgemeinen nur
wenige der winschenswerten Schatzeigenschatften.

Beispiele:

- Schatzfunktion fiip der Poissonverteilungt=X
- Schatzfunktion filp undo? der Normalverteilungfi=X und 6%=¢

3.2 Methode der kleinsten Quadrate (MKQ/OLS)
MKQ: Methode der kleinsten Quadrate (OLS: Ordirlagst Squares)

MKQ: Aus der Minimierung aller quadrierten Abweictgen zwischen beobachteten Wer-
ten und Werten auf der zu findenden Ausgleichsgemadrden die Parameter der
AusgleichsgeraderR": Hyperebene) berechnet. (Zur Methode: vgl. z. BriM1993,
Statistik | — Deskription)
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Im klassischen linearen RegressionsmoddIClassical Linear Regression, CLR) wird MKQ
im Rahmen einestochastischen Modellsmit wiederholten Beobachtungen in einer Stich-
probe verwendet.

Stochastisches Modell:

Vi= BotBt B X+ ‘:’L
H &
systematischer Einflul¥ (%) zufalliger Einfluf?

&, = Fehler mit bestimmter Verteilundy (y; ,0%)

B, = zu schatzender, unbekannter Parameter der Grsahdjeeit
X, = erklarende Grof3en

y, = zu erklarende Grolie

Zu jedemx; gibt es mehrere Beobachtungen y, bzw. es werd8tiahproben bei gleichex
gezogen (‘fixed in repeated samples’)Wahrscheinlichkeitsverteilung der y

Zufallsvariablen (Stichprobe der Gro3e n mitnterschiedlichen X-Werten):

X Y Mittelwert
Yi
X1 Y11 Y12 Yim Xl
Xy Vo1 Yoo Yom \Z
Xy Y Yoo Yim Y
YA

(Xiayi) P(Xi9Yi)

\4 Bo+P1-x

E(y[X=x;)

N(Bo +B-x 502)

X1 X2 Xj

V=Bt B %+,
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Ey, = E[ﬂo +BX ¢, ]
=B+ P.% +E& (=0)
=B+ L%

Schéatzung der Regressionskoeffizienteaus (%, v;), (X,, ¥s)...:

[Bo+Bix+ ...+ B¢ X + £Grundgesartheit
| by +bx +.. b, X, +e Stichprobe

9=Xbmit§, =b, +b,x, +..+b, x,, als Schatzerfur Ey{ Ausgleichgeradg

MKQ/OLS: Minimierung der Fehlerquadratsumme:

Zi (y;=9;)*=min!

Y, (v-(B+x+.+R x)) =X, (o2 =min

Die notwendigen Bedingungen fir ein Minimum siné @u findenden Werté,, die die
ersten Ableitungen der Fehlerquadratsumme nachfidemull setzen (Normalgleichungs-
system):

XXb=X'y
Losung des K+1-Gleichungssystems bei existieremdmrsen(X'X)(‘,%,,LK,,D ergibt
B=bCS=b=(X"'X) X'y

b(= b®"%) ist BLUE: BestLinear UnbiasedEstimator, d.h.b®"S ist linear, erwartungstreu
und effizient.

Beispiele:

a) Seiy; die Korpergrof3e des Kindes i urddie Korpergrof3e der Mutter dieses Kindes.
CLR-Ansatz:

Yi=BotBiX tE & ~N@O0%)

Stochastisches Modell: Zu jeder Mutter i mit derrp@rgrof3ex; gibt es ein oder mehrere

Kinder mit jeweiliger KérpergroRe. Mehrere Miuttedrken die gleiche KérpergréRe haben
(2 mehrere Stichproben) und jeweils ein oder mehikeneler (‘fixed in repeated samples’).
Das bedeutet, es gibt zu jeder BeobachtupgMuttergréf3e) eine Verteilung der Kinder-
grol3eny;. Im klassischen linearen Regressionsmodell wirddiése Verteilung jeweils die

Normalverteilung angenommen.

Aus den Beobachtungen der Stichprobe ist dann @wét3er fur die unbekannten Parameter
B, unc B, der Grundgesamtheit z. B. mit MKQ/OLS zu finden.

ET-Befehle:

5

’:> ET hkid: ols by matrix algebra
?
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b

’:7 read data
? y:hkid
? x0: one

? x1: hmother

read; file=hkid.dat;nvar=2;names=1%
list; hkid, hmother$

)

’:7 create X'X (=XSX) and X'y (XSy)
?
namelist; X=one,hmother$
matrix; XSX=xdot(X)$
matrix; XSy=xdot(X,hkid)$
?

? create invers of (X'X)
P
calc; DET = XSX(1,1)*XSX(2,2) - XSX(1,2)*XSX(2,1)$
matrix; A = XSX$
calc; al2 = -1*XSX(1,2)
; a2l = -1*XSX(2,1)$

matrix; A(1,1) = XSX(2,2)

i A(L,2) =al2

i A(2,1) =a21

i A(2,2) = XSX(1,1)$
matrix; C = 1/DET*A$

matrix; XSXINV=ginv(XSX)$

?? compute ols?
matrix; bols=XSXINV | XSy$
P

? regression by et
P

r.egres; dep=hkid; ind=one,hmother$

ET-Ergebnis:
ET: CLR, Stochastische Regression (OLS)

DATA LISTING (Current sample)
Observation  HKID HMOTHER
1 154.00 160.00
152.00 158.00
156.00 164.00
160.00 168.00
162.00 166.00
163.00 165.00
158.00 160.00
150.00 160.00
158.00 164.00
10 153.00 160.00

© 0 N O 0o A WD

1. Matrix -> XSX=XDOT(X)

<<<< XSX >>>> COLUMN
1 2
ROW 1 10.0000 1625.00

ROW 2 1625.00 264161.

1. Matrix -> XSY=XDOT(X,HKID)
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<<<< XSY >>>> COLUMN
1
ROW 1 1566.00

ROW 2 254579.

>>>DET = 985.0000 <<<
1. Matrix -> A=XSX
<<<< A >>>> COLUMN

1 2
ROW 1 10.0000 1625.00

ROW 2 1625.00 264161.

>>> A12 -1625.000 <<<

>>> A21 -1625.000 <<<

1. Matrix -> A(1,1)=XSX(2,2)

2. Matrix -> A(1,2)=A12

3. Matrix -> A(2,1)=A21

4. Matrix -> A(2,2)=XSX(1,1)

1. Matrix -> C=1/DET*A

<<<< C >>>> COLUMN
ROW 11 268.1842 -1.64975
ROW 2 -1.64975 .101523E-01

1. Matrix -> XSXINV=GINV(XSX)

<<<< XSXINV >>>> COLUMN
ROW 11 268.1842 -1.64975
ROW 2 -1.64975 .101523E-01

1. Matrix -> BOLS=XSXINV|XSY

<<<< I130LS >>>> COLUMN

ROW 1 -14.9859
ROW 2 1.05581

d.h., OLS uber ET-Matrix-Algebra ergitfi; = —14,985¢ undf3, =1,05581

Ordinary Least Squares

Dependent Variable HKID Number of Ob servations 10
Mean of Dep. Variable 156.6000 Std. Dev. of Dep. Var. 4.351245
Std. Error of Regr. 2.7521 Sum of Squar ed Residuals 60.5929

R - squared .64441 Adjusted R - squared .59996
F(1, 8) 14.4977 Prob. Value for F .00518
Variable Coefficient Std. Error t-ratio Prob|t|> X Mean of X Std.Dev.of X

Constant -14.9736 45.07 -.332 .74825
HMOTHER 1.05584 2773 3.808 .00518 162.50000 3.30824
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| Fitted HKID=—14.957+1.066«+HMOTHER,Rsq=.644,5=2.752,n=10 |
164 —

A

162

160

158 —

156 —

HKID

154

152 —

150 — a
| T T T T | T T T T | T T T T | T T T T | T T T T |

158 160 162 164 166 168
HMOTHER

b) Nachfrage= f(EinkommenPreisesozioc'jkonmischeCharakteStika)+a oder

Investitinen= f (ZinssatzBetriebsgbRe, ..)+ &,

Die OLS-Methode und das klassische lineare Regressiodell werden ausfiihrlich in mei-
ner Vorlesung: ,Regressionsanalyse — EinfuhrurdjenOkonometrie” behandelt.

3.3 Maximum Likelihood Methode (R.A. FISHER)

Die Schatzfunktior® fiir den unbekannten Paramefleird hier so bestimmt, daR die Wahr-
scheinlichkeit (‘Likelihood") daflr, dal3 die beobimte Stichprobe aus der angenommenen
Grundgesamtheit stammt, maximiert wird (ML-PrinZ#;A. FISHER (1890-1962)).

Beispiel:

Es existiere ein Lagerbestand von N gleich 10 8@8dkoladenriegel’. Es wird angenommen,
daf die AusschuRquote 10 % oder 20 % betréagt.

Man zieht eine Stichprobe vom Umfang n = 10, une éintscheidung tber den Ausschuf3an-
teil zu fallen.

Die Zahl der fehlerhaften Schokoladenriegel in 8&chprobe ist approximativ binomialver-
teilt.
Damit erhalt man folgende Binomialverteilungendie Stichprobe:

X 0 1 2 3 4
fg(x | 10; 0,1) 0,349 0,387 0,194 0,057 0,011
fg(x | 10; 0,2) 0,107 0,268 0,302 0,201 0,088

Maximum Likelihood (ML) Prinzip:

Man entscheidet sich fur die Grundgesamtheit, leidhs beobachtete Stichprobenergebnis
die gréRere Wahrscheinlichkeit besitzt. Wenn beispieise fur die Stichprobe x=1
Ausschuf3 gilt, dann stammt die Stichprobe mit gréfkeikelihood (38,7 % zu 26,8 %) aus
einer Grundgesamtheit mit p = 0,1, d.h. 10 % AlsgBanteil.
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Insgesamt gilt hier fr x fehlerhafte Schokoladegei:
x<1:Entscheidundir “p 0,1
x>1:Entscheidundir " p 0, 2

Allgemeine ML-Vorgehensweise

Das Merkmal X besitzt die Wahrscheinlichkeits- bAnwchtefunktion f(X|6?). Man besitze
ferner eine Zufallsstichprobl, ,.,x, ).

Die Wahrscheinlichkeit ('Likelihood'), diese Stichpe zu erhalten, betragt unter der Bedin-
gung der stochastischen Unabhéangigkeit der ZutailghlenX,,..., X ,:

L(6)=" (/o) (x2|t9)DD‘(xn|6’)=|j t(x|6)

Oftmals logarithmiert man die Likelihoodfunktion @)( bevor man sie maximiert. Die log-
arithmische Transformation verschiebt die Extremevericht, d.h., L) besitzt gerade dort
ein Maximum, wo auch In 1B) ein Maximum besitzt. Die Logarithmierung verertiaaber
die Maximierung, da eine Summe sich leichter alsReddukt differenzieren |af3t

InL(0)=In|j f(xi|6?)=iZ:In f(x|6)

Der Schatzwer® fiir 8 ist der Wert, der die Likelihoodfunktion maximi:ett(é) = max.
Dazu bildet man — wie bei jedem Optimierungsprobledie erste Ableitung von B() bzw.
In L(0) und setzt diese gleich Null:

L VR ALLL Y S
00 00
Beispiele:

1) ML-Schatzer fur den Paramefer g von poissonverteilten Zufallsvariablefy,..., X:
Likelihoodfunktion:

L{u &x):n(l)’(_"eﬂj

In L(,u| Xy X, )=é In(’t)l(—j_”]
=>" [x m(u)-In(x )]
=3 X3 nf -3
=In(u)y" % =3 Inf i

=nR (1)~ In(x,!)-niz

i=1
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Notwendige Bedingung (1. Ableitung Null setzen):

Ik _Lmx-n=0

op M

:%HhDZ:n S>nX=njl ==X
a

Das heil3t, das arithmetische Mittel der Stichprghist der ML-Schéatzer fip, den unbe-
kannten Poisson-Parameter.

2) Die Lebensdauer X der Computer Chips von CHIGOGKS gentige einer Verteilung mit
der Dichte

1 9
F(x)= —e fur x>0

O sonst

Der Chiptest von fiinf Teilen ergebe die foldem Lebensdauern (in Betriebsstunden):
110, 100, 90, 140, 60

a) Bestimmen Sie den ML-Schatzwert vballgemein!

n Xj

L=[] f (.0)=f &1,0) D, )00 O[] _;e—e

InL=)" In{ @ 5}—zi {In(;j );[Ihe}
:n[lh[%j—zi xm@*
:nﬁ%IHrLZL—InBI—Zi x @

=0

=-nlhg-6"0) . x

NotwendigeBedingung

AL 1 ]
—— n—(=1 =
s~ My CHE T =0
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Das arithmetische Mittel ist der ML-Schatze®'. Der ML-Schatzwertd®® ist der
Parameter, der das Stichprobenergehnis, x,, mit gré3ter Wahrscheinlichkeit liefert.

b) Wie lautet der ML-Schéatzer fir diese Stichprobe?
A 1
9=Ezi X

=:—ém110+ 100+ 9G- 148 6p=%EGSOO)= 100

1 _x
0 f{jr x>0
f(x,6=100=1100

0 sonst
Se@zii_ X :
2n <
~ L@ fiir o0
f(%,8=50)=] 50
0 sonst
X f(xj, 6=100) f(xj, 6=50)
60 0,00549 0,00602
90 0,00407 0,00331
100 0,00368 0,00271
110 0,00333 0,00222
140 0,00247 0,00122

L(B) = M f(x,,0=100 = 6 763251 10°
i=1

L(6) = ﬁ f(x;,0=50) =1, 46254110"
i=1

Damit maximiert geradé =100 gegentiiber jedem anderen Schatzer (wie b8pwb0)
die Likelihood.

Keyconcepts

Punktschatzung

Unbekannter ,wahrer* Parameter

Erwartungstreue

Effizienz

Asymptotische Erwartungstreue

Konsistenz

Methode der kleinsten Quadrate (MKQ), Ordinary li¢aguares (OLS)
Maximum Likelihood
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VIl Intervallschatzung

221 Schatzung von Wertebereichen (Intervallen), in dezie Wert der
Grundgesamtheit mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt

1 Konfidenzintervall

Bei der behandelten Punktschatzung wird fir eingpekannten Paramet8r wie z.B. ein
Mittelwert, ein Anteilswert oder eine Standardalshkeing, als Schatzwert die Realisierung
einer Zufallsvariablen, also ein bestimmter Zahlerivangegeben.

Auch wenn die dazugehorige Schéatzfunktion sehr §at&tzeigenschaften besitzt, wird der
Schatzwert im allgemeinen vom unbekannten ParamdeteYerteilung der Grundgesamtheit
mehr oder weniger stark abweichen.

Ziel der Intervallschéatzung ist es, ein Intervailkzageben, das 'in den meisten Fallen' den un-
bekannten Paramet@ratsachlich enthélt.

Die Intervallschatzung liefert also ein Intervati,dem der zu schatzende unbekannte Parame-
ter @ mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit{t) erwartet wird.

Diese Intervalle bezeichnet man Kisnfidenz- oder Vertrauensintervalle.

Aufgrund der Stichprobenergebnisse werden die Vatlgrenzen bestimmt. Die Intervall-
grenzen sind die Stichprobenfunktior&npund®,. Allgemein gilt dann:

P(6,<06<8,)=1-a.

Die Irrtumswahrscheinlichkeit a bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, mit der dasa®orer-
fahren ein Intervall liefert, das den Parametmht enthalt (zugelassene Irrtumwahrschein-
lichkeit).

Die Konfidenzwahrscheinlichkeit (Vertrauens- oder Sickerheitswahrscheinlichkeit)1-a
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, mit der die $xind@g ein Intervall liefert, das den unbe-
kannten Parameté@rtatsachlich enthdli—a wird auch als Konfidenzniveau bezeichnet.

2 Konfidenzintervall fur das arithmetische Mittel bei normalverteilter
Grundgesamtheit

Bei normalverteilter Grundgesamtheit (bzw. Uber dentralen Grenzwertsatz bei gentigend
grol3en Stichproben) ist das arithmetische Mitted, ZufallsvariableX, ebenfalls normalver-
teilt mit:
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f (X|02)

Abb. Konfidenzintervall furX mita = 0,05
Zum Konfidenzniveau von 95 % ergibt sich frdas symmetrische Konfidenzintervall
P(u~-1,960, < X<u+1,96%,)= ta= 0,9.

Ist allgemeinz, der Wert der standardnormalverteilten Zufallsualea bei dem die Vertei-
lungsfunktion den Werntt annimmt, und setzen wir anstelle von 95 % allgerieia, so er-
gibt sich statt 1,96 bzw-1,96 allgemeirz;_y,2 bzw. 4,2 mit

P(H+ Zy /2 B < XSU+ 22 By) =1-0.
Wegen der Symmetrie der Normalverteilung gjli» =— 21,2 und damit:
P(=21-q/2 By < XS p+ 7/ [6%) =1-a

In diesem Intervall liegK mit der Wahrscheinlichkeit-a .

Die Konstruktion des Konfidenzintervalls fif zu einem gegebenenveranschaulichen die
folgenden Abbildungen:
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fN(i‘p;c%)
A
1-a
o o
2
0 \ | \ 2 >§
W+zq 0% I3 H*‘Zl?g'GX
2 2
. ! , >, X
2 -2 Ox
Fy (2)
A
1
e
2
I-a
o]
2 | | | | | A -
3 2 a1 o0 i 3 %

Z
o -
2

Abb. Konstruktion des Konfidenzintervalls fifr bei gegebenem

2.1 Konfidenzintervall fiir pu bei bekannter Varianz 6 der normalverteilten
Grundgesamtheit

Gesucht wird nun das Konfidenzintervall fir das ekdnnte arithmetische Mittgl der
Grundgesamtheit bei bekannter Varianz.

Dazu wird das Konfidenzintervall des Stichprobemshiertes nur umgerechnet. Aus der
obigen Intervallbeziehung

P(,U_ Zi—a/zljg-i < RS/'I-'- 4—a/2m-7<)=1_a

wird durch Subtraktion voru innerhalb der Klammer und Multiplikation mitl in der
Klammer:

P(Z1—a/2 [, 2= X+p=- %—alszi)zl_a-

Die Addition vonX in der Klammer liefert:

P( X+ Z g 02 2 X= 4—0//2@?):1_0'
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bzw.
P( X - Z a0y S S X+ %—a/ZWY)Zl_a'

Das Intervall[ X ~z;_q2 0%, X +21-4, 2[0%] ist eine Zufallsvariable, weK eine Zufalls-

variable ist und damit auch die Grenzen des IntisnZaifallsvariablen sind. Es Uiberdeckt den
unbekannten wahren Parameler 1 mit der Wahrscheinlichkeit 4 a.

Bei mehrmaligen, haufigen Wiederholungen der Stichpnerhebungen Werdeéh—a) % der
Intervalle den Parametgriberdecken.

Prinzipiell kann hier fir die Konfidenzintervalllemhnung die dazu notwendige Mittelwert-
standardabweichungy aus der Varianz bzw. Standardabweichanger Zufallsvariablen X

aus

o
O =

*"Jn
berechnet werden (siehe oben).

Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen bEInHO ,05:

g =9 N-n
X Jn\{ N-1

(n = Stichprobenumfang, N = Umfang der Grundgesait)th

2.2 Konfidenzintervall fir p bei unbekannter Varianz o2 der normalverteilten
Grundgesamtheit

Ausgehend von einer normalverteilten Grundgesatisedie Zufallsvariable

standardnormalverteilt.

Wie kann nun die unbekannte Varianz des arithrrfmisa\/littelsVar( >_<):a§ aus der Stich-
probe geschatzt werden?
Aus dem Kapitel V.2 Stichprobenfunktionen wissen, @al3

Var()_()=0§ =%2.

Wirden wir alleine die Varianz der Zufallsvariablén
1& —\2
§=-2(%-X
i=1

2

verwenden, hatten wirkeine erwartungstreue Schatzfunktion flio“ (es ware

E(s)="a9),

n
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Erst mit entsprechender (Besselscher) Korrekti(rn—l) erhalt man einerwartungstreue
Schatzung fur die Varianz von X der Grundgesamtheit
N n
6°=—-8°
n-1

und weiter dererwartungstreuen Schatzer fir die gesuchte Varianzles arithmetischen
Mittels

2
Gn_:s_
n-1 n-1

bzw.

(e}
x|

_62_82
n n

(e}
x|
1
=)
i
lA.

n-1 N

T=—"7"—,
Ox
die mitv = n— 1 Freiheitsgradenstudentverteilt ist.

Diese Zufallsvariable T wurde bereits bei der Belamg der t-Verteilung als Beispiel heran-
gezogen.

Werden mitty ;5\, bzw.t1_4/2, die Punkte bezeichnet, bei denen die Verteilumggian
der t-Verteilung miv Freiheitsgraden die Werteé2 bzw. 1- a/2 annimmt, so ergibt sich

X -
Plt, S—<t _,..|=1-a.
[a/z,nl o a2} 1]

X
Da die t-Verteilung symmetrisch ist, gilt
t-ar2n-1="lason- 1=t
Somit ist das Konfidenzintervall
P(X -t sus< X+t )=1-a.

Fur Freiheitsgrade von= 30 kann die t-Verteilung durch die Normalverteduspproximiert
werden.
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3 Konfidenzintervall fur die Varianz

Die Zufallsvariable

n xi_>_(2 [BZ
o=y Do X) o

i=1 g

ist bei normalverteilter Grundgesamth}e?t-verteilt mit v = n— 1 Freiheitsgraden(einer der
n Freiheitsgrade der Stichprobe wird durch die \éergung vonX 'verbraucht).

Werden mitxé,av bzw. Xf—alz ,die Punkte bezeichnet, bei denen die Verteilundsion
der Chi-Quadrat-Verteilung die Werte/ 2 bzw.1-a /2 annimmt, dann ergibt sich

nCs
P(Xs/z,n-é?S)(f_g,Zn_lJ:1—a .

Als Konfidenzintervall fir die unbekannte Variangiét sich dann:

2
P[ nts <og’< s ]=1—a.

2 - 2
Xl—a/z,n—l Xa/Zn—l

4 Konfidenzintervall fur den Anteilswert

Der Anteilswertp einer Stichprobe aus einer dichotomen Grundgesatmist bei genliigend
groRem Stichprobenumfangprmalverteilt (entsprechend der Approximationsbedingungen
fur die Binomialverteilung und die Hypergeometrisdterteilung) mit

E(p)=p und
Var(b)=M=J§ (Modell mit Zuriicklegen
n

Var(p)= P p) N-n (Modell ohne Zuriicklegeand — > 0,05)
n N-1 N

Aus der standardisierten Zufallsvariablen
7-P7P
Op
lant sich dagonfidenzintervall fir das unbekannte p der Grundgesamtheit ableiten:
P(p-zor,< p< pr iv7,)=1-a.
Da p unbekannt ist, muf? auch fij ein Schatzer eingesetzt werden. Damit ergibt désin:

Modell mit Zurticklegen

P(b_ zq/mn' P q/iotaln— Ap)]:l_a.
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Entsprechend gilt fur das
Modell ohne Zurtcklegen

. p@-p) N-n_ . P@-P N-n
Pl p- E < E =1-a.
(p ZD\/ n N-1 b= Pr %/ n N—J a

z istz,_,,,, also abhangig vom gewahlten Signifikanzniveau

5 Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs

Bisher wurden Fragen nagho?,p bei einem gegebenem Konfidenzniveato beantwor-
tet, z.B.;pt liegt in dem KonfidenzintervallX -z (@ ; X +z[& |.
Setzt man nun

Ap=zlog

als Mal3 fur die Genauigkeit, so kann man nach detwendigen Stichprobenumfangfra-
gen:

Ap=zloy = 202 =absoluter Fehler
n

Jn
Daraus ermittelt man:
7> [
n= 5
(Ap)

Analog bestimmt man den notwendigen Stichprobenogfzei Vorliegen einer dichotomen
Grundgesamtheit (0/1-Verteilung).

Fur dasKonfidenzintervall ergibt sich:
[P- 210, b+ 265
Aus der halben Breite des Konfidenzintervalg, was identisch mit dem absoluten Fehler

fur das Modell mit Zurticklegen ist,

Ap=20, = pld-p)
n

lasst sich die gewilnschte Stichprobengrol3e n ereech

Notwendiger Stichprobenumfang (Modell mit Zurlcklegen)
_Zpa-p)
(Ap)*
Der absolute Fehler fir das Modell ohne Zurlckldgemagt:

AIO=ZR)/ pml_p)ﬂ/'\'_”.
n N-1
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Notwendiger Stichprobenumfang (Modell ohne Zuriickligen)

_ ZNGBO-P)
(Bp) TN+ ()

Als Schatzwert flr p kann der Stichprobenanteils\ieeiner Vorstichprobe oder ein aus fri-
heren Erhebungen bekannter Wert eingesetzt wekifenn man keine Vorstellung vop
besitzt, solltep=0,5 verwendet werden.

TO SUM UP (), WE

NOW HAVE THREE 2N, QATTING AT A
SIMPLE RECIPES FOR f'@O\}) + - TABLE, READING
FINDING CONFIDENCE -

N\ O TS

INTERVALS. FOR
PROPCRTIONS, OR
MEANS WITH LARGE
SAMPLE S1ZE5, WE
LOOK UP za IN A
NORMAL TABLE. FOR
MEANS OF SMALL
SAMPLE 51ZES (SAY
n<30), WE FIND ta
IN THE ¢ TABLE. °

IN ALL CASES, THE WIDTH OF THE INTERVAL 15 THAT CRITICAL VALVUE TIMES
THE $TANDARD ERROR:

z,5E®) zg_éE()-O tﬁéE(X')

AND EACH OF THOSE STANDARD ERRORS 15 PROPORTIONAL TO THAT MAGIC
NUMBER:

Gonick, Smith 1993
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6 Konfidenzintervall fur die Differenz zweier arithmetischer Mittel

Aus zwei grof3en Grundgesamtheiten Nr. 1 und Nrird j@ eine Stichprobe des Umfangs
undn, entnommen. Die StichprobenmitbélundX , sind Zufallsvariablen.

Falls X; und X, nicht aus normalverteilten Grundgesamtheiten stamrsind sie unter den
beiden Annahmen

- Unabhangigkeit der beiden Stichproben
- genugendrof3e StichprobenumféanggFaustregeln, >30, n, >3C)

dann nach dem zentralen Grenzwertsatz normaluarigidem
Erwartungswert

E(D)=E(X - %)= -4

und der Varianz

Var(D)= Var(

3<|
3<|
+
|I\)

Beweis zur Varianz:

=E| (%) |+ B (X ss) | -208 (%) f X))

=0 bei Unabhangigkeit
der Stichproben

+—2=07 g.e.d.

FUr die normalverteilte Zufallsvariable D gilt dann
P(E(D)- zZo, < D< E(D)+ 407, )= ta

bzw. ausfuhrlicher:

P((Y(l—>_<2)—ZE17Ds,ul—,uzs(>_<l—)_( 2)+leiTD)=1—a

Sind aZ und g3 unbekannt, dann mufl3 geschétzt werden.
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Falls 02 =03, dann ergibt sich:

1
Sf= ( + pO9%) bzw.
ey (1T 02
s2= Mt o NOS+ n0$
n+n,-2 n+n-2
0"'3:0"'2(14-_1)
non
:0'*.2(nl+n2j
n, n,
:nlﬂizwﬂﬁtﬁ ot @j
n+n-2 { nh

Als Konfidenzintervall erhalt man:

P((Xl_ )_<2)_ td, Sﬂl_ﬂzs( j(1_ 3(2)'*' 11-_lﬁ'D):l—O'

mit t=t1—0(/2,n1+ n,—-2°

Beispiele:

- Heilungswahrscheinlichkeit zweier verschiedenedMamente;
- Ausschulwahrscheinlichkeit zweier Maschinen;
- mittlere Ertrage bei Verwendung zweier (natididh Dingemittel.

7 Konfidenzintervall fur die Differenz zweier Anteilswerte

Die Differenz zweier voneinander unabhéangigen $tichenanteilswerten ist bei geniigend
gro3en Stichprobenumfangen normalverteilt mit

E(D)=p;—p,

Var(D) = Var(f, - by) =22 37P) P2 (17P)
ny n,

Damit erhalt man alKonfidenzintervall :

P((bl_bz)_ﬂos R— QS(AQ_ A9)+ @-D)zl_a'

Als Schatzfunktion flo, wird verwendet

Voraussetzung fur die Normalverteilung ist hier:

n O [{1- p)=9
n, (p, {1~ p,)=9.
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Keyconcepts

Vertrauensbereich/Konfidenzbereich

Konfidenzwahrscheinlichkeit

Irrtumswahrscheinlichkeit

Konfidenzintervalle fur arithmetisches Mittel, Vanz und Anteilswerte
Notwendiger Stichprobenumfang

Konfidenzintervalle fur die Differenz zweier aritemscher Mittel und zweier
Anteilswerte
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VIl Parametertests

Uberpriifung von Vermutungen tber die Grundgesamthéi Hilfe
der Stichprobe

Schatztheorie: FUr unbekannte (Verteilungs-)Parameter einer Gyasamtheit (GG) wird
versucht, mithilfe von Stichprobenergebnissen eime@merischen Wert zu schatzdPu(kt-
schatzung, bzw. ein Intervall anzugeben, das den wahrentWer einer vorgegebenen
Sicherheitswahrscheinlichkeit {1a) enthalt (ntervallschatzung).

Testtheorie: Hier geht es um die Frage, ob Annahmidgpotheser) fur eine Grundgesamt-
heit durch ein Stichprobenergebnis mit einer voetpegenirrtumswahrscheinlichkeit o
abgelehnt werden missen oder nicht

+ Parametertests

Uberprifung von Hypothesen uber unbekannte Parameiger Grundgesamtheit
(Ublicherweise alsf (Theta) bezeichnet).

+ Verteilungstests

Uberprifung von Hypothesen uber die unbekannteeilengsform einer Grundgesamt-
heit.

1 Methodische Grundlagen der Testtheorie

1.1 Prinzip und Aufbau eines statistischen Tests

Das Prinzip eines statistischen Testes soll andandolgenden Geschichte erlautert werden,
die von R. A. FISHER stammt (Hochstadter 1991,73)5

Bei einer Gesellschaft behauptet eine Dame X: Sete ihr eine Tasse Tee vor, der etwas
Milch beigegeben wurde, so kénne sie im allgemegiawandfrei schmecken, ob zuerst Tee
oder ob zuerst Milch eingegossen worden sei. Wi& pran diese Behauptung?

Sicher nicht so: Zwei auRRerlich vdllig gleichartifjassen vorsetzen, wobei in die erste zuerst
Milch und dann Tee (Reihenfolge MT) und in die z2w@etuerst Tee und dann Milch (TM)
eingegossen wurde. Wirde man jetzt die Dame wdlalesen, so hatte sie offenbar eine
Chance von 50 %, die richtige Antwort zu gebenhamenn ihre Behauptung falsch ist.

Besser ist folgendes Vorgehen: Acht aul3erlich gei€assen werden der Dame vorgesetzt.
Davon sind vier in der Reihenfolge TM, die andever in der Reihenfolge MT gefullt wor-
den. Die Tassen werden zuféllig Uber den Tischeuterind danach die Dame herbeigerufen.
Man teilt ihr mit, daf® von den Tassen je vier vogp TM bzw. MT seien. Ihre Aufgabe be-
stehe darin, die vier TM Tassen herauszufinderzt J&t die Wahrscheinlichkeit, ohne die
Sonderbegabung die richtigen vier Tassen zu fingehr, gering geworden. Aus acht Tassen
kann man namlich auf
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8\ 8788
(4} = Wer) =70 verschiedene Mdglichkeiten vier Tassen auswahlen.

Von diesen 70 Kombinationen ist aber nur eine gmzie Richtige. Die Wahrscheinlichkeit,
ohne Sonderbegabung, also zufallig, die richtigenKimation zu treffen, betragt daher nach
Laplace 1/70=0,0143 oder etwa 1,4 %, sie ist adw gering. Wahlt die Dame nun wirklich
die richtigen vier Tassen aus, so wird man die INpibthese — |1 die Dame besitzt diese
Sonderbegabung nicht — verwerfen und ihr diese Hokse Fahigkeit zuerkennen. Dabei
nimmt man eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 1,4r%&Kauf. Nattrlich kdnnte man diese
Irrtumswahrscheinlichkeit dadurch verringern, da@nndie Anzahl der Tassen erhdhen
wirde, z.B. auf 12, wobei wieder die Halfte nad¥t bzw. MT geflllt ware. In diesem Fall
wirde die Irrtumswahrscheinlichkeit amf= 0,1 % sinken.

Prinzip des statistischen Tests:

Aufstellen einer NullhypothesH ,, die verworfen wird, wenn ein Ergebnis beobachied,
das bei Guiltigkeit dieser Nullhypothese unwahrsdiedi ist. Desweiteren wird eine
AlternativhypotheseH , formuliert, die alle moglichen Ergebnisse umfadst, nicht vonH,
abgedeckt werden. Ein Beispiel: Eine Nullhypothg3er unbekannte Parameter ist positv
oder Null.* (H,:60=20) wirde als entsprechende Gegenhypothese die Aasgdagr

unbekannte Parameter ist negativi (:6<0) nach sich ziehen.

Aufbau eines statistischen Tests in 5 Schritten:

1. Aufstellen der Parametermen@eder Nullhypotheséd ), der
AlternativhypotheséH , ; Festlegung des Signifikanzniveaus.

|

2. Festlegung einer geeigneten Prifgrél3e und Bestigrdar Test-
verteilung unte,,.

’

3. Bestimmung des kritischen Bereichs.

’

4. Berechnung der PrifgroRRe.

’

5. Entscheidung und Interpretation.

Zur Entscheidung und Interpretation: Fallt dastgtrobenergebnis in den kritischen Bereich
mit Prob(Ereignis|p) < a, dann wird H abgelehnt  entspricht dem Anteil, mit dem im
Durchschnitt | abgelehnt wird). Die Schritte 2 und 4 kénnen aucdammengefasst werden.

1.2 Grundbegriffe der Testtheorie

Wir unterscheiden wir zwischen einfachen und zusangasetzten Hypothesen. Dabei heil3t
eine Hypothese einfach, wenn sie genau ein Elesrghélt und zusammengesetzt, wenn sie
mehr als ein Element enthalt.
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Ho: 6 =09 einfache Nullhypothese
Ha: 6 # 0o zusammengesetzte Alternativhypothese
Ho: 6 > oder <6 zusammengesetzte Alternativhypothese

EinflUhrendes Beispiel:

CHIO CHONG produziert Computerchips. Als Produzeirtes Massenartikels behauptet
CHIO CHONG, daf3 der AusschulRanteil einer Liefernaghstens 10 % betrage.

Ausgangshypothese, Nullhypothese:  H,:p<1C%
Alternativhypothese, Gegenhypothese: H ,(H,):p>10%

Je nach Problemstellung werden Null- und Alterrigtpothese wie folgt bestimmt:

1. Fall: Die Parametermenge® (= Menge aller mdglichen Parameté&gt nur zwei Ele-
mente ©={6,,6,}

Beispiel:

Zwei Maschinen produzieren dasselbe Gut mit untéeglichen Ausschul3anteilen von 2 %
bzw. 5 %. Mit einer Stichprobe soll entschiedendeer von welcher Maschine eine Liefe-
rung stammt.

o={ 263}

H: Lieferung von der Maschine mit 2 % Ausschul3,

H,:  Lieferung von der Maschine mit 5 % Ausschuf3.
Allgemein:

H,: Der wahre (aber unbekannte) Parametest 0, .

H,: Der wahre (aber unbekannte) Param@tst nicht6,, sonderr,.

Formal:
H,: 8=6,;
Hy: 6=6,

Man spricht hier von einainfachen Null- bzw. Alternativhypothese

2. Fall: Die Parametermenged hat mehr als zwei Elemente
z.B.®=IR, ©=IRg, ©=[01], ...

Generell mu3 nun zwischen zweiseitigen und eirgggiti Fragestellungen unterschieden
werden.

a) Zweiseitige Fragestellung (‘zweiseitiger Test’):
H,: Der wahre Parametérist 6,,.

H,: Der wahre Parameterist nichtf,.
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Formal:
H,: 6=06, (einfache Nullhypothese)

H,: 6206, (zusammengesetzte Alternativhypothese).

Beispiel:

Die Fa. Bossmann hat eine Maschine, die ApfelweiRlaschen abfillt. Als sie neu war, be-
trug die durchschnittliche Menge Apfelwein in eifidasche 1,0 Liter mit einem Standardfeh-
ler von 0,001 Liter. Nach einem Jahr wird Gberprath die Durchschnittsfillmenge noch
1,0 Liter betragt. Dazu hat die Firma eine Stichpereon n = 30 Flaschen aus der laufenden
Produktion entnommen.

O=R;
H,: 6=1,00C¢
H,:6#1000/

b) Einseitige Fragestellung (‘einseitiger Test'):

H,:6<0, (zusammengesetzte Nullhypothese)
H,:0>0, (zusammengesetzte Alternative)
bzw.
H,:620,
H,:08<0,
Beispiel:

CHIO CHONG mit© = [0,1] undH,:6<0,1 sowieH ,:6>0,1.

1.3 Fehlerméglichkeiten bei statistischen Tests

Die Entscheidungen bei einem statistischen Tes¢tmsauf stochastischen Ereignissen, d.h.,
es besteht daRisiko einer FehlentscheidungEs ist daher wichtig, di#&/ahrscheinlichkei-
ten solcher Fehlentscheidunge(fir den langfristigen Durchschnitt) nédher zu aelten.

Aufgrund einer Stichprobe wirtH, entweder abgelehnt (d.H, ist statistisch gesichert)
oder H, beibehalten. In beiden Fallen kann die Entschedichtig oder falsch sein. Damit
ergeben sich die in der folgenden Ubersicht daejesst vier Moglichkeiten:

In Wirklichkeit gilt Entscheidung

H, ablehnen H, beibehalten
H, ist richtig Fehler 1. Art (a) kein Fehler
H, ist falsch kein Fehler Fehler 2. Art (B)
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Fehler 1. Art;

Man spricht von einem Fehler 1. Art, wehh, abgelehnt wird, obwohH, in Wirklichkeit
richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fehsoll kleiner oder gleich einem vorgegebe-
nen Signifikanzniveaw sein. Bei einem Test wird die Wahrscheinlichkéit €inen Fehler
1. Art vom Prufenden festgelegt.

Fehler 2. Art:

Man spricht von einem Fehler 2. Art, wehk beibehalten wird, obwolH , in Wirklichkeit
richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fetvird mit[3 bezeichnet.

Die Grof3e def-Fehlers hangt dabei von dem Abstand zwischenwahten® und der unter
der Nullhypothese angenommenen Verteilung ab, weefalgende Grafik zeigt. Unter der
Nullhypothese wurde hierbei eine Verteilung um derermuteten Mittelwert
M, =500angenommen. Der wahre Mittelwert liegt jedoch jpeiE502. Der -Fehler ergibt

sich nun als die linke Schnittflache der beident®&mgen.

Wahrscheinlichkeit fir
den Fehler 2. Art, falls

R=1

Wahrscheinlich
keit fiir den
Fehler 1. Art

o= 500 1y =502

Da nun in der Praxis der wahre Parameter unbeksin(diesen versucht man ja gerade tber
den Test zu ermitteln), ist d@rFehler, der ja vom wahren Parameter abhangt, irkdgel
unbekannt.

Es lasst sich allerdings zeigen, dal3 der folgenda@menhang gilt:

Je kleiner die Wahrscheinlichkeit fir einen FeHleArt ist, desto gréRRer ist die
Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art.

Grafik: Eine Verkleinerung des Fehlers 1. Art wilmkxleuten, dass die Grenze der rechten
schraffierten Flache nach rechts verschoben wiedd@ Fehler 2. Art (die linke schraffierte
Flache) direkt an dieser Grenze anschliel3t, veggtd&ich def-Fehler entsprechend.

Es ist festzuhalten, dal3 die Wahrscheinlichkeit, abzulehnen, obwohH, richtig ist,
maximala betragt (Fehler 1. Art). Diese Wahrscheinlichlkeihn durch den Untersuchenden
festgelegt werden und sollte moglichst klein seso, dass die Entscheidung fir eine
Ablehnung vorH, ziemlich sicher ist.

Die WahrscheinlichkeitH, anzunehmen, obwolii, falsch ist, hat aber einen unbekannten,
moglicherweise sehr grof3en Wert. Eine EntscheidundH, ist daher nicht anndhernd so
sicher wie eine Entscheidung fhr, .5 Praktiker der empirischen Wirtschafts- und Sooialf

5 Bamberg und Baur (1991) betonen, daR, wepnieht abgelehnt werden kann, dies nicht beded&, H
bestatigt ist. Vielmehr reichen in diesem Fall Bieobachtungsdaten nicht zu einer Ablehnung v
(sozusagen eine Stimmenenthaltung oder ein Frek@us Mangel an Beweisen). Vgl. hierzu Bamberg und
Baur 1991, S. 182.
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schung wahlen daher diejenige Hypothese als GegetiigseH , , die sie ,bestatigen” oder
~statistisch untermauern® wollen.

Generelles Ziel eines Testverfahrens ist also: Eorgegebenes Signifikanzniveau
(Irrtumswahrscheinlichkeit) ist einzuhalten, wopanoglichst klein sein sollte.

1.4 Testentscheidung: Kritischer Wert und p-value

Das Signifikanzniveaw gibt an, welche Irrtumswahrscheinlichkeit héchsteugelassen
wird, einen Fehler 1. Art zu begehen. Bei einemnikpnzniveau vono, = 0,05 darf die
WahrscheinlichkeitH , abzulehnen, obwohl diese richtig ist, héchstendgUagen.

Aus dem Signifikanzniveau lasst sich mit Hilfe einer Testverteilung aus eifiabelle ein
kritischer Testwert ermitteln. Ein Vergleich des kritischen Testwerts der PrifgréRe aus
der Stichprobe fuhrt zur Testentscheidung. LiegtRlitifgrof3e im kritischen Bereich, so wird
H, abgelehnt. Liegt die Prufgrof3e im Konfidenzberg@hRerhalb des kritischen Bereichs),
so kannH,, nicht abgelehnt werden.

Die Testentscheidung kann aber auch tber den piitypablue (p-value) getroffen werden.
Der p-value gibt fur einen Prifwert der Stichprate Wahrscheinlichkeit an, den Fehler 1.
Art zu begehen. Ist der p-value kleiner als dieetagsene Irrtumswahrscheinlichkejtkann
H, abgelehnt werden. Fur einen p-value grof3er algulielassene Irrtumswahrscheinlichkeit
mussH, beibehalten werden.

Testentscheidung

Kritischer Wert

p-value

H, nicht ablehnen

| PrufgroRg < | Kritischer Wert|

p-value > Signifikanzniveau

H, ablehnen

| PrufgroRg > | Kritischer Wert|

p-value < Signifikanzniveau

Grafisch lasst sich das Signifikanzniveau interpretieren als die Flache unterhalb der
jeweiligen Wahrscheinlichkeits(Dichte-)funktion di@sem kritischen Wert.

Der p-value wird durch die Flache ab dem Priufweargdstellt. Fur eine Standard-
normalverteilung ergeben sich beispielsweise falgdgilder:

2Zweiseitiger Test

Da der Priifwert im kritischen Bereich
liegt wird die Nullhypothese abgelehnt.

Kritischer Wert =-1.65
a/2=0.05

Prafwert =-2.5
p-valuei2 =
0.0062

Kritischer Wert = 1.65
a2=005

Prifwert =2.5
p-value/2 = 0.0062

-6 -4 -2 a 2 4 R
Einseitiger Test (rechtsseitig)

Einseitiger Test (linksseitig)

Da der Priifwert im kritischen Bereich
liegt wird die Nullhypothese abgelehnt.

Da der Prifwert im kiitischen Beraich
liegt wird die Nullhypothese abgelehnt

Kritischer Wert = 1,28
a=01

f(x)

f(x)

Kritischer Wert = 1,28
a=0/1

Prifwert =-25
p-value = 0,0062
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1.5 Beurteilungskriterien fur statistische Tests: Gitefunktion und
Operationscharakteristik

Statistische Tests sollen zwei Kriterien erfillen:

1. Die Wahrscheinlichkeit, den Fehler 1. Art (die Nwtbothese wird falschlicherweise
abgelehnt) zu begehen, darf hochstebgtragen.

2. Die Wahrscheinlichkeit den Fehler 2. Art (die Nyjtlothese wird falschlicherweise
beibehalten) zu begehen, soll unter Geltung dBetlingung maglichst gering sein.

Grundsatzlich kann der Fehler 1. Art nur dann bggarwerden, wenn der unbekannte, wahre
Parametef im Bereich der Nullhypothese() liegt; der Fehler 2. Art nur, werthauRerhalb
dieses Bereichs liegt. Die Wahrscheinlichkeit einiggser beiden Fehler zu begehen hangt
also vom Wert des wahren Parametead.

Um zu beurteilen, inwieweit ein Parametertest de;m énforderungen genugt, wird die
Gutefunktion (Teststarke, power des Testgowie die Operationscharakteristik
herangezogen. Die Wahrscheinlichkeiten fir dendfehlund 2. Art kbnnen mit Hilfe dieser
Funktionen berechnet werden.

Liegt der wahre Wert inBereich der Nullhypothese(800,), gibt die Gutefunktion die
Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art an:

G(6) = P(" H,"|Hy) < afiir alle 600, .

Gutefunktion: Die Gutefunktion gibt die Wahrscheinlichkeit einekblehnung der
Nullhypothese  (in  Abhangigkeit von  moglichen Partengerten 60) an:

G(6) = P(PriifgroRe im Ablehnungsbereich vog|&l = P("H,"|6).

Liegt der wahre Wert imBereich der Alternativhypothese (800,), dann gibt die
Operationscharakteristik die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art an:

0C() =1- G(6) = P(" H,"| H,) = B fiir alle 600, .

Operationscharakteristik (OC): Die Operationscharakteristik ist die Wahrscheirdahder
Nichtablehnung der Nullhypothese, wiederum in Algigkeit von den mdglichen
Parameterwertefr

OC(6) =1- G(6) = P(PrufgroRe nicht im Ablehnungsbeieivon H,|6 )= P ("H, |6).

Aus Gutefunktion und Operationscharakteristik vdeditlich: Liegt der wahre Parameéeim
Bereich der Nullhypothesef(1©,), so ist die Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 1. Art

hdchstens. Liegt6 im Bereich der Alternativhypothese, so nimmt diahWscheinlichkeit far
den Fehler 2. Art mit zunehmenden Abstand &auir H, ab.

Beispiele:

Nachstehend findet sich die grafische Darstelluag@iitefunktion flr einen rechtsseitigen,
linksseitigen sowie einen zweiseitigen Parametertéigrbei ist die Wahrscheinlichkeit den
Fehler 1. Art zu begehen (y-Achse) flr verschied@fegte vond (x-Achse) abgetragen. Die
Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 2. Art ergibttsatann aus—-G(4).
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Test rechtsseitidd, : 4#<1000;H, > 100( Test linksseitidd,, : #=1000;H, < 100C:

Guetefunktion Guetefunktion

B 1-oii

G{mu)

>

<1 [0

988 992 996 1000 1004 1008 1012 988 992 996 1000 1004 1008 1012
mu mu

Rechtsseitiger Tedtl, : #<1000;H , > 100(

Ist der wahre Werb kleiner als 1000, liegt die Wahrscheinlichkeit déehler 1. Art zu
begehen unter. Betragtt=1000, so ist die Wahrscheinlichkeit fir diesenl&ebenauw. Die
Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art |&sst satbo als Ordinatenwert (Strecke) unterhalb
der Gutefunktion ablesen. Nimiiedoch einen Wert Giber 1000 an, besteht die Gefialen
Fehler 2. Art zu begehen. Die Wahrscheinlichkeit fien Fehler 2. Art ergibt sich
ausl-G(@). Dies ist grafisch als Strecke oberhalb der Giilefon abzulesen. Es wird

deutlich, dass die Wahrscheinlichkeit fur den FeBleéArt sinkt, wenrd zunimmt.
Linksseitiger TestH, : 4 =21000;H , ;1 < 100(

Bei einer linksseitigen Fragestellung ist die Argumation genau umgekehrt. NimfiVerte
Uber 1000 an, liegt die Wahrscheinlichkeit fir deler 1. Art untew. Fur Werte Kkleiner als
1000 besteht die Wahrscheinlichkeit fir den FeBlekrt. Je niedriger die Werte vansind,
desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit einenl&reh. Art zu begehen.

Zweiseitiger TestH, : #=1000H, :x # 100C:

Guetefunktion

0.8

0.6

0.4

‘ 988 992 996 1000 1004 1008 1012
11111

In diesem Fall betragt die Wahrscheinlichkeit eifk@hler 1. Art zu begehen genauwenn
der wahre Wert 1000 ist. I8tungleich 1000 ist es nur noch mdglich einen FeBlehrt zu
begehen. Wie bei den anderen Tests wird der Féhkert unterhalb der Gutefunktion und der
Fehler 2. Art oberhalb der Gltefunktion abgelesen.
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2 Einstichprobentest flr den Anteilswert

Unter einem Einstichprobentest versteht man eisains8schen Test auf der Grundlage des
Ergebnissesiner Stichprobe.

2.1 Einfache Hypothese und einfache Alternative

Beispiel zur Testentwicklung:

Ein Schraubenproduzent betreibt zwei Maschinengrdéiusschul3anteile 20 % bzw. 50 %
betragen. In einer Stichprobe vom Umfang n =20 denr x =6 defekte Schrauben
festgestellt.

Frage: Wird damit die Behauptung, die Lieferungrstee von der Maschine mit p = 0,2 bei
einem Signifikanzniveau vom = 0,05 widerlegt?

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

PrifgréRe Parametermenge ©={ 0,205}
Nullhypothese: H,:p= 02
Alternativhypothese: H,:p=05

Signifikanzniveau: a=005

2. Schritt: Testverteilung

Die Stichprobe ist aus einer dichotomen GrundgdsaitntDie Anzahl der defekten Schrau-
ben in der Stichprobe ist (n/N klein) binomialvdttemit n = 20 und p = 0,2 oder p = 0,5.

Die Prufgrofe X ='Anzahl der defekten Schraubenfiir kleines n/N unter Hbinomialver-
teilt mitn =20 und p = 0,2:

X ~ B(20; 0,2)

3. Schritt: Kritischer Bereich

Sind in der Stichprobe wenig defekte Schraubenstsél, :p = 0,2 plausibel. Werden dage-

gen viele defekte Schrauben gezahlt, so |sttijunsten der Alternativel , :p= 05 abzu-
lehnen.

Genigen x = 6 defekte Schrauben schon, um sichl flzu entscheiden? Wo ist die Grenze
zwischen der Entscheidung fuy, ldnd der Beibehaltung vonyt2u ziehen?

Gesucht wird hier also ein kritischer Wegt der fur folgende Regel eingesetzt werden soll:
Lehne H ab, falls x= X,
Lehne H nicht ab, falls x < x.

6 Bei dem beschriebenen Experiment handelt es sickin Ziehen ohne Zuriicklegen. Voraussetzung fir di
Anwendung der Binomialverteiung ist aber die unalgiige Wiederholung eines Zufallsexperiments (Ziehen
mit Zurucklegen). Naherungsweise gilt dies aberhaooch beim Ziehen ohne Zuriicklegen, wenn der
Auswahlsatz n/N vernachlassigbar klein ist, d. lweit gro3er als n ist.
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Da als Signifikanzniveaa = 0,05 gewahlt wurde, mul3 gelten:
P(X=x,|p=02) 005

Zusatzlich sollte xso klein sein, daB mdglichst ausgeschopft wird.
Xist unter H B(20;0,2)-verteilt, d. h.

i (:J p“(-p)<a

k=X,

im Beispiel:

= (20
Z( J[G),ZKEG),SZHSO,OS
=X k

k
120
<> 02" 082095 (*)
o\ K
Gesucht wird also das kleinstg, xlas (*) erfullt.
Aus der Tabelle ermittelt man:

6
k=0

Z(ZEjm’jm’go—k:F X< 6|p= 0,2F 0,91383 0,¢

2

7
k=0

20

( kj[m,?[o,go‘k:F X< 7|p= 0,2F 0,9679 O0,!
Also 7=x,-1=x,=8

Annahmebereich: {0,1,..., 7}

Kritischer Bereich: {8, 9, 10,...}

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
x = 6 defekte Schrauben sind in der Stichprobe.

5. Schritt: Entscheidung und Interpretation

X = 6 liegt nicht im kritischen Bereich, x = 6 ltegjso im Annahmebereich:
Ho: p = 0,02 wird beibehalten.

2.2 Zweiseitige Fragestellung

Beispiel zur Testentwicklung:

Der Gummibarchenhersteller HARRY PO will Gberprifeb der Anteil der roten Bérchen
25 % betragt. Er entnimmt 50 Barchen aus der lalgheriProduktion und zahlt zehn rote Bar-
chen.

Ist damit die Hypothese, dal3 durchschnittlich eier¥él der Barchen rot sind, bei einem Si-
gnifikanzniveau vor = 0,05 widerlegt?
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1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: ©=[0,]]
Nullhypothese: H,:p=0,25
Alternativhypothese: H,:p#0,25

Signifikanzniveau: a=0,05
2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Als Schéatzfunktion kann hieﬁ:é verwendet werden. Es ergibt siﬁh;—gzo, 20.
n

Unter H, ist X ~ B(50; 0,25), da n/N klein ist.
Da npl{l-p)=50025{1-025)=9375>9 ist, kann firp unter H, auch approximativ eine
Normalverteilung angenommen werden.
E(P)=p=0,25 und
pl{l1-p) _0,25075
n 5

Var(p| p= =0,0037¢

Testverteilung: Normalverteilung
Als standardnormalverteilte Prufgrof3e kann hiemdegrwendet werden:

22&255'* N(O, 1)

4/0,0037

3. Schritt: Kritischer Bereich

Die Nullhypothese Kl p = 0,25 wird verworfen, wenn der Anteil der geltén roten Barchen
in der Stichprobe von p = 0,25 ‘weit' nach obenr aggen abweicht. Kritischer Bereich fir
die PrufgroRRe Z:

(~o0,2, [z, +0)..

Bei einer zweiseitigen Fragestellung erscheintiesvsll, die Irrtumswahrscheinlichkei
symmetrisch ir2[a / 2 aufzuteilen:

wahle 7 so, daRP(z<z| p= 0,25)%;

wahle z so, daRP(Z2z,| p= 0,25):%.

Da Z naherungsweise standardnormalverteilt istd 8jr=z,,, undz,=z,_,,, aus der Tabelle
zu entnehmen:

%:0,025: z,=-196 z,=+ 1 96

Aus der Tabelle ergibt sich:

7 vgl. hierzu auch den Abschnitt IV.5 ,Normalverteig als Naherungsverteilung®.
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F,(z)=095undz=F,*(095) bzw.
F,(2)=0975=27z=196.

4. Schritt: Wert der Prifgrofl3e
Fur die Prufgrol3e ergibt sich aus der Stichprobe:

_ p-E(p) _020-025_-005 _
z =— 082
JVar(f{p) /000375 006124

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
Da-1,96<z=-0,82<+1,96 ist, kannH,:p=0, 2 nicht verworfen werden.

Die Hypothese, daf im Durchschnitt ein Viertel Bérchen rot sind, kann bei= 0,05 nicht
widerlegt werden.

Alternativ kann man auch eine Entscheidung Gbekudiischen Anteilswerte treffen:

_ Pcu=Po — .
Zu - = pcu - pO + Zuob’
Op
_Pco = Po _
Z,= C(:)_ = Pco = Po + Zoob’

P
wobei o= Var(f{ p) und p,=E(p).
FiUr das Beispiel ergibt sich hier konkret:
P,=0,25-1963 Q 00375 025 0 X ,013

P =0,25+1 96y 0 00375 026 0 ,037

Da0,13<p=0,20<0,37 ist, wird H, beibehalten, ein Anteil der roten Barchen von 2k&¥n
nicht widerlegt werden (bei =0,05).

2.3 Einseitige Fragestellung

Beispiel zur Testentwicklung:

Wir betrachten hier erneut das Unternehmen CHIO §BGuus dem einleitenden Beispiel.
Als Produzent eines Massenartikels hatte CHIO CHQi¢Gauptet, dald der Ausschul3anteil
einer Lieferung hochstens 10 % betrage. Wir wolkeer die Behauptung 90,10 Uber-
prufen.

Eine Stichprobe ohne Zuriicklegen hat bei einem dmfaon n = 100 x = 13 defekte Chips
zu Tage gebracht. Kann die Behauptung bei einemiftkignzniveau voro = 0,05 widerlegt
werden?

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: ©=[0,]

Nullhypothese: H,:p<0,1C
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Alternativhypothese:  H,:p>0,1C

Signikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Unter H, ist die Anzahl X der defekten Chips binomialvettéB(100,010)).

Wiederum wollen wir hier annehmen, dal3 n/N kleimggist, um eine Binomialverteilung
fur gerechtfertigt zu halten.

Die Schz‘itzfunktion|@=5 ist dann approximativ normalverteilt, Wermﬂh[(l—p)z9 ist. Of-
n

fensichtlich ist diese Ungleichung erfillt, weps0,1C gilt, aber nicht fiir0<p<0,10. Man
bendétigt aber eine Prifgrol3e, fur die die Testiartg unter der gesamten Nullhypothese an-
gegeben werden kann.

Mul3 man dieses Testproblem deshalb mit der Binamitdilung I6sen? Wir werden im
dritten Schritt sehen, dal3 dies nicht notwendig ist
3. Schritt: Kritischer Bereich

Die NullhypotheseH:p<0,1C wird verworfen, wenn sich sehr viele defekte Chipsder
Stichprobe befinden.

Kritischer Bereich[k, ,c

Die Grenze kist so zu wahlen, dafl? die Wahrscheinlichke,z2d verwerfen, obwohl sie
richtig ist, fur jedeg D[O; 0, 1(] héchstensi ist. Gesucht wird also das kleinste Kir das ge-

rade noch gilé
P(Xzk.| p<a fur alle0< p<0,1
Anschaulich ist Klar, darP(szc| p) mit wachsendem p groR3er wird, d.h., dal3 die Wahr-
scheinlichkeit also (unter jifur p = 0,10 maximal ist. Dies bedeutet folglich:
Aus P(Xzk | p=0,10<a folgt P( X= k| O< p< Q 10<a,
weil P(X=k | 0<p<0,10< P( X2 k| p= Q 1Q<a st
Wenn man fir p = 0,10 ein, kefunden hat, das das Signifikanzniveaeinhalt, so wird mit

k. das Signifikanzniveaa bei jedem0< p<0,10 auch eingehalten. Damit genlgt es also, ein
k. in Abhangigkeit von p = 0,10 zu konstruieren.

Damit kénnen wir die Binomialverteilung hier durdie Normalverteilung approximieren:

E(fp= 010):E(§| p= 01oj: 010,

Var(fi p=010F0?2= p[qi_ b). Olm’g—o,ooog

0C
Fiar p =0,10 isp ~ N(0,1; 0,03)-verteilt.
Prufgro3e:Z= p—E(p) = p—O,l’ wobei Z ~ N(0, 1)-verteilt ist.

NVar [o p) 003

8  Die Ableitung findet sich in Hujer 1991, S. 186 ff
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Als Entscheidungsregel ergibt sich dann:

H, sollte verworfen werden, falls die Stichprobe e¥z, _ liefert. Hier ergibt sich:
Z,_,=2,0,=1645(Aus:z=F,(z)=1645)
Kritischer Bereich{1,645 o

4. Schritt: Wert der Prifgrof3e

ﬁ:é:l_szo’ls
n 100

,_P-01_013-010 0,03_,
0,03 0,03 0,03

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

z=1<1,64E%, d.h., die Stichprobe liefert hier einen Wert fiider nicht in den kritischen Be-
reich fallt. H,:p< 0,10 kann also nicht verworfen werden.

Alternativ kann man hier auch einen Wert fur deitidehen Anteilswert pbestimmen:
pc B pO

z,=—=——
Op

mit p0=E(ﬁ p) und Jp:JVarfﬂ p).

Es ergibt sich:
Pc=Po*7Z¢ [Ob
=0,10+ 1 64510 03
=0,14935

Bei 13 defekten Chipsn(=10C) kann H, nicht verworfen werden. Erst ab 15 defekten Chips
ist die Lieferung zu beanstanden.

3 Einstichprobentest flr das arithmetische Mittel kei normalverteilter
Grundgesamtheit

Die Testgréf3en im letzten Kapitel bauen auf bindweideilten Zufallsvariablen auf. Bei be-
kanntem Stichprobenumfang n ist die Binomialveutaij nur von dem Parameter p abhangig.

Die Normalverteilung ist aber von zwei Parametdshéagig:p und 2. Man unterscheidet
bei Tests fur das arithmetische Mittel zwei Falle:
1. Die Varianzo? ist bekannt, d.h., es bleibt ein unbekanntermatar, namlich das zu
testendeu.
2. Die Varianzo? ist unbekannt. Hier gibt es eine Prifvariable, wh@bhangig vomw?
ist.
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3.1 Einstichprobentest fuirp bei bekanntemag?

Die folgenden Tests sollen an eindmpfelweinbeispiel entwickelt werden:

Bei der letzten Apfelwein-Kampagne hat eine Abfidsohine mitu=1,0 | undo = 0,001 |
gearbeitet. Jetzt soll Uberprift werden, ob diekischnittliche Fullmenge noch bei 1,0 | liegt.
Dazu werden n = 30 Flaschen aus der laufenden Rioduentnommen und nachgemessen.
Die Stichprobe liefert eirx = 0,9995 |. Hat sich die durchschnittliche Fillgersignifikant
beia = 0,05 verandert?

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: ©=[0,c
Nullhypothese: Hy:pn=10
Alternativhypothese: Hy:pzL0

Signifikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Die ZufallsvariableX ist normalverteilt. Unter flbesitztX einen Mittelwertu,=10. Wenn
man annimmt, daR sich der Standardfelsler0,001 nicht gedndert hat, isX unter H, folg-
lich N(10000%)-verteilt.

Standardisieren liefert damit die standardnormadiee Prifgrofe

7= X_,uo _X_/Jo
WVar(X) oy

Wie bei der Konfidenzintervallberechnung ergibhsttie Mittelwertvarianzr% aus der Vari-
anzo? der Zufallsvariablen X aus

2

o o o
var(X o2 = bzw. oy =T
Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen bEInHO ,05:
o =0 [N-n
* Jn\yN-1

3. Schritt: Kritischer Bereich

FUr den zweiseitigen Test entnimmt man der TaloleStandardnormalverteilung die kriti-
schen Wertda=005):

z3=1,96 z:=-196
Der kritische Bereich hat hier die Form:

(- 00;- 196] 01 [1960).

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
Mit den Werten der Stichprobe (mit Zuricklegen)ariman:
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_X=Mo - 0,9996-1,00C =n  0,000f o
z=2"F0 [p=—20 S 30=- 2 /30=- 2 74
o 0,001 0,001 z

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
z2=-2,74<-196=-7.
Damit wird H, abgelehnt.

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % hattsidie durchschnittliche Fullmenge des
feinen 'Stoffchens' also verandert.

Auch hier kann man einen einseitigen Test durclefitihr

Ho: U2 Mo Ho: H< Ho
bzw.
HatH<Hg Hat 1> U
Als kritischer Bereich ergibt sich hier:
(- iz,] |24+ )
3.2 Einstichprobentest firp bei unbekanntemo?

Wir betrachten hier weiterhin dégpfelweinbeispiel Die Stichprobe soll hier als zuséatzliches
Ergebnis eine Standardabweichung von s = 0,00i8i¢fert haben. Die Annahme, daf3
nach wie vor bei 0,001 | liegt, wird jetzt fallertigesen.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: ©=[0,»
Nullhypothese: Hy:p=10
Alternativhypothese:  H,:u#1,0
Signifikanzniveau: a=0,05
2. Schritt:  Prafgrof3e, Testverteilung
Die standardisierte Prufgrof3e ist analog zur Kanfiintervallberechnung

_ Xy _X—fly
T = —~ mit
JVar(X)

S N-n
n-1\' N °

Die PrufgroRe T ist unter H-verteilt mitv = n— 1 Freiheitsgraden.
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3. Schritt: Kritischer Bereich
FUr den zweiseitigen Test entnimmt man der Taladlet-Verteilung die kritischen Werte
(a=005):

t?=2,045undt;=— 2 045 v =29

Damit erhalt man als kritischen Bereich:
(- 00;— 2045 0] 20450)

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
Mit den Werten der Stichprobe ist:
X—Ho _0,999t-1,00C_ 0,000%t _

t= = =- =-1,99
s/\/(n-1) 0,00139v 29 0,000251

5. Schritt:  Entscheidung, Interpretation
t. =—2,045<- 1 9%t<+ 2 04512, d. h.H,:u= 1 Owird nicht abgelehnt.

Auch hier kann man einen einseitigen Test durclefitihr
Ho U2 g Ho: U< o
bzw.
HatH<Hqg Hal l>Hg
Als kritischer Bereich ergibt sich dann:
(_ oo;ta;n—lj |,t1—a;n—1;+ oo)

Fur n > 30 kann die t-Verteilung durch die Normalegung approximiert werden.
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THEY PULL OUT A
SIMPLE RANDOM
SAMPLE OF 49 BOXES,
WEIGH EACH ONE, AND
DETERMINE THE
SAMPLE'S SUMMARY

STATISTICS:
Z = 15.90 oz
$ = .36 oz

A LITTLE LIGHT—BUT
SIGNIFICANTLY 507

—
THEY PLUG THE VALUES INTO THE TEST STATISTIC TO FIND
15.9-16 _
Zogs = 355

SEND T

BALK, You
BURN

ARTIST I/

NOW THEY COMPUTE THE P-VALUE:

Priz< -2 | Hp) = . 0227

_Ql- —E.DE
THIS BEING LESS THAN THE .05
SIGNIFICANCE LEVEL, GENUINE GROCERY
REJECTS THE NULL HYPOTHESIS, AND
ng SHIPMENT.

T ..
o]

60T THE MUNCHIES,
MAN ... | DAPH'T

.

THINE fNYONE WOULD

NOTICE IF | ATE A

LiTTLE FROM BVERY
Box

Gonick, Smith 1993
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4 Einstichprobentest flr die Varianz bei normalvereilter Grundge-
samtheit

Im letzten Kapitel wurde das arithmetische Mittetestet; nun steht die Varianz als zweite
zentrale Kenngrél3e im Vordergrund des Interesses.

4.1 Zweiseitige Fragestellung

FUr unserApfelweinbeispiel wird nun die Frage untersucht, ob sich der Stalidhaterc der
Fullmenge signifikant beit = 0,05 verandert hat.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: 0=IR"
Nullhypothese: H,:0=0,001
Alternativhypothese:  H,:0#0,001

Signifikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrofl3e, Testverteilung
Die Prifgréfie

ist unter H x2-verteilt mitv = n— 1 Freiheitsgraden.

3. Schritt: Kritischer Bereich

Fur den zweiseitigen Test entnimmt man der Taloiex2-Verteilung die kritischen Werte
(a=005v=29):

X2,=16,047 und
X2, =45,722

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e

32 0,00135)
?=—-=301— =30(11.35)"=54675.
X o2 Oé opmj o35 =545

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

X3,=45, 72 54 6752, d.h., H: 0 = 0,001 wird abgelehnt: der Standardfehler dei- Fiil
menge hat sich also signifikant verandert.

4.2 Einseitige Fragestellung

Wir wollen unserApfelweinbeispiel hier weiter betrachten, aber nun Uberprifen, ob der
Standardfehleo signifikant vergré3ert hat.
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1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: 0=IR"
Nullhypothese: H,:0<0,001
Alternativhypothese: H,:0>0,001

Signifikanzniveau: a=0,05

2. und 3. Schritt: Prufgrof3e, Testverteilung, kritischer Bereich
Die Prufgroi3e
n$
X*=

0.2

ist x2-verteilt mitv = n— 1 Freiheitsgraderq? ist der wahre Parameter.

Als Prufgrof3e wahlt man hier

, NF
Xo= 2
Op

denn isto=0,=0,001 dann istx; = d x?(n-1)-verteilt, und man entnimmt der Tabelle

2

0

fiir die x2-Verteilung den kritischen Weftr=005):
x2(29)= 42557,

und es gilt fir jedes?:

P(/Yzz X’ UZ)ZP( r[Ef;ZZ 2 azjza.

g

Wennao?<a3 gilt, dann ist:

2
Plx22x? 0—250—5)=p( LY

o’<o?
JO

2 2
_p %>X‘>2| JZSJSJ
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Damit ist gezeigt, daR fir die Prifgroge= n[fz gilt:
o

0

P(x52x%| 0% <a fir jedess’<ap.

Als Ergebnis kann festgehalten werden, daR mitRté&fgroRex3 und dem kritischen Wert
x2(n-1) ein Test konstruiert ist, der fiir jedebaus H das Signifikanzniveaa einhalt,

4. Schritt: Wert der Prifgrof3e

M$2 . (000135
P=——— =30 =54675
Yo ol { opmj a

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
Dax5=54,675 42 55%? ist, wird die Nullhypothese §10<0,001 abgelehnt.

5 Zweistichprobentest flir die Differenz zweier arihmetischer Mittel

Wir betrachten nun den Fall, dal3 aus zwei Grundgtszten je eine Stichprobe vom Um-
fang n; bzw. n, gezogen wurde. Die beiden Stichproben liefernadiithmetischen Mittek,
undX,.

Kann man nun aus der beobachteten Differenz aubifierenz p, —p, in der Grundgesamt-
heit schlieRen?
Wir wollen hier zwei Modellvoraussetzungen annehmen

- Die beiden Stichproben sind voneinander unablgangi
- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@gesamtheiten.

Beispiel:

Mit Hilfe der Maschinen M und M, wird Tee verpackt. Es soll nun Uberprift werddmdee
Maschine M mit dem gleichen durchschnittlichen Fillgewichbeitet wie M. Dazu wird je
eine Stichprobe von jeder Maschine erhoben:

Stichprobe 1:n,=12,%, =13C gr.
Stichprobe 2:n,=10,X, =127 gr.

Die Fillgewichte der beiden Maschinen sollen ann@henormalverteilt sein. Als
Signifikanzniveau wirax = 0,01 festgelegt.

Zur besseren Ubersicht wollen wir den Zweistichprikst fir die Differenz zweier arithme-
tischer Mittel an diesem Beispiel getrennt fur beke (5.1) und unbekannte Varianzen (5.2)
durchfihren.

Wie auch aus dem Kapitel Uber Konfidenzintervalisiahtlich wird, wird der prinzipielle
Unterschied der Vorgehensweise lediglich in dervigrdung unterschiedlicher Testvertei-
lungen liegen:
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bekannte Varianz: Standardnormalverteilung
unbekannte Varianz:  Student (t)-Verteilung (da ¥azi geschatzt wird).

In beiden Abschnitten (5.1 mit bekannter Varian@isdb.2 mit unbekannter Varianz) werden
jeweils zwei Falle unterschieden:

. Fall 1: Die Standardabweichung beider Maschineglé&ch (Varianzhomogenitat)
¢ Fall2: Die Standardabweichung beider Maschinen umgleich (Varianzinhomo-
genitat)

Korrektur bei Stichproben ohne Zurticklegen umdN >0, 05:
Die Varianzen fiir X, missen mit (N,-n,)/(N,-1) und fiir X, mit (N,-n,)/(N,-1)
multipliziert werden.

5.1 Zweistichprobentest fur die Differenz zweier athmetischer Mittel bei
bekannter Varianz

Mit bekannten Varianzen der Grundgesamtheit und deigen Beispiel wird nun der Zwei-
stichprobentest fur die Differenz zweier arithmetisr Mittel durchgefthrt.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: M, 0OR:0,=IR bzw. py; -, 0R
Mo OIR: O, =IR 0=IR
Also: ©=0, x0, =IR?
Nullhypothese: Ho: My =H, Ho: 4y —H,=0
Alternativhypothese:  H,: g, U, Hy H, -1, %0
Signifikanzniveau: a=0,01 a=0,01

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Wir ermitteln fiir die Stichprobenfunktiob_(l—fz) den Erwartungswert und die Varianz:

E()?l—)_(2)=E()Tl)—E()T2 ):/'ll_/'[Z

var(X,~X, var(X, Jvar(X, ) (wegen Unbhangigkei, vgl. VII. 6)
:J_]-2+J_22
nl n2 .

var(X,-X, pvar(X pvar(X,}  2coX,, X,)
%/—/
=0(wegen Unahéangigket, vgl. VII. 6)
ol o}
:—1+—2:0'§
n nm
Fall 1: Varianzhomogenitati? =o5:=0? (bekannt)

Var()?l— X ) ):O'S :az(i+ij:gz(mj
n N, n,(n,
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Fur die standardnormalverteilte Prifgrof3e Z erhalier mit der Nullhypothese@, -, =0:

7= X_,u_(>_(1_)?2 )_(/'Il_/'IZ)_ >_(1_>_(2
o o, o,

_ )?l_>_(2 _()?1_)?2) n12
Jﬁ/nﬁnz o \n#n,

n,0,

Z ist unter | N(0,1)-verteilt.

Fall 2: Varianzinhomogenitay? # a5 (bekannt)

2 2 2 2
Jl +0-2 _n2la-l +nllﬂ-2

Var(X,-X, Fg?=
( 1 2): D nl n2 n12

Prufgrol3e:
Op N, @2+ 02 /n, 02 +n, 02
n, th,

Z ist unter | N(0,1)-verteilt.

3. Schritt: Kritischer Bereich
Die kritischen Bereiche kdnnen hier wie im Einspicdbentest konstruiert werden.

Da die Priufgro3en Z fur die Falle 1 und 2 (Variasmaogenitat und -inhomogenitat) stan-
dardnormalverteilt sind, erhalten wir fur beidel&dlie folgenden

kritischen Bereiche (zweiseitige Fragestellung):
(~e0,2, ][z, #e0)
Aus der Tabelle der Standardnormalverteilung entmtinan dann die Werte:

Zy=2q und zO:zl_g.
2 2

Mit der Irrtumswahrscheinlichkegt = 0,01 ist

Z,= 20,005: -2,575¢ und Zn=2 Q 995~ 2,575¢.

Kritischer Bereich:
(~00,~257590[25758+ ).
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4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
Fall 1: Varianzhomogenitag? =o5:=0? (bekannt)

Mit der bekannten Varianz vasr =2 bzw. 07 =05=0°=2,0 gr. ist:
o \m+n,
_130-127 12110
72,0 12+10
=2,1213 2 3355
=4,9543

Fall 2: Varianzinhomogenita? # a5 (bekannt)

Mit den bekannten ungleichen Standardabweichuger?,3gr. undo, =1,99r.

%-X
ZZ# n12

Va7 +n(d;

130127
= 1210
J1afeaf+12(19f
=3 109545
98092

=3,3503

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Fall 1: Varianzhomogenitat; =o5:=a? (bekannt)
2=4,954:>2,575¢=2,

d.h., die Hypotheskl,: p, =p, wird abgelehnt.

Fall 2: Varianzinhomogenitabf # o% (bekannt)
z=3,350:>2,575¢=7,,

d.h., die Hypotheskl,: p, =p, wird auch in diesem Fall abgelehnt.

5.2 Zweistichprobentest fur die Differenz zweier athmetischer Mittel bei
unbekannter Varianz

In der Praxis sind die Varianzeof und c§ jedoch meist unbekannt. Haufig mufd auch die

Annahmeo? =03 fallengelassen werden. Wie im Einstichprobentéstnen die Varianzen
aber durch ihre Schatzer ersetzt werden, wodurchtraarteilte Prifgrof3en erhélt.

Wir betrachten weiter dagerpackungsmaschinenbeispiglwobei wir die Modifikation vor-
nehmen, dald jetzt zusatzlich die Stichprobenstdfelder ermittelt werden, aber dafur die

wahren Varianzew? und a5 unbekannt sein sollen:

- Stichprobe 1: n,=12,%,=13Cgr.,s;,=2,249r.
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- Stichprobe 2: n,=10,X,=127gr.,s,=18qr.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: M, UR:0,=IR bzw. p; -4, 0OR
U, OIR: ©,=IR O=IR
Also: ©=0,x0,=IR?
Nullhypothese: Ho: M =1, Ho: M, —H,=0
Alternativhypothese: Hai M5 Hy M, —H, 70
Signifikanzniveau: a=0,01 a=0,01

2. Schritt:  Prafgrofie, Testverteilung
Unterschiede zum Fall bekannter Varianzen ergeiocbnedoch fur die Prifgroie:

Fall 1: Varianzhomogenitati? =05 =0 (unbekannt)

Wie unter VII. 2.2 ausgefuhrt, kann die unbekanvéeanz erwartungstreu geschétzt werden
allgemein durch

52= n S2= n Zi(xi_i)z_zi(xi_i)z
n-1 n-1 n n-1

Mit den beiden Teilstichproben und

Ny _
N, Z(Xli_xl)z n,

= : 1 o
2_i=1 b 2 - X, =X 2
g, nl_]_S_ -1 wobei S nl;( 1 ~X4)

Sg =i2(X2i _Yz)z

N, 3

ist dann der erwartungstreue Schatzer fur die Gesaianz

1
82_ 2+n 2
o, S . (5]
52= n+n E(n1[§2+n2[522)
r]1'*"“2_2 n+n,
5= Mt [Sz_nl[Sf+n2ES§
n+n,-2 n+n,-2
1 2 1 =\
n1EEDZ(XL _Xl) +n2EnFDZ(X2| _Xz)
5.2_ 2
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i(xu a Xl)z + g(xzi a Xz)z

o2 =1

0— =| |
(n, - 1)+ (n, -1)
- (nl—l)u&f+(n2—1)u3§ — n1[512+n2[522
n+n,-2 n+n,-2
Furs$$=5 = Sist

~ n, +n
0'2: 1 2 [$2

Eingesetzt in die Varianz der Stichprobenfunkt(3§-X,)
2 2
Var(X,-X, o2 =2 +ﬁ=02(1+ij
n n n n

erhalten wir den erwartungstreuen Schatzeofimit

52 =5—2(i+ij:a2(mj
nl n2 r]12
_n:l. [52”‘2 ESZ2 rﬂ\nl-l_nz )
n+n,—2 t n,1,

Die PriifgroRe erhalten wir dadurch, daR wir dieakaimnte Varianz? durch ihren Schatzer
62 ersetzer(14,—1,=0):

T—(Xl_izz_(lul_:uz)_(il_xz)_ Xliiz n,0,

A

UD UD o nl + n2

T ist wegen der geschatzten Varianz t-verteiltwistn, + n, — 2 Freiheitsgraden.
Fall 2: Varianzinhomogenitéio; # 03, (07,05 unbekannt)

Dieses sogenannte Behrens-Fischer-Problem ist eicitt I6sbar. Fur praktische Zwecke
geeignet ist ein Ansatz mit
n

~2 2 ~2
01 =——-9 0=

n;

s

eingesetzt als Schatzer fif und o3 in

_N,0; +n,0;

var(X,-X, Fo? .
172
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Also
62D:n26§+n16§:n1—1sl n2—1Sz
n, i, n, h,
1 o, 1 o
= S+ S
n -1 n,-1
Prufgrol3e:
X;-X
T 12 yn, [,

\/nztﬁi"'nl@%

Diese Prufgrol3e ist aber nur anndhernd t-vert@i#t. Zahl der Freiheitsgrade bestimmt man
nun tber

Vi=—oy L > mit
w +(1—W)

Da v* in der Regel keine ganze Zahl sein wird, erhalb i@ Zahl der Freiheitsgrade durch
Abrunden:

V:|_V*J.

3. Schritt: Kritischer Bereich

Da die Varianzer? bzw. o7 und a5 unbekannt sind, sind die PrifgroRen t-verteilt ban
nahernd t-verteilt.

Kritischer Bereich:
(oot |Oftr+eo)

Aus der Tabelle der t-Verteilung entnimmt man diéischen Werte:
ty =ty Und to=ty g5,
Die Falle 1 und 2 werden in der Regel nicht diesénzahl von Freiheitsgraden aufweisen.
In unserem Beispiel sind die Zahlen aber so gewdafiv=v*.
Im Beispiel gilt:
$=2,2°=4,84 n=12
$=1,8=324 n,=10
Fall 1: Varianzhomogenitag? =05 =02 (unbekannt)

v=n;+n,-2=12+10-2=20

to=150,0905=2,845, t, =—t,=-2,84¢
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Fall 2: Varianzinhomogenitaw? # a5, (07 ,05 unbekannt)

6]2__ n, |__$l§2—12484—5,28
nl 11
Ao 1008 24
o = =3,60
2 n, - E‘é 9
G2
___of, _ 52800 _ 528 _528_ .
620, +620, 528010+ 3 6M112 52,8+ 4320 96
Y= 1 _ 1 _ 1 1

= 2
w' (-w)* (055, (0457 00275+0,0225 005
n-1 n,-1 11 9

t —t20 0995—2 84\.., u _tO:_2,84E

4. Schritt: Wert der Prifgrof3e

Fall 1: Varianzhomogenitati; =o3 =0 (unbekannt)
6 n,+n,

$= o s

2484+10324
1210[(1 B+032)

=—[90,48:4,1127
22

nl + n2
_ | 12+10
12+10- 2
=1,0488 12 027% 2 1269

_130-127_[12010
2,1269 | 12+10

=1,410512 3355 32942

o=

4,1127

Fall 2: Varianzinhomogenitéw? # a5, (07 ,05 unbekannt)




150 Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechgumd induktive Statistik

=5,28

oro M o 120484
n -1 11

=3,60

2 Ny 100324
o =
> nz_lﬁ'f%

t= 13127 §/120=il]10, 9545 33541
/1005 28+ 1713 60 J96
5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Fall 1: Varianzhomogenitati? =05 =0 (unbekannt)
t=3,294:>2,845=t,

Fall 2: Varianzinhomogenitaw? # 03, (62,05 unbekannt)

t=3,3541>2,84E=t
Die Hypothesgt,=p, wird also in beiden Fallen abgelehnt.
Auch hier kann man fir beide Falle einseitige Fségjaingen untersuchen. Wir betrachten
hier deneinseitigen Test

Ho: M < Ho:t,— 1, <0

o- M1SH2 bZW. o-H17H2

Hatli>H, HatHy—H2 >0,
Wir erhalten in unserem Beispiel:
Die Varianzen g2 bzw. a2 und a3 sind bekannt:
Als kritischen Wert ermitteln wir hiefa=001):

Z,=2(99=2,3265
In beiden Fallen (Varianzhomogenitat usidhomogenitgt ist z>z_.. Daher wird die Hypo-
thesey, <p, verworfen.
Die Varianzen o2 bzw. g% und a3 sind unbekannt:
Als kritischen Wert ermitteln wir hiefa=001):

tC = t20’ 0’99: 2,SZE

Auch hier ist in beiden Fallen (Varianzhomogenitét -inhomogenitgt t>t_, so dafji, <y,
verworfen wird.

6 Zweistichprobentests flr den Quotienten zweier i@&anzen

Zwei Voraussetzungen werden beibehalten:

- Die beiden Stichproben sind unabhangig voneinande
- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@gesamtheiten.
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Zweistichprobentests fur den Quotienten zweier &f@en sollen anhand eines Beispiels
entwickelt werden.

Als Beispiel betrachten wir hier deviergleich von EinkommensverteilungenEs soll unter-
sucht werden, ob die Streuung der Einkommen in @laich oder groR3er ist als in B (A, B
seien Lander, Betriebe usw.). Eine Stichprobe wvof/ Umfangn, =21 hat eine Standardab-
weichung vons; =32z DM ergeben. In B wurde eine Stichprobe vom Umfapg16 erho-
ben, die eine Standardabweichung €9r 28 DM ergab. Ist die Streuung der Einkommen in
A ungleich oder grof3er als in B, wear=0,05 gewahlt wird?

Wir unterscheiden wieder nach zweiseitiger (6.1 emseitiger Fragestellung (6.2).

6.1 Zweiseitige Fragestellung

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: (9=(IR+)2 bzw. ©=IR"
0.2
Nullhypothese: H,: 02=03 HO:G_%:
2
| 2, 2 o
Alternativhypothese:  H,:0;7#0;5 Hp: 0—§¢1
Signifikanzniveau: a=0,05 a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

n A n
L _S7 und 65=—-2

iber S7 und S5 voneinander unabhéngjg-verteilte Zufallsvariablen. Da gilt, daR der Quo-

tient zweier voneinander unabhangiggrverteilten und durch ihre Freiheitsgrade dividkert
Zufallsvariablen F-verteilt istkann als PrifgroRe herangezogen werden:

an—zz 5/ (n-1) _
6; n,[5/(n-1)
Diese PruifgroRRe ist unterol—bf =0§ F-verteilt mitv, =n; =1 und v, =n, —1 Freiheitsgraden:
FORWp,W,):

Die Varianzen bzw. ihre (erwartungstreuen) Schatzer S; sind

3. Schritt: Kritischer Bereich

Je mehr der Quotierdt: / 65 von 1 abweicht, desto eher wird midg: 02 / 3 = 1 ablehnen.

Weil FOIR" ist, wird man K ablehnen, wenn der beobachtete F-Wert nahe hegOdder
sehr grof3 wird.

Kritischer Bereich:
[oF, |O[F, ).

9 vgl. hierzu auch den Abschnitt V.3.
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Da es sich hier um einen zweiseitigen Test handel, a symmetrisch aufgeteilt:
Fo = Fl—a/Z;vl,vz und I:u = Fot/Z;vl,v2 .

Fur einigea findet man die tabellierten Werte véf .., , (fir Werte groBBer als eins),
nicht jedoch fur,,., , (far Werte kleiner als eins). Diesen Wert bere¢tman durch

1
=
I::L—orlz;vz,vl
Dies gilt, weill
A2
_0;
F_A_z FVI’VZ
03

~2 Vy,Vy
o; F

ﬁzP(FsFu)=P[isFuj=P Ga1 k1P et st
2 G R F

Also gilt:

Al lv-2.
F - 2

Da GUF, , , folgt Fi: Fioaizv, v, - AlsO ist

u
Fu :;_
F:L—orlz;vz,v1
Aus der Tabelle der F-Verteilung erhélt man flr Basspiel:
Fo =Fo.975 29 1572, 755¢ uNc

1 t . 0,3886

F = =

u

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
In unserem Beispiel haben wir die Werte
§=322, n=21
s,=288, n,=16
Die erwartungstreuen Schétzer fur die Varianzed:sin

21
=—[322°=10886
20 5

n
5.2: 1 2
S e
~2_ Ny 2_1_6
2 n2—1BZ 15
_67 1088682 _
b2 884736

[288°=884736

123
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5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Da F,=0,3886< F = 1,23< 2,7559 = F, kann die Hypothese ,Die Einkommen in A und B
besitzen die gleiche Streuung” nicht abgelehnt eerH, wird also beibehalten.

6.2 Einseitige Fragestellung

Wir wollen auch hier die einseitige Fragestellumgeusuchen, d. h., wir wollen Uberprtfen, ob
H,:0% <03 gilt.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: 0=IR"
0.2
Nullhypothese: Hoio—éﬁl
2
. o2
Alternativhypothese:  H, :0—%>1
Signifikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

_6i/at
63/03

F istF, ., — verteilt

2

Unter der Nullhypothese der zweiseitigen Fragastellund f[]ro—zzl der Hypothese der ein-
2

seitigen Fragestellung erhalt man durch Kirzen:

~2
F=21 OF

ViV ©
2

Mit anderen Worten: Falls? =03, kann die PriifgroRe F* = F ohne Kenntnis der Ggend
samtheitvarianzen berechnet werden. Die Prifgrafspecht der des zweiseitigen Tests.

3. Schritt: Kritischer Bereich
Der kritische Bereich hat die Form:
[F. +e0)

Behauptung: Der Test halt das Signifikanzniveaywemn marF, =F_,., ,, setzt.
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Beweis:
Unter H, gilt:
a=P(F *>F,)

A2 2 c
0-2m-1

>P) —1>FCJ:P(F>FC).

Hier ergibt sich:
Fe=Fo 95 20 157 2,33

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e
Wir erhalten hier wie bei der zweiseitigen Fragbstg F = 1,23.

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
Da F = 1,23 < 2,33 =_fst, kann H (wie bei dem zweiseitigen Test) nicht abgelehnides.

7 Zweistichprobentests flr die Differenz zweier Angilswerte

Wir wollen hierbei die folgenden Voraussetzungefién:

- Die beiden Stichproben sind voneinander unablgangi
- Die Stichprobenumfange mind n, sollen so grof3 sein, daf} die Anteilswerte als abrm
verteilt angesehen werden kdnnen.

Als Beispiel zur Entwicklung des Zweistichprobentests soll @étdgende Zusammenhang
untersucht werden:

In zwei Vororten von Hamburg wurde das Jahreseimkemder Haushalte erhoben. Im Vor-
ort A wurden bei einem Stichprobenumfang vqrr®00 x = 39 Haushalte gezahlt, die ein
Jahreseinkommen von mehr als 60.000 DM erzieltarVdrort B ergab eine Stichprobe vom
Umfang n = 300 % = 45 Haushalte mit einem Jahreseinkommen von &ist60.000 DM.

Ist der Anteil der Haushalte mit einem Jahreseinkem von mehr als 60.000 DM in beiden

Vororten verschieden gro € 0,05)?

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: ©=[0,1]%[0,1 bzw. ©=[-1]]
Nullhypothese: Ho:P1 =Py Ho:p—p,=0
Alternativhypothese:  H,:p,;#p, Hy:p,—p, %0
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Signifikanzniveau: a=0,05 a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung
Unter den Modellvoraussetzungen ist
7= (ﬁl_ﬁz)_(pl_pz)
\/ pl(l_ p1)+ pz(l_ pz)

n n,

. X
standardnormalverteilt, wob@j =—-, i =1,2.
n;

Mit der Giiltigkeit vonH,:p; =p, =p ergibt sich:

— pl_p2 H nlmZ ~N(O,1)
\/pfﬂl- p) VN +n,

Da p nicht bekannt ist, mul3 p geschéatzt werden:
_MP+n,P, X +X,
N +n n+n

p

Mit dieser Schéatzung erhalt man als PrifgroRe

I U 0 n,n,
Jﬁfﬂl— p) \ntn,
die annahernd standardnormalverteilt ist.
3. Schritt: Kritischer Bereich

Wir haben hier eine zweiseitige Fragestellung, adodsymmetrisch aufgeteilt wird. Als kri-
tischer Bereich ergibt sich hier:

(_ oo’za/Z]D[Zl—a/Z’+ oo)

Fira = 0,05 entnimmt man der Tabelle
Zo=2q/2= Zy975-1,96
Z,=242=" 24q;2=~196

4. Schritt: Wert der Prifgrof3e

~_XytX, _ 39+45 _
n,+n, 400+ 300
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7= f-’1_ f"z %/ n,0,
\/f)[ql_@) n+n,

_0,0975-015_| 400300
/012088 | 400+300

:_0’0525E|_3093
0325

=-21150

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Da z =-2,115<-1,96 = z, ist, wird die Hypothese }ip, = p, verworfen. Die Hypothese
.Der Anteil der Haushalte mit einem Jahreseinkommaen tber 60.000 DM ist in beiden
Vororten gleich® wird also abgelehnt, d. h.,:Hb, # p, wird angenommen.

Beispiel:

ET: Hypothesis Tests for Two Variables
Tests: t, F, fits, distributions (2 SAMPLE)

Aus zwei Stichproben seien wochentliche ArbeitereifHOURS1, HOURS?2) (wie unter
DATA LISTING) ermittelt worden. Die Stichproben dalten unabhangige Beobachtungen.
Wie lauten die ET-Testentscheidungen auf Gleichbegdleichheit der Stichproben?

Generell (ET):

Prok <a vorgegeben= H, ablehnen
oder
Prok>a vorgegeben= H, beibehalten.

DATA LISTING (Current sample)

Observation HOURS1 HOURS2
1 38.000 32.000
2 40.000 34.000
3 42.000 28.000
4 18.000 15.000
5 20.000 15.000
6 35.000 22.000
7 19.000 23.000
8 36.000 25.000
9 44.000 32.000
10 38.000 24.000
11 40.000 28.000
12 44.000 36.000
13 48.000 35.000
14 28.000 27.000
15 43.000 36.000
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Tests based on 2 variables
X1=HOURS1 X2=HOURS?2

0 OK, now compute test results

1 Equality of means, ttest

2 Equality of variances, F test

3 Paired t test for equal means

4 Z and t test of O correlation

5 Kol.-Smir. test, same distrib

6 ANOVA, F test for equal means
7 Specify different variables

Choose test(s). ESC = Exit.

1 Equality of means, ttest

Means are 35.5333and 27.4667
Variances are  94.8381 and  47.5524
Pooled variance = 71.1952

If variances are  assumed to be equal
t[28] = 2.62, Prob =.0141

If variances are not assumed to be equal
t[25]= 2.62, Prob =.0148

2 Equality of variances, F test
Means are 35.5333 and 27.4667
Variances are  94.8381 and 47.5524

F ratio [ 14, 14] = 1.994, Prob = .1044

3 Paired t test for equal means
Mean difference = 8.0667
Standard deviation = 1.3783
t[ 15]= 5.85, Prob =.0000

4 7 and t test of 0 correlation

Correlation = .8480

Approximate t[ 13]= 5.769, Prob = .000
Fisher z (normal) = 4.327, Prob = .000

Beispiel:

SPSS:Mittelwertvergleich zweier unabhangiger Stickproben

Gruppenstatistiken

Standardfehler des

SAMPLENQ Mittelwert | Standardabweichung Mittelwertes
HOURS 1,00 15 35,5334 9,73844 2,5144]
2,00 15 27,4661 6,8958 1,78044




158 Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechgumd induktive Statistik
Test bei unabhangigen Stichproben
Levene-Test de
Varianzgleichhe T-Test fir die Mittelwertgleichheit
. 95% Konfidenzintervall de
Sig.
(2- | Mittlere |Standardfehle Lz
F |Signifikang T df | seitig) |Differenz| der Differenz| Untere Obere
HOURS Varianze| 1,53 224 2,61 28 ,014 8,066671 3,08102 1,75544 14,3778
n sind 9 8
gleich
Varianze 2,61 25,21 ,015 8,066671 3,08107 1,72397 14,4093
n sind 8 9
nicht
gleich

. Test auf Gleichheit der Mittelwerte
bei Annahme gleicher Grundgesamtheitsvarianzen:

t(v=28)= 262,Prob=.0141
Ho: X, =X,, mit a<1,41% kannH, verworfen werden.
Ha: X, 2X,

bei Annahme nicht gleicher Grundgesamtheitsvarianze

t(v=25) H, wird mit a <1,48% verworfen.

. Test auf Gleichheit der Varianzen (F-Test)
H, Var(X, )=var(X,)
H, Var(X, 2var(X,)

H, kann mita <1C,44 % verworfen werden.

. Gepaarter t-Test auf Gleichheit der Mittelwerte
Paarweise (z. B. gleiche Person produziere beidediken)

Ho: X, =X, wird mit a <.000C verworfen.

. Test auf Null-Korrelation
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Fur einen approximativen t-Test und Fishers stalrdamalverteilten z-Wert zeigen grol3ere
errechnete als kritische Tabellenwerte an, dg®@iner Nullkorrelation abgelehnt wird.

Mit r?=0,8480und hohen t- bzw. z-Werten wild,, bei a <.00C verworfen zugunsten einer
Assoziation/Korrelation zwischen HOURS1 und HOURERine (grof3e) Werte HOURS1
entsprechen kleinen (grof3en) Werten von HOURS?2).

8 Tests im klassischen linearen Regressionsmodell

Das klassische lineare Regressionsmodell speztfeiieen Erklarungsansatz atis

V=Bt BRALR -+ [ B+ AL B+ & (i=..n)

stochastisher
Teil

determinigischerTeil

mit den zu schéatzenden Paramef&rder Grundgesamtheit (k = 0, ..., K).

Der Zufallsterm (Stérterm, Errorterm, Residuafjenlgt einer bestimmten Verteilung, wobei
haufig die Normalverteilung verwendet wird.

Das klassische lineare Regressionsmodell ist afsetechastischer Ansatz. wird zum Tell
stochastisch erklart. Die Koeffizientdsy der Regressionsgleichung werden mit Hilfe der
OLS-Methode geschatzt:

bOLS:(XIX )_lxly
Man erhélt als geschatzte Regressionsgleichung:
Yi=bg+ b [X 1 +b,IX ,+...+ B [X, +...+0 %, .
Die geschatzten Koeffizienten tk = 0, ..., K) sind dabei stochastisch.

Die Schatzergebnisse sollten statistisch abgesjahdr., sie sollten getestet werden. Dies ge-
schieht unter anderem mit Hilfe von zwei Tests:

- Gesamterklarungsgite: Test adf(R-Test);
- Signifikanztest der geschatzten Parametét-best).

8.1 Test der GesamterklarungsgitdR? (F-Test)
Das Bestimmtheitsmal} B 2kt ein Mal fir die Anpassungsgute (‘goodnesg’pf f

B=R2_erklérteVarianz_Zi(37i -y) .S '
Gesamtvadnz > (y-y)° s

B = R2ist normiert:0<B<1
Je grolRer B ist, desto besser ist die Anpassung.

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: o=IR¥

10 vgl. hierzu auch den Abschnitt VI.3 und Merz, Reggressionsanalyse — Einfiihrung in die Okonometrie,
Skriptum, Lineburg 1993 und Merz, J., StatistikDeskription, Skriptum, Lineburg 1994.
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Nullhypothese: Ho: B, =B5=...=B=...=Bx =0
Alternativhypothese:  H, :8,#0 (k=1,...K)
Signifikanzniveau: a=0,05
Es wird also getestet, ob alle Parameter aul3éfaiestanter3, Null sind. Stattr = 0,05 kann
natdrlich auch ein anderes Signifikanzniveau getwéaiden.
2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung
Prufgrol3e:

1-R? K

Diese PrifgrofRe ist F-verteilt mit = K undv, = n— K -1 Freiheitsgraden:
F DFl—or; Kin-K-1.

3. Schritt: Kritischer Bereich
Kritischer Bereich:
[F,+o0).

Den kritischen Wert Fentnimmt man der Tabelle der F-VerteiIurﬁEC:Fl_a;K;n_K_l).

4. Schritt: Wert der Prifgrofl3e

R? dw—K—l
1-R? K

I:beob.:

Je groRer R?, desto eher liegt der Wert der PrBfgién kritschen Bereich (einseitiger Test).
Diesen Wert liefert auch der Output eines statihBs Programmpakets (z.B. ET).

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
H, wird verworfen, falls

Fbeot. > FC'

H, kann nicht abgelehnt werden, falls

Fbeot. < I:c .

Wenn H, verworfen wird, leistet der Erklarungsansatz eisgmifikanten Beitrag zur Erkla-
rung von y. Kann H, dagegen nicht abgelehnt werden, ist der Erklaamgsz neu zu spezi-
fizieren.

8.2 Signifikanztest fur die einzelnen MKQ/OLS-Koefizienten by (t-Test)

Ausgehend von der OLS-Schatzung
bOLSZ(XIX)_lxly

uberprift man nun die Signifikanz deinzelnerKoeffizientenf,.
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1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: O=IR
Nullhypothese: Hy:B, =0
Alternativhypothese:  H,:B, #0
Signifikanzniveau: a=0,05

Es wird also ein einzelner Koeffiziefif getestet, ob er signifikant von Null verschiedsn i
Statta = 0,05 kann natirlich auch hier ein anderes Skgminiveau gewahlt werden.

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung
Prufgrol3e:
t_a_(ﬂkzo)
Sh

wobei

Sy, 1/Varibki— X X)s

und
e=y-y.
Die Prifgrof3e t ist t-verteilt mit = n— K -1 Freiheitsgraden.
Im Computerprogramm ET wird die Prufgrof3e t alatter bezeichnet und angegeben.

3. Schritt: Kritischer Bereich
Kritischer Bereich:
et Ot o

Die kritischen Werte entnimmt man der Tabelle deéretteilung ¢.=t,,,,,«,)- Man
verwendet hieo/2, weil es sich um einen zweiseitigen Test handelt

4. Schritt: Wert der Prifgrol3e

b, -0
Sp

tbeob
k

Dieser Wert muld entweder ausgerechnet oder denuQeitpes statistischen Programmpakets
entnommen werden (z.B. ET).

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
H, wird verworfen, falls

|tbe0b| >t c

H, kann nicht abgelehnt werden, falls

|tbe0b| <t c



162 Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechgumd induktive Statistik

Wenn H, verworfen wird, isf3, signifikant von Null verschieden, d.h., die Vaulax, leistet
einen signifikanten Beitrag zur Erklarung von y.

Kann H, dagegen nicht abgelehnt werden, dann leistetrllarende Variable keinen signfi-
kanten Beitrag zur Erklarung vony.

Beispiel:

Das individuelle Arbeitsangebot von Frauen und Mginrsoll anhand von Mikrodaten erklart
werden. Die mikrobkonomische Theorie liefert eigklarungsansatz

hours=f (wage soziobkonanischeCharakterstika )+ .

Mit ET werden anhand von n = 15 Beobachtungen i @ie Parameter geschatzt (vgl. das
folgende ET-Ergebnisprotokoll), wobei

hours = Wochenstunden

wage = Stundenlohn

sex = 0 = Manner, 1 = Frauen
age = Alter

hhsize = Haushaltsgrée

ET-Befehle:

2
? ET hours: ols by matrix algebra

?

?

? read data

? y:hours

?  x0:one

?  x1: wage

?  X2: sex (O=male,1=female)
? x3:age

?  x4: hhsize

2

r.ead; file=hours.dat;nvar=5;nobs=15 ;names=1$
list; hours, wage, sex, age, hhsize$

?

? create X'X (=XSX) and X'y (XSy)

?
namelist; X=one,wage,sex,age,hhsize$
matrix; XSX=xdot(one,wage,sex,age,hhsize)$
matrix; XSy=xdot(X,hours)$

2

2 create invers of (X'X)
2

matrix; XSXINV=ginv(XSX)$
?

? compute ols
2

matrix; bols=XSXINV | XSy$
?

? regression by et
2

r.egres; dep=hours; ind=one,wage,sex,age,hhsize$
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ET-Ergebnis:

DATA LISTING (Current sample)

Observation

1. Matrix -> XSX=XDOT(ONE,WAGE,SEX,AGE,HHSIZE)

HOURS WAGE SEX
38.000 20.000 .00000
40.000 24.000 .00000
42.000 28.000 .00000
18.000 15.000  .00000
20.000 15.000 1.0000
35.000 22.000 1.0000
19.000 23.000 1.0000
36.000 25.000 .00000
44.000 32.000 1.0000

38.000 16.000 1.0000
40.000 28.000 1.0000
44.000 36.000 1.0000
48.000 35.000 1.0000
28.000 22.000 .00000
43.000 42.000 1.0000

<<<< XSX
1 2
ROW 1 15.0000
ROW 2 383.000
ROW 3 9.00000
ROW 4 495.000
ROW 5 42.0000

3
383.000
10681.0
249.000
12988.0
1108.00

>>>> COLUMN

9.00000
249.000
9.00000
316.000
26.0000

1. Matrix -> XSY=XDOT(X,HOURS)

<<<< XSY
1
ROW 1 533.000
ROW 2 14395.0
ROW 3 331.000
ROW 4 18239.0
ROW 5 1535.00

>>>> COLUMN

1. Matrix -> XSXINV=GINV(XSX)

<<<< XSXINV >>>> COLUMN

1 2

ROW 1 1.67913

ROW 3 .123515

3

-.159590E-01 .123515
ROW 2 -.159590E-01 .142732E-02 -.503406E-02 -
-.503406E-02 .340583
ROW 4 -.389481E-01 -.448413E-03 -.757404E-02

ROW 5 .221385E-02 -.952554E-03 .180766E-01 -

1. Matrix -> BOLS=XSXINV|XSY

<<<< BOLS

ROW
ROW
ROW
ROW
ROW

1
1 -.844741
2 .733063
3 -4.29396
4 .710601
5 -1.14748

>>>> COLUMN

AGE
27.000
32.000
35.000
22.000
21.000
27.000
32.000
34.000
45.000
48.000
36.000
38.000
35.000
29.000
34.000

4
495.000
12988.0
316.000
17103.0
1447.00

4

.389481E-01 .221385E-02
.448413E-03 -.952554E-03
.757404E-02 .180766E-01
.210819E-02 -.522435E-02
.522435E-02 .655948E-01

HHSIZE
2.0000
3.0000
4.0000
1.0000
1.0000
3.0000
4.0000
3.0000
3.0000
3.0000
4.0000
5.0000
1.0000
3.0000
2.0000

5
42.0000
1108.00
26.0000
1447.00
138.000

5
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Ordinary Least Squares

Dependent Variable HOURS  Number of Obse rvations 15
Mean of Dep. Variable  35.5333 Std. Dev. of D ep. Var. 9.738485
Std. Error of Regr. 6.2195 Sum of Squared Residuals 386.825

R - squared .70866 AdjustedR -s quared .59212
F(4, 10) 6.0810 Prob. Value fo rkF .00954
Variable Coefficient Std. Error t-ratio Prob]t|>x Mean of X Std.Dev.of X

Constant -.844767  8.059 -.105 .91859

WAGE .733063  .2350 3.120 .01088 25.53333 8.02555
SEX -4.29397 3.630 -1.183 .26417 .60000 .50709

AGE .710602  .2856 2.488 .03208 33.00000 7.40656
HHSIZE -1.14748 1.593 -.720 .48780 2.80000 1.20712

F-Test auf Gesamterklarungsgute:

Foeon = F (4,10)= 6,0810

Prob. Value for E 0,009¢
d.h., ab einem Signifikanzniveau von 0,95 % katy: 5,=05,=...= B, =0 zugunsten von
H, :8.#0(k=1,..,K=4) abgelehnt werden.

Fur a =5% gibt es einen signifikanten Gesamterklarungsansatz

t-Test auf Signifikanz der einzelnen Parameter:
Die t,., sind als t-ratio zu jedenan(k:O,...A) sowie die zugehorige Irrtumswahrschein-
lichkeit o =Prol| > xangegeben.
Fur a =5% sind somit wage und age signifikant von Null vareden.
t (o= 005)=1,(10005)=22281 v=n-k-1

Beispiel:

SPSS-Ausdruck

Modellzusammenfassung

Korrigiertes R- | Standardfehler des
Modell R R-Quadrat
Quadrat Schatzers
1 ,842 ,709 ,592 6,21952

a. EinfluBvariablen : (Konstante), HHSIZE, SEX, WBAGAGE




Kapitel VIII - Parametertests 165

ANOVA®
Mittel der

Modell Quadratsumme| df Quadrate F Sig.
1 Regression 940,904 4 235,227 6,081 ,0109

Nicht standardisierte Residuer 386,825 10 38,682

Gesamt 1327,733 14
a. EinfluBvariablen : (Konstante), HHSIZE, SEX, WAGAGE
b. Abhéngige Variable: HOURS

Koeffizienten?

Standardisierte
Nicht standardisierte Koeffizienten Koeffizienten

Modell Regressionskoeffizienf Standardfehler Beta T Sig.

1 (Konstante) -,845 8,059 -,105 ,919
WAGE , 733 ,235 ,604 3,120 ,011
SEX -4,294 3,630 -,224 -1,183 ,264)
AGE 711 ,286 ,540 2,488 ,032
HHSIZE -1,147 1,593 -,142 -,720 ,488

a. Abhéngige Variable: HOURS

8.3 p-value/prob-value und Testentscheidung

Eine gewahlte Irrtumswahrscheinlichkeit bestimmt den zugehérigen kritischen Wert einer
Testverteilung.

Zu dem kritischen Wert einer Testverteilung gerergéhdrt also eine bestimmte
Irrtumswahrscheinlichkeit, das Signifikanzniveau des Tests.

Zu dem Prufwert aus dem aktuellen Problem und deelzérigen konkreten Stichprobe
gehort die sogennante exakte Irrtumswahrscheirgithie auch als p-value oder probability-
value bezeichnet wird.

Der p-value ist also der fir diese Stichprobe exakehler 1. Art. Damit kann eine
Testentscheidung Uber zwei Wege gefunden werden:

HO wird nicht abgelehnt, wenn

Wert der Prifgrof3e im Konfidenzbereich
oder
p-value > Signifikanzniveau
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Ho wird abgelehnt, wenn

Wert der Prifgrof3e im kritischen Bereich
oder
p-value < Signifikanzniveau

Beispiel:

Regression zum Arbeitsangebot
F-Test (einseitiger Test)

So gehort im obigen Arbeitsangebotsbeispiel fur @est der Gesamterklarungsgite mittels
eines F-Tests zu dem Prifwert des Beispiels Fbebl4s10) = 6,081 der p-value von
0,00954.

a
/ / p-value

F.=348 F_, =608

Testentscheidung:  Fbeob. = F(4,10) = 6,081 Bc =3,478 =0,05)
p-value = 0,00954 < a=0,05

Also: Hy = ,kein signifikanter Gesamterklarungsansatz* wmagunsten einer signifikanten
Gesamterklarungskraft abgelehnt

t-Test (zweiseitiger Test):

Im obigen Arbeitsangebotsbeispiel ist fur den gastten WAGE-Koeffizienten der Prifwert
theob= 3,120 der entsprechende p-value 0,01088.



Kapitel VIII - Parametertests 167

p - value o
Z 2
-3,12 -2,228 0 t.=2,228 t., =312
Testentscheidung:  tbeob. = 3,120 > 202281 = n-K-1=10,0=0,05)

p-value = 0,01088 < 0=0,05 bzw.
p-value/2 = 0,00544 < o/2=0,025

Also: Hy = ,kein signifikanter Einfluss des Lohnsatzes" avizugunsten eines signifikanten
Einflusses abgelehnt

Keyconcepts

Prinzip und Aufbau eines Tests

Kritischer Bereich

Prufgroi3e

Fehler 1. Art ¢-Fehler)

Fehler 2. Art f-Fehler)

Signifikanzniveau

Irrtumswahrscheinlichkeit

Gute eines Tests

Einstichprobentest: Anteilswert, arithmetischest®&itnd Varianz
Zweistichprobentest fir die Differenz zweier arigtischer Mittelwerte,
Quotienten zweier Varianzen und Differenz zweiartéiitswerte
Test im klassischen linearen Regressionsmodellest; T-Test
P-Value/Prob-Value



Kapitel IX - Verteilungstests 169

IX  Verteilungstests

Annahmen (Uber die Verteilung eines Merkmals in der
Grundgesamtheit Gberprifen

Mit Verteilungstests wird Uberprift, ob die in airgtichprobe beobachtete Verteilung mit
einer theoretischen Verteilung aus der Grundgesgimiivereinstimmt. Man untersucht also
die Gute der Anpassungeiner empirischen Verteilung an eine theoretidébeeilung.

1 Chi-Quadrat-Verteilungstest

1.1 Einfache Hypothesen

Wir wollen ein Beispiel fur eine diskrete Verteiyeiner Grundgesamtheit betrachten. Bei 90
Wirfen eines Wirfels seien folgende absolute H&aftgn beobachtet worden:

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
n; 19 13 14 12 17 15

Es soll Gberpruft werden, ob ein idealer (symmeles) Wirfel den Wirfen zugrundeliegt
(a=005).

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: Menge aller Verteilungen{ah,ﬁ,.ﬁ}

Nullhypothese: it Augenzahlen sind gleichverteilt auf der Medde, .6}

Alternativhypothese H,: Augenzahlen sind nicht gleichverteilt auf der gen
{126

Signifikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung
Unter der Gultigkeit von klwirde jede Augenzahl gleich haufig auftreten. Thgsche
Haufigkeiten:np, :90%:15 furi=142,...,6
Prufgrol3e:
& (n—np, )
2 | 1
X z np, '

Diese PrifgroRe isg2-verteilt mit v =k —1 Freiheitsgraden, wobei k die Anzahl der Merk-
malsauspragungen darstellt.

i=1

Anmerkung: Die Anzahl der Freiheitsgrade ist =k -1, weil mit der Kenntnis von
Py,..-» Px—1 &UCh p festgelegt ist.

Man sollte bei der Anwendung folgende Faustregatbten:
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nip; 25 furi=1,...,k

3. Schritt: Kritischer Bereich
Kritischer Bereich:
L2 +oo).

Bei einem Signifikanzniveau voa = 0,05 und v =6-1=5 erhalt man aus der Tabelle zur
X2-Verteilung den Wert

x2=11,07.
Einseitiger Test, da Prufgro3e bei groRerem)(Apstand 'einseitig’ immer grol3er wird.
4. Schritt: Wert der Prifgrof3e
Man berechnet den normierten quadrierten ,Abstawd$chen den Verteilungen:

2 2 2 2 2 2
Aﬂ_@945)+@34$ 14157 (12-15)° (17-18)° (15-15)

15 15 15 15 15 15
_16+4+149+4+0
15
= 2267

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Da x?=2,267< 11 02, kann H nicht abgelehnt werden, d.h., man kann davonedsy
dal3 ein idealer Wirfel vorliegt.

1.2 Zusammengesetzte Hypothesen

Als Beispiel soll die Frage untersucht werden, @labensdauer eines bestimmten Bauteils
einer Maschine normalverteilt it € 0,05).
1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau

Parametermenge: Menge aller méglichen Verteilungiedie Menge aller Ver-
teilungen auf IR

Nullhypothese: & Die unbekannte Verteilung ist eine Normalvertegu

Alternativhypothese H,: Die unbekannte Verteilung ist eine Verteilung #Rf
aber keine Normalverteilung

Signifikanzniveau: a=0,05

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Wiederum sollte die Prufgrél3e, wie schon im Fatl elefachen Hypothese, die ,Entfernung”
zwischen theoretischer und empirischer Verteiluregsen. Zunachst muld die Frage beant-
wortet werden, welche Verteilung aug &ls theoretische Verteilung herangezogen wird.

Um bei unserem Beispiel zu bleiben: Welche Normédieing ist hier die theoretische Ver-
teilung? Die Normalverteilung hangt von den Paramgi und o2 ab. Uber eine Parameter-
schatzung kann manundo? schatzenfi,62. Die theoretische Verteilung ist damd{/fl,ﬁz).
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Allgemein wahlt man tber eine Schéatzung eine Viertgi aus K aus. Wenn sich die Vertei-
lungen aus kinur durch einen oder mehrere Parameter untersahek@dnn man diese Para-
meter am besten mit Hilfe der Maximum-Likelihood#ede schatzen.

In unserem Beispiel soll sich bei 80 Beobachtungenarithmetisches Mittek=3,41 und
eine Varianzs®=0,49 ergeben haben. Als theoretische Verteilung vereendir daher
N( 341049).

Weil hier ein stetiges Merkmal vorliegt, filhren wine Unterteilung in k Klassen durch:

Klasse Lebensdauer in Jahren Anzahl der Bautgile

[ Xi' <X<X7 n;
1 0<x<1,93 4
2 195<x<2,45 2
3 2,45<x<2,95 8
4 2,95<x<3,45 30
5 3,45<x<3,95 20
6 3,95<x<4,45 10
7 X>4,45 6

> 80

Prufgrol3e:

K
2 _ (n —nlp)?
=3, (ol

die mit v = k —1-m Freiheitsgrademn-verteilt ist, wobei m die Anzahl der geschatzten P
rameter der Verteilung darstellt. Im Beispiel istr.

Zur Berechnung vorx? sind die theoretischen relativen Haufigkeitennpder Klasse i zu
ermitteln. Dazu bestimmt man die Werte der Nornradieing fur die oberen Klassengrenzen

X7

R OF1,6)=R (2),

wobei
o A
2’ = XK =12k
Xt z =153 Fu=(2)
1,95 -2,086 0,0185
2,45 -1,371 0,0852
2,95 -0,657 0,2556
3,45 0,057 0,5227
3,95 0,771 0,7797
4,45 1,486 0,9314
>4,45 1,0000
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Nun ermitteln wir g

pi=R(Z)-R(Z,)

Klasse Lebensdauer Anzahl der Bauteile rel. Haefigk nlp, =80L[p;
i X <x<x? n, P, (theoretische Anzahl)

0<x<1,95 4 0,0185 1,48

2 1,95 < x< 2,45 2 0,0667 5,34

3 2,45 <x<2,95 8 0,1704 13,63

4 2,95 < x< 3,45 30 0,2671 21,37

5 3,45 < x< 3,95 20 0,2570 20,56

6 3,95 < x< 4,45 10 0,1517 12,14

7 X > 4,45 6 0,0686 5,49

z 80 1,0000 80,01

Als Faustregel fur die Anwendung gilt:
nip, =5 furi=1,...,k.

Da in der 1. Klass@lp,; <5 ist, fassen wir die beiden ersten Klassen zu eéff@sse zusam-

men:

Klasse Lebensdauer Anzahl der Bauteile rel. Haefigk nlp, =80Lp;
i X' <x<x? n, P, (theoretische Anzahl)
1 0<x<245 6 0,0852 6,82
2 2,45 < x< 2,95 8 0,1704 13,63
3 2,95 <x< 3,45 30 0,2671 21,37
4 3,45 < x< 3,95 20 0,2570 20,56
5 3,95 <x< 4,45 10 0,1517 12,14
6 X > 4,45 6 0,0686 5,49

3. Schritt: Kritischer Bereich
Der kritische Bereich hat die Form:

LrZi+eo)

Wir haben nach der Zusammenfassung k = 6 KlassenZ&hl der geschatzten Parameter be-
tragt m = 2. Damit ergibt sich fir die Zahl deriRmtsgrade:

v=k-m-1=6-2-1=3

Daa = 0,05 gewahlt wurde, erhalt man als kritischerrtVe

Xx2=7,815
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4. Schritt: Wert der Prifgrol3e

2 (NN i2
X_;( n@)

P,
_(6-682)° , (8-1363)° , (30-2137)" , (20-2056)° , (10-1214)*  (6-549)
682 1363 2137 2056 1214 549
=6349

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Da x*=6,349%<x2 = 7 815kann H, nicht abgelehnt werden. Die Lebensdauer des Baugei
also normalverteilt.

2 Kolmogorov-Smirnov-Verteilungstest

Auch der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest vergiieidie empirische und theoretische
Verteilungsfunktion. Er testet einfache Hypothedem.Gegensatz zum Chi-Quadrat-Anpas-
sungstest kann er schon bei kleinen Stichprobeevegrydet werden.

Die Anwendung wird am folgenden Beispiel illusttier

Es soll mita = 0,05 gepruft werden, ob die KorpergrofRe von gafitigen Kindern normal-
verteilt ist. Eine Stichprobe vom Umfang n = 10fdr¢ die folgenden Werte (KérpergrolRe
in m):

Kdrpergrol3e in m
1,66
1,38
1,56
1,53
1,47
1,59
1,34
1,57
1,41
1,49

Boo~vwoorwnr|—

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Alternavhypothese, Signifikanzniveau
Parametermenge: Alle Verteilungen auf IR sind nabgli

Nullhypothese: i Die Korpergrof3e 12-jahriger Kinder ist normaledtt
mit 4 = 1,60 m unay = 0,10 m.

Alternativhypothese H,: Die KorpergroBe 12-jahriger Kinder istcht normal-
verteilt mitp = 1,60 m undb = 0,10 m.

Signifikanzniveau: a=0,05



174 Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechgumd induktive Statistik

2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung

Fur die Konstruktion der PrifgroRe verwendet man\dirteilungsfunktion der Grundge-
samtheit (F(z), expected) und diSummenhaufigkeitsfunktion der Stichprobe(F°(z),
observed). Als Prifgréf3e wird jetzt die grofite Almwang der beobachteten von der erwarte-
ten Verteilungsfunktion verwendet:

d:mza#Fe(z)—Ffj(z)\
_[[Fr@)-Fezy)

=max
i ||Fe@)-F° )

\/
N

Zi Z;

Abb.: Beobachtete und erwartete Verteilungsfunkgidunjer 1991, S.212)

Die Verteilung der Priufgrof3e d ist nach dem Satz Kolmogorov fiur alle stetigen Verteilun-
gen dieselbe. Sie ist nur vom Stichprobenumfanighéiagig.
3. Schritt: Kritischer Bereich
Der kritische Bereich hat die Form
[d+e0).

Als kritischer Wert ergibt sich fir n = 10 und= 0,05 aus der Tabelle der Kolmogorov-Smir-
nov-Verteilung d = 0,409.
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4. Schritt: Wert der Prifgrol3e

X —1,6
Xi Zi:IOT Fo(z) F(z) ‘Fe(zi )_FO(ZHX Fe(z )_FO(Zi)‘
1,34 -2,6 0,1 0,005 0,005 0,095
1,38 -2,2 0,2 0,014 0,086 0,186
1,41 -1,9 0,3 0,029 0,171 0,271
1,47 -1,3 0,4 0,097 0,203 0,303
1,49 -1,1 0,5 0,136 0,264 0,364
1,53 -0,7 0,6 0,242 0,258 0,358
1,56 -0,4 0,7 0,345 0,255 0,355
1,57 -0,3 0,8 0,382 0,318 0,418
1,59 -0,1 0,9 0,460 0,340 d = 0,440
1,66 0,6 1,0 0,726 0,174 0,274

z.B. F°(- 26)=1- F*(26) =1-09953= 0,0047= 0005

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Da d = 0,440 > 0,409 = dwird H, verworfen. Die Korpergrol3e zwdlfjahriger Kindet mcht
normalverteilt mityu = 1,60 m unab = 0,10 m.

3 Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest

Der Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest untersucht, zelei nominalskalierte (qualitative)
Merkmale voneinander stochastisch unabhéangig sind.

Wir wollen auch hier anhand eines Beispiels vorgelitber einen spezifischen Eignungstest
hat man entschieden, ob die Bewerber mit verscheadébschlissen (Diplom-Sozialoko-
nom, Diplom-Kaufmann, Diplom-Volkswirt) fur eine Agabe geeignet sind oder nicht. Die
Beobachtungen wurden in der folgenden Kontingertalfiestgehalten:

Abschlul? (B) | piplom-Sozial- | Diplom-Kauf- [Diplom-Volkswirt
. okonom mann B
Eignung (A) B, (B,) (B3) )3
geeignet (A) n, =14 n, =10 n,=16 n =40
ungeeignet(4) n,, =16 n, =25 n, =19 n =60
> n,=30 n, =35 Ny, =35 n =100

1. Schritt: Nullhypothese, Alternativhypothese, Sigifikanzniveau

Nullhypothese: & Eignung (A) und Abschluf3 (B) sind voneinanderhna
hangig.

Alternativhypothese H,: Eignung (A) und Abschluf3 (B) sind voneinander ab-
hangig.

Signifikanzniveau: a=0,05
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2. Schritt: Prifgrol3e, Testverteilung
Die marginalen relativen Haufigkeiten (Randhaufigl® der Merkmale betragen

h(A )=%'D wobeii=1,...y

und
h(B, )% wobeij=L,...s.

Bei Unabh&ngigkeit von A und B gilt:
ruAinsﬂzgfé?

bzw.

n.An
nCh(A; n B)= oy

Wir wollen die absoluten Haufigkeiten, die sich beiabhangigkeit von A und B ergeben, mit
n; bezeichnen:

o Nicl Ny
n

i (absolute Haufigkeiten bei Unabhangigkeit)

Der Unterschied zwischem, undn; wird der Prifgro3e zugrunde gelegt.

Diese PrifgroRe ist>-verteilt mitv=(r—1)(s—1) Freiheitsgraden.

3. Schritt: Kritischer Bereich

Der kritische Bereich hat die Form:
|2 +e0)

Mit o = 0,05 undv=(r-1)(s-1) =1[2 = 2 Freiheitsgraden ergibt sich der kritische Wert zu
X2=5,991
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4. Schritt: Wert der Prifgrol3e

Um die PrifgréRe zu berechnen, mufld man die absoH#efigkeiten bei Unabhéngigkeﬁiqj

ermitteln:
AbschluB (B) | piplom-Sozial- | Diplom-Kauf- |Diplom-Volkswirt
. okonom mann B
Fignung (4 ®) ©) > 2
geeignet (A) n;,=12 n,,=14 n;=14 n, = 40
ungeeignet(4) n,,; =18 n,,=21 N, =21 n, =60
Z n,=3C n,=35 f;=35 n =100

Damit erhalt man fug2:

,_(14-12)° (1014)° (16-14)° (16-18)° (25-21)° (19-21)°
AT 14 14 18 21 21
= 2937.

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation

Dax?=2,937<x2= 5 991 wird H, nicht abgelehnt. Es kann hier nicht nachgewiesamlen,
dai3 die Merkmale Eignung (A) und Abschluf3 (B) voaeider abhangen.

Beispiel:
ET: Tests: t, F, fits, distribution (NORMALITY)

Mit ET kdnnen Tests auf die wichtige Annahme eiNermalverteilung vorgenommen wer-
den (Greene 1993, S. 98 ff.)
Mit den Wochenarbeitszeiten des letzten ET-Beispaegjibt sich

DATA LI STI NG (Current sanpl e)

Qbservat i on HOURS1 HOURS2
1 38. 000 32. 000
2 40. 000 34. 000
3 42.000 28. 000
4 18. 000 15. 000
5 20. 000 15. 000
6 35. 000 22. 000
7 19. 000 23. 000
8 36. 000 25. 000
9 44.000 32. 000
10 38. 000 24. 000
11 40. 000 28. 000
12 44. 000 36. 000
13 48. 000 35. 000
14 28. 000 27.000
15 43. 000 36. 000
Normal ity Tests
Vari abl e Chi-squared P-Value Kol nogorov-Sm rnov P-Val ue
HOURS1 1. 9576 . 37575 . 2115 . 51337
HOURS2 1.0114 . 60308 . 1445 . 91264
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Der Chi-Quadrat Test verwendet 'skewness (Schiafe)' 'kurtosis (Woélbung)'. (Bei einer
Normalverteilung: skewness = 0, kurtosis = 3)

x2(v=k-1)= x*(140 = %)
X2 =23, 685

Da 1,9576< x = 23 685= H, (HOURS ist normalverteilt) nicht ablehnes HOURS ist
normalverteilt.

P-Value> a vorgegeban: 37573/0> Fo=

. 2 _ _ H, beibehalta
Chi-squareck y? = 236855%): 1,9576< 23,685

Mit relativ kleinenx?-Werten (und relativ groRem=P- Value- Werter) ist die zugrundelie-
gende Verteilung fir HOURS 1 aber auch fur HOUR®&nalverteilt.

Der Kolmogorov-Smirnov Test basiert auf der Diffezezwischen empirischer kumulativer
Verteilung und theoretischer Normalverteilung mgighem Mittelwert und Varianz. Auch
hiermit ist die Normalverteilungshypothese beizdtemn.

Der 'Normal-Quantile Plot' vergleicht die empirisdiier fir HOURS1) mit der theoretischen
Normalverteilung. Ware die empirische Verteilungmalverteilt, dann lagen alle Punkte auf
der Diagonalen.

Normal

15 20 25 30 35 40 45 50
Normal—Quantile plot of HOURS1 vs. N(35.5333,9.7385)

Keyconcepts

Chi-Quadrat-Verteilungstest
Kolmogorov-Smirnov-Veteilungstest
Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest
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ONE WAY TO VISUALIZE THE EFFECT OF A TEST'S POWER 15 BY GRAPHING THE
PROBABILITY OF REJECTING Hp AGAINST THE ACTUAL STATE OF THE SYSTEM. IN
THE CASE OF A SMOKE ALARM, THE PROBABILITY CLIMBS TOWARD 1 AS THE

SMOKE GETS THICKER.

PROBABILITY
OF ALARM

RAW DONE

REALLY CRISP

BURNING MOLOTOV LOCKTAIL

KITCHEN SMOKE DENSITY

PROBABILITY
OF ALARM

FOR THE E.PA. WATER QUALITY EXAMPLE, THE HORIZONTAL AXIS 15 THE TRUE
CONCENTRATION OF POLLUTANT IN THE WATER.

-
-*
&
¥

=== SAVE EVERY GUPFY
— GOLPEN MEAN
=== DPONT ROLK BOAT

a
2
L]
n
L
L]
n
L)
r
L]
L}
L
"
]
[
L

PERMISSIBLE

HERE ARE THE POWER CURYES FOR THREE MONITORING PROGRAMS. THE SAVE
EVERY LAST &UPPY (LO5TS 45 MILLION), THE SOLPEN MEAN (LO5TS

$500,000), AND DON'T ROCLK THE BOAT (ALSO (O5TS $500,000, BUT THEY PUT
ON A GOOD SHOW!). THE HIGHER THE TEST'S POWER, THE STEEPER THE CURVE.

! ABOVE STANDARD l PURE INPUSTRIAL SOLVENT

POLLUTANT COMNLENTRATION

Gonick, Smith 1993
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X Computerprogramme zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung und induktiven Statistik

Kurze Vorstellung von Computerprogrammen, die in Riexis fur
statistische Berechnungen eingesetzt werden

1 Anwendungsmaoglichkeiten im Rahmen allgemeiner Pro
grammpakete

Berechnungen der Kombinatorik und der PrufgroRemkd durch allgemeine Berechnungs-
modi fast in jedem Programm durchgefihrt werden.

Einige Programme liefern auch Tabellenwerte vorhtigen Testverteilungen.

2 SPSS, SAS und BMDP

Wichtige statistische Programmpakete sind SPSS, &&EBMDP.

3 ET, LIMDEP, GAUSS, GLIM und Stata

Fur Statistik | — Deskription und hier StatistikdMWahrscheinlichkeitsrechnung und induktive
Statistik wird bspw. ET (Econometrics Toolkit) a#én einfaches aber schon maéchtiges,
menuegesteuertes PC-Programmpaket verwendet. Milsinso mdglichen Befehlssprache
konnen viele Dinge fir alle Beobachtungen alleiberiiVvariablennamen berechnet werden
(Tests, Matrizen, Inverse von Matrizen etc.).

Die gleiche Befehlssprache ist Grundlage von LIMDERem Programmpaket speziell fir
beschrankt abhangige Variablen-Probleme (Limitedpddeent Variables, LIMDEP).
ET/LIMDEP ist deshalb auch Grundlage meiner werteltehrveranstaltungen im Rahmen
einer empirischen Wirtschaftsforschung (z.B. fliskbete Entscheidungsmodelle — Mikro-
Okonometrie).

GAUSS und GLIM sind Beispiele machtiger, auf Matnzaufbauender statistischer Pro-
grammpakete mit vielen einzelnen Bausteinen (MBXLIK bei GAUSS zur iterativen
Maximum Likelihood Berechnung).

Stata ist ein machtiges Programmpaket mit vielemoknetrisch ausgerichteten Modulen, das
bestimmte Probleme — z.B. Regressionsrechnung amelBesign und vielen statistischen
Tests — kompakt und komfortabel mit einer Metadpeddst.

Darlber hinaus gibt es noch eine Vielzahl von amdeauchbare statistische Programm-
pakete.

Enjoy it!
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Anhang I. Formelsammlung

Zusammenfassung der Formeln

I Grundztige der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition

( )_Anzahl der Elementarereignisse ir
Anzahl der Elementarereignisse in

G = Menge aller Elementarereignisse (Ereignisraum)
A = Ereignis (Teilmenge von G)
Kolmogorov-Axiome

1. Axiom:  P(A)=0,P(AOR
2. Axiom: P(AOADAO.)=F A+ KA+ R A+...,

falls A1, Ap,... einander paarweise ausschliellende Ereignissel@mselben
Ereignisraum sind.
3. Axiom: P(G)=1

Bedingte Wahrscheinlichkeit
P(B| A)=

Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

P(8|A=PF(HA=H§
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Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Additionssatz
- flr disjunkte Ereignisse:

P(ADB)=P(A+ K §
P(ADBOC)=P A+ B+ R §

- fOr nicht-disjunkte Ereignisse:

P(ADB)=P(A+ A B- R & B
P(ADBOC)=HA+H B+ R G-k A P

-P(AnC)-P(Bn 9+ { A B ¢

Multiplikationssatz
- fur stochastisch unabhangige Ereignisse:

P(AnB)=P(AORA B
P(An Bn C)= (AUR BOR ¢

- fur stochastisch abhangige Ereignisse:
P(AnB)=P(ADA B 4
=P(B)P(A B

P(An B Q)= M ACH § ACK ¢ A

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Ereignissé\; sind disjunkt und bilden eine endliche Zerlegueg @rundgesamtheit.

FUr ein beliebiges Ereigngsinnerhalb G gilt dann:
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Il Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Diskrete Zufallsvariable
Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X = Xi): f(xi)

Eigenschaften:
1. 0< f(x

)s1
2. f(x)=20
3. > f(x)=1
Verteilungsfunktion

F(X)=P(X <x)=> f(x)

% <X

Eigenschaften:

0<F(x)<1
Firx, < x, gilt F(x,)< F(x,)

Erwartungswert
E(X): Zi X Df(xi): H
Varianz

Var(X) =3 x*0(x)- u* =0

Stetige Zufallsvariable

Wahrscheinlichkeitsdichte

(9= 20 <

Eigenschaften:
1. f(x)=0
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2. j f (x)dx=1
Verteilungsfunktion

F(x)=P(X< =] (]

Eigenschaften:

1. 0sF(x)<1

2. Fur x, <%, gilt F(x)< F(x,)
3. lim F(x)=0

X — —00

4. lim F(x)=1

Erwartungswert

E(X):Txf(x)dx:,u

Varianz

Var(X) = [ ¥ DF(¥) de g2 =0

[l Diskrete Verteilungen

Gleichverteilung
Parametern = Stichprobenumfang

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X=x)=f(x)=
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Verteilungsfunktion

0 fir x<x

Binomialverteilung

Parametern = Stichprobenumfang
p = Erfolgswahrscheinlichkeit des Elementarereiggss

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(x=X=t(¥np= E(n fol- p

fg (X| n, p) =(:‘J Op Eﬂl— p)n—x

Verteilungsfunktion
P(x= =R (4= R4 n =1 E(m x3 - )

Erwartungswert

E(X)=n0p

Varianz

Var( X) = nOpC{1- p

Hypergeometrische Verteilung

Parameter n = Stichprobenumfang
N = Umfang der Grundgesamtheit
M = Zahl der Elemente in der Grundgesamtheit meebestimmten Eigen-

schaft
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X=%= (¥ N, nM

fHV|mnu@:[Tj55Tj

Verteilungsfunktion

Erwartungswert

E(x):nd%

Varianz

Poissonverteilung
Parameter W: Erwartungswert = Varianz

Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X=%= (4x)

We”

fo (X ) =

Verteilungsfunktion
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Rekursionsformel

f((x+2)| 1) =0 (X )

Erwartungswert

E(X)=u

Varianz

Var(X)=pu

Geometrische Verteilung

Parameter p

Wahrscheinlichkeitsfunktion
f,(X p)=p(1- P x=1,2,..
Verteilungsfunktion

0 fur x<1
Fg (X| p): 1_(1_ m .. .
p) fir ms x< m+1, nme1,2,..

Erwartungswert
E ( x) :l
P

Varianz

Var(X)=1;2p

Multinomialverteilung

Parameter n Stichprobenumfang
Erfolgswahrscheinlichkeiten der Elementarereigai

Pi
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X,=X,a X = %)= (% % ¥ NP )

K K
mit > x, =nund)’ p=1.
-1 -1

Erwartungswert

E(X)=nOp

Varianz

Var( X )= nOp [{1- p)

Allgemeine hypergeometrische Verteilung
Parameter n = Stichprobenumfang
= Zahl der Elemente in der Grundgesamtheit mierebestimmten, fur je-

N;
des i verschiedenen Eigenschatft

Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fan (X0 %% M NN = (N)

K K
mit > x; =nund> N = N,
-1 -1

Erwartungswert

E(xi)=ndl\\li
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Varianz

Var(X) = nd:—‘ [él_ﬁj%

N

IV  Stetige Verteilungen

Gleichverteilung

Parameter a, b- Grenzen des Intervalls

Dichtefunktion
1
—_— fir a<s x<b
f,(dat)={b-a
0 sonst
Verteilungsfunktion
0 flr x<a
X—a
F (x| ab)=¢—— fira< x< b
(a2
1 fur x>b
Erwartungswert
a+b
E(X)=——
(x)=2
Varianz
b-a)’
Var(X)=( )
12

Exponentialverteilung

Dichtefunktion

AR™™  fur x=0 mitA>0
fe(x14)= {O sonst
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Verteilungsfunktion

FE(XM):{

0
1-e

Erwartungswert

Gammaverteilung
Parameter r, A
Dichtefunktion

Iy
()

wobeil ( J' tdt,
0

.I:G @—/1 X D(_l

Erwartungswert

Normalverteilung

Parameter p = Erwartu

02 = Varianz = Streuung um den Erwartungswert

fur x<O

% fir x= 0

x=0

r(9=(r-2)!, falls r ganzzahli

ngswert
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Dichtefunktion

W) e

fr —oo<Xx<+o
—c0 < < +00

2

0<0o“ <+

Verteilungsfunktion

FN(X‘,U,O'Z)= f—l Ee_%[é%ﬂj dt

o2
Erwartungswert
E(X)=u
Varianz
Var(X)=0?

Standardnormalverteilung

N(u.0%)=N(0,9)

= Normalverteilung mit den Parametewn =@dw?’ =1

Standardisierte Zufallsvariable
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Chi-Quadratverteilung

Parameter v

Dichtefunktion

Erwartungswert
E ( )(2) =y
Varianz

Var()(2)=2|/

Studentverteilung (t-Verteilung)

Parameter v

Dichtefunktion

f (2| v)=C()E— —c0< 7€ 0

vl

2
1+2 |°
14

Erwartungswert

E(T)=0
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Varianz
vV y
Var(T)=—— furv>2
v-2
F-Verteilung
Parameter v,,v,
Dichtefunktion
121—1
fe (2vv,) = C(Vl,VZ)EZ—w, z>0
(v, +v,2) 2
(n/2) (v212)
mit C(v,,V,)= L W,
(%)
2 2
5+%)
2 2
Erwartungswert
— V2 .e
E(F)= flrv,=>2
v, =

Varianz

2v5(V1+V,—2)
V1 (v, =2)%(v, - 4)

Var(F)= firv,>4
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Ubergange zwischen den Verteilungen

Normalverteilung

Binomialverteilung » Poissonverteilung

z|s

Hyper geometrische Verteilung
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V  Induktive Statistik Stichprobenfunktionen und
Testverteilungen

Arithmetisches Mittel der Stichprobe

Stichprobenfunktion
- 14
X = E [E,( X )

Erwartungswert
E( )_() =

Varianz

Testverteilung

X-u

Q/n st standardnormalverteilt, falbs; normalverteilt ist;
o

Z =

ist approximativ standardnormalverteilt, falls dk; unabhangig
identisch verteilt sind und n grol} ist (Faustreget:100C).

Varianz der Stichprobe

Stichprobenfunktion

Testverteilung

2
X2=%,W0bei §=%Z( X- _>§2

X2 ist x2-verteilt mitv = n -1 Freiheitsgraden.
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Standardisierte Zufallsvariable bei unbekannter Vainanz der
Grundgesamtheit

Stichprobenfunktion

X -y

Testverteilung
T ist t-verteilt mitv = n -1 Freiheitsgraden

Quotienten zweier Varianzen

Stichprobenfunktion

nEqn-1)_xiln-
nE{n-1) x;{n-

fir o = 05 gilt F =

Bl

Testverteilung
F ist F-verteilt mitv, = n; —1 undv, = n, —1 Freiheitsgraden.

VI Punktschatzung

Eigenschaften von Schéatzfunktionen

- Erwartungstreue: E(é)=6?
Verzerrung (bias): E(é) £0

Asymptotische Erwartungstreug wenn gilt: lim E(é(”)) =0

n-o

- Konsistenz lim prob(

n-oo

é“—e\za):o

* Eine Schatzfunktio® ist konsistent, falls sie
1. asymptotisch erwartungstreu ist und

2. ihre Varianz\/ar(é) fir n - c gegen Null strebt.



200 Merz: Statistik Il — Wahrscheinlichkeitsrechgumd induktive Statistik

- Effizienz:
e relative Effizienz:

Var(él) < Var(éz) : wobeiél,é2 erwartungstreue Schatzfunktionen &sind.

e absolute Effizienz:

Die Var(é) ist minimal im Vergleich zu jeder anderen erwagstneuen

Schéatzfunktion.

Schatzmethoden

Methode der Momente
Unbekannte Parameter der Grundgesamtheit werdened&prechenden Parametern der
Stichprobe gleichgesetzt.
Methode der kleinsten Quadrate
Unbekannte Parameter der Grundgesamtﬁg@kzo, K) aus
Vi= BotBt B %+ ‘:’L

a &
systematischer Einflul¥ (%) zufalliger Einfluf?

werden (ibeb®°=( X" X)™ X'y geschatzt.

Maximume-Likelihood-Methode
Likelihoodfunktion:

L(8)=f (x|6)0f (%|6)0.0f (x| 6)

=|j f(x|6) bzw

In L(H):Z;:In f(x|6)

mit f ()g | 6’) = Dichtefunktion der Zufallsvariable; X
Den Schatzwer® erhalt man tber die Maximierung var(8) bzw. In L(6):

a—L:Obzw alnL:

00 0In6

0.
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VIl Intervallschatzung

Konfidenzintervall fir p

- bei bekannter Varianz g der Grundgesamtheit (GG normalverteilt)

P()_(_ %—0/2 w)? S/JS 7(+ %—a/ZBTT() =l-a

o
O =

T

o |[N—-n .. ) n
Oy=—r |[—— Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zuricklegad 4-=>0,0
X~ InIN-1 ( p g N 5

- bei unbekannter Varianz 6? der Grundgesamtheit (GG normalverteilt)

P(>_<—t|__lﬁ'>z SUS >_(+t@-;()=1_as wobei t= 1t—a/2,n—1

Oy :LJM (Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zurlckleged Hn—20,05)
Jn=1V N N

Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade> 3C ist, kann die Studentverteilung durch die Nor-
malverteilung approximiert werden.

Konfidenzintervall fur die Varianz g2 (GG normalverteilt)

2
P( nts <g? s ]=l—a

IN

2 2
Xl—a/Z,n—l Xa/ 2n-1

Konfidenzintervall fir den Anteilswert p

PP~ 2018, < PS PF 2,,06,)=1-a

R p1- ¢ .
mit g, = M Modell mit Zurticklegen

N ~
mit g, :\/p[Q p) d\lN ; Modell ohne Zurticklegen unﬂ-z 0,05.
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Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs

- bei Schatzung fur p
Au=zloy = absoluter Fehl

7’ [&?
(Bu)
- bei Schatzung fur Anteilswert p
1_
Ap=zlo, = M = absoluter Fehle Modell mit Zurticklegen
? Opli1-
n= w Modell mit Zurticklegen
(&)
_1 _
Ap=z ;f pEG P ) ;/ NN ;= absoluter Fehle Modell ohne Zurticklegen
n —
und L > 0,05
N
>IN Opf1-
n= - z P{e-p Modell ohne Zurtcklegen
(Ap) fN-1)+ Z0pf1- P
und—~ > 0,05
N

p ist Schatzwert fur p.

Wenn keine Informationen Gb@rvorliegen:p = 0,5.

Konfidenzintervall fur die Differenz zweier arithmetischer Mittel

Voraussetzung: - Unabhangigkeit der Stichproben
- genlgend grof3e Stichprobenumfange (Faustragel30,n, >30)

- o7 und g3 bekannt
P[( >_<1_ )_<2)_ 4o, Slul_,uzs(x_ _Xz)"' ﬂTD}=1—O’

wobe Z=21 o))

2 2
2_0y L0

Op
n m
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- o7 und g5 unbekannt, abero? = o3
P[(>_(1— X,) =ty < pt, = p, < Xy= X;)+ ﬂ]ﬁD} =1l-a
wobei t=t,_q /5, +n,-2

~ n, +n
0.2_ 1 2 BZ

n,+n, -2
1
§’= 18 +n,8,°
+n
ng +n,
2 40 B.2 +
5 2_NS" +n,S, [nl n,
D
n,+n,-2 { nyh,

Konfidenzintervall fur die Differenz zweier Anteilswerte
Bedingung:
n, b, ffL-py)= 9n, O, f1-p,) =9

P[(@l_f)z)_Z[ﬁD SPL—P2 5(@1‘62)"'2[&%]:1_“

wobei

6% - Py [ql_ﬁl) + P, [Gl_f’z)
n, n,

Zzzl—a/z

VIl Parametertests

PrifgrofRen und Testverteilungen

Grundlagen

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Altévhgpothese, Signifikanzniveau
2. Schritt: PrifgréRe, Testverteilung

3. Schritt:  Kritischer Bereich

4. Schritt:  Wert der PrifgréRe

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
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Einstichprobentests flr den Anteilswert

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:P=po
Alternativhypothese: HaPZP,
Prufgrofie: Z= p—Apo -—P B ,
Nar(plp) \/Po(l‘po)
n
.o X
wobei p=— und X~B(n,p)
n
Testverteilung: Z~N(0,1) fimp{1- p)>9
Kritischer Bereich: (-0;2,]0[ 7+ )

Zu:Za/Z ) Zo:Zl—a/Z

Einseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:p<p,
Alternativhypothese: H,:p>p,
Prufgrofie: Z= p—Apo - B ,
JVar(p|p) \/Do (1-p)
n
.. X
wobei p=— und X~B(n,p)
n
Testverteilung: Z~N(0,1) fimp{1- p)>9
Kritischer Bereich: [2¢;+ 00
Zc = Zl—q

Einstichprobentests fur das arithmetische Mittel bé normal-
verteilter Grundgesamtheit

Einstichprobentest fiir g bei bekannter Varianzo? der GG

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:H=H,
Alternativhypothese: Hay HZ Mg
PriifgroRe: z=2 "t - X_/JO,
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_ O
X n
O+ -0 |N=n (Korrektur bei einer Stichprobe ohne
* Jn\yN-1
Zurtucklegen und%z0,0S)
Testverteilung: Z~N(0,1)
Kritischer Bereich: (-00;2,]0[ 2,;+)

Z, =Z01/2 ’ Zozzl—a/Z
Einstichprobentest fiir p bei unbekannter Varianzo? der GG

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho L =H,
Alternativhypothese: Hay U7 Mg
Prifgrofie: T= X_/Jﬂ = x:/”lo,
Var(X)  Ox
by ==
* /n-1
A S N-n o ,
Oy = —\ N (Korrektur bei einer Stichprobe ohne
Zurtucklegen und%20,05)
Testverteilung: T ~t - verteilt mit A 1 Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: (=o0;t, ] O[ty; + o)
t=tgon1 v o= lagzna

Einstichprobentests fiir die Varianz bei normalvertelter Grund-
gesamtheit

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Hy:0=0,

Alternativhypothese: H,:0%0,

PriifgroRe: X2 = B;z
Oo

Testverteilung: )(02 ~ x2- verteilt mit n— 1 Freiheitsgraden
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Kritischer Bereich:

Einseitige Fragestellung
Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

Zweistichprobentests flr die Differenz zweier arithmetischer

Mittel

Voraussetzungen:

(00,7 0] 4,7+ 0)

XS =X2, (=1, xS =x2,,(n-1)

Hy,:0<0,
H,:0>0,
2 _ n|:$2

Xo
oy’

Xo> ~ X2- verteilt mit n-1 Freiheitsgraden

5 iveo)
XA (n-1)

- Beide Stichproben sind unabhéngig voneinander.

- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@gesamtheiten.

« Die Varianzen ¢? unda3 sind bekannt

Fall 1: o,°=0,
Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

Fall 2. o,°%0,°
Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Prufgrofl3e:

Testverteilung:

HoiHy —H, =0

Hatky —H,#0

S (X=X) [,
g n+n

Z~N(, 1)

(~;2] D7+ )
Z, :Za/2 ) Zozzl—a/z

Ho:Hy —H, =0
Hatly —H, %0
X, = X
z= (12 ) =(/n [,
\/nzw-l-i-nlwz
Z~N(, 1)
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Kritischer Bereich:

(~;2,]0[7:+)
Z, =Zot/2 ’ Zozzl—a/z

« Die Varianzen ¢? undo3sind unbekannt

Fall 1: o,°=0,

Nullhypothese:

Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

Fall 2. o°#0,°

Nullhypothese:

Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

Ho:Hy 1, =0

Hatky —H,#0

T= e
(n+n,) B —e

Jtn -2
. 1
wobei S=———[ pO0S+ 50 5) bzw.
e )
- X1_Y2
\/nztﬁi"'nl@%

T ~ t-verteilt mi =n, + n, —2 Freiheitsgraden

T

Q

n,Ch, mit a—f=,%_lsf nz%sf

(=it ] T [te; + )
tu :ta/Z,v ) t0:1:1—01/2,\)

HoiHy —H, =0
Hatky —H, %0

X=X
T= 12 2 =Ln, [,

T ist anndhernd t-verteilt mitreiheitsgraden:
1
O—

V= > Mmit
W (1—W)
+
n-1 n-1
~2
O<w = g, i, <1

G2, +45,
V=LVDJ
(—ooit, ] Oty +e0)

tu :ta/Z,v ) t0:1:1—01/2,\)
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Zweistichprobentests flr den Quotienten zweier Vaanzen

Voraussetzungen:

- Beide Stichproben sind unabhéngig voneinander.
- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@yesamtheiten.

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

Einseitige Fragestellung

Nullhypothese:

Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:

Kritischer Bereich:

H,:0,°=0,°
H,:0,°#0,°
F_a_lZ — nl[S_z/( rl_l)
T a2 2
g, nz[sz /( nz_l)
F ist F-verteilt mit; =n, =1 unc v, =n, —1 Freiheitsgraden
[0;F,]O[Ry;+e0

- 0 _nE/(n-1)
5-22 n, [Bzz/( Q—l)

F ist F-verteilt mit; =n; -1 unc v, =n, —1 Freiheitsgraden

[FC;+oo
F=F_

a,v,,v,

Zweistichprobentests fir die Differenz zweier Antdswerte

Voraussetzungen:

- Beide Stichproben sind voneinander unabhéngig.

- N, unc n, sind so grof3, dal die Anteilswerte als normalileetagesehen werden konnen.

Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Ho:py—p,=0
Haipp—p, %20
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Z_ pl_pZ D nll:hz

Prifgrofe: =— =
JP(-p) Vn+n,
wobei = NPy +Ny[Py _ XX,
n+n n+n
Testverteilung: Z ist annahernd N ( 0,1 )-verteilt
Kritischer Bereich: (-0;2,]0[ z;+)

Z, :Za/2 ) Zo:Zl—a/Z

Tests im klassischen linearen Regressionsmodell

Y =B+ B0k, + B0k, 4 B D+ 4 B O +4 (F1..n

Test der Gesamterklarungsgute (F-Test)

Nullhypothese: Ho:Bi=B,=...=B=...=B¢ =0

Alternativhypothese: HyB,20  (k=1,...K)

Prufgrofl3e: lei; dPKK_l

Testverteilung: F ist F-verteilt mit; =K unc v, =n-K -1 Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: [F.;+o0

F=Fa k.n-k-1

Signifikanztest fur die einzelnen MKQ/OLS-Koeffizienten by (t-Test)

Nullhypothese: Hy:B, =0
Alternativhypothese: H, B, %0

— =0
PriifgroRe: =2 ~(A=0) (£.=0)

S
: e'e -1
wobei =/ Val b)= X un
e=y-Yy

Testverteilung: t ist t-verteilt md=n- K -1 Freiheitsgraden

Kritischer Bereich: ]-o0; —t, ] O[ty; +oo[ , t,=—t, =t t

al2,n-K-1 1 "o :tc :tl—a/2,n—K—1
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IX  Verteilungstests

Chi-Quadrat-Verteilungstest

Einfache Hypothese

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten, genau festgele
Verteilung.

Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten, genau festgeh
Verteilung nicht.
K -n{

PrifgroRe: X2 z( p)
i=1

Testverteilung: X2 ist x2-verteilt mitv=k —1 Freiheitsgraden.

(k ist die Anzahl der Merkmalsauspragungen)
Faustregel fur die Anwendungip; =25 fur i=1,...,k

Kritischer Bereich: [)(Cz + oo)
Xe =X (k=)

Zusammengesetzte Hypothese

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten Verteilung.
Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten Verteilunghic
Anmerkung: Parameter der Verteilung missen geschéatzt
werden.
K -n0
PriifgroRe: xi= Z p)
i=1
Testverteilung: X2 ist x2-verteilt mitv=k —1- m Freiheitsgraden.

(k ist die Anzahl der Merkmalsauspragungen,
m ist die Anzahl der geschatzten Parameter deeWany)
Faustregel fir die Anwendungip; =25 fur i=1,...,k

Kritischer Bereich: [)(CZ + oo)
X =x2,(k-1-m)

Kolmogorov-Smirnov-Verteilungstest

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten, genau festgele
Verteilung.
Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten, genau festgeh

Verteilung nicht.
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F*(z)-F°(7.)
Fe(z)-F°(2)
wobei F°(z) die Verteilungsfunktion der Grundgesamtheit

Prufgrol3e: d = max
3

(expected) undF°(z) die Summenhéaufigkeitsfunktion der
Stichprobe (observed) ist.

Testverteilung: d ist Kolmogorov-Smirnov-verteit= d, ,
(n ist der Stichprobenumfang)

Kritischer Bereich: [dg;+0o
dC = da,n

Tabelle der Kolmogorov-Smirnov-Verteilung fir a=0,1 und a =0,05
(Quelle: J. Schwarze, Grundlagen der Statistik993, S. 254):

Nl a=0,1|a=005|N| a=0,1|a=0,05|Nn| a=0,21|a=0,05|n| a=0,1|a=0,05

3 0,636 0,708 3 0,325 0,361 | 23 0,247 0,275 33 0,208 0,231
4 0,565 0,624 4 0,314 0,349 | 24 0,242 0,269 34 0,205 0,227
5 0,509 0,563 5 0,304 0,338 5 0,238 0,264 5 0,202 0,224
6| 0,468 0,519 6 0,295 0,327 6 0,233 0,259 6 0,199 0,221
7 0,436 0,483 7 0,286 0,318 7 0,229 0,254 7 0,196 0,218
8 0,410 0,454 8 0,278 0,309 8 0,225 0,250 8 0,194 0,215

9 0,387 0,430
10 0,369 0,409
11 0,352 0,391
12 0,338 0,375

9 0,271 0,301 9 0,221 0,246 9 0,191 0,213
0 0,265 0,294 0 0,218 0,242 0 0,189 0,210
1 0,259 0,287 10,214 0,238 0 0,170 0,188
2 0,253 0,281 2 0,211 0,234 | 1400 0,121 0,134

D) N DN | b o b o s

Chi-Quadrat-Unabhéangigkeitstest

Nullhypothese: H,: Die Merkmale A und B sind voneinander unabhangig.

Alternativhypothese: H,: Die Merkmale A und B sind voneinander abhangig.

2
PrufgroBe:  x? = ZZ—(nj %nj )

i=1j=1 ij

wobei n; die beobachteten absoluten Haufigkeiten und

nn
A :% die absoluten Haufigkeiten bei Unabhé&ngigkeit sind
Testverteilung: x” ist x*-verteilt mit v=(r -1){s-1) Freiheitsgraden

Kritischer Bereich: [)(CZ + oo) X =X ((r-1)s-1))
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m=up (Erwartungswert) = ip

Poisson-Verteilung (Quelle: eigene Berechnungen)
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0,0284
0,0050
0,0007
0,0001

0,4966
0,8442
0,9659
0,9942
0,9992
0,9999
1,0000

0,95

f(x)

F(x)

0.4724
0,3543
0,1329
0,0332
0,0062
0,0009
0,0001

1,00

f(x)

0,472
0,826
0,959
0,992
0,998
0,999
1,000

F(x)

N OV B W N - O X

0,4493
0,3595
0,1438
0,0383
0,0077
0,0012
0,0002
0,0000

0,4493
0,8088
0,9526
0,9909
0,9986
0,9998
1,0000
1,0000

0.4274
0,3633
0,1544
0,0437
0,0093
0,0016
0,0002
0,0000

0.4274
0,7907
0,9451
0,9889
0,9982
0,9997
1,0000
1,0000

0.4066
0,3659
0,1647
0,0494
0,0111
0,0020
0,0003
0,0000

0,4066
0,7725
0,9371
0,9865
0,9977
0,9997
1,0000

1,0000

0,3867
0,3674
0,1745
0,0553
0,0131
0,0025
0,0004
0,0001

0,3867
0,7541
0,9287
0,9839
0,9971
0,9995
0,9999

1,0000

0.3679
0,3679
0,1839
0,0613
0,0153
0,0031
0,0005
0,0001

0,367
0,739
0,919
0,981
0,99¢
0,999
0,99¢
1,00(
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Poisson-Verteilung

m

1,10

f(x)

F(x)

(Quelle: eigene Berechnungen)

1,20

f(x)

F(x)

1,30

f(x)

F(x)

1,40

f(x)

F(x)

1,50

(x)

F(x)

0NN D WN = O

0,3329
0,3662
0,2014
0,0738
0,0203
0,0045
0,0008
0,0001
0,0000

0,3329
0,6990
0,9004
0,9743
0,9946
0,9990
0,9999
1,0000
1,0000

1,60

f(x)

F(x)

0,3012
0,3614
0,2169
0,0867
0,0260
0,0062
0,0012
0,0002
0,0000

0,3012
0,6626
0,8795
0,9662
0,9923
0,9985
0,9997
1,0000
1,0000

1,70

f(x)

F(x)

0,2725
0,3543
0,2303
0,0998
0,0324
0,0084
0,0018
0,0003
0,0001

0,2725
0,6268
0,8571
0,9569
0,9893
0,9978
0,9996
0,9999
1,0000

1,80

f(x)

F(x)

0,2466
0,3452
0,2417
0,1128
0,0395
0,0111
0,0026
0,0005
0,0001

0,2466
0,5918
0,8335
0,9463
0,9857
0,9968
0,9994
0,9999
1,0000

1,90

f(x)

F(x)

0,2231
0,3347
0,2510
0,1255
0,0471
0,0141
0,0035
0,0008
0,0001

0,2231
0,6578
0,8088
0,9344
0,9814
0,9955
0,999
0,9998
1,0000

2,00

f(x)

F(x)

3

W RNDOHAE WN - OX

0,2019
0,3230
0,2584
0,1378
0,0551
0,0176
0,0047
0,0011

0,0002

0,0000

0,2019
0,5249
0,7834
0,9212
0,9763
0,9940
0,9987
0,9997
1,0000
1,0000

2,10

f(x)

F(x)

0,1827
0,3106
0,2640
0,1486
0,0636
0,0216
0,0061
0,0015
0,0003
0,0001

0,1827
0,4932
0,7572
0,9068
0,9704
0,9920
0,9981
0,9996
0,9999
1,0000

2,20

f(x)

F(x)

0,1653
0,2975
0,2678
0,1607
0,0723
0,0260
0,0078
0,0020
0,0005
0,0001

0,1653
0,4628
0,7306
0,8913
0,9636
0,9896
0,9974
0,9994
0,9999
1,0000

2,30

f(x)

F(x)

0,1496
0,2842
0,2700
0,1710
0,0812
0,0309
0,0098
0,0027
0,0006
0,0001

0,1496
0,4337
0,7037
0,8747
0,9559
0,9868
0,9966
0,9992
0,9998
1,0000

2,40

f(x)

F(x)

0,1353
0,2707
0,2707
0,1804
0,0902
0,0361
0,0120
0,0034
0,0009
0,0002

0,1353
0,4060
0,6767
0,8571
0,9473
0,9834
0,9955
0,9989
0,9998
1,0000

2,50

f(x)

F(x)

3

- O WwWNOWN AW N - O

-k b

0,1225
0,2572
0,2700
0,1890
0,0892
0,0417
0,0146
0,0044
0,0011
0,0003
0,0001
0,0000

0,1225
0,3796
0,6496
0,8386
0,9379
0,8796
0,9941
0,9985
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000

2,60

f(x)

F(x)

0,1108
0,2438
0,2681
0,1966
0,1082
0,0476
0,0174
0,0055
0,0015
0,0004
0,0001
0,0000

0,1108
0,3546
0,6227
0,8194
0,9275
0,9751
0,9925
0,9980
0,9995
0,9999
1,0000
1,0000

2,70

f(x)

F(x)

0,1003
0,2306
0,2652
0,2033
0,1169
0,0538
0,0206
0,0068
0,0019
0,0005
0,0001
0,0000

0,1003
0,3309
0,5960
0,7993
0,9162
0,9700
0,9906
0,9974
0,9994
0,9998
1,0000
1,0000

2,80

f(x)

F(x)

0,0907
0,2177
0,2613
0,2090
0,1254
0,0602
0,0241
0,0083
0,0025
0,0007
0,0002
0,0000

0,0907
0,3084
0,5697
0,7787
0,9041
0,9643
0,9884
0,9967
0,991
0,9998
1,0000
1,0000

2,90

f(x)

F(x)

0,0821
0,2062
0,2565
0,2138
0,1336
0,0668
0,0278
0,0099
0,0031
0,0009
0,0002
0,0000

0,0821
0,2873
0,5438
0,7576
0,8912
0,9580
0,9858
0,9958
0,9969
0,9997
0,9999
1,0000

3,00

f(x)

F(x)

R ~N O 0 H W N = OX

@0

0,0743
0,1931
0,2510
0,2176
0,1414
0,0735
0,0319
0,0118
0,0038
0,0011
0,0003
0,0001
0,0000

0,0743
0,2674
0,5184
0,7360
0,8774
0,9510
0,9828
0,9947
0,9985
0,9996
0,9999
1,0000
1,0000

0,0672
0,1815
0,2450
0,2205
0,1488
0,0804
0,0362
0,0139
0,0047
0,0014
0,0004
0,0001
0,0000

0,0672
0,2487
0,4836
0,7141
0,8629
0,9433
0,9794
0,9934
0,9981
0,9995
0,9999
1,0000
1,0000

0,0608
0,1703
0,2384
0,2225
0,1557
0,0872
0,0407
0,0183
0,0057
0,0018
0,0005
0,0001
0,0000

0,0608
0,2311
0,4695
0,6919
0,8477
0,9349
0,9756
0,9919
0,9976
0,9993
0,9998
1,0000

1,0000

0,0550
0,1596
0,2314
0,2237
0,1622
0,0940
0,0455
0,0188
0,0068
0,0022
0,0006
0,0002
0,0000

0,0550
0,2146
0,4460
0,6696
0,8318
0,9258
0,9713
0,9901
0,9969
0,9991
0,9998
0,9999
1,0000

0,0498
0,1494
0,2240
0,2240
0,1680
0,1008
0,0504
0,0216
0,0081
0,0027
0,0008
0,0002
0,0001

0.0498
0,1991
0,4232
0,6472
0,8153
0,9161
0,9665
0,9881
0,9962
0,9989
0,9997
0,9999
1,0000
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Poisson-Verteilung

m

3,50

(Quelle: eigene Berechnungen)

5,00

5,50

4,00

4,50

f(x)

F(x)

f{x)

F(x)

f(x)

F(x)

f(x)

F(x)

£(x)

F(x)

0O NN P WN = OIX

0,0302
0,1057
0,1850
0,2158
0,1888
0,1322
0,0771
0,0385
0,0169
0,0066
0,0023
0,0007
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0302
0,1359
0,3208
0,5366
0,7254
0,8576
0,9347
0,9733
0,9901
0,9967
0,9990
0,9997
0,999¢9
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

6,00

£(x)

F(x)

0,0183
0,0733
0,1465
0,1954
0,1954
0,1563
0,1042
0,0595
0,0298
0,0132
0,0053
0,0019
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0183
0,0916
0,2381
0,4335
0,6288
0,7851
0,8893
0,9489
0,9786
0,9919
0,9972
0,9991
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

7,00

f(x)

F(x)

0,0111
0,0500
0,125
0,1687
0,1898
0,1708
0,1281
0,0824
0,0463
0,0232
0,0104
0,0043
0,0016
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0111
0,0611
0,1736
0,3423
0,5321
0,7029
0,8311
0,9134
0,9597
0,9829
0,9933
0,9976
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

8,00

f(x)

Fx)

0,0067
0,0337
0,0842
0,1404
0,1755
0,1755
0,1462
0,1044
0,0653
0,0363
0,0181
0,0082
0,0034
0,0013
0,0005
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000

0,0067
0,0404
0,1247
0,2650
0,4405
0,6160
0,7622
0,8666
0,9319
0,9682
0,9863
0,9945
0,9980
0,9993
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000

9,00

f(x)

F(x)

0,0041
0,0225
0,0618
0,1133
0,1558
0,1714
0,1571
0,1234
0,08489
0,0519
0,0285
0,0143
0,0065
0,0028
0,0011
0,0004
0,0001
0,0000
0,0000

0,0041
0,0266
0,0884
0,2017
0,3575
0,5289
0,6860
0,8095
0,8944
0,9462
0,9747
0,9890
0,9955
G,9983
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000
1,00G0

10,00

f(x)

F(x)

0,0025
0,0149
0,0446
0,0892
0,1339
0,1606
0,1606
0,1377
0,1033
0,0688
0,0413
0,0225
0,0113
0,0052
0,0022
0,0009
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0025
0,0174
0,0620
0,1512
0,2851
0,4457
0,6063
0,7440
0,8472
0,9161
0,9574
0,8799
0,9912
0,9964
0,9986
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0009
0,0064
0,0223
0,0521
0,0912
0,1277
0,1490
0,1490
0,1304
0,1014
0,0710
0,0452
0,0263
0,0142
0,0071
0,0033
0,0014
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0009
0,0073
0,0296
0,0818
0,1730
0,3007
0,4497
0,5987
0,7291
0,8305
0,9015
0,9467
0,9730
0,9872
0,9943
0,9976
0,9990
0,9996
0,9998
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0003
0,0027
0,0107
0,0286
0,0573
0,0916
0,1221
0,1396
0,1396
0,1241
0,0993
0,0722
0,0481
0,0296
0,0169
0,0090
0,0045
0,0021
0,0009
0,0004
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0003
0,0030
0,0138
0,0424
0,0996
0,1912
0,3134
0,4530
0,5925
0,7166
0,8159
0,8881
0,9362
0,9658
0,0827
0,9918
0,9963
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0001
0,0011
0,0050
0,0150
0,0337
0,0607
0,0911
0,1171
0,1318
0,1318
0,1186
0,0970
0,0728
0,0504
0,0324
0,0194
0,0109
0,0058
0,0029
0,0014
0,0006
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000

0,0001
0,0012
0,0062
0,0212
0,0550
0,1157
0,2068
0,3239
0,4557
0,5874
0,7060
0,8030
0,8758
0,9261
0,9585
0,9780
0,9889
0,9947
0,9976
0,9989
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000

0,0000
0,0005
0,0023
0,0076
0,0189
0,0378
0,0631
0,0901
0,1126
0,1251
0,1251
0,1137
0,0948
0,0729
0,0521
0,0347
0,0217
0,0128
0,0071
0,0037
0,0018
0,0009
0,0004
0,0002
0,0001

0,0000
0,0005
0,0028
0,0103
0,0293
0,0671
0,1301
0,2202
0,3328
0,4579
0,5830
0,6968
0,7916
0,8645
0,9165
0,9513
0,9730
0,9857
0,9928
0,9965
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000
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Verteilungsfunktion d)(z) der Standardnormalverteilung
N(0,1) (Quelle: Hartung et al. 1982, S. 734)

5.
2 1-a

- 4 E] T 1
000 00,5

). Shadad P=050, 1-P=350.

z

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06 0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,583%279
6,5635675
6,605064
6,60(6443
Q,60/6808

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,6915

0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,6950

0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,6985

0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,7019

0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,7054

0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,7088

0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

G, 7027157
@,785/486
a,706/794
Q,803078
6,8818340

0,7190

0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,7224

0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0
11
1,2
1,3
1,4

0,8413

0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,8438

0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,8461

0,8686
0,8888
0,9066
0,9222

0,8485

0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,8508

0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,8531

0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

@,898B577
0,80/8790
2,89@8980
Q,90P147
0,92/9292

0,8599

0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,8621

0,8830
0,9015
0,9177
0,9319

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

0,9332

0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9345

0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,9357

0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9370

0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,9382

0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,9394

0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

6,90(0418
6,9919525
8,96(0616
6,96693
0,90P756

0,9429

0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,9441

0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

0,9772

0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,9778

0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9783

0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9788

0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,9793

0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,9798

0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

3,98(0808
6,980850
Q,983884
0,99(P911
Q,993P8932

0,9812

0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,9817

0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,9938

0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9940

0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9941

0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9943

0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9945

0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,9946

0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

8,9940949
Q,990962
Q,99/9972
0,99/9979
6,998985

0,9951

0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9952

0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

3,0

0,9987

0,9987

0,9987

0,9988

0,9988

0,9989

0,998989

0,9990

0,9990

Ablesebeispiel:®(1,56) = 0,940¢ ®(z)=1-a

Erweiterung der Tafel®(-z) =1-®( 2)

Approximation nach Hastingsfur z>0

®(z) O1-

1

V2

b=0,231641,

a, =0,3193815,
a, =-1,82125597, a, =1,33027442.

&2 a0+ g0t + g0t + gDt+ g0t) mit &

1+blZ’

a, = —0,35656378, a, =1,78147793,
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Quantile z der Standardnormalverteilung
N(0,1) (Quelle: Hartung et al. 1982, S. 735)

(2) 2 (2) 2 (2) 2 (2)

0,9999 3,7190 0,9975 2,8071 0,965 1,8119 0,83
0,9998 3,5401 0,9970 2,7478 0,960 1,7507 0,82
0,9997 3,4316 0,9965 2,6968 0,955 1,6954 0,81
0,9996 3,3528 0,9960 2,6521 0,950 1,6449 0,80
0,9995 3,2905 0,9955 2,6121 0,945 1,5982 0,79

0,9994 3,2389 0,9950 2,5758 0,940 1,5548 0,78
0,9993 3,1947 0,9945 2,5427 0,935 1,5141 0,76
0,9992 3,1559 0,9940 2,5121 0,930 1,4758 0,74
0,9991 3,1214 0,9935 2,4838 0,925 1,4395 0,72
0,9990 3,0902 0,9930 2,4573 0,920 1,4051 0,70

0,9989 3,0618 0,9925 2,4324 0,915 1,3722 0,68
0,9988 3,0357 0,9920 2,4089 0,910 1,3408 0,66
0,9987 3,0115 0,9915 2,3867 0,905 1,3106 0,64
0,9986 2,9889 0,9910 2,3656 0,900 1,2816 0,62
0,9985 2,9677 0,9905 2,3455 0,890 1,2265 0,60

0,9984 2,9478 0,9900 2,3263 0,880 1,1750 0,58
0,9983 2,9290 0,9850 2,1701 0,870 1,1264 0,56
0,9982 2,9112 0,9800 2,0537 0,860 1,0803 0,54
0,9981 2,8943 0,9750 1,9600 0,850 1,0364 0,52
0,9980 2,8782 0,9700 1,8808 0,840 0,9945 0,50

Q,954
@,915
0,877
6,841
@,806

Q,772
8,706
8,643
8,582
@,524

@g,467
6,412
6,358
6,305
8,253

9,201
0,151
@,100
@,050
0,000

Ablesebeispielz 5 = 1,644¢

Erweiterung der Tafelz,_, = -z,

Approximation nach Hastingsfiir 0,5<®(z)<1

zOt- a0+a1Et+2a2Et2 mitt=\/—2EIn(1—<D(z)),

1+b O+b, [ + b,
a, = 2,51551, a, = 0,80285;, a, =0,010324
b, =1,43278, b, =0,18926¢, b, = 0,00130%,

H&aufig vorkommende z-Werte fur die Bestimmung vanidenzintervallen

Z ist standardnormalverteilt Konfidenzintervall
zweiseitig | einseitig
Haufig vorkommende z-Werte furf: a = 0,01 z=2,58 z=2,33
a=0,05 z=196 z=1,65
a=0,1 z=165 z=128
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fpuaq

T
Chi—squared(5). Shaded P:

1050, 1-P=950.

=1-a

)

2
(Quelle: J. Schwarze: Grundlagen der Statistik993, S. 306 - 307):
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Werte tabelliert (Quelle: J. Schwarze, Grundlagen Statistik I,

Anhang | - Formelsammlung
1993, S. 308 - 309)

WahrscheinlichkeiterP (T < t)

STUDENT (t)-Verteilung:

Fir
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Ubersicht zur Approximation von Verteilungen mit gxpximationskriterien (Quelle: J.

Schwarze, Grundlagen der Statistik I, 1993, S)117
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Anhang Il: Verzeichniswichtiger Symbole

M

Symbol

()
$(x)

H,auchy, oderE X
o2,auchg; odervaft %
CoU( X Y)

N(u,0?)

N(0,1)

t

U
2

Xo

U0,

B(n, p)

G, auchQ

P(A
P(A B

F(X)
f(x)

Ubersicht tiber wichtige Symbole und das griechésaiphabet

Bedeutung

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteguz(0,1)
Dichtefunktion der Standardnormalverteilung N0
Lverteilt nach®, z.B. X ~ N(0,1) = ,X ist
standardnormalvetrteilt”

Erwartungswert der Zufallsvariablen X

Varianz der Zufallsvariablen X

Covarianz der Zufallsvariablen X und Y
Normalverteilung mit Mittelwerjz und Varianzo?
Standardnormalverteilung mit Mittelwert O undridaz 1
(Student-) t-Verteilung miz Freiheitsgraden

Chiquadrat-Verteilung miv Freiheitsgraden
F-Verteilung mity, Zahler — undu, Nennerfreiheitsgraden

Binomialverteilung mit den Parametern n (Anzahtdtehe)

und p (Wahrscheinlichkeit , Treffer)
Ereignisraum (Menge aller méglichen Ergebnissesin

Zufallsexperiments)

Wahrscheinlichkeit fur den Eintritt des Erigsgs A

Bedingte Wahrscheinlichkeit fur den Eintritt dagignisses A
unter der Bedingung des Eintretens des EreignBses
Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X

Dichtefunktion der Zufallsvariablen X

Theoretische Korrelation der Zufallsvariablemxd Y
aritmetisches Mittel (aus der Stichprobe)

empirische Varianz (aus der Stichprobe)

empirische Covarianz (aus der Stichprobe)
empirische Korrelation (aus der Stichprobe)

Bestimmtheitsmald (der Regression)

Maximum Likelihood

gemeinsame Verteilungsfunktion der ZufallsvdeabX und Y
gemeinsame Dichtefunktion der der ZufallsvaeabX und Y
Naturlicher Logarithmus (zur Basis e = 2,71828)
Dekadische Logarithmus (zur Basis 10)
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e’, exp(x)
n!

:

X — 00

a, —» a

n-oco
min
max
X

in,Zix

e-Funktion , Exponentialfunktion zur Basis e

»N Fakultat”: n! = 1*2*.. . *(n-1)*n

|
Binomialkoeffizient (,n Uber k*) = N
kl(n—-K!

Grenzwert (Limes) wenn x gegen unendlich geht
»a konvergiert gegen a, wenn n gegen unendlictt“lau

Minimum, kleinster Wert einer Menge
Maximum, grél3ter Wert einer Menge

Absolutwert, Betrag von x
Summe von x Uber alle i % + X, +...+ X _, + X

RN Zj % Doppelsumme Uber x und y =
]

X ¥ X ot Xy F %y F Koot X b X Xt o

Produkt von x Uber alle i % * x,*...* x

Rechenzeichen

= ~gleich”

= Lungefahr gleich®, ,rund”

2 .entspricht*

< .Kleiner gleich”

> »groéier gleich”

0 Element von; z.B. 8! {1;2;3;4}

O ist nicht Element von; z.B. 3 {1;2;4}
U »1eilmenge von* {1;3} L {1;2;3;4}

O ~-unmaogliches Ereignis, ,leere Menge*
0 Lvereinigt mit*

N ~.geschnitten mit*

Griechisches Alphabet

Aa
BS
My
AO
Ee
Z{
Hn
O
I/
Kk
NA
Mu
Nv

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta

Theta
Jota
Kappa
Lambda
My

Ny
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=¢
Oo
NT
Po
20
Tr
Yu
by
XX
Yy
Qw

Xi
Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi
Omega
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