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Vorwort

FiUr das "aktive Lernen" des Stoffes aus StatistikVahrscheinlichkeitsrechnung und
induktive Statistik sind in diesem Ubungsbuch dmlesungsbegleitenden Ubungs-
aufgaben sowie eine Klausur jeweils mit Losungesammengestellt.

Grundlage fur dieses Skriptum ist meine Statisti/drlesung an der Leuphana
Universitat Lineburg mit den zugehoérigen Plenariglenn

Zur Vertiefung der Voraussetzungen weise ich aufinm&kriptum Statistik
| - Deskriptive Statistik sowie auf das zugehétigiingsbuch hin.

Es empfiehlt sich, die Klausur unter Examensbediggun (Zeitvorgabe!) selbstandig zu
l6sen.

Bei der Erstellung der Ubungsaufgaben waren meireriinen und Tutoren tatkraftig
und selbstandig beteiligt; herzlichen Dank dafr.

Viel Spal3 und Erfolg!

Lineburg, im Februar 2015 Univ.-Prof. Dr. Joachirari
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A Ubungsaufgaben mit Lésungen

Aufgabenblatt 1: Grundzige der Wahrscheinlichkeitsechnung, Zufallsvariablen
und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

1.1 Grundziuge der Wahrscheinlichkeitsrechnung — efsgr

1.1.1 Was bedeutet die Aussage ,Die Ereignisse A unoh@® disjunkt“?
1.1.21< P((An B)n (An B))>0. Ist diese Aussage richtig oder falsch?

1.1.3Bei der Anwendung des klassischen Wahrscheinlitsibegriffs (die so genannte
Laplace-Wahrscheinlichkeit) ist die Wahrscheinliehlder einzelnen Elementar-
ereignisse irrelevant. Ist diese Aussage richtigr dalsch?

1.1.4 Nennen Sie die drei Axiome nach Kolmogorov urldwgern Sie ihre Bedeutung.

1.1.5Gilt die Gleichung P(B|A):P(B|_A)=P(Bj, dann ist B meistens stochastisch
unabhangig, allerdings nicht immer. Ist diese Agesichtig oder falsch?

1.1.6Beim Satz von Bayes wird von a, priori* und ,a posteriorf
Wahrscheinlichkeiten gesprochen. Was bedeuten?liese

1.2 Grundzuge der Wahrscheinlichkeitsrechnung — zwé&ied

1.2.1 Gegeben seien die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
P(A)=0,3 P(B)=0,4 P(C)=0,5 P(AOC)=0,7 P(An B)=0
a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Hrsidh\ oder B eintritt?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sowdlls auch C eintritt?

c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit des Eirdret von B unter der
Voraussetzung, dass A bereits eingetreten ist?

d) Sind die Ereignisse A und C stochastisch unadiig&

1.2.2 Kombinatorik

a) Sie befinden sich in der beneidenswerten Saoatilinf Seminararbeiten in
einem Semester schreiben zu durfen. Alle funf mussa gleichen Termin
abgegeben werden. In wie vielen mdglichen Reihgefolkbnnen Sie die
Themen anordnen?

b) Sie moéchten sich als Gartner versuchen und habyen Stiefmitterchen
(zwei weil3e, drei lilafarbene und zwei rote) gekadfe Sie in einer Reihe
pflanzen wollen. Wie viele Farbkombinationen stelieren zur Verfigung?

c) Bei einem Ful3ballturnier treten 20 Mannschattenden Kampf um die ersten
drei Platze gegeneinander an. Wie viele verschee@@setzungen des Sieger-
treppchens sind moglich?
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d) In lhrer Lieblingseisdiele gibt es 15 verschiggléSorten Eis, und Sie wollen
sich drei gbnnen. Zwischen wie vielen verschiedeliglichkeiten konnen
Sie wahlen, wenn Sie lhre Lieblingssorten auchréfteéihlen konnen?

e) Sie haben in einer Spielshow gewonnen und digifdnaus zehn Preisen drei
auswahlen. Wie viele Kombinationen sind méglich?

1.2.3Sie arbeiten flr ein Institut, das sich mit demhéverhalten in Deutschland
beschaftigt. Sie haben bei einer Umfrage folgendee® gesammelt: 35% der
Befragten leben auf dem Land und 65% in der St&d% der Stadter sind
Stammwahler, auf dem Land sind es 80%. Nun steiien ein interessierter
Kollege die Frage, wie hoch die Wahrscheinlichkd@ftr ist, dass ein
Stammwahler aus der Stadt kommt. Was antworten Sie?

1.2.4 Ein Sammelsurium

a) Eine Miunze wird dreimal hintereinander geworféaWie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass dreimadqpf‘ fallt?

b) In einer Urne liegen funf rote und drei weil3egkln. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass bei zweimaligem ZieheneoBariicklegen zweimal
eine rote Kugel gezogen wird?

c) Funf gleich begabte Mause (Ernst, Dieter, Heiflaus und Karl) tragen ein
Rennen aus.

a) Wie wahrscheinlich ist es, dass Ernst gewinnt Hethz oder Karl Zweiter
wird?

B) Es finden drei Rennen hintereinander statt Wiechhoist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Maus genau zweimairgg?

1.3 Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsvertegun

1.3.11In Ihrem jugendlichen Leichtsinn haben Sie sichean Hutchenspiel eingelassen.
Da der Profi am anderen Ende so geschickt spiédtibtb lhnen nur die
Moglichkeit zu raten, wo sich der Spielstein beéind
Es gelten folgende Regeln: Sie missen dreimal reim@nder erraten, unter
welchem der drei Hutchen sich der Spielstein befindvenn Sie dreimal richtig
liegen, bekommen Sie 4,- €. Liegen Sie dreimal dane miussen Sie 4,- €
bezahlen. Bei zwei richtigen Antworten bekommen Jie€, bei zwei falschen
zahlen Sie 3,- €.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeits- und diertdlungsfunktion der
Zufallsvariable X (X sei definiert als die Anzabkim Hutchenspiel richtig zu
liegen, also das passende Hutchen zu wahlen).

b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Siendastens zweimal richtig
liegen?

c) Ist das Hutchenspiel fair? Ermitteln Sie hierfien Erwartungswert der
Zufallsvariable Y (Y sei definiert als der Gewinmv Verlust beim Hitchen-
spiel nach dreimaligem Raten).
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1.3.2 Sei X eine stetige Zufallsvariable mit folgendectefunktion:

_J2x2 fuirkxa
f(X) - {0 sonst

a) Welchen Wert muss a annehmen, damit f(x) diehtefanktion der Zufalls-
variablen X ist? Falls ein solches a existiert uifx) tatsachlich eine

Dichtefunktion ist, wie lauten dann Erwartungswie¢X) und Varianz Var(X)
der Zufallsvariablen?

b) Unter der Annahme, dass f(x) eine Dichtefunkigin Wie hoch ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen rwWewischen 0,4 und 1
annimmt?

c) Unter der Annahme, dass f(x) eine Dichtefunkigtn Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Zufallvariable X genau tégrt 1 annimmt?
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Losungen zu Aufgabenblatt 1

1.1 Verstandnisfragen

1.1.1Die Aussage bedeutet, dass sich die Ereignissed®uausschlieRen. (Sie kbnnen
nicht gleichzeitig auftreten.)

1.1.2Die Aussage ist falsch. A und konnen nie zusammen auftreten, deshalb
mussP(An B) n (z\n B) =0 sein.

1.1.3Die  Aussage st falsch. Vorraussetzung fir den skdaken
Wahrscheinlichkeitsbegriff ist die Gleichwahrschieinkeit der
Elementarereignisse.

1.1.41. P(A) > 0: Eine Wahrscheinlichkeit kann nie einen negatiwéert annehmen.

2. PLAOB =R A+ KRB, wenn An B=0O: Sind zwei Ereignisse A und B

disjunkt, berechnet sich die Wahrscheinlichkeit f&s Eintreten einer der
beiden Ereignisse durch die Addition der Einzelsaheinlichkeiten.

3. P(G)=1: Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten einesliebégen
Ereignisses des Ergebnisraumes ist 1.

1.1.5Die Aussage ist falsch. Gilt die Gleichung, isinBner stochastisch unabhangig.
1.1.6 Die Wahrscheinlichkeiten der sich ausschlieBenélikernativen P(Ai) heiRen a
j
priori Wahrscheinlichkeiten. Fir sie giIEAj =1.
i=1

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten flr das Eintret®nA, bei vorherigem

Eintreten des Ereignisses P(A|£), heiRen a posteriori Wahrscheinlichkeiten
und liefern zusétzliche Informationen.

1.2.1a) P(AOB =P A+ RB- R A B=0,3+0,4- 0= 0,
b) P(An C)= RA+ RQ- R Al ¢=0,3+0,5 0,7= 0,

_P(AnB _ 0 _
c) P(B|A)——P(A) 03 0
d) P(C|A) = P(O); M:P(c); 9.1 0,5 (A und C sind folglich nicht

P(A) 0,3
stochastisch unabhéngig.)

1.2.2 a) Permutation verschiedener Elemente: n!= 5!= 120

| |
b) Permutation mit gleichen Elementen- ke = I
n!th!Ch!  213!2!
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c) Variation ohne Wiederholung (Reihenfolge wichtig

v(3,20=—" =20 gy

d) Kombination mit gleichen Elementen (Reihenfalgevichtig):
C(3,15)=(n™")=(3) = e8¢

m

e) Kombination verschiedener Elemente (Reihenfalggichtig):
C(3,10)=(¥) = 12

1.2.3 Satz von Bays:
P(A) = Stadt=0,65; P(A)= Land=0,35; £ =Stammwahle
P(¢|A)=0.4; P(¢|A)=0,8

_ P(A)P(e[A) _ oe65m4 |
P(Ale)= > P(A)CP(¢|A)  0,6500,4+ 0,38 0,8 S

1 3
1.2.4a) (Ej -0,125
b) 2 = 0,3571

8 7

[
c) a) Mdgliche KombinationenV(Z,S):% = 20. Gunstige: 2;
gunstige . 2 1

maogliche 20 10
Anders:(1 G}j + (—1 E—I—lj -1

54 5 4) 1C

B) Wahrscheinlichkeit, dass jedes Mal eine andereausM gewinnt:
1G4 B:f’ =0,4¢
55
2

Wahrscheinlichkeit, dass jedes Mal die gleicrmJMgewinnt:LGé =0,04
Wahrscheinlichkeit, dass eine Maus zweimal getvib-0,48-0,04 = 0,48

1.3.1a) Die Wahrscheinlichkeit fur eine richtige Antwdiggt bei 1/3, fir eine falsche

bei 2/3.
f(x) f(x) f(x) F(%)
0 (2/3) 3 0,296 8/27 8/27
1 1/3 * (2/3)2* 3 0,444 4/9 20/27
2 (1/3)2*2/3*3 0,222 2/9 26/27
3 (1/3)3 0,037 1/27 1
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b) p(x=2)=1- P(x< 1)= 1—?;: 0, 2¢

©) i (X)X
-1 5/27
-1 1/3
2/3
4/27
-1 19/27

X

M bd W A

Der Erwartungswert des Gewinns liegt bei -1,78€mit handelt es sich bei
diesem Hutchenspiel um kein faires Spiel.

.
1.3.2a) f(x) = { o ke

Da die Wahrscheinlichkeit, dass x aufRerhalb desvalls 0 < x < a liegt O ist,

muss die Wahrscheinlichkeit, dass x innerhalb di¢stervalls liegt 1 sein.
1= [ f(x)dx, 1:j2x2:[Z x3} =243-0,1=22% 1,5=a% 1,1447=a
5 3 ], 3 3

E(X) = [ xOf() dx= LTM X2 %) dx[2 %=[0,5% "= 0,858

0
1,1447

V(X)zszmf(x)dx—yzz j ®[2 %) dx p?

= jzx“ — P = E xﬂ -0,858% = 0,049

0

1
2o 2.8 0

b) P(0,4< x< 1)=[—x
3 s 3 375

c) P(x=1)=0(gilt fiir alle stetigen Verteilungen).
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Aufgabenblatt 2: Diskrete und stetige Verteilungen

2.1 Um welche Wahrscheinlichkeitsverteilungen handst sich in den folgenden
Fallen, d.h. wie sind die entsprechenden Zufallabéen verteilt? Begriinden Sie
bitte kurz lhre Antwort.

2.1.1George Clooney nimmt bei seiner zehnten Nominigruals bester
Hauptdarstellerdas erste Mal den Oscar mit nach Hause.

2.1.2 A Birthday Problem:Von 400 befragten Studierenden haben zwei am 31.12
Geburtstag (auch eine Doppelbefragung ist mdglich).

2.1.3 Bei funfmaligem Ziehen (mit Zurlcklegen) aus eibene mit vier schwarzen und
funf weil3en Kugeln wird genau dreimal eine weiRg&lgezogen.

2.1.4 Die Lebensdauer einer Gluhlampe betragt mehrveds ahre.

2.2 Sie wollen auch nach Beendigung Ihre schulischeaufdahn Ihre
Schlafgewohnheiten beibehalten und mdoglichst lamge kuscheligen Bett
verweilen. Dazu Uberlegen Sie sich, dass es sihnwéle, sich mit den
Verspatungszeiten Ihres Busses zu beschaftigenjesa optimal auszunutzen.
Folgende Angaben sind lhnen durch einen glucklicEerall in die Hande
geraten:

Im Mittel verspéatet sich der Bus um vier Minutendulie Varianz der Verspatung
betragt 25 Minuten. Zudem erfahren Sie, dass disp&tungszeit normalverteilt
ist.

Sie beginnen, sich folgende Daten auszurechnen:

221P(X<7)=1
222P(X>10)="
2.2.3P (0< X< 8) ="

2.2.4Welche Verspatungszeit wird von zehn Prozent daessB mit der meisten
Verspatungszeit nicht unterschritten?

2.2.5Welche Verspatungszeit wird von zehn Prozent dessBumit der wenigsten
Verspatungszeit nicht tberschritten?

2.3 Das Forschungsinstitut Freie Berufe (auch diés Statistikerbekannt) ist daftr
bekannt, sich nicht mit Spekulationen zufrieden geben. Die Mitarbeiter
interessieren sich dafur, wie die BWL-Studierendergens in die Uni gelangen.
Sie wissen, dass sich von 50 BWL-Studierenden 70@6 ensportlich ins Auto
setzen, 20% Fahrrad fahren und immerhin 10% den ¥Mdgu3 bewaltigen. Sie
sollen nun diese Forschungsarbeit unterstitzen:

2.3.1Zunachst fihren Sie eine Umfrage unter sieben llguféausgewahlten
Studierenden durch (Doppelbefragungen sind mdoglidWie grol3 ist die
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Wahrscheinlichkeit, dass Sie drei Autofahrer, dbeahteselreiter und einen
ewigen FuRgangeauswahlen?

2.3.21In einem zweiten Schritt fuhren Sie Ihre Umfragpme Doppelbefragungen durch.
Wie groB} ist jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass @& Tankstellenmillionare, drei
Fahrradfahrer und einen FuRganger auswéhlen?

2.4 Die Bedingungen fir eine Prifung werden mal wieggindert. Nun heil3t das fir
Sie: Eine Prifung besteht aus 18 Multiple-Choicdgdben. Jede Aufgabe
verfugt Gber drei Antwortmdglichkeiten, von denamgu eine richtig ist. Flr jede
richtige Antwort erhalt man einen Punkt, fur jedds€he Antwort erhalt man
keine Punkte. Da dies fur Sie eine klare Verbesgpau dem Minus-Punkte-
System bei voélliger Unwissenheit darstellt, geheie 8iesmal vollkommen
unvorbereitet in die Prifung und l6sen die Aufgabach dem Zufallsprinzip.

2.4.1 Welche Punktzahl erwarten Sie? Wie grof} ist dieusing der Punktzahl?

2.4.2Um die Prufung zu bestehen benétigt man mindedterfsPunkte. Wie grol3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die Prifung besteh

2.4.3 Die Note 3,0 erhalt man, wenn man mindestens megnweniger als 13 Punkte
hat. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit flr ein@?3

2.4.4Nicht nur lhnen ist aufgefallen, dass die Mogliahkeesteht, auch bei voélliger
Unwissenheit und einem Quéantchen Glick die Prifungpestehen. Nun werden
die Bedingungen verandert: Es werden in der nacHtéfungfaire 120 Fragen
gestellt. Wie hoch ist nun die Wahrscheinlichkalte Prufung zu bestehen
(bendtigt werden erneut ein Drittel aller Punkté dleicher Punkteverteilung wie
oben)?

2.4.5Es werden in einer nachsten Prifung sogar 120 Mfgaken gestellt. Zudem
werden nun auch noch 20 Antwortméglichkeiten voeipsln, von denen
wiederum nur eine richtig ist. Wie grof3 ist jets &Vahrscheinlichkeit, dass Sie
die Prifung bestehen (bendétigt werden erneut eitteDaller Punkte bei gleicher
Punkteverteilung wie oben)?

2.5 Seitdem Sie aus der WG mit Ihren Eltern ausgezajed, ein eigenstandiges
Leben fuhren und unglicklicherweise auch wesenthiwhr Alltagliches selbst
bezahlen miuissen, ist es flr Sie nun wichtig, wiagda eigentlich eine
handelsibliche Gluhlampe durchhélt. Da Sie nichtngen Dunklen leben,
besorgen Sie sich nun einige Angaben von dem Hlerstaswald (,Oswald — und
die Wohnung erstrahlt in hellem Licht*). Dieser gdn, dass eine Oswald-Birne
mit 40 Watt bei normaler Verwendung eine durchdtiche Lebensdauer von
zwei Jahren hat.

Sie interessieren sich nun dafir, wie hoch die \&teinlichkeit ist, dass diese
Gluhlampe langer als drei Jahre halt.
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Losungen zu Aufgabenblatt 2: Diskrete und stetige &tteilungen

2.1.1Geht es um die Frage wie oft ein Bernoulli-Proze&derholt werden muss, bis
zum ersten Mal das Ereignis A (hier gewonnener Qsgatritt, so handelt es sich
um die geometrische Verteilung.

2.1.2 Eigentlich liegt hier eine Binomialverteilung vatenn durch die Mdglichkeit der
Doppelbefragung handelt es sich um n = 400 unabpényiederholungen eines
Zufallsexperiments mit Ereignis A: hat am 31.12 @é&ftag und dem Ereigni&:
hat nicht am 13.12 Geburtstag. Somit ist p=1/36b qr364/365.

Allerdings kann die Binomialverteilung durch diei$gmnverteilung approximiert
werden, wenn giltn =100 und p < 0, 05.

Da beides erfillt ist handelt es sich hier um &pessonverteilung.

2.1.3Es liegt eine Binomialverteilung vor mit n = 5 uhamgigen Wiederholungen
(ziehen mit zurlcklegen), Ereignis A = ziehen eineillen Kugel und der
Eintrittswahrscheinlichkeit p = 5/9.

2.1.4Bei Fragen nach der Lebensdauer eignet sich am temesdie
Exponentialverteilung.

221P(X<7)= P(x_/“’<7'—”j, mit X =5 und o =5
g g

7;4j= A 2<0,6 =®(0,§= 0,725

P(X<7)= P(Z<

2.22 P(X>10)= P(x_/”’>1o_/”’j, mit X =5undo =5
g g

P(X >10) = P(Z>105_4j= F{Z>—§j:1— F{ z—gj

P(X>10)= 1—¢(gj =1- 0,884% 0,11F

223P(0< X<8§) . . .

P(0< X<8)=P(-0,8< Z< 0,§
P(0< X<8)=P(Z<0,8- P Zs-0§=0( 03-( +o( 09
WS- Obergrenze WS Untergrenze

P(0< X <8)=0,788%( +( 0,789} = 0,57

P(O_'usx_'uss_’u),mitX:S undo =5
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2.2.4P(X > x*)=0,1; P(X “HL X "’j:o,l

P} P}
P(Z>X _”j=o,1 . P(Zs X*_”j=1— 0,1- q:(ﬁj: 0,
) ) 5
X*-4
2, =1,281€; ( - jzl, 2816 - X *= 10, 40

Die 10% der Busse mit der meisten Verspatungszaiem mindestens 10,41
Minuten Verspatung.

2.25P(X<x*)=0,1; P(X_’U<X “H1-01
9 9
P(Z<X ‘4j:0,1 aqn(x"‘j:o,J
5 5
T/

Die 10% der Busse mit der geringsten Verspatung$mdien hdchstens -2,041
Minuten Verspatung. Dieser Wert ist schwerlich igiipretieren.

2.3.1Es liegt eine Multinomialverteilung mit=7, p =0,7, p, =0,2und p, = 0,1
vor.
Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit fix; =3, x, =3 und x; =1.

fu (%% n R, Ry B)= e ,D%D(s, OpOBoR

00 0’2 0,1

fu (33, 7;0,7;0,2;0)1= Tt

=1400D,34310,008 04 0,038416

Die Wahrscheinlichkeit genau 3 Autofahrer, 3 Radfatund 1 Ful3génger zu
Ziehen liegt bei 3,84%.
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2.3.2Es liegt eine allgemeine hypergeometrische Vemgilumit n=7,
N, =0,7050= 35, N, =0,250= 1C, N, =0,1(50= Eund N =50 vor.

Gesucht wird die Wahrscheinlichkeit fix; =3, x, =3 und x, =1.

o (3:3:17;35,10;3= (ij Eﬁ:%j Eﬁ 15)
7
()t

_ 65450112005
99.884.400

0,3932

Die Wahrscheinlichkeit genau 3 Autofahrer, 3 Radfahund 1 Ful3ganger zu
Ziehen liegt bei 3,93%.

2.4.1 Die Punktzahl ist binomialverteilt mit n = 18 upd: 0,333
E(X)=nlp= 18[-11—'3 = €und Var(X) =npH1- p)= 18315, Elg = ¢

Durchschnittlich kdnnen Sie mit 6 richtigen Antwemtrechnen.

242P(X=25)=1-P( X< 4)=1- F(4= 1 0,332 0,66
Die Wahrscheinlichkeit die Prifung auf diesem Werye bestehen liegt bei
66,73%.

2.4.3P(9< X<13)= P(X< 13- P(X 8F P(X 12y P(X ¢
=F(12)- F(8)= 0,9997 0,9404 0,05
Die Wahrscheinlichkeit mit dieser Taktik eine 3salnreiben, liegt bei 5,93%.

2.4.4Die Punktzahl ist binomialverteilt mitn =120 und p = 0,333.
Approximation durch Normalverteilung, da

1 2
npO1- p)= 120}3[2: 26,666
X ~N(u,0°) = X~N(np; nOpd(l-p))— X~ N(40; 26,66¢

X_“s‘m_“j
o (e)

P(X 2 40)= 1- P(X< 40E T FE

[40—40)
=1-®| ——— |=1-®(0)= 0,5

\/ 26,666

Die Wahrscheinlichkeit jetzt die Klausur zu bestehegt bei 50%.
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2.4.5Die Punktzahl ist binomialverteilt mit n =120 und p = 0,05.

2.5

Approximation durch Poissonverteilung, d& 100 und g 0,0

(Approximation durch Normalverteilung nicht mogljaa
npO1- p)= 120110,0%]1 0,95 5,7 ).

X ~PO@) - X~PO(ndp)- X~PO(6
P(X=40)=1-P(X)<40= - P X< 39=+ H 39= % %

Die Wahrscheinlichkeit nur durch Zufall die Klausawr bestehen, sinkt auf 0%.

Es liegt eine Exponentialverteilung n( X) :% =2 . A=0,5vor.

X ~E(A) - X~ E(0,5)

P(X>3)=1-P(X<3=1- F(J= (¥ )= +( & &)
1-(1-0,223)= + 0,7768 0,22

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Gluhlampe lander 3a Jahre hélt, liegt bei
22,31%.
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Aufgabenblatt 3: Stichprobenfunktionen; Testverteiungen; Schatzfunktionen

3.1 In einer Urne befinden sich funf Perlen. Drei dawind wertlose Zuchtperlen,
eine hat einen Wert von 50 € und die letzte Paateemen Wert von 100 €.

3.1.1Berechnen Sie den erwarteten Wert einer Ziehunglismdazugehdrige Varianz.

3.1.2 Sie ziehen eine Stichprobe von zwei Perlen. Besém Sie unter Beachtung der
Reihenfolge die Anzahl aller mdglichen Anordnungen Stichprobe, jeweils fur
die beiden Falle mit und ohne Zurlcklegen.

3.1.3Stellen Sie fur beide Verteilungen, d.h. fir diggenmit und ohne Zuricklegen,
alle mdoglichen Stichprobenmittelwerte tabellarisclar. Ermitteln Sie die
dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten der Stichprobelwerte.

3.1.4Berechnen Sie den Erwartungswéi(X) des Stichprobenmittelwerts fiir beide
Verteilungen. Welche allgemeine Beziehung bestehvischen dem
ErwartungswerE(X) und dem ErwartungsweBE(X) = u,, der Grundgesamtheit?

3.1.5Bestimmen Sie die Varian¥ar(X) des Stichprobenmittelwertes fiir den Fall des
Ziehens mit Zurlcklegen. Welche allgemeine Bezighbesteht in diesem Fall
zwischen der Varianz Var(X) =c>, und der Varianz Var(X)=c. der

Grundgesamtheit?
3.2 Testverteilungen

3.2.1 Die Zufallsvariable X wird aus der Summe der Qagalivon 15 unabhangigen
und standardnormalverteilten Zufallsvariablen (eliesind alsoi.i.d., d.h.
independently and identically distribudegebildet.

a) Wie ist X verteilt? Skizzieren Sie eine madglichichtefunktion der
Zufallsvariablen X.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) und dieavia Var(X).

c) Ermitteln Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiter? (X< 8,547) =",
P (X>24,996) = undP (7,26 X< 27,488) =.

d) Fur welchen Wert x gilP (X > x) = 0,0%?

e) Die Zufallsvariable X setzt sich nun aus der Bwwrder Quadrate von 450
unabhangigen und standardnormalverteilten Zufaligblen zusammen.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkéit(300< X< 450) =

3.2.2 Die Zufallsvariable Z sei standardnormalvertedt« N(0,1)), die Zufallsvariable
U sei mitv = 20 Freiheitsgraden*-verteilt (U ~ x*(20)).
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a) Wie ist der Quotient%=Tverteilt? Skizzieren Sie eine mogliche

V20

Dichtefunktion der Zufallsvariablen T.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(T) und digiavia Var(T) der
Zufallsvariablen T.

c)Ermitteln Sie die folgenden Wertd® (T < -0,86)=", P (T >0,86) =" und
P(tsT<t) =0t

3.2.3Die Zufallsvariable F sei F-verteilt mity, = 20 Zahler- undv, = 40
NennerfreiheitsgraderH~ F(v,,v,)).

a) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(F) und digavia Var(F). Skizzieren
Sie eine mogliche Dichtefunktion der ZufallsvarabF.

b) Fur welchen Wert gilP(F< f) =0,97! bzw. P(F< f) =0,0:?
3.3 Specify desirable characteristics of estimatos@ne respective examples.

3.4 Im Juni 2006 beginnt die FulRball-Weltmeistersthafid der Nationaltrainer von
D. bittet Sie um Ihren Rat: Nachdem in D. ein Tamtyweoblem geldst wurde, hat
man nun ein Elfmeterproblem. Sie sollen nun Erkeisse tber die Nervenstéarke

der Spieler gewinnen.

Hierfur ziehen Sie eine Stichprobe, indem Sie fBpfeler jeweils zehn Elfmeter
schiel3en lassen. Es ergaben sich folgende Tretfiggkéiten der funf Spieler:
(X1 X,,X5,X,4,Xs) = (4,8,3,6,4  Sie nehmen an, dass die Trefferanzahl

exponentialverteilt sei.

3.4.1Bestimmen Sie zunachst eine geeignete Schatzumktim den unbekannten
Parametek zu schatzen.

3.4.2Schatzen Sie nun den unbekannten Parametauf Basis der vorliegenden
Stichprobe.

3.4.3Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiainehr als 70% seiner
geschossenen Elfmeter (also mehr als sieben var) gehTor schiel3t?
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Losungen zum Aufgabenblatt 3

3.1.1 Erwartungswert des gezogenen Perlenwertes:
1< 1
== x==[{0+0+ 0+ 50+ 100 = 30t
n <= 5
Der durchschnittlich erwartete Wert betragt 30 € piehung.

Varianz des Perlenwertes:

o’ :1D2x2 -y :é[Qo% 0%+ 0%+ 50°+ 100) - 3G= 160
n =
Die zu erwartende quadrierte Streuung der Perldevibetragt 1600.

3.1.2a) Variation mit Zuriickleger¥ (2,5) = n" = § = 2t
51

b) Variation ohne ZurUckIegeM(Z,S) = n! = - =20
(n-m)t (5-2)!

3.1.3 1.Perle/ 2.Perle|] O 0 0 50 100
0 O 0 0 25 50
0 o © 0 25 50
0 0 0 (0) 25 50

50 25 25 25 (50) 75

100 50 50 50 75 (100)

Die in Klammern gesetzten Werte gelten nur fur\tigiante mit Zurticklegen.

a) mit Zurticklegen:

X 0 25 50 75 100
P(X = X) 9/25 6/25 7/25 < 2/25 @ 1/2%
b) ohne Zurlcklegen:
5 0 25 50 75
P(X = X) 6/20 6/20 6/20 2/20
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3.1.4 Erwartungswert der Stichprobenmittelwertvertejun

a) mit Zurtcklegen:

E(X) =Y X0(¥) = 05 + 253> + 503 + 7832+ 1002 = 3
= 25 25 25 25 25

b) ohne Zurlicklegen:

E(X) =D X0f(X) =052 + 2532 + 500 + 7532 = 3
= 20 ©20 20 20

In beiden Fallen giItE( )_() = =30

3.1.5Varianz der Stichprobenmittelwertverteilung:
o2 =YX Of (x)- E(X?)
i=1

=002 +258 00 + 50 0L+ 7832+ 10805 30= 80
25 0 25 O 25 25 25

2
Allgemeine Beziehungo? = g - £200= 800
n

X

3.2.1a) Die Zufallsvariable X ist2" verteilt mit v=15 Freiheitsgraden. Grafik siehe
Skript.

b) E(X) = v =15 und VAR(X) = 2v = 30

c) P(X<8,547)= 0,
P(X>24,99= + P( X< 24,995= 1 0,95 O,
P(7,261< X < 27,488=P( X< 27,488 P( X< 7,2p
=0,975- 0,05 0,92

d) P(X>x)=0,05- P( X< ¥=0,95- x= 24,99

e) Approximation dei? -Verteilung durch die Normalverteilung, da v>100.
X~N (v,+/2v) = N(450,/2[#50)= N(450; 30)

P(300< X < 450 = P(?’OO_’US XM 45(“’)

g o o
P(300< X < 450 = P(- = Z<
P(300< X< 450=P(Z< Q- A(Z<-5=0( 0-( +o( p
WS- Obergrenze WS Untergrenze

P(300< X< 450= 0,5( £( )= O,

3.2.2a) Die Zufallsvariable T ist student-verteilt m#20 Freiheitsgraden. Grafik siehe
Skript.

b) E(T)=0 und VAR(T) = v/(v-2) = 20/18 = 1,111
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c) P(T<-0,86)=1-P(T< 0,84= + 0,& O,
P(T>0,86)=1-P(T< 0,8§= + 0,& O,
P(-t<T<t)=P(T<t)- {T<-9= { T< }-(1- § = ))=0,8
2[P(T<t)-1=0,8- P(T< t)= 0,9~ t= 1,325
3.2.3a) E(F) =v, / (v,-2), fur v,>2; E(F) =40/ (40-2) = 1,0526
[2 v v, + v, — 2)]
[vl v, -2)" v, - 4)}
_ [2t40° {20+ 40- 3] _ 185600
[20[@40_ 32 [ 40- ﬂ 1039680

VAR(F) = , fur v,>4

=0,178%

Grafik siehe Skript.
b) P(F<f) =0,975; f=F¢,;v,;a) = F(20;40;0,975) = 2,068
P(F<f)=0,01; f=1/F¢,;v,;1-a) = 1/F(40;20;0,99) = 1/ 2,695 = 0,3711
3.3 Erwartungstreue: Der Erwartungswert der Schéatzfankéntspricht dem wahren
Wert.

Effizienz: Relative: Die Streuung (Varianz) eimgwartungstreuen
Schéatzfunktion ist kleiner als die einer anderen.
Absolute:  Die Streuung (Varianz) einer erwarginguen
Schétzfunktion ist kleiner als die ALLER aneler

3.4.1 Maximum Likelihood

1. Verteilung der Zufallsvariablen: X: ,Anzahl Te™;, X ~ E ( 1 );
Wahrscheinlichkeitsdichte:

f(x) =A@
2. Likelihoodfunktion (Wahrscheinlichkeit, die kaete SP zu ziehen):
L=[]f(x,) ~L =[] @™
[] ]
3. Log-Likelihoodfunktion:

InL = Zn:In [f(x)]= anln [)\ B~ } = Zn:[ln()\) —Ax; On(e)|

= Zn“ln()\) —Zn:}\xi =n Eln()\)—)\zn: X;
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4. Berechnung des Maximums :

dinL =nGl—Zn:xi!:0
=

oA

ﬁni:ixi
A=
1 1<
- < =— Xi
A NI
1 -
- ==X
A
A=l
X

>

I
X[ =

I
(@) N

3.4.2X =1Dixi =—1EQ4 +8+3+6+4)=5 -
n < 5

3.4.3 Verteilungsfunktion : F(x F £ &%
P(X>7)=1-P(X< 7)= I F(7F ¥ & @"7]= 0,24¢
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Aufgabenblatt 4: Intervallschatzung

4.1 Seit Jahren beobachten Sie die Altersstrukturein 8tatistik-Vorlesungen und

wissen daher, dass das Alter von Studierendeningt Standardabweichung von
o = 1,6normalverteilt ist. Sie haben in diesem Jahr 64listende der Vorlesung
nach ihrem Alter gefragt. Da Sie sich Gesichteroachmmer schlecht merken

konnten, ist es madglich, dass Sie einige auch raehrfgefragt haben. Das
Durchschnittsalter der Befragten liegt bei 23 Jahre

4.1.1In welchem Konfidenzintervall liegt das mittlere t&d p mit 99-prozentiger

Sicherheit? Berechnen Sie das gesuchte Konfidesrzait.

4.1.2Wie verandert sich das Konfidenzintervall, wenn Siar 16 Studierende

befragen? Wovon hangt die Gréf3e des Konfidenziatisrmoch ab?

4.1.3Neben der Altersstruktur in der Statistik-Vorlesuntgressieren Sie sich auch fur

4.2

die Altersstrukturen in Vorlesungen anderer Stugiege. Dieses Jahr wollen Sie
zum ersten Mal die Vorlesung zur Wirtschaftspaddgaygit in lhre Studien
aufnehmen. Sie befragen 26 Studierende, die aprdv&slesung teilnehmen, und
errechnen ein Durchschnittsalter von 24 Jahreneimel Standardabweichung von
s = 2,5 Jahren.

Berechnen Sie ein Konfidenzintervall, wobei Ihrkesmal ein Konfidenzniveau

in H6he von 95 Prozent bei der Berechnung desuallerfir das mittlere Alter p
reicht.

Sie erwarten lhre gesamte Verwandtschaft zum Kaiifden. Da Sie nicht zu den
besten Backern gehoren, entschlieRen Sie sictBeliner beim Béacker um die
Ecke zu bestellen. Zu lhrer Uberraschung sind daiefg@rten Berliner
unterschiedlich grof3. Da Sie durch und durch Siiatis sind, wollen Sie der
Sache auf den Grund gehen und wiegen die 70 Bedines Blechs aus. Das von
Ihnen ermittelte Durchschnittsgewicht liegt bei 10Bramm bei einer
Standardabweichung von s = 10 Gramm.

4.2.1Sie rufen umgehend bei der Béackerei an, um vonGi€ifdenunterschieden der

Berliner zu berichten. Zu Ihrer Uberraschung irgsiert sich auch der Backer fur
dieses Problem. Béackermeister Mdller berichtet, sdaer Teigportionierer
Gewichte liefert, die annédhernd normalverteilt sinthd dass er bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von = 0,01 gerne das Konfidenzintervall der Varianz
der Gewichte kennen wuirde. Leider weil3 Herr MiUdeer nicht wie man das
macht. Sie bieten ihm gegen einen geringen Prditasx an, dieses fur ihn zu
erledigen.

4.2.2 Die Probleme mit den Berlinern nehmen kein EndéhnZder 100 verzehrten

Berliner waren nicht wie bestellt mit Erdbeermaradel sondern mit
Pflaumenmus geflllt. Genervt machen Sie sich gleiohdie Arbeit, denn sie
wollen wissen, in welchem Konfidenzintervall der t@ih der falsch gefillten
Berliner liegt. Sie gehen von einer Irrtumswahrsalehkeit von drei Prozent aus.
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4.2.3Sie sind erbost Uber die Hohe des Konfidenzintesyvalo Ihre Verwandtschaft
doch kein Pflaumenmus mag. Erneut kontaktieren dgie Backermeister und
schildern ihm Ihr Problem. Herr Muller erklart Inmedass héchstens zwei Prozent
der Berliner falsch geflllt sein kdnnen, da diesesn der Gebrauchsanweisung
der Befiillungsmaschine steht. Was sagen Sie zerdiessage?

4.2.4Wie viele Berliner mussten zusatzlich Gberprift desr, um das
Konfidenzintervall auf h6chstens acht Prozent Spaxite zu reduzieren?

4.2.5Der Backer bekommt doch ein schlechtes Gewissenliafedt Ihnen 200 neue
Berliner. Er versichert Ihnen, dass die Beflllungsaohine ausgetauscht wurde.
Ihre Verwandtschaft stirzt sich gleich auf die Benl und stellt fest, dass von den
200 neuen Berlinern nur noch zehn falsch gefllttdsiSie fragen sich, ob
tatsachlich davon auszugehen ist, dass die neeeind auf einer anderen
Maschine befillt wurderu(= 0,05).

4.3 Welche der folgenden Aussagen Uber ein 99 Prozenfiékenzintervall fur die
Differenz zweier Anteilswerte sind richtig?
a) Wenno abnimmt, so wird das Konfidenzintervall breiter.

b) Ein 90 Prozent Konfidenzintervall ist breiter salein 95 Prozent
Konfidenzintervall.

c) Mit einer Wahrscheinlichkeit von einem Prozeagl die Differenz der beiden
Anteilswerte aul3erhalb des Konfidenzintervalls.

d) Ist eine Seite des Konfidenzintervalls negaktann man sagen, dass die
Anteilswerte mit einer Sicherheit von 99 Prozensehieden sind.
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Losungen zu Aufgabenblatt 4: Intervallschatzung

U bei bekanntemo®der normal verteilten

4.1.1 Konfidenzintervall  fir

Grundgesamtheit.
P(X-2z ,0¢<us X+ z,05)=1-a
1— 1-—
2
2

E(X)=p; VarX) =2 . 4=0,01
n

2

g _16_ 0,2 (ziehen mit Zurticklegen, somit keine Korrekturigpt

S Tn Jea

Zl-ﬂ = Z)g95 = 2,9758

P(23-2,575810,2 u< 23 2,5798 0,2) 9¢
P(22,4848 pu< 23,5151F 99¢

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% liegt das teitie Alter der Studenten, die
die Statistik Vorlesung besuchen zwischen 22,5288 Jahren.

4.1.2Konfidenzintervall fir p  bei bekanntem g®der normal verteilten

Grundgesamtheit.
P(X-2z ,0,<sus< X+ z,0y)=1-a
1-— 1=

2 2

o _L6_ 0,4 (ziehen mit Zurticklegen, somit keine Korrekturigpt

RN T

Zl-ﬂ = Z)g95 = 2,9758
2

P(23-2,575810,& u< 23 2,5798 0,4) 9¢
P(21,9697< u < 24,03y 99¢

Bei einem kleineren n wird das Intervall breitea d, groBer wird. Neben der
Standardabweichung ist das Intervall auch von déumnhswahrscheinlichkeit
abhéangig. Je groRer desto schmaler wird das Intervall.
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4.1.3 Konfidenzintervall fir p bei unbekannter Varianz Ggundgesamtheit.
P(X -t sus X+t )=1-a
j=_S -2 =0,5 (ziehen mit Zurticklegen, somit keine Korrekturigpt

P(24- 2,059510,% /< 24 2,0595 0,5) OF
P(22,97< u< 25,03F 959

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% liegt das teite Alter der Studenten, die
die Wirtschaftspadagogik Vorlesung besuchen zwis@sund 25 Jahren.

4.2.1 Konfidenzintervall fur die Varianz

n ns
P(— <so’s——)=1-a
-2 n-1 a1
2

n=70, s* =107 =100, a = 0,01, X%} 405 60 = 42,494, X?} 595 6 =102,99¢

70000 _ , 700100 _ oo
102,996 42,494

P(

P(67,96< 0° < 164,73F 999
Zu 99% liegt die Varianz der Gewichte der Berlimarschen 67,96 und 164,73
Gramm.

4.2.2 Konfidenzintervall fur den Anteilswert
Da (nCp[{1- p) = 9) erfullt ist, kann die Normalverteilung angenomnvegrden

(sonst Binomialverteilung notig).

P( b_ %—a/z Da—f) < pS Ap+ ;—a/ZDﬁ-ﬁ)zl_a

100 z

Es werden unendlich viele Berliner produziert, domird das Modell mit
Zurtcklegen angenommen.

5 = /ﬁ[@l— p) _ /0,1@,920 03
P n 100 '

P(0,1- 2,170110,0%2 p< Ot 2,1701 0,03) 9

P(0,0349% p< 0,1651F 97¢

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 97% liegt der Aihteler Berliner mit
Pflaumenmus zwischen 3,5% und 16,5%.
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4.2.3Der Backer behauptet, dass hochstens 2% der Befhtsch gefillt sind. Bei
unserer Probe lag das p flur eine falsche Fullumnd®% und mit 97% Sicherheit
in einem Intervall zwischen 3,5% und 16,5%, folgligber der Behauptung von
2% der Backers. Seine Aussage ist somit stark aveitedin.

4.2.4 Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs

, .
oz Emlz p _ 2,1701210,0 0,5;264,9: 26!
(8p) 0,04
0,08

Ap = TN =0,04 (halbes Intervall)

265-100= 16! (n-bendtigt — n-vorhanden)
Um das Intervall auf hochstens 8% zu reduzierenssei 165 weitere Berliner
getestet werden.

4.2 .5 Konfidenzintervall fur die Differenz zweier Antenlsrte

Bedingung: n [ {1- p)=9=10000,110,%
n, Cp, [ P,)= 9= 200010,0510,95 9,

Pl[(R-P)- 28, < p- p<("p-"P+ 2, |=1-a

5 -hl-p), pM-p)

D

n n,
= 9109, 0.0819.95 4 500+ 0,0002375 0,001
100 200

o, =4/0,00114= 0,0337; p,— p,=0,1-0,05= 0,0; a =0,05

Zl_g = %975 =1,96
2

P(0,05-1,96]0,03378 p— p,< 0,06 1,96 0,033%) 9
P(-0,01617< p — p,< 0,1162F 95¢

Mit 95% sind die beiden Werte nicht signifikant semieden, darum ist nicht
davon auszugehen, dass sie auf verschiedenen Masdajefullt wurden.

4.3 a) Richtig. Wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit abmt, nimmt die
Prognosesicherheit @)-zu und die Aussage Uber den Wertebereich des zu

schatzenden Parameters ungenauer.

b) Falsch. Ein 95% Konfidenzintervall ist aus dera) genannten Grinden grol3er
als ein 90% Konfidenzintervall.

c) Richtig. Ein 99% Konfidenzintervall gibt den W&bereich an, in dem sich der
Parameter mit 99% Sicherheit befindet. Somit lidgt Wahrscheinlichkeit,
dass er aul3erhalb dieses Wertebereichs liegt Hdi%.

d) Falsch. Eine solche Aussage ist nur moglich, nvéseide Seiten des
Konfidenzintervalls das gleiche Vorzeichen aufweise
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Aufgabenblatt 5: Parametertests

5.1

5.2

5.3

Nach Angaben von Campus-Germany, einem gemeinsamemetportal von
DAAD und Deutscher Welle liegt die durchschnittéchlonatsmiete in Lineburg
bei (rund) 240,00€. Eine im letzten Semester immRahder Statistik | Vorlesung
durchgefihrte Befragung unter Lineburger Studeetgab eine durchschnittliche
Monatsmiete von 316,44€ bei einer Stichprobengr@®el44 Personen und einer
Standardabweichung von 129,58 (die Varianz der @yesamtheit ist nicht
bekannt). Sie vermuten daher, dass die AngabenQCampus-Germany veraltet
sind und die tatsachliche Monatsmiete im Jahr 2@ier war.

Uberprifen Sie lhre Vermutung mit einem geeigndtestverfahren. Achten Sie
dabei insbesondere auf die Formulierung der Nuld Alternativhypothese. Die
Entscheidung soll bei 95% Sicherheit getroffen ward

Gehen Sie in dieser und in den folgenden Aufgabewomr aus, dass
Mehrfachbefragungen einzelner Studenten moglich emardiese alsomit
Zurucklegergezogen wurden.

Ein Kommilitone &ulRert sich in Ihrer Gegenwart witich Gber ,diese Ersti-

Kinder, von denen garantiert die Halfte noch zu $¢awohnt”. Nachdem Sie den
ob dieser himmelschreienden Pauschalisierung ufff@rbierung aufkeimenden
Arger heruntergeschluckt haben, entscheiden Sheasi€ den einzig gehaltvollen
Teil seiner Aussage einzugehen — den Anteil deritren Eltern wohnenden
Studenten. Prifen Sie mit Hilfe der bereits erwéhriymfrage die Hypothese,
dass der Anteil der bei ihren Eltern wohnenden &iteh nicht 50% ist
(a =0,05). Von 200 befragten Studenten gaben im Jahr 2@4&rbbei ihren

Eltern zu wohnen.

Sie vermuten, dass sich die Monatsmiete pro Qtmaeétar in WGs und
Einzelwohnungen unterscheidet. Da Sie unsicher, singich die Besonderheiten
beider Wohnformen (Ruhe, Geselligkeit, betrunkento®vohner, Putzstreits,...)
positiv oder negativ in den Mietpreisen niedersgbtg mochten Sie die
Vermutung Uberprifen, dass die Mieten unterschibdtioch sind. Die folgende
Tabelle enthélt einige deskriptive Informationenmiden Wohnformen. Gehen
Sie im Folgenden davon aus, dass die Mieten proirm#en jeweiligen
Grundgesamtheiten normalverteilt sind.

Allein WG
Stichprobe n 41 51
Mittelwert 9,62 12,91

Varianz 3,906 35,149
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5.3.1Die im Rahmen der Vorlesung behandelten Tests Mitfelwertgleichheit

erfordern eine Annahme bezlglich der Varianz denn@gesamtheit (gleiche
Varianzen, ungleiche Varianzen), sofern diese rbeiannt sind. Treffen Sie auf
Grundlage eines Testverfahrens fur die Varianz &mnischeidung bezuglich des
anzuwendenden Mittelwerttestg € 0,01).

5.3.2 Uberpriifen Sie die Vermutung, dass sich die HolreMleten pro m2 zwischen

5.4

5.5

Einzelwohnungen und WGs unterscheidet. Treffend&eEntscheidung bei 95%
Sicherheit.

Ein Bekannter, der in Hamburg Soziologie studiemptersucht in einer
Seminararbeit ,studentisches Wohnen in Zeiten dadtBucht“. Er geht davon
aus, dass ,die schleichende Vereinsamung der Semen der Stadt* sich in
einem hoheren Anteil allein wohnender Studentenaerschlagt (verglichen mit
dem Anteil der in Vororten oder weiter auRerhalleialwohnender Studenten).
Da er nun die Veranstaltungen zu empirischer Smrsdhung genauso oft
geschwanzt hat, wie er die kultursoziologischenldsmgen besucht hat, steht er
vor einem fur ihn unlésbaren Problem. Auch wenn & Okonomen ernste
Zweifel an seiner Theorie haben und eher vermutass die h6heren Mieten in
der Stadt Studenten in andere Wohnformen zwingé&fgren Sie sich doch bereit
ihn in seinem Vorhaben zu unterstitzen. Ein Blickhre Daten ergibt, dass von
150 befragten Studenten, die angaben in der Stedbhnen, 42 alleine wohnen.
Von den 112 aul3erhalb wohnenden Studenten lebathelde.

Uberpriifen Sie die Vermutung lhres Bekannten milfeHeines geeigneten
Testverfahrensd =0,01). Achten Sie besonders auf die Formulierung voii-Nu

und Alternativhypothese!
Sammelsurium
a) Was ist die Grundidee hinter statistischen Tests

b) Was versteht man unter dem(Fehler 1.Art) undB-Fehler (Fehler 2. Art)?
Worin besteht der Unterschied zwischen den beiddreFarten?

c) Wann wird eine Nullhypothese abgelehnt?
d) Aus welchen flinf Schritten besteht ein statister Test?
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Lésungen zum Aufgabenblatt 5: Parametertests

5.1 Einstichprobentest fiit bei unbekanntes?

5.2

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

UuOIR* 0a=0,05
rechtsseitiger Testd: £ < 240
H,: u > 240

Voraussetzungen Uberprifen:
n>30 — OK!

PrifgrélRe €2 unbekannt)
T =ﬁ ~t(n-1)  (unterH
o

X

tcrit = t1—a;n—1 = t0,95;143
Da v=30: Approx durch NO;1)- Z = 1,644
—KB: [1,6449+00 |

_X—H, . _ S _129,58_
T= wobeio, = = = 10,83t
Oy vn-1 /143
_ 316,44~ 240_ 7,054
10.836

Der Vergleich ergibt, dass[] KB. Damit kann die Nullhypothese
verworfen werden. Mit 95%iger Sicherheit liegt digrchschnittliche
Monatsmiete in Luneburg Gber 240,00€.

Einstichprobentest fur den Anteilswert

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

p0d[0;]  0=0,05
zweiseitiger Test: H,: p=0,5
H,:p#z0,5
Voraussetzungen Uberprifen:
nCp, [1- p)=29 - 20000,510,5% 5& 9 OK
Prafgrole:
z=P"P _N©,1) (unterH
O-
p

Zoiw = Zuz = %oes =~ Hors— 1,96 Gio = % 1= s L9€
- KB: ]=00;-1,96]0[1,96+ x|

z=L"P \obeic, =\/p° ECall )=\/o,5[o,5= 0,035
0, P n 200

p
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S2 o5
7 = 200

=—=——=-6,7882
0,0354

Schritt 5:  Der Vergleich ergibt, dads!KB. Die Nullhypothese kann somit
verworfen werden. Mit 95% Sicherheit ist der Ahtger bei ihren
Eltern lebenden Studenten ungleich 50%.

5.3.1Test auf Varianzhomogenitat (Zweistichprobentest den Quotienten zweier
Varianzen)

Schritt 1: Parametermenge: © =(|R")2

Zweiseitiger Tests:

Nu”hypOthese bl O-_lz:]_ (bZW.: 0-12: 0-22)
O2

Alternativhypothese: K 0_12 41 (bZW.: 6:2% g, 2)
02

Signifikanzniveau: a =0,01
Schritt 2:  Voraussetzungen tberprifen:
1) X;; X, ~ N - OK!
1) Stichproben unabhangig- O}

PrufgroR3e:

- nl@lz/(nl‘l) —
n2[&?/(n,~1)

SR= ,allein lebend* undSE = “WG*

Hn,-Ln-1) (unter 4

Schritt 3: F0 = Fl—a/z;nl—l;nz—l = F 09954050~ 2,164
1
I:critU = Fa/z;nl—l;nz—l = FO,005;40;SO: F— =0, 448
0,995;50;40

~ KB: [0;0,448]0 [2,1643 o

Schritt 4: = ni82/(n,=1) _ 4108,906/(4t 1)_
n.(8,2/(n,—-1) 51(85,149/(5¢ 1)

0,1117

Schritt5: FOKB, H, wird abgelehnt. Mit 99% Wahrscheinlichkeit since di

Varianzen der Mieten unterschiedlich, so dass Miittelwert-
vergleichstest fir unbekannte, unterschiedlicheaviaen notig ist.
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5.3.2 Zweistichprobentest fir die Differenz zweier amigtischer Mittel bei
unbekannter, ungleicher Varianz.

Schritt 1: Parametermenge: 4, - 4,0IR

Zweiseitiger Tests:

Nullhypothese: bl pi—pu2=0o0deru =4,
Alternativhypothese: K p1—pu2 # Ooderpu1# U»
Signifikanzniveau: a = 0,05

Sk=,allein lebend” undSRE = “WG*

Schritt 2: Voraussetzungen Uberprifen:
1) n;n, >30 - OK!
1) Stichproben unabhangig- O¥

Prafgrole:
T= >2<1_ KXo —y(vw) (unter H)
3
\/nl‘l
%
, -1 “n __(0,09765+ 0,70298
Mit v* = 5= =63,32¢
(0,09769" _( 0,70298
40 50
n-1 -1

Abrunden: v*=63

Schritt 3: Da v=30: Approx durch NO;1)

crltU Z0025 1 96 Lritu = ZO,975= 1’QE
S KB: ]-00;-1,96]0[1,96:+ ]

Schritt4: T=—X1ZXz o 90221291 _ 5477
s , S \/3, 906, 35,149
n-1 n-1 V41-1 51-1

Schritt5: TOKB, H, kann verworfen werden. Es kann mit einer Irrtums-

wahrscheinlichkeit von 5 % davon ausgegangen werdigss sich die

Hohe der Miete pro m2 zwischen Einzelwohnungen 0NGs
unterscheidet.

5.4 Zweistichprobentest fur die Differenz zweier Algeierte
Schritt 1: Parametermenge: G):[— 1,1]

Rechtsseitiger Test:
Nullhypothese: bl pr<p2
Alternativhypothese: K pi>p2
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Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Signifikanzniveau: a =0,01
SP=,Stadtbewohner* undSE= “Bewohner des Umlandes*
Voraussetzungen Uberprijfen'
[}_8
1) np [@-p)= 150022 30,24 9. OK !

150 1
np, [{1-p)= 112GEEI% 12,2% 9, OK !
P 112 112 '
1) Stichproben unabhangig- OK
PrUfgr('jBe'
= P, | nithe _ N(0;1) (unter H
Jp[(l P) Vmtn
Mit p=Ptnep,
ntn;

Zcrit = %—a = %,99: 2’326:
- KB: [2,3263:+ ]

_ pl pz nlﬂh
Jp[(l )bnﬁnl

Wobei p, =42 0,28; p, =14 0,125 und
150 112
ALn 150072 + 112974
& Pt neP, 150 112_
p= = =0,214

_ 0,28- 0,125 D/ 1501112_ 3.0277
\/0,214D(1— 0,241) V150+ 112

Schritt 5:  H,ablehnen. Es kann mit einer Irrtumswahrscheinligthken 1%

davon ausgegangen werden, dass der Anteil danealigohnenden
Studenten in der Stadt hoher liegt als auf dendL&me empirischen
Fakten widersprechen der Theorie Ihres Bekanrsenracht.
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5.5 a)Ein Parametertest wird durchgefuhrt, um eine Hyps¢hiber die Auspragung
eines Parameters der Grundgesamtheit (z.B. Emgstwert, Anteilswert oder
Varianz) mit Hilfe einer Stichprobe zu Uberprifen.

b) Auf Basis der Stichprobenergebnisse kann eingotiese (if), die in
Wahrheit richtig ist, durch einen Test abgelehntdea. Dabei spricht man von
dem Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit fur didsghlentscheidungen heif3t
auch Irrtumswabhrscheinlichkeit oder Signifikanzm@ver.

Die Entscheidung, eine in Wahrheit falsche Hypah@$) beizubehalten, ist
der Fehler 2. Art. Diese Wahrscheinlichkgitfir diesen Fehler wird grof3,
wenn ein sehr kleines gewahlt wird und/oder die Parameter von Null- und
Alternativhypothese dicht beieinander liegen.

c) H,wird abgelehnt, wenn die Priifgrof3e innerhalb dés&hein Bereichs liegt.
Ist dies der Fall, so kann man sagen, ddgsmit einer Wahrscheinlichkeit von
(1 —a) wahr ist.

d) 1.

Formulierung der Null- und Alternativhypotlkes Definition der
Parametermenge und des Signifikanzniveaus.

Festlegung der Testverteilung des Stichprobranpeters und Ermittlung
der PrifgréRRe.

Ermittlung des kritischen Bereiches (Ablehnuegsich der
Nullhypothese).

Berechnung der PrifgréRe

Entscheidung Uber die Annahme oder Ablehnung Nlélhypothese.
Wenn die Prafgrofie im kritischen Bereich lieghdiH, abgelehnt.
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Aufgabenblatt 6: Zweistichprobentests, Anpassungssts

6.1

6.2

6.3

Der Programmdirektor des TV-Senders FDZ moéchte mider die Sport-
Fernsehgewohnheiten des Publikums zur Zeit der WD@62wissen. Eine
Umfrage ergab, dass 27% der weiblichen und 31%rd@mlichen Zuschauer das
Spiel UdJSSR-DDR gesehen haben. Es wurden 100 FuaweB0 Manner befragt.
Wird die Vermutung, dass Ful3ball bei M&nnern beaskommt als bei Frauen,
durch die Umfrage bestatigr(= 0,05)?

Als groRRer Fan interessiert Sie, ob die Produkiosten der Pferdesendung
,GUTES REITEN SCHLECHTES REITEN" pro Folge normatiglt mit

#=25und o0=1 sind (@=0,1). Sie erhalten Angaben (Uber die
Produktionskosten (in Tsd. €) fur die letzte Staffe

25,1 25,0 23,5 25,7 26,1

26,4 24,1 23,1 26,3 25,6

Die Tabakindustrie beauftragt Sie, eine Zielgrugmatyse durchzufihren. Sie
vermuten nun, dass die Anzahl konsumierter Zigame{SPSS-Variablenname:
ANZZIG) durch das Alter von Jugendlichen (SPSS-@blenname: ALTER)

erklart werden kann. Sie fragen zufallig 600 Judjehd, wie viele Zigaretten sie
taglich konsumieren, und fuhren anschlielend eiegréssionsanalyse durch.
SPSS liefert Ihnen folgenden Output:

Koeffizienten (a)

Nicht standardisierte Standardisierte
Modell Koeffizienten Koeffizienten T Signifikanz
B Standardfehler Beta
1 (Konstante) -82,172 4,233 -19,411 ,000
ALTER 5,643 ,264 ,658 21,373 ,000

6.4

a Abhéangige Variable: ANZZIG

a) Wie lautet das diesem SPSS-Output zu Grundeeriggy 6konometrische
Modell? Interpretieren Sie kurz die Ergebnisse.

b) Sind die Koeffizienten signifikant?

c) Testen Sie die Gesamterklarungsgite des Modwileand des von SPSS
errechneten BestimmtheitsmaRe&siRHohe von 0,658.

Die Senderleitung des FDZ sucht einen geeignetemineflr die Ausstrahlung
der ersten Folge der neuen Staffel voruges REITEN SCHLECHTESREITEN und
untersucht deshalb, an welchen Wochenendtagenatikufrenz Spielfilme zeigt.
Wurden in den vergangenen Wochen am Wochenenddllseter gleichverteilt
ausgestrahlt? Prufen Sie diese Hypotheserfér0,025, a =0,05und a =0,1.
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Freitag Samstag Sonntag

Anzahl der Blockbuster 12 25 23

6.5 Die sparsame Senderleitung fragt sich, ob siehRibduktion teurer Trailer zur
Ankindigung grof3er TV-Ereignisse Uberhaupt lohréingt der Erfolg von der
Ausstrahlung von Trailern ab? lhnen liegen folgebDdéen vor:

Marktanteil > 20 % Marktanteil < 20 %

Trailer 19 21

kein Trailer 5 15
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Losungen zu Aufgabenblatt 6: Zweistichprobentestsnd Anpassungstests

6.1 Zweistichprobentest fur die Differenz zweier Aigeierte
A: Frauen B: Manner

Schritt 1: Parametermenge: 0= [— ll]
Nullhypothese: blpa—ps 20
Alternativhypothese: KHpa—p<0
Signifikanzniveau: a =0,05

Schritt 2:  PrufgroRe:
— [l n:Lh, , mit @:M
JPm-p) Vnitn, M+ ne
Z ist anndhernd standardnormalverteilt

Schritt 3:  z, = 7 s = = % o5 = —1,6449
~ KB:  (-,-1,16449

Schritt4: 7 =_P= P, /mbh: wobei p, = 027; p,= 031; p= 0288
JpOl-p) Vm+ny

s - 027 - 031 [100B0 _ _ 0589
\/0288[(1- 0288) V100 +80
Schritt5: ZOKB, H, beibehalten. Es kann nicht mit einer Irrtums-

wahrscheinlichkeit von 5 % davon ausgegangen werdiass
FuRball bei Mannern beliebter ist als bei Frauen.

6.2 Kolmogorov-Smirnov-Verteilungstest

Schritt 1: Parametermenge: Alle Verteilungen &usind moglich
Nullhypothese: bl Die Produktionskosten sind normalverteilt
mit 4 =25 undo =1
Alternativhypothese: K Die Produktionskosten sind nicht
normalverteilt mit =25 undo =1
Signifikanzniveau: a =0,10

Schritt 2:  PrufgroRe:
d= mzax‘Fe(z)— Fo( z)‘
.- {\Fe(z)- F°(zl)\}
= max
© ||Fe(z)-F°(2)

Schritt3: n=10 =010  ¢=0,369
~ KB: [0,369x)
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Schritt 4: 15377 1,9 0,1 |0,0287 |0,0287(0,0713
23,5 1,5 |02 |0,0668 |0,0332|0,1332
24,1 0,9 |03 |0,1841 |0,01590,1159
25,0 0 0,4 |0,5000 |0,2000 |0,1000

25,1 0,1 0,5 0,5398 |0,1398|0,0398
25,6 0,6 0,6 0,7257 |0,2257 |0,1257
25,7 0,7 0,7 0,7580 |0,1580|0,0580
26,1 11 0,8 0,8643 |0,1643|0,0643
26,3 1.3 0,9 0,9032 |0,1032|0,0032
26,4 1,4 1,0 0,9192 |0,0192|0,0808

Schritt 5:  d=0,2257 <&0,369 H wird beibehalten. Es kann nicht mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 10 % davon ausgega werden,
dass die Produktionskosten nicht normalverteitt =25 undo =1

sind. Die Normalverteilung wird angenommen.

6.3 @)y =8 +B 0+
y, =l + 1 O,

A~

y, =-82,172+ 5,648k,
Anzahl Zigaretten #, + b Alter

b: Mit jedem weiteren Lebensjahr steigt der Zigamtonsum um 5,643
Zigaretten an.

b,: In diesem Fall nicht sinnvoll zu interpretieren.
b) Mdglichkeit 1: Ablesen vom SPSS-Ausdruck

Signifikanz (p-value) ist fur beide Koeffizientéy000 und damit kleiner als
die gangigen zugelassenenFehler. Beide Koeffizienten sind somit als
signifikant anzusehen.

Madglichkeit 2: t-Test

Schritt 1: Parametermenge: Alle Verteilungen &usind maoglich
Nullhypothese: bl k=0
Alternativhypothese: K pk# 0
Signifikanzniveau: a = 0,05

Schritt 2: Prifgrofie:

b, _(ﬁk = O)
%
Schritt 3:t,, =t ,

1-—,n-k-1
2

t=
=ty 075 50eWVEIt nicht tabelliert, da n > 30 folgt

Annaherung durch die Normalverteilung,,. = 1, 96.
a=0,05und n =600

- KB: [1,96; +x)
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Schritt 4:

Schritt 5:

t :&:%:21375
s, 0,264

H Hypothese kann verworfen werden. Der Koeffiziggpist somit
signifikant von 0 verschieden.

c) InterpretationR?: 65,8 % der Streuung des Zigarettenkonsums weddech

das Modell erklart.

Test der Gesamterklarungsgute — F-Test

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Schritt 5:

Parametermenge: Alle Verteilungen &igind moglich
Nullhypothese: bl B1=P2=P3=Ps=... =px=0
Alternativhypothese: Hpc#0 (k=1,..., K)
Signifikanzniveau: a = 0,05

PrufgroR3e:
2 n-K-1
fL R (oK)
1-R° K

Die PrufgroRe ist F-verteilt mity, =K und v, =n-K-1
Freiheitsgraden.

Fc = I:l—a',K,n— K-1 = I:0,95,1,598: 3’ 84]
- KB: [3,841; +x)
2 — —
F = R ZE(n K-1) _ 0,658 D(60(} t 1):1150’&
1-R K 1- 0,658 1
H Hypothese kann verworfen werden. Das Modell liefamit

einen signifikanten Erklarungsansatz.

6.4 Chi-Quadrat-Verteilungstest - einfache Hypothese

Schritt 1. Parametermenge: Menge aller Verteilareéf {Fr, Sa, So}
Nullhypothese: bl Die Blockbuster sind gleichverteilt auf {Fr,

Sa, So}

Alternativhypothese:K Die Blockbuster sind nicht gleichverteilt

auf {Fr, Sa, So}

Signifikanzniveau: a = 0,025, =0,05,a =0,1

Schritt 2:  PrifgroRe:
Theoretische Haufigkeiten: n ¢ 20
S(n—nip)?
XZZZ( m)

nip
Schritt 3:  KB[ y2; ) v =3-1=2
@ =0,025 [a=0,05 a =01

X?=7,378 | x?=5,991 X¢=4,605
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6.5

Schritt 4: Xzzzk:(”“”mp)z _(25-20f (12 20), (23 20)_

4,9
~  n[p 20 20 20

Schritt5: H  wird  beibehalten. Es kann nicht mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 2,5 % (5 %) davon gegangen
werden, dass die Blockbuster nicht gleichverteilnds Die
Gleichverteilung wird angenommen.

Ho wird verworfen. Es kann mit einer Irrtumswahrsciiehkeit von
10 % davon ausgegangen werden, dass die Blockbustbt
gleichverteilt sind.

Chi-Quadrat-Unabhangigkeitstest

Schritt 1:  Nullhypothese: #Der Marktanteil ist unabhangig vom Trailer
Alternativhypothese:t Marktanteil und Ausstrahlung eines Trailers
sind voneinander abhéangig
Signifikanzniveau: @ = 0,05

Schritt 2:  PrifgroRe:
=33 O
izt j=1 N

Diese PrufgroRRe isy2-verteilt mit u= (r-1)(s-1) Freiheitsgraden

Schritt 3: X2, ,, = Xo05,= 3,841

1-a v
- KB: [3,841; +x)
) - n, Ch.,
Schritt 4: n; = '
n
611224—[40:16 612:24—|:20:8
60 60
621:M:24 622:@:12
60 60
r s LR )2 — 2 2 2
. ZZ(”" n)_(19-16)2, (2 242 (5 82 (15 12
im1 jo1 fij 16 24 8 12

X?=0,5625+ 0,375 1,126 0,% 2,8125
Schritt 5:  y =2,8125 3,841=x2 — Hp wird beibehalten.

Es kann nicht mit einer Irrtumswahrscheinlichkein 5 % davon
ausgegangen werden, dass der Marktanteil abhamgig der
Ausstrahlung eines Trailers ist. Die Unabhangigkevird
angenommen.
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B Klausur mit L6sung

Prof. Dr. Joachim Merz

Statistik 1l -
Wabhrscheinlichkeitsrechnung und induktive Statistik

Klausur vom SS 2012 24.07.2012

1 Grundzuge der Wahrscheinlichkeitsrechnung (18P.)

Der Sommer hat begonnen und die Grillsaison istfreeti Sie nehmen an einem
Grillwettbewerb teil. Der Wettbewerb hat insgesaéntTeilnehmer, 4 Teilnehmer
verwenden einen Kugelgrill, davon benutzen drei zZHohle und ein Teilnehmer
verwendet Briketts. Die anderen zwei Teilnehmee @ngeschlossen) reisen mit einem
Schwenkgrill an, beide Teilnehmer sind UberzeugtkeB®-Griller. Der Grillwettbewerb
wird von einem Schiedsrichter Uberwacht. Dieseri&tdrichter mdchte sich ein Bild
Uber die Teilnehmer machen und wéahlt zuféallig éd@eeson aus, die er genauer ,unter
die Lupe“ nehmen mochteBitte schreiben Sie zu jedem Aufgabenteil einen
Antwortsatz!

a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses@emit einem Kugelgrill
arbeitet?

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieseséemit Schwenkgrill und
Kohle arbeitet?

c) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass diesesétemit einem Schwenkgrill
oder Kohle arbeitet?

d) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses&emit Schwenkgrill und
Briketts arbeitet?

e) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Stdniehter unter den Brikett-
Grillern einen Griller mit Kugelgrill auswahlt?

f) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Sidnehter unter den
Kugelgrill-Grillern einen Teilnehmer auswahlt, déwvhle verwendet?

2 Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen (16P.)

a) Um sich auf den Wettbewerb vorzubereiten, Uberz8liause flei3ig und laden lhre
Freunde zum einem gemdutlichen Grillabend ein. VemdAbend gehen Sie
einkaufen und stehen vor der Kuhltruhe des Supétewmrihres Vertrauens. In
dieser Kuhltruhe befinden sich 18 Packungen veigeteer Tofu und 42 Packungen
Grillfleisch. Sie greifen 5mal in diese Kihltruheduentnehmen eine Packung.
Leider ist der Deckel der Truhe total vereist 8id kbnnen nicht erkennen, ob es
sich um eine Packung Tofu oder Fleisch handeltiida Freunde alle Vegetarier



42 Merz: Statistik Il - Wahrscheinlichkeitsrechnwntd induktive Statistik

sind, mdchten Sie nur Tofu kaufaBitte schreiben Sie zu jedem Aufgabenteil einen
Antwortsatz!(9 Punkte)

i.  Wie ist die Anzahl der Tofu-Packungen verteiltP{ihkte)

ii.  Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehen Sie 3 Tofupatgen aus der
Truhe?
(3 Punkte)

iii.  Mit welcher Wahrscheinlichkeit ziehen Sie mindest@nrofupackungen
aus der Truhe? (4 Punkte)

b) Nach einer Woche wollen Sie nun noch einmal lhriiikBnste im grol3en Rahmen
testen und laden dazu alle Nachbarn aus Ihrer Seimld Sie erwarten 40 Géste und
mochten diese wieder mit einem rein vegetarischetin@ni Uberraschen. Der
Supermarkt hat inzwischen eine neue Lieferung Eofialten. Es befinden sich nun
60 Packungen Tofu und 60 Packungen Fleisch in dehel Sie ziehen 40
unbekannte Packungen aus der Trike grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie mindesten 25 Tofupackungen aus der Truhe ZrelfériPunkte)

3 Punktschatzung (11 P.)

Vor der Teilnahme am Wettbewerb wollen Sie in eineeuen Hightech-Grill
investieren. Da dieser Grill allerdings sehr teis¢rist Ihnen eine lange Lebensdauer
sehr wichtig. Dazu befragen Sie sechs lhrer Belksmaus dem 6rtlichen Grillclub, die
bereits seit Jahren Besitzer dieses Modells sihdr die Lebensdauer des Grills. lhre
Bekannten geben an, dass die mittlere Lebensdaiagiré betragt.

a) Wahlen Sie eine geeignete Verteilung fur die Ledansr des Grills (Begriinden
Sie Ihre Wahl) und leiten Sie den Maximum-LikelileSchatzer her. (9 Punkte)

b) Bestimmen Sie den ML-Schéatzwert fur die gegebemmd@iobe. (2 Punkte)

4 Intervallschatzung (27 P.)

a) Sie sind noch immer unsicher, ob Sie sich wirklitesen teuren Grill kaufen
sollten. Um sicher zu gehen, dass der Grill eine guvestition ist, schauen Sie
sich Testberichte an. Sie finden eine Umfrage £68 Personen, wovon 80
Personen angeben, zufrieden mit dem Grill zu 8&fiter geht aus dem Bericht
hervor, dass der Grill bereits 20000mal verkaufrdeu Bestimmen Sie das
99%-Konfidenzintervall fur den Anteil der zufriedan Grillbesitzer und
interpretieren Sie Ihr Ergebnis. (9 Punkte)

b) Weiter geht aus der Umfrage hervor, dass die biefnagersonen auf einer
Zufriedenheitsskala von 1 bis 10 (1 sehr unzufmedE sehr zufrieden) im
Durchschnitt einen Wert von 8 angeben. Die Staratawéichung der
Antworten liegt bei 3 Zufriedenheitspunkten.

c) Bestimmen Sie das 95%-Konfidenzintervall fir die rathgchnittliche
Zufriedenheit der Grillbesitzer und interpretief®e lhr Ergebnis. (7 Punkte)
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d) Beurteilen Sie die Richtigkeit der folgende Aussaged korrigieren Sie die
Aussagen gegebenenfalls: (12 Punkte)

i. Wird das Konfidenzniveau &-erhoht, dann wird das Konfidenzintervall
kleiner.

ii. Der Mittelwert und der Anteilswert der Stichprobends immer
normalverteilt.

iii. Das Konfidenzintervall fir den Anteilswert wird maunehmendem
Stichprobenumfang grofer.

iv.  Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punktschatzerdam Parameter der
Grundgesamtheit Gbereinstimmt, ist hoher als beimtervallschatzung.

5 Parametertests (18 P.)

Dieser Testbericht hat Sie Uberzeugt, Sie sind sidner, dass Sie mit diesem
Grill den Wettbewerb gewinnen kénnen. Der Herstalles Grills wirbt mit einer
durchschnittlichen Grilltemperatur von mindestefi® 3C. Zuhause angekommen
wollen Sie diese Behauptung gleich Uberprifen. \&athrdes Grillvorganges
nehmen Sie funf Temperaturmessungen und erhaltenne ei
Durchschnittstemperatur von 280°C und eine Varanz60°C2.

a) Uberprifen Sie die Behauptung des Herstellers rnniéne geeigneten Test.
Lassen Sie eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 1024& Punkte)

b) Zeichnen Sie die Testentscheidung in eine GradilRnkte)

c) Testen Sie die Behauptung, dass die durchschhétli@rilltemperatur genau
300°C betragt. (4 Punkte)

d) Angenommen der P-Value des Tests betrage 2%, wiedewtlhre
Testentscheidung dann ausfallen? (2 Punkte)

6 Tests im klassischen linearen Regressionsmod&D(P.)

Aufgrund des Ergebnisses des Parametertests, mochige nun

herausbekommen, welche Faktoren die durchschhitlicGrilltemperatur

beeinflussen. Sie machen dazu verschiedene Tebtdufe, in denen Sie
verschiedenen Brennmaterialien und Hilfsmitteln unéssen mehrmals die
Temperatur. Insgesamt fihren Sie 30 Messungen d&iehvermuten dass das
Brennmaterial (Kohle_Dummy, 1=Kohle, 0=Brikett),edAnzahl der Kohlen

oder Briketts (Anzahl_Brennmaterial) und der Zuotfst(Spiritus_Dummy,

1=Spiritus, 0=Anzunder) auf die durchschnittlickgilltemperatur (in °C)

einwirken. Mithilfe der Regressionsanalyse erhaenfolgendes Ergebnis:
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Modellzusammenfassung

Korrigiertes R-{ Standardfehle
Modell R R-Quadrat Quadrat des Schatzers
1 ,635" ,403 ,334 54,521
ANOVA"
Quadratsum Mittel der
Modell me df Quadrate F Sig.
1 Regression 52109,551 3| 17369,85( 5,844 ,003
Nicht standardisierte 77285,144 26 2972,506
Residuen
Gesamt 129394,70( 29
Koeffizienten®
Nicht standardisierte
Koeffizienten
Koeffizient| Standardfe

Modell B hler T Sig.

1 (Konstante) 159,839 32,607 4,902 ,000
Kohle_Dummy 53,945 20,007 2,696 ,012
Anzahl_ 3,923 1,365 2,875
Brennmaterial
Spiritus_Dummy| -24,871 20,1664 -1,233 ,228

a) Bestimmen Sie das Bestimmtheitsmald R? mithilfeTadoelle und interpretieren
Sie diesen Wert. (3 Punkte)

b) Interpretieren Sie anhand der Tabelle den Test Gasamterklarungsgute
(0=0,05), gehen Sie dabei auch auf die Hypothesadimd@estentscheidung ein.
(4 Punkte)

c) Interpretieren Sie alle Koeffizienten des Regressioodells (aul3er der
Konstanten). (6 Punkte)

d) Interpretieren Sie anhand der Tabelle die Sigmnizkdes T-Testes der Variable
Anzahl_Brennmaterial, gehen Sie dabei auch auf Hiypothese und das
Signifikanzniveau eino=0,05). (4 Punkte)

e) Zeichnen Sie das Testergebnis (inklusive P-Valwestwert und Priufwert) fur

die Variable Kohle_Dummy in eine geeignete GrakPunkte)
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7 Verteilungstests (9 P.)

Leider haben Sie trotz guter Vorbereitung und Higich-Grill nur den 20. Platz
von insgesamt 40 Platzen beim Grillwettbewerb ehteiDoch Sie vermuten,
dass die Teilnehmer mit Kugelgrill von der Jury tswugt werden und zéhlen
nach, wie viele Teilnehmer in den letzten drei dahunter die ersten zehn Platze

gekommen sind.

Platz 1 bis Platz 11 und
Platz 10 schlechter
Kugelgrill 200 100
Schwenkgrill 100 100

Testen Sie mithilfe eines geeigneten Test, obWenrenutung stimmtd{=0,01).



46 Merz: Statistik Il - Wahrscheinlichkeitsrechnwntd induktive Statistik

Klausurlésung SS 2012

1 Grundzuge der Wahrscheinlichkeitsrechnung (18P.)

_4 _3

F’(KG)—6 P(K) 6

_2 _3

F’(SG—6 R B 6
_3 1
P(K|KG)—4 (B| KG) 2
P(K|SG =0 R Bl SG=1

6 Teilnehmer,

4 Kugelgrills (KG)\ 3 Kohle
1 Briketts

2 Schwenkgrills (SG&—— 2 Briketts
4
a) P(KG) 2820,666

b) P(SGn K =0

C) P(SGO K= R SG+ P K- PSG X
:E+:_3—O:_5:O'833
6 6 6

d) P(SGn B= RSGIP SG B (P 96

4 1

P(KG| B)= P(KG) (P( B| KG) _ 69411 I

e) P(SOUR B SG+ PKEIP B KB 2,,21 2 1 3
6 34 66

o PKIKG)=,
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen (16P.)

2
)
n=>5
X = Anzahl der Tofupackung:
N =60 M =18
18
=___ = 0,3
P 60

Hypergeometrisch

X = Anzahl der Tofupackunge
X =Hyp( N=60,n=5M= 1§

18)(42)
L = 0,1286¢

P(X: 3) = nyp. (3)= ( 60
o

P(x22)=1- P(x< 2)=1- P(x< 1)= + F, (= ¥ 0,5282 0,47:

18j(42j (li( 43
1)\ 4
O\ S + =0,155A4 0,3688 0,52459

=) (8]

b. N=120
T =60
p=0,5
n=40
nCp[{1- p)=4000,510,5 1& !
P(x=225)=1-P(x< 25)= = R, (25F +®
x-nlp _25-4000,5 5 —158

‘T mbpm-p Y10 10

P(x>25)=1-® (z)= 1-® (1,58 + 0,9428 0,05

i)

ii)

I:Hyp (1) = (
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3 Punktschatzung (11 P.)

a. X =ExpgA)
f(x)=Ae™
L) =[] F 9 =[]Ae™

In L(x|/]):ZIn(/le‘“):Z(ln/] -Ax)=ninA —/]Z X

b. 1/7=0,1428

4 Intervallschatzung (27 P.)

a. N =20000 N __100 _ 4 005. mitZuriicklege!
N 20000
n=100
p=80/100= 0,8

np[{1- p)=1000,810,2 1& 9
Kl:(p-zlo < p< pt+ 2o ) =1-a
p p

JA:\/pEﬂl— p):\/0,8E0,220,04
p n 100

z=2,5758
KI :(0,8-2,5758]10,04 p< 0,8 2,57%8 0,04) 0,99
KI :(0,6969%< p < 0,930)= 0,99

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% liegt rdénteil zufriedener Personen
zwischen 69,69% und 90,30%.

N =20000 _100 = 0,005- mit Zuruckleget

n —
b. N~ 20000
n=100

8
3

> 3 - 0,3015

Kl :(x-tr, S usx+to)=1-a

X
S
g;

z=1,96 odert= 1,984
Kl :(8-1,9600,301x y< & 1,96 0,3015) 0,95
Kl :(7,409< u< 8,5909F 0,99
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Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% liegteddurchschnittliche Zufriedenheit
zwischen 7,409 und 8,5909.

C. i. Falsch, la groRer— a kleiner— z grof3er» Konfidenzintervall breiter.

ii. Falsch, Mittelwert schon (Zentraler Grenzwertsatflir Anteilswert
binominal, kann approx.Werder Bedingung prufen.

iii. Falsch, n verringert Standardabweichung von p, edawird das
Konfidenzintervall kleiner.

iv. Falsch, Wahrscheinlichkeit, dass Punktschatzervemen Wert trifft geht
gegen O.

5 Parametertests (18 P.)

a)'HO : 142300 Varianz der GG unbekannt
H,:u<300 Prufgrol3e
X =280 T=XTH 2802300 5646
Oy 1,9364
s _60
S, =+/60 o, =———="2>=3872
x A1 Ja
KritischerWert

ty 000 = —1,5332

Die Nullhypothese kann somit verworfen werden.
b)

P —valus &

-5,1646  -1,5332 0
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c) H,:x=300
H,:u#300
x =280
S, =60
Varianz der GG unbekan
Prufgrofie
T =-5,1646
KritischerWert
ty 005 =+2,1318

Die Nullhypothese kann somit verworfen werden.

d) Die Nullhypothese kann verworfen werden.

6 Tests im klassischen linearen Regressionsmodell (PO

a) R* =0,403

Das Bestimmheitsmald gibt den Anteil der durch dasléH erklarten Varianz
im Verhéaltnis zur Gesamtvarianz an. In diesem kafden also 40,3 % der
Streuung durch das Modell erklart. Dies stellt mingttelmalligen Wert dar.

b)  Nullhypothese: Ho: B, =B,=...=B=...=Bx =0
Alternativhypothese: H, :43,#0 (k=L,...K)
Signifikanzniveau: a =0,05 / p-value:,003
Da der p-value (Wahrscheinlichkeit Fehler 1. Art lzeegehen) kleiner als die

gegebene Irrtumswahrscheinlichkeit ist, kann dielliypothese abgelehnt
werden.

Die Nullhypothese kann abgelehnt werden. Somittdeigumindest eine der
gewahlten Variablen einen siginifikanten Beitrrag Erklarung der Temperatur.

c) Wird Kohle verwendet erhéht sich die Grilltemperaim 53,945 °C.



Merz: Statistik 1l - Wahrscheinlichkeitsrechnungdunduktive Statistik 51

Steigt die Anzahl des Brennmaterials um eine Einlahoht sich die
Grilltemperatur um 3,923 °C.

Wird Spiritus verwendet sinkt sich die Grilltemperaum 24,871 °C.

d) Nullhypothese: Hy:B, =0
Alternativhypothese:  H,:, #0

Kritischer Bereich:

]—oo;—tc] 0 [tc;+°°[

( tc :tl—a /2n-K-1 )

Twit=T1-0/2, n-k-i=T0.975,26= +/-2,055

PrufgroReT,=2,875

Da die Prifgré3e innerhalb des kritischen Berelett, wird die Nullhypothese
abgelehnt.

Es kann somit davon ausgegangen werden, dass dighAdes Brennmaterial
einen signifikanten Beitrag zur Erklarung der Terapa leistet.

0 2055 2875
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7 Verteilungstests (9 P.)

H, : Bewertung und Artdes GrilEn dunabhangig
H, : Bewertung und ArtdesGrilEn d nichtunabhangig

X2=Zr‘,i(nj_hj)2=(200_ 180)?, (106 120)2 (106 120)> (160 8
n 180 120 120 80

i1 j-1 Njj

2 2 2 2
= (2007, (207, (200% (20); 55, 3333 3,333 5 13,8888
180 120 120 80

KritischerWert
Xooo(1) =% 6,635

Testentscheidung: Ho verwerfen.

Die Bewertung der Schiedrichter hangt von der &g G&rills ab. Die Vermutung wurde
bestatigt.
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Anhang I: Formelsammliung

Zusammenfassung der Formeln

|  Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition

(A)_Anzahl der Elementarereignisse ir
Anzahl der Elementarereignisse in

G = Menge aller Elementarereignisse (Ereignisraum)
A = Ereignis (Teilmenge von G)

Kolmogorov-Axiome

1. Axiom:  P(A)z0, P(AOR
2. Axiom:  P(AOAOAOD.)=PF A+ HA+ R A+...,

falls A1, Ap,... einander paarweise ausschlieRende Ereignisse a
demselben Ereignisraum sind.
3. Axiom: P(G)=1

Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(An B)

P(B| A= o[

Stochastische Unabhangigkeit von Ereignissen

P(8|A=PF(HA=H§
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Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Additionssatz

- flr disjunkte Ereignisse:

P(AOB)=P(A+ H B
P(ADBOC)=PF A+ KB+ K ¢

- fOr nicht-disjunkte Ereignisse:

P(ADB)=P(A+ R B- R A B
P(ADBOC)=HA+H B+ RG- kR A B

-P(AnC)-P(Bn Q+ { A BN ¢

Multiplikationssatz

- flr stochastisch unabhangige Ereignisse:

P(An B)= P ATA §
P(An Bn O)= F{ AOK §OK ¢

- flr stochastisch abhangige Ereignisse:
P(An B)= P(ACH 8 A
=P(B)P(A B

P(AnBn C)= (ALK B AOR ¢ A F

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Ereignisse A; sind disjunkt und bilden eine endliche Zerlegungr d
Grundgesamtheit.

Fur ein beliebiges Ereignesinnerhalb G gilt dann:

P(e)=3 P(en A)=Y. A A)OHe| A

n
i=1 i=1

Satz von Bayes
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P(A)P(e] A)
P(A)CP(e] A)

P(Ae)=

n
i=1
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Il Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Diskrete Zufallsvariable
Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X = Xi)= f(Xi)

Eigenschaften:
1. 0< f(x

)1
2. f(x)=0
)=1

3. > f(x

Verteilungsfunktion

F(X)=P(X<x)=3 f(x)

% <X

Eigenschaften:

0<F(x)<1
Fiir x; < x, gilt F(x)< F(x,)

Erwartungswert

E(X)Izi X Of (x )= p

Varianz

Var(x)= Y, X" (x)- 4 =0

Stetige Zufallsvariable

Wahrscheinlichkeitsdichte

(=12

dx

Eigenschaften:
1. f(x)=0
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2. T f (x)dx=1

Verteilungsfunktion

Eigenschaften:

1. 0sF(x)<1

2. Fur x, <%, gilt F(x)< F(x,)
3. lim F(x)=0

X — —00

4. lim F(x)=1

X — +oo
Erwartungswert

E(X):Txf(x)dx:,u

Varianz

Var(X) = [ ¥ DF(¥) de g2 =07

lll Diskrete Verteilungen

Gleichverteilung

Parametern = Stichprobenumfang

Wahrscheinlichkeitsfunktion
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Verteilungsfunktion

0

F(x)=)
1

fir x<x

fur x < x<x, (i=1..,n-1J

far x, < x

Binomialverteilung

Parametern = Stichprobenumfang
p = Erfolgswahrscheinlichkeit des Elementarereggss

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X== L(%n §= E(m % oi- )

fo (x/ . p) =(:‘J - g

Verteilungsfunktion

P(X<x=

Fa ({n )=

k=0

Erwartungswert
E(X)=nOp
Varianz

S09= B4 0 =i B xd o )

T

Var( X) = nOp{1- p

Hypergeometrische Verteilung

Parameter

n
N
M

Stichprobenumfang

Umfang der Grundgesamtheit
Zahl der Elemente in der Grundgesamtheit mieeibestimmten

Eigenschaft
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X=%= (¥ N, nM

fu (X N,nm):m%m

Verteilungsfunktion

k=0

M N-M
g

Erwartungswert

E(x):nd%

Varianz

Poissonverteilung

Parameter p: Erwartungswert = Varianz

Wahrscheinlichkeitsfunktion

(x ==t

X [@H
fo (X 1) = : "

Verteilungsfunktion

P(X< )= F(§u)=)

pe e
k!
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Rekursionsformel

f((x+2)| 1) =20 (X )

Erwartungswert

E(X)=u

Varianz

Var(X)=pu

Geometrische Verteilung

Parameter p

Wahrscheinlichkeitsfunktion

1

fo (4 p)=p(1- p* x=12,..
Verteilungsfunktion
0 fur x<1

", (41|

1-(1-p)"  furms x<m+l nEl2,.

Erwartungswert

E(X):%

Varianz

Var(x)=1;)2p
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Multinomialverteilung

Parameter n
B

Stichprobenumfang
Erfolgswahrscheinlichkeiten der Elementareresigai

Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X, =%, % =%)= §,( % %,...x| np.... p)

_ n!
fu (%%, %] N, R, ,R)—mﬂméﬂﬂb
k k
mit > x; =nund). p=1.
i=1 i=1
Erwartungswert
E(X)=n0p
Varianz

Var(X) = np ({1~ p)

Allgemeine hypergeometrische Verteilung
Parameter n = Stichprobenumfang

N; = Zahl der Elemente in der Grundgesamtheit mierelestimmten,
fur jedes i verschiedenen Eigenschaft

Wahrscheinlichkeitsfunktion

Fare (%0 200%] 1N, N = (N)

K K
mit > x; =nund> N = N,
-1 im1
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Erwartungswert

E(xi)=ndl\\li

Varianz

Var(X) = nd:—‘ [él_ﬁj%

N

IV Stetige Verteilungen

Gleichverteilung

Parameter a, b- Grenzen des Intervalls

Dichtefunktion

-

fg(x| a. b): b-a firasx<b
0 sonst
Verteilungsfunktion
0 fir x<a
Fg(x|a,b): ;(%: fira< x< b
1 far x>b
Erwartungswert
a+b
E(X)=——
(x)=22
Varianz
2
Var(X) = (b-2)

12
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Exponentialverteilung

Dichtefunktion

AR™™  fur x=0mitA>0
fe(x14) :{ sonst

Verteilungsfunktion

()=

fur x<O

e’™ fiurx=0

Erwartungswert

Gammaverteilung

Parameter r, A

Dichtefunktion
Ar
r(r)

wobeil ( r):jtr e dt, r( n=(r-1)!, falls r ganzzahli
0

"K', x=0

fo=

Erwartungswert

E(X):%
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Varianz

Var(X):L

2

Normalverteilung

Parameter p = Erwartungswert
02 = Varianz = Streuung um den Erwartungswert

Dichtefunktion
_Lfx-uy
fu(qu.0%)=———re A7)
flr —oco<XxX<+o

—OO<“<+OO

2<+Oo

O<o

Verteilungsfunktion

FN(X‘,U,O'Z)= f—l Ee_%[é%ﬂj dt

o[{/20r
Erwartungswert
E(X)=u
Varianz
Var(X)=0?

Standardnormalverteilung

N(,u,az) =N(0,9)
= Normalverteilung mit den Parameteun =@dw?® =1
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Standardisierte Zufallsvariable

_X-u
o

Dichtefunktion

Verteilungsfunktion

g
ol [e? df

)=k (9= =

Chi-Quadratverteilung

Parameter v

Dichtefunktion

Erwartungswert

E()(2)=I/

Varianz

Var()(2)=2v
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Studentverteilung (t-Verteilung)

Parameter v

Dichtefunktion

f(2] V) =CW)E—— s z5 00
)2
1+
vV
()
mit C(v) = 2
N mm("j
2
Erwartungswert
E(T)=0
Varianz
vV y
Var(T)=—— furv>2
v-2
F-Verteilung
Parameter v;,v,
Dichtefunktion
%—1
fe (2vv,) C(vl,vz)EZ—W, z>0
(v, +1,2) 2
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Erwartungswert

Vo

E(F)=

flrv,=2

Varianz

2v3 (v +V,=2)
Vi (Vs -2)? (vo—4)

Var(F)= firv,>4
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Ubergange zwischen den Verteilungen

Nor malverteilung

Binomialverteilung » Poissonverteilung

z|s

Hyper geometrische Verteilung
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V  Induktive Statistik Stichprobenfunktionen und
Testverteilungen

Arithmetisches Mittel der Stichprobe

Stichprobenfunktion

o 1.

X = E [Z( X )
Erwartungswert

E( )_() =
Varianz

Var()_():a

XN

o2
n

Testverteilung

X - . : o
z=2"Fa/n st standardnormalverteilt, falls; normalverteilt ist;
o

ist approximativ standardnormalverteilt, falls cie unabhangig
identisch verteilt sind und n grol} ist (Faustreget:100C).

Varianz der Stichprobe

Stichprobenfunktion
o _ 15 w\°
$=12 (%X

Testverteilung

2
Xzan[E ,wobei §:%Z( X=X

x? ist x%-verteilt mitv = n -1 Freiheitsgraden.
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Standardisierte Zufallsvariable bei unbekannter Vainanz der
Grundgesamtheit

Stichprobenfunktion

Testverteilung
T ist t-verteilt mitv = n -1 Freiheitsgraden

Quotienten zweier Varianzen

Stichprobenfunktion

nSdn-1)_xidn-
nEMn-1) x;{n-1)

N

fir o2 = 03 gilt F =

Testverteilung

F ist F-verteilt mitv, = n, =1 undv, =n, —1 Freiheitsgraden.
VI Punktschatzung

Eigenschaften von Schéatzfunktionen

- Erwartungstreue: E(é)=6?
Verzerrung (bias): E(é) £0

Asymptotische Erwartungstreug wenn gilt: lim E(é(”)) =0

n-o

- Konsistenz lim prob(

n-oo

é“—e\za):o

* Eine Schatzfunktio® ist konsistent, falls sie
1. asymptotisch erwartungstreu ist und

2. ihre Varianz\/ar(é) fir n - oo gegen Null strebt.
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- Effizienz:
e relative Effizienz:

Var(él) <Var(éz) : wobeiél,é2 erwartungstreue Schéatzfunktionen &sind.
 absolute Effizienz:

Die Var(é) ist minimal im Vergleich zu jeder anderen erwagstmeuen

Schéatzfunktion.

Schatzmethoden

Methode der Momente

Unbekannte Parameter der Grundgesamtheit werdeardsprechenden Parametern der
Stichprobe gleichgesetzt.

Methode der kleinsten Quadrate

Unbekannte Parameter der GrundgesamiBgfk =0,...,K) aus

V= BBt oAt &

é d
systematisch%r Einfluf¥ (%) zufélliger Einflul?

werden (ibeb®*=( X" X)™ X'y geschatzt.

Maximume-Likelihood-Methode
Likelihoodfunktion:

L(8) = (x|6)0f (x|6)0.0f (% 6)

=|j f(x|6) bzw

In L(H):gln f(x|6)

mit f (x| &8)= Dichtefunktion der Zufallsvariable;X
Den Schatzwer® erhalt man tiber die Maximierung var(8) bzw. In L(8):

a—L:Obzw dlnL _

: =0.
00 dIn6
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VIl Intervallschatzung

Konfidenzintervall fir p

- bei bekannter Varianz 6 der Grundgesamtheit (GG normalverteilt)

P(>_<_ Goofe Wy S S X+ 4—a/2m7>?) =1-a

_ GO
n
Oy =2 N=n (Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zurtcklegend u
* Jn|N-1
n
—=0,0
N S)
- bei unbekannter Varianz o? der Grundgesamtheit (GG normalverteilt)
Gy ==
* o n-1
A S N-n L . N
Oy = 1/— (Korrektur bei einer Stichprobe ohne Zurtcklegend u
Jn=-1V N
n
—=0,0
N S)

Wenn die Anzahl der Freiheitsgrade> 3C ist, kann die Studentverteilung durch die
Normalverteilung approximiert werden.

Konfidenzintervall fur die Varianz 02 (GG normalverteilt)

2

2
P 2[8 SP PRI I
Xl—a/Z,n—l Xa/ 2n-1

Konfidenzintervall fir den Anteilswert p

P('p_ %—a/zl—_‘ﬁ-ﬁs p= Ap+ ;—a/Zl-_‘ﬁ-i)):l_a

R p1- :
mit o7, = M Modell mit Zurticklegen
n



Merz: Statistik 1l - Wahrscheinlichkeitsrechnungdunduktive Statistik 73

R pl1- ¢ -
mit g, :\/p[qn p) d\lN ; Modell ohne Zurtcklegen unﬂ-z 0,05.

Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs

- bei Schéatzung fur p
Au=zloy =absoluter Fehls

7’ [&?
(B u)
- bei Schatzung fur Anteilswert p
1_
Ap=zlo, = M = absoluter Fehle Modell mit Zurticklegen
n
> Op{1-
n= M Modell mit Zurticklegen
(4p)
-1 _
Ap=z ;/ pE@E ) ;/ NN—;] = absoluter Fehle Modell ohne Zuriicklegen
und—~ > 0,05
N
> INOpl{f1-
n= ] z Rl Modell ohne Zurtcklegen
(Ap) MN-1)+ ZOp1- p
undﬂ >0,05
N

p ist Schatzwert fur p.

Wenn keine Informationen tbgrvorliegen:p =0,5.

Konfidenzintervall fur die Differenz zweier arithmetischer
Mittel

Voraussetzung: - Unabhangigkeit der Stichproben
- genlgend grof3e Stichprobenumfange (Faustragel30,n, >30)

- o7 und g3 bekannt

P|:(>_(l_ )_<2)_ 4oy 5/11_/12S(3<1_ _X2)+ ﬂTD}:l—a
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wobe Z=21 o))
2 2
0,”, O
N n

- o7 und g5 unbekannt, abero? = o3

P[(Xl_ )_(2)_ tdy, s,ul—,qu(Y(l— 5(2)+ wD] =l-a

wobei t=t,_q 5, +n,-2

~ n, +n
0.2_ 1 2 BZ

n,+n, -2
1
S 18 +n,8,°
+n
ng +n,
2 10 B.2 +
5 2_NS" +n,S, [nl n,
D
n,+n,-2 { nyh,

Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Anteilswerte
Bedingung:

n, b, fL-py)= 9n, 0, f1-p,)29

(P, —p,)- 205 <p,—p, < (B, —P,)+26,] =1-a

wobei

— 61 qu_f)l) + f)z [ﬂl_ﬁz)
n

A2
Op =

ny 2

Z=21 g2
VIl Parametertests

PrifgrofRen und Testverteilungen

Grundlagen

1. Schritt: Parametermenge, Nullhypothese, Altévhgpothese, Signifikanzniveau
2. Schritt: PrifgréRe, Testverteilung

3. Schritt:  Kritischer Bereich

4. Schritt:  Wert der PrifgréRe

5. Schritt: Entscheidung, Interpretation
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Einstichprobentests flr den Anteilswert

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:P=po
Alternativhypothese: HaPZP,
Prufgrofie: Z= p—Apo -—P B ,
War(plp) \/p(lp)
n
.o X
wobei p=— und X~B(n,p)
n
Testverteilung: Z~N(0,1) fimp{1- p)>9
Kritischer Bereich: (-0;2,]0[ 7+ )

Zu:Za/Z ) Zo:Zl—a/Z

Einseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:p<p,
Alternativhypothese: H,:p>p,
Prufgrofie: Z= p—Apo - B ,
\/V3-r( p| Fb) \/po (1_ po)
n
.. X
wobei p=— und X~B(n,p)
n
Testverteilung: Z~N(0,1) fimp{1- p)>9
Kritischer Bereich: [2¢;+ 00
Zc = Zl—q

Einstichprobentests fir das arithmetische Mittel bénormal-
verteilter Grundgesamtheit

Einstichprobentest fiir p bei bekannter Varianzo? der GG

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho:H=H,
Alternativhypothese: IR TETI
PrufgroRe: Z= x_’uﬂ :X_’U",
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_ O
X
o [N—-n L :
Oy =——F.|—— Korrektur bei einer Stichprobe
X I N-1 ( p
ohne Zurtcklegen un{FJ:]l—zo,OS)
Testverteilung: Z~N(0,1)
Kritischer Bereich: (-0;2,]0[ 2,;+)

Zuzza/z ’ Zozzl—a/Z

Einstichprobentest fiir p bei unbekannter Varianzo? der GG

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Ho: U =H,
Alternativhypothese: Hay U7 Mg
PrufgroRe: 7=-2% —to_- XA_/JO,
Var(X)  Ox
A S
Ox =

Oy = S_|N-n (Korrektur bei einer Stichprobe
X n-1V N

ohne Zurucklegen un?:]l—zo,OS)

Testverteilung: T ~t - verteilt mit A 1 Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: (=o0;t,] O[ty; + o)
t=tgon-1 v o= lagzna

Einstichprobentests flr die Varianz bei normalvertelter
Grundgesamtheit

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Hy,:0=0,

Alternativhypothese: H,:0%0,

PriifgroRe: oo = [S;
Op

Testverteilung: on ~ x2- verteilt mit n— 1 Freiheitsgraden
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Kritischer Bereich: [O ;)(uz] O [)(02 T+ oo)
)(u2 :)(02,/2 (n-1), )(02 :X:I.Z—G/Z(n_l)

Einseitige Fragestellung

Nullhypothese: Hy,:0<0,
Alternativhypothese: H,y:0>0,
PriifgroRe: Xo® = nES;
Op
Testverteilung: )(02 ~ x2- verteilt mit n-1 Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: [)(62 + oo)

X =Xa(n-1)

Zweistichprobentests fir die Differenz zweier aritimetischer
Mittel

Voraussetzungen:
- Beide Stichproben sind unabhéngig voneinander.
- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@yesamtheiten.

* Die Varianzen a? undo3 sind bekannt

Fall1: 0,°=0,°

Nullhypothese: Hy:Hy —H,=0
Alternativhypothese: Hy i, —H, %0
PrifgroRe: z= (X:-%,) g
g m+n
Testverteilung: Z~N(0,1)
Kritischer Bereich: (—00;2,]O[ 7,5+ )

Z, =Z0(/2 1 2o = Z1—0(/2
Fall 22 o,°#0,°

Nullhypothese: Ho:py, —H, =0
Alternativhypothese: HyH—H, 70
X, = X
PriifgroRe: Z= (X, %) Ynh,
Jn o7 +n o,

Testverteilung: Z~N(0,1)
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Kritischer Bereich: (=052, O[ 7,5+ )
Z,= Za/2 1 o= Z1—0(/2
« Die Varianzen ¢? undo3sind unbekannt

Fall 1: o,°=0,

Nullhypothese: Ho:py, —H, =0
Alternativhypothese: Hpy My —H, 70
o B X - X,
Prifgrofe: T= S Jnh
(n+n,)0 ——

N, -2
wobei §:%[@ pog + {DS) bzw.

~o__
T= b7 =N 0;=—2-%
\/and“f2+n1Ea°52 e * -1
Testverteilung: T ~ t-verteilt m=n, + n, —2 Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: (—oo;t, ] O[ty; + )
t t0(/2,\) ’to tl—q/z,v
Fall 2. 0,°#0,°
Nullhypothese: Ho:py, —H, =0
Alternativhypothese: Hpy My —H, 70
N X, =X,
Prifgrofie: T= Jn, 0,
N, 6,2 + 1, (6,2
wobei G, :—1[$_L
1_1
A n
22 = 2_1[$22
Testverteilung: T ist anndhernd t-verteilt mitreiheitsgraden:
v-= L mit
- 2
W (1-w)
+
n-1 n,-1
~2
O<w = 9, mlz <1

Kritischer Bereich: (=eost, ] Oftei+ )ty =tyoy s to=tigay
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Zweistichprobentests flr den Quotienten zweier Vaanzen

Voraussetzungen:

- Beide Stichproben sind unabhéngig voneinander.
- Beide Stichproben stammen aus normalverteiltam@gyesamtheiten.

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:
Freiheitsgraden

Kritischer Bereich:

Einseitige Fragestellung

Nullhypothese:

Alternativhypothese:

Prufgrol3e:

Testverteilung:
Freiheitsgraden

Kritischer Bereich:

Hy:0,°=0,°

H,:0,°#0,”

F:a-lz — nl[ﬁ_zz/( rl_l)
5-2 nz[sz/(nz_l)

F st

F-verteilt mit v,=n;,-1 unc v,=n,-1

[0;F,]O[Fy;+e0

67 _n0s’/(n-1)
5-22 nz[Bzz/(rE_l)
F st

F=

F-verteilt mit v;=n; -1 unc v,=n,-1

Fi+o F=F_
c [ 1

a,v,,v,

Zweistichprobentests flr die Differenz zweier Antdswerte

Voraussetzungen:

- Beide Stichproben sind voneinander unabhéngig.
- N, unc n, sind so grof3, dafl3 die Anteilswerte als normalue@gesehen werden

kdnnen.

Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Ho:py—p,=0
Haip =P, %20
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A

Prufgrofe: = E)l P, nl[hz
\/ p(1- D) rh+nz
wobeij b= 1[p +n2 p2:X1+X2
n+n n+n
Testverteilung: Z ist annahernd N ( 0,1 )-verteilt
Kritischer Bereich: (=052, ]0[z:% ) 2,224 1 20=21q)2

Tests im klassischen linearen Regressionsmodell

Y =B+ B0k, + B0k, 4 B D+ 4 B O +4 (F1..n0

Test der Gesamterklarungsgute (F-Test)

Nullhypothese: Ho:Bi=B,=...=B=...=B¢ =0
Alternativhypothese: HyB,20  (k=1,...K)
2 K-
Prufgrofl3e: F= R 5 @ K-1
1-R K
Testverteilung: Fist F-verteilt mit v,=K unc v,=n-K-1

Freiheitsgraden

Kritischer Bereich: [Fito  F=Fiq gkt

Signifikanztest fur die einzelnen MKQ/OLS-Koeffizienten by (t-Test)

Zweiseitige Fragestellung

Nullhypothese: Hy:B, =0
Alternativhypothese: Ha B Z0
- =0

PrifgroRe: t:M

S,

wobei =,/ Va( b)= un
§>< ( n- K 1|:G >§kk
e=y-Yy
Testverteilung: t ist t-verteilt md =n- K -1 Freiheitsgraden
. . i tu:_tc:tt)//Z,n—K—l

Kritischer Bereich: ]o0; —t,] O [ty; +oo

to = tc :tl—a/Z,n— K-1
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IX Verteilungstests

Chi-Quadrat-Verteilungstest

Einfache Hypothese

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten, genau
festgelegten Verteilung.

Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten, genau
festgelegten Verteilung nicht.
kK (n—=n0O

PriifgroRe: x?= Z p)
i=1

Testverteilung: X2 ist x2-verteilt mitv=k —1 Freiheitsgraden.

(k ist die Anzahl der Merkmalsauspragungen)
Faustregel fir die Anwendungip; =25 fur i=1,...,k

Kritischer Bereich: [)(CZ + oo)
Xe =Xia (k=)

Zusammengesetzte Hypothese

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten Verteilung.
Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten Verteilung
nicht.
Anmerkung: Parameter der Verteilung missen geschatzt
werden.
K -nlJ
PrifgroRe: X° z( p)
i=1
Testverteilung: X2 ist x2-verteilt mitv=k —1- m Freiheitsgraden.

(k ist die Anzahl der Merkmalsauspragungen,

m ist die Anzahl der geschatzten Parameter der
Verteilung)

Faustregel fur die Anwendungip; =25 fur i=1,...,k

Kritischer Bereich: [)(Cz + oo)
Xe =X (k=1-m)
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Kolmogorov-Smirnov-Verteilungstest

Nullhypothese: H,: Das Merkmal folgt einer bestimmten, genau
festgelegten Verteilung.

Alternativhypothese: H,: Das Merkmal folgt dieser bestimmten, genau
festgelegten Verteilung nicht.

PrufgroRe: d = max ‘F (2)-F (Z_l)‘
“ |Fe(z)-F(3)
wobei  F¢(2) die  Verteilungsfunktion  der
Grundgesamtheit ~ (expected) und F°(z)  die
Summenhaufigkeitsfunktion der Stichprobe (observed)

Testverteilung: d ist Kolmogorov-Smirnov-vertett=~d,_, ,
(n ist der Stichprobenumfang)

Kritischer Bereich: [dg;+c0
d.=dy 4,

Tabelle der Kolmogorov-Smirnov-Verteilung fur a =0,1 und a =0,05
(Quelle: J. Schwarze, Grundlagen der Statistik9D3, S. 254):

NI a=01(a=005({N| a=01|a=005({N| a=0,1|a=005|N| a=01|a=0,05

3 0,636 0,708 3 0,325 0,361 | 23 0,247 0,275 33 0,208 0,231
4 0,565 0,624 4 0,314 0,349 | 24 0,242 0,269 34 0,205 0,227
5 0,509 0,563 5 0,304 0,338 5 0,238 0,264 5 0,202 0,224
6| 0,468 0,519 6 0,295 0,327 6 0,233 0,259 6 0,199 0,221
71 0,436 0,483 7 0,286 0,318 7 0,229 0,254 7 0,196 0,218
g 0,410 0,454 8 0,278 0,309 8 0,225 0,250 8 0,194 0,215

9 0,387 0,430
19 0,369 0,409
113 0,352 0,391
12 0,338 0,375

9 0,271 0,301 9 0,221 0,246 9 0,191 0,213
0 0,265 0,294 0 0,218 0,242 0 0,189 0,210
1 0,259 0,287 10,214 0,238 0 0,170 0,188
2 0,253 0,281 2 0,211 0,234 | 100 0,121 0,134

DN D) B o b p s

Chi-Quadrat-Unabhéangigkeitstest

Nullhypothese: H,: Die Merkmale A und B sind voneinander
unabhangig.
Alternativhypothese: H,: Die Merkmale A und B sind voneinander abhangig.

2
PrufgroRe:  x* = ZZ—(nj %nj )

i=1j=1 ij
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wobei n; die beobachteten absoluten Haufigkeiten und

. _hdng . P .
A =T die absoluten Haufigkeiten bei
Unabhangigkeit sind.
Testverteilung: X” ist x>-verteilt mit v=(r -1)[ls—1) Freiheitsgraden
Kritischer Bereich: [)(62 + oo)

X=X ((r-2) s - 1))
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Merz: Statistik 1l - Wahrscheinlichkeitsrechnungdunduktive Statistik
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Merz: Statistik Il - Wahrscheinlichkeitsrechnwntd induktive Statistik

Poisson-Verteilung

m

0,01
fix)  Fx)

(Quelle: eigene Berechnungen)

0,02

flx)  F(x)

0,03

f(x) F(x)

0,04
f(x) F(x)

0,05
f(x) F(x)

W AN - OX

0,9900 0,8900
0,0099 11,0000
0,0000 1,0000
0,0000 1,0000

0,06
f(x) F(x)

0,9802
0,0196
0,0002
0,0000

0,8802
0,9998
1,0000
1,0000

0,07
f(x) F{x)

0,9704
0,9996
1,0000
1,0000

0,9704
0,0291
0,0004
0,0000

0,08

f(x) F(x)

0,9608 0,9608
0,0384 0,9992
0,0008 1,0000
0,0000 1,0000

0,09
£(x) F(x)

0,9512 0,9512
0,0476 0,9988
0,0012 1,0000
0,0000 1,0000

0,10
f(x) F(x)

WN - OX

0,9418 0,9418
0,0565 0,9983
0,0017 1,0000
0,0000 1,0000

0,11
f(x) F(x)

0,9324 0,9324
0,0653 0,9977
0,0023 0,5999
0,0001 1,0000

0,12
f(x) F(x)

0,9231
0,9970
0,9999
1,0000

0,9231
0,0738
0,0030
0,0001

0,15

f(x) F(x)

0,9139 10,9139
0,0823 10,9962
0,0037 10,9999
0,0001 11,0000

0,20
f(x) F(x)

0,9048 0,90438
0,0905 10,9953
0,0045 0,9998
0,0002 11,0000

0,25
f(x) F()

AN - Ox

0,8958 10,8958
0,0985 0,9944
0,0054 0,9998
0,0002 1,0000
0,0000 1,0000

0,30
f(x) F(x)

0,8869 0,8869
0,1064 0,9934
0,0064 0,9997
0,0003 1,0000
0,0000 1,0000

0,35
f(x) F(x)

0,8607
0,1281
0,0097
0,0005
0,0000

0,8607
0,9898
0,9995
1,0000
1,0000

0,40

f(x) F(x)

0,8187 10,8187
0,1637 10,8825
0,0164 0,9989
0,0011 0,9999
0,0001 1,0000

0,45
f(x) F(x)

0,7788 10,7788
0,1947 0,9735
0,0243 0,9978
0,0020 0,9999
0,0001 1,0000

0,50
f(x) Fx)

noB W - oflX

0,7408 0,7408
0,2222 0,9631
0,0333 0,9964
0,0033 0,9997
0,0003 1,0000
0,0000 1,0000

0,55
f(x) F(x)

0,7047 0,7047
0,2466 0,9513
0,0432 0,8945
0,0050 0,8995
0,0004 1,0000
0,0000 1,0000

0,60
f(x) F(x)

0,6703
0,2681
0,0536
0,0072
0,0007
0,0001

0,6703
0,9384
0,9921
0,9992
0,9999
1,0000

0,65

f(x) F(x)

0,6376 0,6376
0,2869 0,9246
0,0646 0,9891
0,0097 0,9988
0,0011 0,9999
0,0001 1,0000

0,70
fix) F(x)

0,6065 0,6065
0,3033 0,9098
0,0758 0,9856
0,0126 0,8982
0,0016 0,998
0,0002 1,0000

0,75
f(x) F(x)

DN B WN - O

10,3173

0,5769 0,56769
0,8943
0,9815
0,9975
0,9997
1,0000
1,0000

0,0873
0,0160
0,0022
0,0002
0,0000

0,80
f(x) F(x)

0,5488 0,5488
0,3293 10,8781
0,0988 0,9769
0,0198 0,9966
0,0030 0,9996
0,0004 1,0000
0,0000 1,0000

0,85
f(x) F(x)

0,5220
0,8614
0,9717
0,9956
0,9994
0,9999
1,0000

0,5220
0,3393
0,1103
0,0239
0,0039
0,0005
0,0001

0,90
fix) Flx)

0,4966 0,4966
0,3476 0,8442
0,1217 0,9659
0,0284 0,9942
0,0050 0,9992
0,0007 0,9999
0,0001 1,0000

0,95
f(x) F(x)

0,4724 0,4724
0,3543 0,8266
0,1329 0,9585
0,0332 0,9927
0,0062 0,9989
0,0009 0,9999
0,0001 1,0000

1,00

f(x) F(x)

NN OB W - OX

0,4493 0,4493
0,3595 10,8088
0,1438 0,9526
0,0383 0,9909
0,0077 0,9986
0,0012 0,9998
0,0002 1,0000
0,0000 1,0000

04274 04274
0,3633 0,7907
0.1544 0,9451
0,0437 0,9889
0,0093 0,9982
0,0016 0,9997
0,0002 1,0000
0,0000 1,0000

0,4066 0,4066
0,3659 0,7725
0,1647 10,9371
0,0494 0,9865
0,0111 0,9977
0,0020 10,9997
0,0003 1,0000
0,0000 1,0000

0,3867 0,3867
0,3674 0,7541
0,1745 0,9287
0,0553 10,9838
0,0131 0,9971
0,0025 0,9995
0,0004 0,9999

0,0001 1,0000

0,3679
0,7358
0,9197
0,9810
0,9963
0,9994
0,9909
1,0000

0,3679
0,3679
0,1839
0,0613
0,0153
0,0031
0,0005
0,0001
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Poisson-Verteilung

m

1,10

f(x)

F(x)

(Quelle: eigene Berechnungen)

1,20

f(x)

F(x)

1,30

f(x)

F(x)

1,40

f(x)

F(x)

1,50

(x)

F(x)

0NN D WN = O

0,3329
0,3662
0,2014
0,0738
0,0203
0,0045
0,0008
0,0001
0,0000

0,3329
0,6990
0,9004
0,9743
0,9946
0,9990
0,9999
1,0000
1,0000

1,60

f(x)

F(x)

0,3012
0,3614
0,2169
0,0867
0,0260
0,0062
0,0012
0,0002
0,0000

0,3012
0,6626
0,8795
0,9662
0,9923
0,9985
0,9997
1,0000
1,0000

1,70

f(x)

F(x)

0,2725
0,3543
0,2303
0,0998
0,0324
0,0084
0,0018
0,0003
0,0001

0,2725
0,6268
0,8571
0,9569
0,9893
0,9978
0,9996
0,9999
1,0000

1,80

f(x)

F(x)

0,2466
0,3452
0,2417
0,1128
0,0395
0,0111
0,0026
0,0005
0,0001

0,2466
0,5918
0,8335
0,9463
0,9857
0,9968
0,9994
0,9999
1,0000

1,90

f(x)

F(x)

0,2231
0,3347
0,2510
0,1255
0,0471
0,0141
0,0035
0,0008
0,0001

0,2231
0,6578
0,8088
0,9344
0,9814
0,9955
0,999
0,9998
1,0000

2,00

f(x)

F(x)

3

W RNDOHAE WN - OX

0,2019
0,3230
0,2584
0,1378
0,0551
0,0176
0,0047
0,0011

0,0002

0,0000

0,2019
0,5249
0,7834
0,9212
0,9763
0,9940
0,9987
0,9997
1,0000
1,0000

2,10

f(x)

F(x)

0,1827
0,31086
0,2640
0,1486
0,0636
0,0216
0,0061
0,0015
0,0003
0,0001

0,1827
0,4932
0,7572
0,9068
0,9704
0,9920
0,9981
0,9996
0,9999
1,0000

2,20

f(x)

F(x)

0,1653
0,2975
0,2678
0,1607
0,0723
0,0260
0,0078
0,0020
0,0005
0,0001

0,1653
0,4628
0,7306
0,8913
0,9636
0,9896
0,9974
0,9994
0,9999
1,0000

2,30

f(x)

F(x)

0,1496
0,2842
0,2700
0,1710
0,0812
0,0309
0,0098
0,0027
0,0006
0,0001

0,1496
0,4337
0,7037
0,8747
0,9559
0,9868
0,9966
0,9992
0,9998
1,0000

2,40

f(x)

F(x)

0,1353
0,2707
0,2707
0,1804
0,0902
0,0361
0,0120
0,0034
0,0009
0,0002

0,1353
0,4060
0,6767
0,8571
0,9473
0,9834
0,9955
0,9989
0,9998
1,0000

2,50

f(x)

F(x)

3

- O WwWNOWN AW N - O

-k b

0,1225
0,2572
0,2700
0,1890
0,0892
0,0417
0,0146
0,0044
0,0011
0,0003
0,0001
0,0000

0,1225
0,3796
0,6496
0,8386
0,9379
0,8796
0,9941
0,9985
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000

2,60

f(x)

F(x)

0,1108
0,2438
0,2681
0,1966
0,1082
0,0476
0,0174
0,0055
0,0015
0,0004
0,0001
0,0000

0,1108
0,3546
0,6227
0,8194
0,9275
0,9751
0,9925
0,9980
0,9995
0,9999
1,0000
1,0000

2,70

f(x)

F(x)

0,1003
0,2306
0,2652
0,2033
0,1169
0,0538
0,0206
0,0068
0,0019
0,0005
0,0001
0,0000

0,1003
0,3309
0,5960
0,7993
0,9162
0,9700
0,9906
0,9974
0,9994
0,9998
1,0000
1,0000

2,80

f(x)

F(x)

0,0907
0,2177
0,2613
0,2090
0,1254
0,0602
0,0241
0,0083
0,0025
0,0007
0,0002
0,0000

0,0907
0,3084
0,5697
0,7787
0,9041
0,9643
0,9884
0,9967
0,991
0,9998
1,0000
1,0000

2,90

f(x)

F(x)

0,0821
0,2062
0,2565
0,2138
0,1336
0,0668
0,0278
0,0099
0,0031
0,0009
0,0002
0,0000

0,0821
0,2873
0,5438
0,7576
0,8912
0,9580
0,9858
0,9958
0,9969
0,9997
0,9999
1,0000

3,00

f(x)

F(x)

R ~N O 0 H W N = OX

I
- O D

"y
N

0,0743
0,1931
0,2510
0,2176
0,1414
0,0735
0,0319
0,0118
0,0038
0,0011
0,0003
0,0001
0,0000

0,0743
0,2674
0,5184
0,7360
0,8774
0,9510
0,9828
0,9947
0,9985
0,9996
0,9999
1,0000
1,0000

0,0672
0,1815
0,2450
0,2205
0,1488
0,0804
0,0362
0,0139
0,0047
0,0014
0,0004
0,0001
0,0000

0,0672
0,2487
0,4836
0,7141
0,8629
0,9433
0,9794
0,9934
0,9981
0,9995
0,9999
1,0000
1,0000

0,0608
0,1703
0,2384
0,2225
0,1557
0,0872
0,0407
0,0183
0,0057
0,0018
0,0005
0,0001
0,0000

0,0608
0,2311
0,4695
0,6919
0,8477
0,9349
0,9756
0,9919
0,9976
0,9993
0,9998
1,0000
1,0000

0,0550
0,1596
0,2314
0,2237
0,1622
0,0940
0,0455
0,0188
0,0068
0,0022
0,0006
0,0002
0,0000

0,0550
0,2146
0,4460
0,6696
0,8318
0,9258
0,9713
0,9901
0,9969
0,9991
0,9998
0,9999
1,0000

0,0498
0,1494
0,2240
0,2240
0,1680
0,1008
0,0504
0,0216
0,0081
0,0027
0,0008
0,0002
0,0001

0.0498
0,1991
0,4232
0,6472
0,8153
0,9161
0,9665
0,9881
0,9962
0,9989
0,9997
0,9999
1,0000
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Poisson-Verteilung

m

3,50

(Quelle: eigene Berechnungen)

4,00

4,50

f(x)

F(x)

f{x)

F(x)

f(x)

F(x)

5,00

f(x)

F(x)

5,50

£(x)

F(x)

0O NN P WN = OIX

0,0302
0,1057
0,1850
0,2158
0,1888
0,1322
0,0771
0,0385
0,0169
0,0066
0,0023
0,0007
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0302
0,1359
0,3208
0,5366
0,7254
0,8576
0,9347
0,9733
0,9901
0,9967
0,9990
0,9997
0,999¢9
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

6,00

£(x)

F(x)

0,0183
0,0733
0,1465
0,1954
0,1954
0,1563
0,1042
0,0595
0,0298
0,0132
0,0053
0,0019
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0183
0,0916
0,2381
0,4335
0,6288
0,7851
0,8893
0,9489
0,9786
0,9919
0,9972
0,9991
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

7,00

f(x)

F(x)

0,0111
0,0500
0,125
0,1687
0,1898
0,1708
0,1281
0,0824
0,0463
0,0232
0,0104
0,0043
0,0016
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0111
0,0611
0,1736
0,3423
0,5321
0,7029
0,8311
0,9134
0,9597
0,9829
0,9933
0,9976
0,9992
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

8,00

f(x)

Fx)

0,0067
0,0337
0,0842
0,1404
0,1755
0,1755
0,1462
0,1044
0,0653
0,0363
0,0181
0,0082
0,0034
0,0013
0,0005
0,0002
0,0000
0,0000
0,0000

0,0067
0,0404
0,1247
0,2650
0,4405
0,6160
0,7622
0,8666
0,9319
0,9682
0,9863
0,9945
0,9980
0,9993
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000

9,00

f(x)

F(x)

0,0041
0,0225
0,0618
0,1133
0,1558
0,1714
0,1571
0,1234
0,08489
0,0519
0,0285
0,0143
0,0065
0,0028
0,0011
0,0004
0,0001
0,0000
0,0000

0,0041
0,0266
0,0884
0,2017
0,3575
0,5289
0,6860
0,8095
0,8944
0,9462
0,9747
0,9890
0,9955
G,9983
0,9994
0,9998
0,9999
1,0000
1,00G0

10,00

f(x)

F(x)

0,0025
0,0149
0,0446
0,0892
0,1339
0,1606
0,1606
0,1377
0,1033
0,0688
0,0413
0,0225
0,0113
0,0052
0,0022
0,0009
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0025
0,0174
0,0620
0,1512
0,2851
0,4457
0,6063
0,7440
0,8472
0,9161
0,9574
0,8799
0,9912
0,9964
0,9986
0,9995
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0009
0,0064
0,0223
0,0521
0,0912
0,1277
0,1490
0,1490
0,1304
0,1014
0,0710
0,0452
0,0263
0,0142
0,0071
0,0033
0,0014
0,0006
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0009
0,0073
0,0296
0,0818
0,1730
0,3007
0,4497
0,5987
0,7291
0,8305
0,9015
0,9467
0,9730
0,9872
0,9943
0,9976
0,9990
0,9996
0,99998
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0003
0,0027
0,0107
0,0286
0,0573
0,0916
0,1221
0,1396
0,1396
0,1241
0,0993
0,0722
0,0481
0,0296
0,0169
0,0090
0,0045
0,0021
0,0009
0,0004
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0003
0,0030
0,0138
0,0424
0,0996
0,1912
0,3134
0,4530
0,5925
0,7166
0,8159
0,8881
0,9362
0,9658
0,0827
0,9918
0,9963
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0001
0,0011
0,0050
0,0150
0,0337
0,0607
0,0911
0,1171
0,1318
0,1318
0,1186
0,0970
0,0728
0,0504
0,0324
0,0194
0,0109
0,0058
0,0029
0,0014
0,0006
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000

0,0001
0,0012
0,0062
0,0212
0,0550
0,1157
0,2068
0,3239
0,4557
0,5874
0,7060
0,8030
0,8758
0,9261
0,9585
0,9780
0,9889
0,9947
0,9976
0,9989
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000
1,0000

0,0000
0,0005
0,0023
0,0076
0,0189
0,0378
0,0631
0,0901
0,1126
0,1251
0,1251
0,1137
0,0948
0,0729
0,0521
0,0347
0,0217
0,0128
0,0071
0,0037
0,0018
0,0009
0,0004
0,0002
0,0001

0,0000
0,0005
0,0028
0,0103
0,0293
0,0671
0,1301
0,2202
0,3328
0,4579
0,5830
0,6968
0,7916
0,8645
0,9165
0,9513
0,9730
0,9857
0,9928
0,9965
0,9984
0,9993
0,9997
0,9999
1,0000
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Verteilungsfunktion d)(z) der Standardnormalverteilung 1
N(0,1) (Quelle: Hartung et al. 1982, S. 734)

- 4 E] T 1
000 00,5

). Shadad P=050, 1-P=350.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

0,09

0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,53%279 0,5319
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 6,56%675 0,5714
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 6,60%6064 0,6103
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 6,6806443 0,6480
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 Q,60/6808 0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 @,7027157 0,7190

0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 @,785/486 0,7517
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 @,706/794 0,7823
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 @,80:B078 0,8106
09 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 6,8818340 0,8365

0,7224

0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 @,893B577 0,8599

1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,898790 0,8810
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 @,89(8980 0,8997
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 Q,90P147 0,9162
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,990292 0,9306

0,8621

0,8830
0,9015
0,9177
0,9319

1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 6,960418 0,9429

1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 6,99]9525 0,9535
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 8,96(P616 0,9625
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 6,96€693 0,9699
1,9 09713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,99D756 0,9761

0,9441

0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

20 09772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 3,98(M808 0,9812

2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 6,984€850 0,9854
2,2 09861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 @,980884 0,9887
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,99P911 0,9913
2,4 09918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9938932 0,9934

0,9817

0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 8,990949 0,9951

2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 @,990962 0,9963
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 @,9909972 0,9973
2,8 09974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,999979 0,9980
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 6,998985 0,9986

0,9952

0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,998€989 0,9990

0,9990

Ablesebeispiel:®(1,56) = 0,940¢ ®(z)=1-a
Erweiterung der Tafel®(-z) =1-®( 2)

Approximation nach Hastingsfur z>0

1 -z .
O(z)1l-——[k 2 (t+ g+ alt+ g0t + adt) mit & ,
(2) 01 g e 2t abt v gt alte g0 mit &
b=0,231641¢, a, =0,3193815, a, =—-0,35656378, a;=1,78147793,

a, =—1,82125597, a;=1,33027442.
Quantile z der Standardnormalverteilung
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N

NCD00,1.000). Shodod P-050, 1-P=950,

N(0,1) (Quelle: Hartung et al. 1982, S. 735)

(2) 2 (2) 2 (2) 2 (2) 2

0,9999 3,7190 0,9975 2,8071 0,965 1,8119 0,83 Q2,954
0,9998 3,5401 0,9970 2,7478 0,960 1,7507 0,82 @,915
0,9997 3,4316 0,9965 2,6968 0,955 1,6954 0,81 0,877
0,9996 3,3528 0,9960 2,6521 0,950 1,6449 0,80 6,841
0,9995 3,2905 0,9955 2,6121 0,945 1,5982 0,79 @,806

0,9994 3,2389 0,9950 2,5758 0,940 1,5548 0,78 Q,772
0,9993 3,1947 0,9945 2,5427 0,935 1,5141 0,76 8,706
0,9992 3,1559 0,9940 2,5121 0,930 1,4758 0,74 8,643
0,9991 3,1214 0,9935 2,4838 0,925 1,4395 0,72 8,582
0,9990 3,0902 0,9930 2,4573 0,920 1,4051 0,70 @,524

0,9989 3,0618 0,9925 2,4324 0,915 1,3722 0,68 @g,467
0,9988 3,0357 0,9920 2,4089 0,910 1,3408 0,66 6,412
0,9987 3,0115 0,9915 2,3867 0,905 1,3106 0,64 6,358
0,9986 2,9889 0,9910 2,3656 0,900 1,2816 0,62 6,305
0,9985 2,9677 0,9905 2,3455 0,890 1,2265 0,60 8,253

0,9984 2,9478 0,9900 2,3263 0,880 1,1750 0,58 9,201
0,9983 2,9290 0,9850 2,1701 0,870 1,1264 0,56 0,151
0,9982 2,9112 0,9800 2,0537 0,860 1,0803 0,54 @,100
0,9981 2,8943 0,9750 1,9600 0,850 1,0364 0,52 @,050
0,9980 2,8782 0,9700 1,8808 0,840 0,9945 0,50 0,000

Ablesebeispielz 5 = 1,644¢

Erweiterung der Tafelz,_, = -z,

Approximation nach Hastingsfiir 0,5< ®(z)<1

z0Ot- a0+a1Et+2a2Et2 mitt=\/—2EIn(1—<D(z)),

1+b O+b, [ + b,
a, = 2,51551;, a, = 0,80285;, a, =0,01032;,
b, =1,43278% b, = 0,18926, b, = 0,00130¢,

H&aufig vorkommende z-Werte fur die Bestimmung vanfdenzintervallen

Z ist standardnormalverteilt Konfidenzintervall
zweiseitig | einseitig
Haufig vorkommende z-Werte furf: a = 0,01 z=2,58 z=2,33
a=0,05 z=196 z=1,65
a=0,1 z=165 z=128




95

1-a

)

2
a

(Quelle: J. Schwarze: Grundlagen der StatistikL893, S. 306 -

Merz: Statistik 1l - Wahrscheinlichkeitsrechnungdunduktive Statistik
307):

x?-Verteilung fiir P(O<x?sx
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F-Verteilung

angig

keit vonv,uncv, sind die Werte x der F-verteilte

In Abh

Zufallsvariablen tabelliert, bei denen die Vertegsfunktion (1—0')

J.

0,99 und 0,995 ann

ni@uelle

0,975
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die Werte 0,90

Schwarze, Grundlagen der Statistik Il, 1993, S.-3805)
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Ubersicht zur Approximation von Verteilungen mit gxpximationskriterien (Quelle: J.

Schwarze, Grundlagen der Statistik I, 1993, S)116
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